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SOBRE A TEORIA DO CONTROLE OTIMO
APLICACAO EM REATORES NUCLEARES

P. Golderberg e V. Provenzano

RESUMO

A “teoria do controie otimo’ e uma formulacao matematica recente utihizada na resolugdo de uma
classe importante de problemas em ciéncia & tecnologia que nido podem ser resolvidos pelo Calculo das
Variacdes Classico Tai classe de problemas aparecem tambem em controle de reatores nucleares

No presente trabalho sd0 apontados certos aspectos da teoria dc controle otimo, sahentando a
contribuigdo de Pontryagin com a formulagao do Principio do Maximo

Uma aplicagdo desta teoria. no caso particular do tempo minimo_ e apresentada Ta! aplicagdo refere-se
a um problema de controle de potencia de um reator nuclear (considerandu-se um modelo simphficado
deste) em tempo minimo

| - Introdugdo

Os processos fisicos que aparecem em ciéncia ¢ em tecnologia sdo usuaimente
controléveis, isto ¢, eles podem processar-se de diversas maneiras dependendo da vontade dos
pesquisadores

Neste sentido um problema importante se apresenta: encontrar o0 melhor controle
possivel (melhor em algum aspecto), ou em outras palavras, obter o "“controle 6timo’’ para os
processos fisicos em questdo

Podemos, por exemplo, desejar otimizacdo no sentiao ds rapidez de acao, isto e, atingir o
objetivo do processo no menor tempo possivel ou, atingir o objetivo de um processo com o
minimo de energia A formulacdo matematica desses prcblemas teve origem no cilculo das
variagGes Entretanto, a solugdo de uma grande quantidade de problemas importantes em
tecnologia moderna ndo pode ser obtida pelo calculu das variagOes classico Este fato ocorre,
pois as varidveis que aparecem nas equagdes que descrevem Os sistemas devem, de alguma
maneira, ser [imitadas

Surge assim, a necessidade de uma formulacdo matematica, cujo objetivo central é o de
solucional tais problemas praticos muito importantes, ndo resolviveis por meio dos métodos do
calculo das variagOes

Esta formulagdo matematica ¢ usualmente conhecida por “Teoria do Controle Otimo”’.

Diversos pesquisadores dedicaram ¢e ao desenvolvimento dessa thoria. Entre eles devernos
destacar o trabalho de Pontryagin 6, cujos resultados se apresentararn como fundamentais para
o teoria.

Realmeante, por vaita de 1956, Pontryagin demonstrou um teorema gque conduz a solucdo
do problama geral de encontrar um controle 6timo



Este teorema, conhecido por “'Principio do Maximo™, for inicialmente verificado para
tipos especiais de sistemas, e em particular for demonstrado para o caso dos sistemas lineares,

Pretendemos, no desenrolar deste trabalho, apresentar certos aspectos da Teoria do
Controle Otimo; antes, entretanto, consideraremos a questdo relativa a classe de controles
vidveis que se apresentam nos processos Otimos lsso sigmifica que inicialmente teremos que
exibir uma classe de controles admissiveis que se apresenta nos process.s de controle reais.

A seguir, formularemos os problemas gerais de controle Posteriormente, sera analisada a
questdc dos controles descontinuos Juntamente com esta questdo, ver sea que € preciso
encarar as equag¢Ges que descrevem os sisternas reais, segundo Caratheodory. e ndo no sentido
cléssico de Cauchy Euler Peano

O principio do Maximo sera enunciado e comentado. Por ultimo, ilustrar-se-a por meio de
um exemplo, uma aplicagdo desse principio. Este exemplo diz respeito ao problema de tempo
minimo ligado a um modelo simplificado de um reator nuclear

A propodsito, cabe aqui o seguinte comentario Este trabalho ndo se propbe apresentar
nada realmente original Sua finalidade é a de informar e introduzir o leitor a Teoria do
Controle Otimo. Esta teorta é mais poderosa do que sera possivel notar nos desenvolvimentos
seguintes, visando a solugdo de uma larga ciasse de problemas imporiantes em tecnologia.

Il - Preliminares

Consideremos um objeto cujo movimento em fun¢do do tempo é descrito pelo seguinte
sistema de equagdes diferenciais ordinarias

(_i)(' = f'fy! n 1 r .
at fiix', ,x"ou', Lu'), i=1, N {1)
Nesse sistema,
x' (1), . , X" (t) sdo tuncdes reais incognitas da variavel t {tempo), definidas em

um intervalo t, <t <t;, e assumndo valores em um conjunto X do espago real de
n dimensdes A";

u' (), , u" (t) sdo funcdes reais de controle, também definidas em to <t <t,,
com valores num compacto U de R";

£, .. . " sdo fungBes reais de n + r variaveis, definidas no produto cartesiano
Xx U

Faremos uso do célculc vetorial Um ponto (x!', .., x") de X sera designado por x
Pode se, entdo, dar ao sistema (1), a seguinte forma vetorial

ax
= =f(x,u
gt {x, u)

Dadas as posigbes iniciai e final do objeto, designadas respectivamente por x, e x;,
diremos que o objeto é contro'dvel no intervalo to< t < t,, se existe algum controle u (t)
definido nesse intervalo, com valores em U, e correspondente uma solugao



x = x {t,u)
do sistema (1), tal que
x (tg. u) =xq
x (ty, u) =x,
O proolema de controle consiste entdo no seguinte:

a) Estabelecer sob quais condigdes o objeto é controlavel;
b) Determinar os contrales admissiveis, isto ¢, aqueles competiveis com o desempenho
do objeto.

Em diversas aplicacdes praticas, o uso de controles descontinuos ndo pode ser evitado.
Dai ser conveniente considerar a classe D dos controles admissiveis, descrita pelas seguintes
condigOes:

1) Todos os centroles u (t), to <t <t,, que pertencem a classe D, séo mensuraveis e
limitados;

2) Se u (1), tg <t <t; e um controle admissivel, v ¢ um pontn arbitrariode Ue t’, t”
sdo numeros satisfazendo t, <t'<1”"<t,;, o controle u, {t) definido em
to <t<1t, pela expressdo

v set’<t<t”
u (t) =
ultlsety <t<t’ ou 1" <t<t,,

também é admissivel;

3) Se o intervalo t, <t<t; é dividido em um namero finito de subintervalos, onde
em cada subintervalo o controle u (t) e admissivel, entdo este controle é também
admissivel em todo o intervalo to <t <t

Além disso, o controle admissivel definido em t, <t <t,, quando restrito a um
subintervalo quaiquer, é também admissivel, e o controle obtido de um controle
admissivel u (t), to <t < t,, por uma translagdo em t, também é admissivel.

As descontinuidades na funcio de controle u (t), levam a considerar o sistema (1) no
sentido de Carathéodory, ao invés de encara-lo no sentido classico de Cauchy-Euler-Peano.

Assumiremos entdo, que as fun¢des

figed, . ,x"d, . ), =1, 0,0,

independentos da varidvel t, satisfazem as condiges de Carathéodory em XxU. Com isto
queremos afirmar que as referidas fungBes sdo contfnuas em relacdo a todas as varidveis
', x" , u” em XxU, e que sdo majoradas por funcdes integraveis segundo

Lebesgue nas vizinhangas de qualquer ponto desse conjunto.



Assumiremos ainda, que existem as derivadas parciais

of(x! . . x"u',., ,uf)

em X x U, satisfazendo, tambem, as condi¢es de Caratheodory nesse conjunte

Além disso, sendo u {t) uma fun¢do limitada qualquer, mensuravel, definida em
tp < t < t;, com valores em U, as fungdes

'), . ..., x" (),

absolutamente continuas em qualquer segmento contido no intervalo to < t < t;

i .
d—"d—tm =fxt 0, . LMt . LU=, .., 2
quase sempre nesses segmentos, denominam-se solugdo do sistema (1), corraspondente a fun¢ao
de controle u (t).

Ao considerar-se as solu¢cBes do sistema (1) neste sentido, grande parte dos resultados
basicos da teoria das equacGes diferenciais ordinarias, e em particular os teoremas de existéncia
e unicidade de solu¢do, permanecem validos, qualguer que seja o controle u (t) considerado.

Rigorosamente falando, as solugdes do sistema (1) nao sao sempre definidas em todo o
intervalo t; < {<1,, onde u (t) foi definido Entretanto, quando o sistema (1) e linear nas
varidveis x!, , X", o intervalo de defini¢do de suas solugdes, coincide com todo o intervalo
1, St<t; onde as fungBes u (t) foram definidas

Julgamos oportuno mencionar aqui que relativamente ao sistama de Carathéodury sdo
validos os teoremas da dependéncia continua da solugdo com relagao a parémetros

As questdes de existdncia e unicidade etc, relativas as solugGes do sistema (1) sdo
discutidas em pormenores por diversos autores. A proposito, gostariamos de ccnduzir os
leitores interessados neste assunto, a um estudo elaborado sobre os sistemas de Caratheodory,
que é o tema de dissertagdo de Mestrauo de um dos autores deste trabalho

111 - Enunciado do Problema Fundamental de Controle Otimo e o Principio do Méximo

O problema de controle mencionado na secgdo anterior é 0 que antecede o problema de
controle 6timo

A presente seccdo é primordiaimente dedicada ao enunciado do problema fundamental
com o Principio do Maximo,

Conforme ja se referiu na secgdo anterior, consideraremos O sistema de equacoes
diferenciais



)
gf— =fix'.. .. x"uh. Ld)i=1 0, (3)

descrevendo 0 movimento de um objeto (o efeito do controle também é levado em
considera¢do).

Observar que o sistema (3) e um sistema autdnomo, considerado no sentido de
Carathéodory.

Dado um controle admissivel u=u (t), definido em t; <t <t,, a equagdo (3) acima,
escrita sob a forma vetorial

dx _
ot =f{x,u),
assume a seguinte forma
dx _
at =f(x, u (1)), (4)

Juntamente com a equagao {4), tomemos dois pontos X, e x; de X, e sejam

x (19, U) =xg

x {ty, u) =x;
respectivamente, as condigdes inicial e final do problema.

Finalmente, uma funcdo adicional f (x!,....,x", u)=f° (x, u) é dada, funcdo esta
definida e continua em XxU, possuindo derivadas parciais

af° . _
ax‘ ,I—1,....,ﬂ

definidas e contfnuas no mesmo conjunto X x U,

A partir das consideracBes feitas acima pode-se enunciar o problema fundamental do
Controle Otimo da maneira seguinte:

“No espaco de fase X, sdo dados dois pontos xo & x;. Entre todos os controles
admissiveis

u=ut)

que transferem o ponto de fase da osiclo x, para 2 posigdo x; (supde se que tal controle
existe), encontrar um tal que o funcional

_ Mo ;
J=f 2 {x(t), ult)dt, (6)
to

assuma valor minimo”’



Note-se que
=x{t)
é a solugdo do sistema (4), satisfazendo a condigdo inicial
x(tg) =xp .,
solugdo esta correspondente ao controle u (1), passando no instante t; pelo ponto e fase x; .
O controle u(t), solugdo do problema acima, denomina-se '‘controle otimo”
correspondente a transferéncia do objeto do ponto x, para 0 ponto x; A correspondente

trajetdria x (t), denomina-se “‘trajetdria otima’”

Sucintamente, o problema de controle otimo, consiste em determinar um controle 6timo
e a trajetoria Otima correspondante

Um caso particularmente importante do problema de controle 6timo ocorre quando
f® (x, ul = 1 Trata se do problema designado por “probiema de tempo 6timo”, onde se deseja
minimizar o funcional (5) que possui aqui a seguinte forma especifica

J=1, 1,

O problema de tempo otimo nos casos praticos visa a minimizar o “"tempo de
transferéncia’’ dos pontos de fase da posicdo inicial & posigdo final. A propdsito, o exemplo que
exibiremos na secgdo seguinte sera um problema de tempo 6timo.

Passemos, em seguida a examinar algumas relagbes que serdo utilizadas na formulagdo do
Principio do Méximo Convém lembrar que tal principio constitui a ferramenta central para o

exemplo ilustrativo gue exihiremos na sec¢do |V

Além do sistema fundamental de equac¢des diferenciais ordinarias

d.’_": [ P
dt f'ix,u),i=0,1, . n, (6)
consiczre se um outro sistema auxiliar de equagdes diferenciais ordinarias nas variaveis ¢, !,
, ¥", a saber
1! n f <3
dy .3 Awdye 51, n (7)
dt @=0  3x

Dado um controle admissivel u {t), to <t<t,, e uma correspondente trajetoria x {t),
{solucdo do sistema (6), satisfazendo a condigdo inicial x (tp) =xq), 0 sistema (7) assume a
forma

' o
g%t&) = - % Pi.!!‘ih&’.(}ll ‘Pa, i=0,1, ,n. (8)

a=0 ax'

O sistema (8) é linear e homogéneo; daf, para dados valores iniciais, existe uma Unica
solucdo



v=00 ¥, M
do sistema, definida em ty St <t,

Assiny como a solugdo x (t) do sistema {6), a solugdo do sistema (8) ¢ uma fun¢do
contfnua em ty St <t; e derivavel quase sempre neste intervalo, isto 4, derivavel exceto em
um conjunto de medida de Lebesgue nula

O passo seguinte consiste em reunir (6) e (7) em uma Onica relagdo. Para tanto,
consideremos 8 funcdo ¥ nas varidveis x', "l Y, Ly, L, uT definida
pela relagdo seguinte:

g, xu) = (0, fxul) = 2 0% F%(x.0)
a=0

Vé-se facilmente que os sistemas (6) e (7) podein ser reescritos com o auxriio da
fungdo J(, nas formas seguintes

dx' _ 9K . _ ’

@ aw" i=0,1, ...n (9)
ay'_ oK

at o’ i=0,1, ..,n. (10)

Daf, tomando um controle admissivel arbitrdriou(t), to <t<t; e a condi¢do
inicial x (to) = %o, podemos determinar a correspor .ente trajetéria x (t) = (x° (1), x! (1),
..... , x" (t)). Posteriormente, encontraremos as soluc3es do sistema (10)

=ty @, ")
correspondentes as fungdes u (t) e x (t)

A fungdo X resuita uma funcdo de u, se fixarmos os valores de Y e de x. Neste caso,
designemos por M{{, x) o extremo superior de 3, quando u percorre U, ou seja

M{y, x) = su%JC (¥, x,u)
ue

Observe-se que se a fungdo continua 7( atinge seu extremo em U, M{y, x) 8 um valor mdximo
de X, para V¥ e x fixados.

O teorema 1 (condiclo necessiria de otimizacdo), cujo ponto principal aparece na
equacdo (11), serd chamado Principio do Méximo,

Teorama 1 - Seja u (t), 1o <Kt <t,, um controle admissivel tal que a correspondente trajetéria
x {t) passa pelo ponto xo, no instante t, e em algum instante t; passa pelo ponto x,. A
condigdio necesséria para que u (t) e x {t) sejam Otimos é que exista um vetor cont/nuo néo nulo
Yy =01, ¥ (1), ...., ¥" (1)) correspondente a u (t) e x (t), tal que;

1) Qualquer que seja t, t, <t < t;, a fungdo J{Y(t), x(t}, u) da varidvel u pertencente
a U, atinge seu maximo no ponto u = u(t):



I (), x (t), u(th) =My (t), x(1); {11)
2) No instante final t, , verificam-se as seguintes relagoes

VO () <0, MUY (), x(y,))=0. (12)

Além disso, se ¥ (t), x (t) e u (t) satisfazem os sistemas {9), (10) e a condigio 13, as funges
Yo(t) e M(y (t), x (1)) s8o constantes. Dai, as relagdes (12) sdo verificadas qualquer que seja t no
intervalo to € t < t,, @ nd0 somente no instante t, .

A partir do Teorema 1, pode derivar-se uma condigdo necesséria para o tempo 6timo. Para
isto, é necessario somente substituir f° (x,u) por 1. Entiio, segundo o Teorema 1, temos que

H=y° + ?‘. wvf" {x,u).
v=1
Introduzindo o vetor n-dimensional Y = (y!,...., ¥") € afuncio
H, xu) = 2 971 (x, ul
=1

podemos reescrever as equacdes (6) e (7) (com exceglo de equacdo (7) para i =0, que agora é
supérflua) na forma de Sistemas Hamiltonianos

' _ M i=12,.....n, (13)
d
W' M =q . n A (14)
dt ax'

Fixados Y e x, H é fungao somente de u. Designemos por M ({/,x) o extremo superior de
H:

M (Y, x) =sup H ({,x).
u€u
Como H (¥, x, u) =X (¥, x, u) = ° verifica-se
M (¥, x) =M(y, x) -y°,
e entdo (11) e (12) assumem a forma
H{y (), x(t),u(®) =My (), x(t) =-y° >0,
Dai, subsiste o teorema seguinte:

Teorema 2 - Seja u(t), ty < t<t, um controle admissivel que transfere os pontos de fase de x,
ax;, eseja x(t) a correspondente trajetéria tal que

X (to) = Xo

x(ty)=xy,



Para que u (t) e x {t) sejam de tempo &6timo é necessirio que exista uma fungdo vetorial
continua ndo nula

vy =t @,y
correspondente a u (t) e x (1), tal que:

1) Qualquer que seja t, to S t<t,, a fungdo H (Y (1), x (1), u) da varidvel u, com u
pertencente a U atinge seu maximo no ponto u =u {t):

Hiy (1), x (1), ulth =M {y (), x (t}); (15)

2) No instante final t, a relagao
M{y(t)x(t) =0 (16)

é satisfeita. Além disso, se | (1), x (1) e v (1) satisfazem os sistemas (13), {14) e a condigio 18,
a func3o do tempo M { (t), x (t)) é constante. Dai (18} subsiste qualquer que seja t
com ty & < t;, e ndo somente no ponto t, .

Os topicos matematicos que acabam de ser expostos serdo aplicados no exemplo seguinte.
1V - Exemplo Nustrativo

Conforme mencionou -se na introdu¢do, ilustraremos a teoria vista acima por meio de um
exemplo pratico. Este exemplo é a utilizagdo do Principio do Mdximo a um problema de tempo
minimo. Podemas, em poucas palavras, descrever o problema sobre 0 qual nos deteremos, da
seguinte raneira:

Consideremos o modelo simplificado de um reator nuclear. Suponhamos conhecida sua
poténcia inicial Py no instante t=t, e que desejamos aumentar essa poténcia a uma determinada
P 4, UM tempo minimo, por meio de uma manipulagcdo adequada da barra de controle. Mais
especificamente, queremos determinar ¢ instante exato em que devemos inverter a velocidade
da barra de controle de tal forma que a paténcia desejada seja atingida nhum tempo minimo.

Motivou este estudo, além de outras razdes, o aspecto econdmico, por meio da utilizagao
mais eficiente dos combustiveis, e de tempo minimo exigido para atingir a poténcia desejada.

Formulagiio do Problema

O modelo matemdtico geraimente utilizado para descrever um reator nuclear pode ser
representado pelas seguintes equagoes

| dn _ 6K B 6

TR R ‘”
e :

‘ dCi

Y (2)
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onde

i = indice que representa o nimero de grupos de néutrons
t =tempo
n

= Nidmero de néutrons
oK =5§1 =Af = reatividade

k = fator de multiplicagdo
£* = vida média dos nautrons
B = fracdo de néutrons retardados, a partir do nimero total de néutrons
B, = fracdo de néutrons retardados do i-ésimo grupo
', =aconcentr 103 de néutrons retardados, emitida pelo i-ésimo grupo
A, = constante de decaimento para 0 i-ésimo grupo de néutrons retardados.

O modelo que acabamos de apresentar, onde sdo considerados 6 grupos de néutrons,
leva-nos ao problema de resoiver equacdes de sétima ordem. Torna-se muito dificil a aplicacdo
do principio do maximo neste caso, dado o nimero excessivo de céiculos.

Nosso objetivo, aqui, é ilustrar tal principio, ndo sendo entio conveniente nos deter em
calcutos complicados que nos afastariam do caminho central. Trabalharemos entdo com o caso
emquei=1.

Neste caso, somos levados a resolucdc de um problema de tempo 6timo de um sistemna
linear.

A este respeito, cabe aqui observar que Pontryagin‘s’ afirmou ser muito importante mas
dificil a demonstracdo da existéncia de um controle para casos gerais. Esse autor demonstrou a

existéncia de controle para o caso particular de sistemas lineares, no problema de tempo 6timo.

Sendo este ¢ nosso caso, sentimo-nos 3 vontade para afirmar a existéncia de, pelo menos,
um controle.

Voltando as equagoes (1) e {2) vé-se, sem maicres dificuldades que para i = 1, este modelo
resulta em um sistemd de segunda ordem.

Utilizando técnicas habituais de linearizagdo, pode-se wscrever

_ s+a
G(‘) - 5(5+ b) (3,

onde a e b sdo constantes determinadas pelos pardmetras do reator.

A equacdo (3), consiste em um modelo inteiramente aceitivel para um pequeno reator, de
baixa poténcia, onde a fissdo é obtida por néutrons de beixa energia.

Equacdo de Controle

O primeiro passo para o estudo do problema de tempo m/nimo seréd a apresentagdo da
equacdo de controle.
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Indicareros por
m {(t) = posigdo da barra de controle em fungdo do tempo.
m (t) = velocidade da barra de controle.

y {t) = poténcia do reator em cada instante.

Recordemos que a variavel de controle aqui considerada sera rh em funcdo do tempo.

Seja
_ s
Gls) = Mis) (4)
onde
Y (s) =a transformada de Laplace da funcic y =y (t)
M (s) = a transformada de Laplace da fungdo m =m (t}. )
Reunindo (3) e {4}, resulta:
Yis) _ (s+a)
Ml(s)  s(s+b)’
ou
ey = Ms) (s+a)
Y6 s(s + b} (sl
Observe que \5) é a transformada de Laplace da sequinte equagdo diferencial
y +by=m+am (6)
onde
- gx v = g.z_V_
Y dt’ y dt? ’

Consideremos as varidveis Z,, Z; e Z,, que serdo as coordenadas de fase do sistema de
equacdes diferenciais ordinarias ce 12 ordem que seré ob.:'da a partir da equagio (6).

Lembramos, neste momento, que ncrmalmente uma equagdo diferencial de 22 ordem ¢
equivalente a um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de 12 ordem, composto de duas
equagdes. Entretainto, segundo um desenvolvimento elaborado por Chang (2)'~ é conveniente,
em nosso caso particular, a introdugdo de uma terceira equaclo diferencial. Dai, o motivo pelo
qual consideramos trés coordenadas de fase.

Assim sendo, sejam

Z,(t = y(t) — vy, {7
onds y, 8 a poténcia que se deseja atingir, )
Z; () =y {t) (8)

* No mencionado trabalho, demanstra-se que é possivel considerar somente & velocidade da berra de
controle como variavel de controle do sistema, encarando-se @ posicdo da barra como coordenada de
fase do sistema Evidentemente, a coordenada de fase representative da posicao da barre de controle
6 limitada
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Z; () =m(t).
Das (6), (7). (8) e (9) resulta que
2, =y ()=2Z, (t
Z, (1 =y () =-by (1) + m (t) + am (1) =—bZ, (t} +aZ; (1) + m (1)
e

Z; (0=mm (1)
Em resumo, pode-se escrever
Z, (=2, (1.
Z, (t) =—bZ, (1) +aZ; 't) + i (1)
23 (h=m (1)
ou na forma matricial

2,10 0 10] [z o1 mv.
2,V 1=0 -b a| |Z0 | +] 1
Z3(1) 0 00/ [Zstnld L1

Chamando de Z, Z, G e K respectivamente as matrizes definidas pelas expressdes

zZ, Z
Z=1 4 z2=\12

Z; | 2

0 1 0 0
G=([0-b a K=

0 0 0 1]

podemos escrever (14) sob a forma:

Z=G Z+Km.

A squacdo (15) e a equagdo de controle do sisterna

{9)

{(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

{15)
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Solugiio do Sistema de Equagtes Diferenciais (13)
Uma vez conhecida a equagdo de controle, passemos a determinacao de sua solucdo.
Faremos uso da seguinte notagdo:

Py = valor inicial da poténcia (estado de equitibrio)

P4 = valor da poténcia final que se deseja atingir

CP4 = valor da poténcia, no instante em que serd invertido o sentido da barra de
controle

L =valor méximo de m permitido visando as limitacGes do reator.

K = velocidade méxima atingida pela barra de controle

k = velocidade minima atingida pela barra de controle

t; =0=tempo inicial

t, =instante em que a barra de controle atinge sua posicdo méxima permissivel (isto
é, quandom=1L)

t3 = instante em que se inverte o sentido da barra de controfe.

t,; =T =instante final, quando a poténcia do reator & igual a poténcia desejada (isto
é,y=Py)

A figura 1 mostra de cima para baixo um gréfico da poténcia do reator, posico da barra
de controle e sua velocidade, em fungdo do tempo t.

yint _ ____ e e q---==
Py | ! |
CPy----- ||‘ “““““““““ ! :
| | |
| | I
| I I
| | {

e, i |

- Te, m

m(t) ftl 0 hg :t; llqu
S d | |
| | |
I [ |
| | !
| | l

| [ Ly

T T —
| | l
mit) + | = :
K 43 | |
I | |

' ! R
1§ L) T
| ! :
k ______ ‘ ________________ -_ﬁ

Fig 1
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Esquematicamente, pode descrever se o problema de tempo Otimo Que se apresenta da
seguinte mangira:

Trata-se de resolver a equagdo de controle, de modo que a inversdo da barra de controle se
processe NO instante t = t;. Tal inversido conveniente é considerada de modo que se obtenha a

poténcia y = Py hum tempo minimo,

Conhecidos os valores de L e K, automaticamente determinamos o valor de t,
utilizandu-se a releg8o seguinte:

1, ==+ (16}
Passemos, entdo, a resolugao do sistema (13), para condigdes iniciais fixadas.
Segundo o Teorema 3.2°, consideremos a fun¢do
H=t), =y ' + PR 4§38 (17)

onde

v=w' vl v
¢ uma funcdo incégnita da variavel real t, a ser determinada por meio das relacoes (3.14),
As funcBes
f=f102,2,2,m i=123
sdo definidas nas varidveis t,Z, ,Z,,Z;, m, por meio das relacdes
2= 1,2,,2;,2, ), i=1,23
Nessas condicGes, podemos escrever

fl (t,zl 12’21231 m) =7, (t)
2 {t,2,,2,,2;, m)==bZ,(t) +aZ, (1) + m (1) (18)

£3(t,2;,2,,23. m)=m (1),
Substituindo as (18) em (17) resulta:
H(y,Zm) =y (12, (t4]- bZ, (1) +aZs() +m (D] Y2 (O +m (¥ (). (19)

Por meio da equacdo (19), verifica-se que H é uma fungdo linear na varidvel rh 8 portanto
# natural a suposicao de que H atinge um extremo quando m = k ou quando m = K.

* Subseqiientements, neste trabalho, a referéncia a teorsmas @ retagSes de outras seccdes seré feits como
acime, isto é, ao escravermos Teorema 3.2 estamos nos referindo #0 Teorema 2 ds secgdo 3.
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Faremos entdo um estudo do plano de fase das equacdes (13) em cada um dos casos
separadamente. Alem disso, por motivos fisicos vamos considerar o caso em quem = L.

A figura 2 que sera mostrada logo apos a analise dos 3 casos, representard no plano de fase
a trajetoria Gtima. Cada curva sera um segmento de trajetoria; cada trajetoria serd um elemento
de uma familia de curvas A variavel independente sera o tempo e as trajetorias sergo geradas
variando as condig@es iniciais,

Caso I: Para valores crescentes da poténcia, a trajetoria de fase pode ser obtida resolvendo a
equacao {13), quando a velocidade da barra de controle assume valor maximo m = K, e as
condigdes iniciais sio consideradas no instante t, =0

Neste caso a solugdo do sistemna (13) ¢ dado por

2,0 =200+ = Zi00 (1 - ¢ ™) - i‘; Z, 0 (1-¢ )+ T 200 —:—f (11—

'-‘2(1"8. )+‘i)—+§5't “E'z"t {19)
_ -bt 3 _.-bt &K K, _ -bt  aK -bt
Z;(0=2;(00e ~ +1-2,(00(1-¢ ") + b? (br—1) + b (1-e )+ b7 e (20)

Z3(t) = Z;5{0) + Kt {21)

A porgdo desta trajetoria serd representada na figura 2 pelo segmento AB.

Caso II: Obter se-d a porgdo seguinte da trajetéria de fase quando m =0, ou teja, quando
considerarmos m = L. Neste caso, o instante inicial @ t,, e esta porcdo ds trajetoria serd
representada na figura 2 pelo segmento BC A partir da (13), considerando m=0 e m=1,
resulta

200 =2,1t) + (1) (1-0 20T 18 oy -;—,';(1 — BTl o)
qu,:zzhz)e'b(t'tz)+gbl_.“_e-b(t—t2)) (23)
23t = L (24)

Caso |1}: A porcdo final da trajetoria de fase sera obtida para valores cre.centes da poténcia,
considerando se que a velocidade - assume valor minimo k Neste caso, a solucdo de (13), sera:

* As suposigdes que scabamos de fazar decorrgram dos tendmenos fisicos @ da idéia que H stings o maxi-
mo nos extremos do intervelo pelo tato de ser linear Ndo tivemos a oportunidade nests ponto de basear
nossas supoticSes em demonstragdes teoricas pormenorizadas Entretanto, juigamos oportuno fazer
ryferdncia a um trabalho elaborado por Chang (3), onde ficou demonstrado o seguinte fato: em sistemas
normais, isto 6 sstemas da forma Z(t} = AZIt) + Bmit) completaments controlaveis, a condicio
necessaria @ suficiente para o controle de tempo minimo sera obtido s# mit) # um valor extremo ou se
mit) @ um valor extremo
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-blt - ' Kk
2,0=2,(M 412, (1= * )2 2,M (e-Th+ 507+ T)

ak ak T Kk
~2zumu-e M T -Raen v Ha-e M Thege-m

-g-e P -5 (25;

2, i=2,Me " T +%zam(i-e“"“ T’)+9b£(t--n—2—':(1-e bt - T)

rplime ™ T (26)
Z3(t) =2Z4(T) +ki(t—T) (27)

A porgéo da trajetoria de fase deste caso sera representada na figura 2 pela curva CO.

Z,

t4 =T

Observernos, na figura 2, que quando o valor maximo de m nao e atingido, a trajetoria
otima sera dada pela curva DEQ Alem disso, caso ndo houvessemos introduzido o caso I, ou
seja, caso nao tivessemos considerado o caso em que m = L, a trajetoria 6tima seria ABFCO
Entretanto, a posigdo maxima que a barra pode atingir @ m= L e corresponde na trajetoria ao
ponto B

Os cdlculos que efetuaremos a seguir, consistem na determinagdo do ponto C,
correspondente ao instante t = t; onde havera inversdo no sentido da barra

Determinagdo de uma equagdo transcendente, convaniente para a obtengdio do ponto t;

Seguiremos os seguintes passos para a obtencdo da equacio transcender.te nas incognitas
t;eT:



onde
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1. Suponhames Z, (T} =2, (T) =2, (T}=0 e fagamos a subst wuicdo desses valores
em (25), (26) e (27) Esta suposigdo forca a posicdo final de assumir valor zero.

2. Subtraimos a equacédo (25) da equacio (22) .

3. Subtraimos a equagdo (26) da equagdo (23) .

Estes procedimentos conduzem-nos a

- BT '
e 213 (Ag”'2 +Be” ) 4, (C+DT) + B2 + FT+GT? +H=0 (28)
e ' (121 + 1e®T) + Mt + NT +P=0 (29)
__1 al
A=)+ (30}
-2k _ k.
B = b® b (31)
-ak  ak _ k
C-= bt b b (32)
=k
D =& (33)
-8k
E=-2 (34)
Fe-2, IS (35)
=_3k
G--% , (36)
H=27 1 ab _ L., _ 2k,  k (37)
=Z;(t3) +322(t2 "gi‘ bt] b? b
| =2yt - 3 (38)
__ak _ k
J= b b b (39)
= . ak
M = -2 (40)
=8k
N =2 (41)
-ak , gk _ k
P=5+ b b (42)

Calculam-se os valores de 2, (t,) e Z, (t;) utilizando-se as equac3es (19) e (20).
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Todas as constantes nas equacGes de (30) a (42) sfio conhecidas. Trataremos agora de
eliminar a constante T, ressaltando que

=L
Tt 143)
Dai,
L
=t =
720" (44

pode ser substituido nas equagdes (28) e (29) que poderdo ser resolvidas simuitaneamente, por
meio da seguinte equagdo transcendente, na variavel t;:

ge P37 Lot L pt vy =0 (45)
onde

= A_ 1
0 =55 (46)
o-D*EXG (a7)

B

_C+F _ DL+2GL _M+N

=78 * T B J (48)
2

= — 4
Blkl  Bk? B Jikl J

Pode-se observar que todas as constantes mencionsdas sdo conhecidas e que k é o valor da
velncidade minima ating: ‘a pela barra de conirole.

Pcr meio da equacdo (45), é possivel determinar o valor de t;, quaisquer que sejam os
valores Z; {0), K, ne L (evidentemente tais vaiores devem ser compat{veis com a realidade).

A equacdo (45) pode ser resolvida n'*m compusiador digital.

A titulo de ilustragdo, testamos um caso amaostra, no qual foram utilizados os seguintes
valores;

a=0,07853 Z,(0) = -0,01
b=20 Z;{(00 =0
k=-0,1 Z;(0) = 0
K=0,1

L =0,0028

Desiynando-se por EQNONL o programa que executa os célculos®, obtivemos como
solucdo da equacdo (45) o valor t; =0,7108 E + 01,

* A listagem desse programa encontra-se no apéndice deste trabalho. Foi escrito em FORTRAN IV e
rodado no computador 1BM/370, modelo 155 do CPD do |.E.A., Na Programotecs do CPD existe um
relatério sobre esse programa.



Utilizagiio da condiclio necessiria apresentada no Principio do Méximo ao particular
exempio ilustrativo.

Uma vez obtido o valor de t3 cabe agora verificar se o controle
IK 0 <t<t,
mit) =< 0 1, <t<t
Lk ta <t < t4 =T

e a correspondente trajet6ria Z = Z (t) sdo 6timos.

Para tanto, devemos substituir

Y=y (1)
m=m (t)
2=2Z(t)

19

(50)

na fungdo Hamiltoniana H (Y, Z, m) definida em (17) e verificar que ela resulta uma constante

positiva qualquer que seja t pertencente ao intervalo 0 <t < T (segundo o Teorema 2).
Utilizando as relagBes (3.14) e (17}, vamos determinar inicialmente ', ¢”, 3.

Da (17), temos

Hp,Zm) = (pf) = g+ P27 + °F

sendo
fl = Z,
2 =—-hZ, + aZy + m
f=m

portanto

MY, Z, )= y' 2, + 2 (-bZy +aZs +m) + YP=y'Z, —by?Z; +ay?Z; + (7 + )i m.

Por outro lado, das (3 14) tem se que

M = -—a—'-.‘. i=123
dt 0Z, !
Entdo: .
g 20
dt aZ,
M.s
M _,

(61)
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antdo
v! (W =c (52)
onde c, ¢ uma constante real.

dy’ _ oM _ 4 _ - _
b) 2= = 32, [v' — by’ =by' - ¢

bt
c +ecge

VO 5 (53)

onde C, € uma constante real.

dy? oH
C) Ett = ——a—z—a = ‘[al}lz] = ""E‘[C] + C2 eb‘]

entdo
y? (t)=—§clt—% e+, (64)
onde c; é uma constante real.
Passemos entdo 3 determinagdo das constantes c,, c;, C3.
Considerando as equagoes (15), (17) e que k < m < K, podemos escrever:
YR +y’(th=+1 0<1<t,=0,028
I+ (=0 t, <1<t; =7,108
Y+ (=-1 t3 <t<T,

Decorre dai o seguinte sistema linear de 3 equacdes nas 3 incognitasc,, c;,¢;:

1 1 a
[—b—]c, +{—b——5{|c, +c¢ =1
A b- 0,028 b-0,028
1002 xa| e N dlesind RPN
b b b b

a
. b+7,108 b +7,108
[i_7,108 iicl +[z _ ae ]Cz —

I
o

(65)

b b’

A resolucdo do sistema (55) fornece os valores seguintes:
¢; =0,909 +10°
c; =0,921 #10" °8
c; =-0,464 +10°.
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Entdo, substituindo se em {52), (53) e {54), os valores de c,, c;, e ¢y, temos:

¢' (1) =0,900 =10*

2 vy~ 0,908 #10° +0,921+10" % « ™'
v b b’ (56)
0« 10% '
-QL—1—°- ac;t - 6,921+ 10-"% - 0454+ 10°.

vi=

Tendo em mdos as expressbes de Z, ¥ e m, fagamos a verificacdo de que H é uma
constante positivaem 0<t<T

Fizemos esta verificacdo para diversos valores de t. Consideremos a expressao geral que
define H, ou seja

H=y' () Z, (0 -by? (1) 2, (1) +ay? (1) Z, (D + [V (0 + ¢ (1) ] m (1)

Lembramos que c,, c;, ¢, foi determinado de modo que

1 se mit =K
Y3 + Y3 =<0 se mit) =0 (67)
-1 se mit) = k

Entéo, considerando ac expressdes {19) - (27), reunidas com (50), (56) e {(57), verificamos
que

H=0,120
L4
qualquer gque seja t pertencente ao intervalo O < t< T. Com isto verificamos (mediante a
utilizagdo do Principio do Méaximo) que tanto o controle como a trajetéria determinados
constituem o controle e a trajetéria 6tima do problema apresentado.

V - Sumério & ConclusSes

A presente seccdo consiste em um sumério, juntamente com aigumas conclusiies relativas
ao trabalho desenvolvido.

Observe-se, iniciaimente, que o objetivo central deste trabalho foi o de introduzir o leitor
na “Teoria do Controle Otimo”, Esta teoria é muito Util na solugio de uma ampls classe de
problemas préticos que ndo podem ser resolvidos pelos métodos do céiculo das variagGe:
cldssico. Alguns desses problemas est3o relacionados com o controle de reatores nucleares,

Neste sentido, foram tratados os tépicos seguintes:
1. Apresentou-se um retrospecto historico da Teoria, remlgando-u o excelente trabalho de

Pontryagin ao formular o “Princ/pio do Méximo”, principio que constitui o fundamento
central de toda a teoria.
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2. Formulou-se o Principio do Méximo, sendo discutidas questGes a ele concernentes.
Examinou-se, ein seus pormenores, um caso particular, qual seja, o probiema de tempo
6timo. A propdsito, é oportuno ressaltar a necessidade de considerar-se as equacdes que
descrevem 0s sistemas, segundo Carathéodory.

3. Os desenvolvime:tos tedricos foram ilustrados, utilizando-s8 um exemplo em controle de
reatores.

4, Aplicou-se 0 Principio do Méximo no exemplo mencionado anterior com o objetive de
verificar se um determinado controle admissivel é 6timo ou ndo. Esse exemplo § uma
aplicagdo do Principio do Méximo a um problema de tempo 6timo que se apresenta em um
reator nuclear. Para tanto, usando um modelo simplificado de um reator, discutimos o
problema de aumentar o nivel de poténcia do reator, num tempo minimo, por meio da
manipulagido da barra de controle.

6. Elaborou-se um exemplo numérico onde o controle 6timo e a trajetdria 6tima, solugbes do
problema acima, foram obtidos.

Ao término de nossas conclusSes, reafirmamos que por meio do Principio do Miximo
podemos verificar que o controle e a trajetériasugeridos no exemplo por nés ilustrado sdo
6timos.
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Listagem do programa EQNONL

FURIRAN LV L LEVEL

PONTY
yuaé
900

IV
Guus
Juva
ot
Jods
NIYN)
iy
J0LL
oL L
Julil
PR ITY
Juid

Jdlo

aull
Juila
Juiy
dulu
Jdel
JUce
2323
Jule
Jocgh
Julo
el
Jula
JusY
Jud
Jusi
v sl
JJ s

Ju S
wd 3D
JOso
vwusl
Juio
vy
Jubu
JJel
Udé&s
[VIs L]
Juaes

[ N3 Y

[

Zl MaiN uale =, fosal us/es/la

LUMMUN AlLraglelaselfasoaMa,lyo
DAMENSTUN dLllLudedeiLlud el
tAfenivaL FLT

> 1> Tk Malw PruLRAM
PEIVESNY FE B

oD=¢le
Kal=-dal
AKgz~Xn}

AL=0sUUd0

Lithi==-J.ui

Lett)=v.

L3t )=0.

T=aL/RRZ

Yaga-cXP{=-0*T)

Yi=(A/u )% L)
Cider=20Lbei2iLd /ol eY—-({YLi/o)oY)+(YI*T)-(LA®KRL)/ Le®s5)oY-([AKL/0
LRRZ)RY ) #(ARL3T /D) ¢l LASXRIETS8L)/1L.30) ) (ASKXNLET/ (B%82))

L2V 220LI0EAP [=BPTIH{ YIVY )+ (ASARL /008 ) % (D% ~L o) +ARL*Y/DEARAR L%C
VAP L ~usT}/o8sy

Ku==L(L) /ot ASAL/p* %2

K3=usxKk}j/oss3-xKl/0

ALTASAL/OPASANL /o8 2-KR] /0

Xo=atiki/o

Xe=-AU
Ar=—APKK L/u¥% 2+ Anl/o
Ku=ALE/<l.

A= 102021 2)/v—-A®AL/ ¥ -A%KL 3T/ 3-ASXKL/D® P35+ AaL/D
Klziidl)=a%XL/0

Rd=—A® AR /0** +R~ )/ D

AM=AE

A=Al

XKP2ASXL/OtASARL/p*®l-Xn]/D

IclA=Xa/Ro~Al/Ry

ALras{AUsac ¢+ i)/ ro

LIRS {(ALORF ) /AD )¢ LUXLRADH #XGOXL )/ (XDPABI (XKL ) I-L(AMeRN)/RI)
UAMAZ (A RESAL )/ AXOPUO3iARLI ) I+l (XoPALSXL )/ (ADSARLSXK L)) #{ A/ A )~ n
LISAL I/ {AJ®aud{ KAL) ) I~EAP/AJ)

A i=vaed

AdieT.5

tPo22,6-5

leww=29

VALL RTME(XyFabFLToxll g AnigPositvueieni

Wi iTe(osd) lER

FuRMAT {0y " JER=Y 41 4)

sk licioriu) X

FURMAT (U g *RUUT UF FiX)2y I> 3t )bicae)

sTub

tNu
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FURTRAN (¥ b LEVEe

Jodl
[VIV IV P3
Jav3
JJYd4
wuos

21 FCT DATE = 75317

FUNLTIUN FLTH(TOL}

LUMMUN ALFA,TETAZETA,GANA,T U
FCIaTeTAS{ERP(—-(TUL-T )O3} )t ALFASTUL®S2+ETASTUL*GAMA
RETuRN

thU

09/49/15
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PARABULIC INTERPULATIGN, wHICH >TARTY AT Trc IMITIAL oOUNUY ATH1 wou
XL AND XRJ. CONVERGEMLE IS5 QUADRATIC IF Toc DERIVATIVE OF AT <10
FCTIX) AY RUOT x IS NUT EQUAL TO 2tRf. N5 LTERATIUN >TEP <Ml ~ou
HEQUIRES Tmu EVALUATIONS UF FLTIX). FUR TeaT UN SATESFALTURYRTSE +9u
ACCURACY SEE FURMULAE (394) UF P-iHEMATICAL DESLRIPIION. LIA T -1V

FuRlnan lv G LEVEL 21 MAIN DATE = 15317 PLTEL VNS
[4 RESE du
9 SreasssessrntssssessintncasantaatosscscacsoscccscsnnesauncansroscssRIN] 24
4 Rivy 39
[ SUBRUUTINE RTM] Aimt .y
L Rivy J
[ PURPOSE ATHE o
L TO SOLVE GEMERAL NUNLINEAR EQUATIUNS UF THE FORM FCT(X)=D T4t To
9 BY MEANS OF MUCLLER-S LTERATION METHOD. nivMi  du
[ nldy 9
L USAGE AT4) L0V
4 CALL RUMY 4XoF oFLT o AL L o XR1GEPS)LEND, JER) <14 2lv
C PARAMETER FCT REQUIRES AN EXTEANAL STATEMENT. Aidh 229
9 R¥44 L3v
(4 DESLRIPTLON UF PARAMETERS Ri%E Loy
. 4 - RESULTANT RUUT OF EQUATIUN FCTiX)=J. nivi Adv
L F - RESULTANT FUNCTION VALUE AT RWT X, AT41 L&)
C FCTY - NAME OF THe EXTERNAL FUNCTIUN SUBPROGKAM USEV. LAY
C xid - INPUT VALUE wHICH SPECIFLES Trk INITUAL LEFT DUUND nids Llou
(4 OF THE ROOT x. Wil b9
(4 XR] = INPUT VALUL WHICH SPECIFLES THE INITIAL RIGHT BUuNURT®. 204
C OF THE RUUT X. RISL 21
[ EPS = INPUT VALUE whICH SPECIFIES Trk UPPER BUUND OF Tnk xJas 220
C ERROR OF RESULT x. alde 239
L 1END - MAXIMUM NUMbER UF 1TERATION STEPS SPELIFlkU. “T41 2ov
C JER - RESULTANT cRHDR PARAMETER CUDtv A> FOLLUmS a4l 229
[ LER®O - NO ERROR, Al lov
9 LER=) - NO CONVERGENLE AFTER IEND LTERATIUN STEP> nldi-clu
3 FULLOWED BY LEND SUCLEDSIVE STEPS OF niv 20u
[ BESECT 10N, nT4t 29
C 1ER=2 = BASIC ASSUMPPIUN FLT(XLIISFLI{XRE) LEDSY A 2
C THAN UR EQUAL TU ZERU 15 NOT SaTl>rlieD. alf41 akv
9 LR A VI V-
[4 REMARKS xisl 330
[ THE PROCEVURE ASSUME> THAT FUNLTIUN vALUEY AT INITIAL 4] 3av
(¥ BUUNDS XL1 AND XRI HAVE NUT THE SAME 516N. IF TnilS dAMNIC RIwi 35
C ASSUMPTIUN 1S NOT SATISFEED oY INPUT VALUES Xil ANU XR1e Trenliwi 300
[4 PROVEDURE 15 BYPASILDU AND GIVES THE ctRHUR MeSSAGE leHe=2. wiei 319
[4 AT4 sdy
¢ SUBRUUTINES AND FUNLTIUN SUBPROGRAMS RbyUIREU X Riw 399
C THE EXTERNAL FUNCTIUN SUoPROGRAM FCT(X) Musi ot FURNISHED Hid4t «dv
9 BY Irk USER. ATYE +luo
9 LYA FRR F¥)
C At THOD RI44 <3y
% SOLUTEun UF EQUATIUN FLTEXI=0 1> DUNE oY MeaNd OF MUELLER-> RTYI 440
¥ LTERATIUN METHOD oF SUCCESSIVE bISECTIONS AND INVERSE A4l w59
[
[
(9
9
[
C FOR REFERENCE, SEE Ue Ko KRISTIANSEN, ZERU UF ARDLIHARY LI LTI I
. FUNCTIUN, diT, VUL, 3 (L903)s PP.20%~200. LYE TR T4V
9 LY A RS R B ]
[ tetessstsassecemrsturrrseersesoretoroct esessasasnsisnsssansssasserldl 24y
[ ATdi 5hd
Quui SUBRUUTINE RIMIEK)FoFCT ¢ ALT pRARELEPS ) JEMD,LEN)
“i%i 1y

[ X of

EA R T -X. 191
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ABSTRACT

The ‘thsory of optimal processes’ 15 a recent mathematical! formalism that is used to solve an
imporrant class of problems in science and in technology, that cannot be solved by classical variational
techniques. An axample of such processes woulid be the control of a nuclear reactor.

Mo-pxmmcana-n features of the theory of optimal processes are discussed, emphasizing the
central comnibution of Pontryagin with his formulation of the “maximum principle’”. An application of the
theory of optsmum control 1s presented, The example is a time optimum problem applied to a simphfied
mode! of a nuciear reactor, It deals with the question of changing the equilibrium power level of the reactor
nan “optymum t.me .
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