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CALCULO DA DISTRIBUICAO OTIMA DE COMBUSTIVEL QUE MAXIMIZA
A RETIRADA DE POTENCIA DE UM REATOR

Wilson Nunes dos Santos

«mw.gm-mamum obteve ss a distribuiclio Stime de combustivel que

maximizs o retinede de poténcia ds wm restor thermico, wieite-s-vinculos-do-tipo-scimecitstor: O reator foi descrito
mmoﬂohmvham*.mmwmammom/’b

I _ . R

~ Foi eleborado um programe FORTRAN, que emprege um mitodo de perturbecio Pers & obtenclo de soluclo
mulrh-doproblmummm\i mm.mnmurm>

- Resultados numiricos foram obtidos pera um restor Wrmico modersdo » égus leve, nlo refietido, no quel ©
combustivel fissil usado & 0 U-236.

1- INFRODUGAO

1.1 — Consideragles Gerais
A otimizacio de um sistems tem sido de grande interesse pera 8 Engsnhavis nos Gitimos ancs.
No campo de Engenharis Nuclesr, s splicaclo ds teoris de controle ¢ recante.

Devido » complexidade dos problemas de restores, inicisiments foram usadss técnicas de chiculo
clissico, programaclio dindmics, programacio linesr @ procurs direts, ns obtenclio de suss solugDes,

Ns soiuclo de um problema de controle, ¢ de grande importincia s eecolthe do Indice de
Performance.

O Indice de performance é selecionado peio projetists do sistems, ¢ represents s grandezs QuUe
9 quer otimizar, isto §, maximizar ou minimizer, '

As varifveis do problema podem ser consideradas de dois tipos: varifveis de controle e varifvels
de estado, As varifveis de controle slo aquelss que podem ser manipuladas dirstaments, isto 6, o
varidveis de decislo. Como exsmpio de varidveis de controle, em restores, podese citar entre outras, »
acothe do enriquecimento do combustivel, s configursclio de carregamento, ¢ o nivel de veneno.

As vridweis de estedo slo squelss que definem em cads instants © estado do sisteme
considersdo, Exemplos de varidvels de estado incluem fluxo de nlutrons, sempersturs do fiuido

Agroveds pera pubiicacio sm Outubro/1978,



refrigerante e potincis. Um exemplo de sistema de equaches de estado & o sistema de equagles
diferenciais em teoria de difusfo de ndutrons, no modelo de muitigrupo. Neste sistema, as varidveis de
estado sio 0s fixos e a varibvel de controle é a concentragdo de combustivel.

RestricSes fisicas restrigem a regido permissivel de variagio das varidveis de controle, surgindo
entdo vinculos. Por exemplo, no caso da equacio de difusdo, em multigrupo, o controle deve ser
winculado de modo a satisfazer a criticalidade do reator.

Além dos vinculos de igualdade, ha os vinculos de desigualdade, que também restrigem a regifio
permissivel do controle. Por exemplo, por razdes tecnolbgicas deve-se restringir a densidade de poténcia
de tal maneira que esta seja menor ou igual a algum valor especificado.

1.2 — Ravisfio Histbrica

A pesquisa da massa critica minima, visando o menor custo possfvel do ciclo de combustivel e
que permita a mdxima poténcia térmica, & sem davida alguma, um importante problema de otimizagio
nos projetos de reatores nucieares. Problemas onde se procura a massa minima de combustivel foram o
objetivo de virios trabathos, entre eles os realizados por Goertzel''!!, Hotmann e Hurwitz 4.7},
Dcvoodlt‘s' Shapirom” Otsuka'2”’ e Kochurov!?1).

O problema de reatividade induzida pelo Xe-135 nos reatores de poténcia levou a realizacio de
alguns trabalhos, visande o controle dessa reatividade. Programagdo dindmica e célculo variacional foram
os formalismos aplicados na obtenclo da solucBo desses problemas, como pode ser constatado nos
trabethos reslizados por Stacey Jr.'34:3%) em 1968 e 1969.

Recentemente, foram publicados alguns trabalhos de otimizacio sobre ciclo de combustivel e
sjuste de parimetros de reatores. Entre eies, podem ser citados os trabalhos realizados por Bouchcr,
Koen e Beightler'?!, Chitkara e Weisman'#!, Motoda, Herczeg ¢ Sesonske'25!, o Kiguchi ¢ Kawai'2%),
Sakai ¢ Sitvares'>!) estudaram a otimizacio de geradores de vapor.

Aplicando 2 teoria de controle 61imo, e bem relacionados com o trabalho a ser apresentado,
virios estudos de grande iinportincia foram feitos no campo da Engenharia Nuclesr.

Em 1965, Roberts ¢ Smith 3,130 otimizaram o desligpmento de um reator através de um fluxo
programado, minimizendo o tempo necessdrio de aplicacio desse fluxo, pars evitsr o problema da
restividade induzida pelo xendnio apbs 0 desligsmento do reator.

Goidschmidt ¢ Quenon''®!, em 1970, determinaram a distribuicBo de combustivel fissil que
minimizs » massa critica de um reator répido, conhecida a poténcis térmica total, mas sem fixer o
dimensio do cerne do reator, porém com vinculos na densidade de potincis ¢ no enriguecimento do
combustive!. O problems foi resolvido pars um reator tipo placa, descrito pels teoris de difuslo em um
Fupo de energis.

Em 1972 Goldschmidt'’2) encontrou s distribuiclo 6tima de enriquecimento de combustivel
que minimizs a masss critica de um reator, com uma poténcia totsl fixa, dimensio nfio especificads ¢
sujeits a vinculos na densidade de potincis ¢ no enriquecimento do combustivel. O modefo ds moria de
difuso em dois grupos de energis foi utilizedo pers descrever o reator, que fol também do tipo placa
infinito. O estudo foi feito para 0 caso de restores tirmicos, répidos ¢ intermedibrios.

Novsmente Goldschmidt'!?), em 1973, encontrou » distribuiclo 6tima de snriquecimento de
combustivel que minimize o custo do ciclo de combustivel de um reator répido, sujeito » vinculo no
oviquecimento, potincia e densidade de poténcis, O restor foi descrito pelo método da teoria de
difuslio em um grupo de ensrgia ¢ geomatris pians.



Em 1974 El-Bassioni ¢ Poncelet!”! encontraram os procedimentos préticos de controle que
diminam, em tempo minimo, s oscilacles espacisis do fluxo induzides pelo xendnio num restor de
potincis. Tais procedimentos podem ser inicisdos em qusiquer tempo dursnte a oscileclo.

»
Neste trabetho, aplicando o Principio de Méximo de Pontryagin'2®) pretenco-ss encontrar s
distribuicBo 6tima de combustivel que maximiza a retirada de poténcis de um restor tipo placs, infinito,
sem refletor, com uma meis sspessuras dada. Dois vinculos sBo impostos: a densidade de potincis
mixima permitids e 0 méximo valor permitido das concentraclo de combustivel. Serk usado 0 modelo ds
teoria de difusio em 4 grupos de energis de nlutrons.
1.3 - Objetivos

O carregamento inicisl de combustivel em um restor depende de decisSes sobre s distribuiclo
de materis! fissil no cerne, em funclo de consideragSes tecnolgicas ou econdmicas.

O objetivo geral dests estudo ¢ aplicar técnicas de controle 6timo b decisBes desse tipo.
Objetivos especificos incluem:
1) A obtengiio da soluclo do problema de um restor critico, psre 0 qual o (ndice de
performance é a potincia ¢ cujos vinculos so impostos na densidade de potincia ¢ na
concentragio de combustivel.

2) Apresentar resultados meis realisticos obtidos com quatro grupos de de nbutrons,
madawnmuludaobtidmm,mmdﬁswumdomﬁu‘ 2)

Nas referincies encontradss, o problems proposto nlo foi tratado; @ mesmo nos trabslhos meis
relacionacios com ests estudo, soments um ou dois grupos de energia foram considersdos.

2 - FUNDAMENTOS TEORICOS
Nests capftulo, estlio expostos, de maneirs resumida, os fundementos tebricos necessirios pers 8

soluglo do problema proposto. Msiores detshhes sor encontrados nes referinciss
bibliograticas'1/8/8.9.10,.23.24.28) sonig pasicas as referbncins'®-

2.1 = A Equaglio de Difuslio de Nlutrons

A equaclio ds cominuidade pars ndutrons monocenergiticos, deduzids s partir de conservaglio do
nGmero de nbutrons num volume erbitrério é:

Inif.1)
o

=Sy - L, ey - awIfn (2.1.1)

nif 1) - funclio distribuicSo ds densidade de néutrons no pontol, no tempot, deds em
ndutrons por cm”,



S(;.t) — fungiio distribuicio de fontes de néutrons. Descreve a produciio de ndutrons
e ¢ dada pelo nimero de ndutrons emitidos por cm® por segundo no tem-
pot, por fontes localizadas no pontor.

E.GI - seccio de chogque macroscopica de sbsorcio. Representa a probabilidade
de um néutron ser sbsorvido pelo meio, nor unidede de comprimento de
desiocamento do ndutron. A varisclo espacisl da secclio de choque foi in-
dicads para incluir o caso mals geral,

¢(r.1) — fluxo de néutrons no ponto Teno tempo t; é dado em mimero de ndutrons
por cm? por segundo,

I (rmr t)dV — nimero de n&utrons sbsorvidos num elemento de volume dV, localizado
rum pontor por ssgundo, no tempot.

divI(F.4V — termo de fugs. € igual 80 nGmero do ndutrons que escapam do elemento
de volume dV localizado no ponto r,por.wm noumpot.OntorJ
¢ chamado vetor densidade de corrente de nlutrons, de tal modo que .l t

repmuma’o escoamento liquido de nlutrons numa &res unitéris perpen-
diculer a n, por segundo.

Quando o fluxo, 8 corrente ¢ ss fontss sio independentes do tempo, 0 sistema & dito estar sm

sstado estaciondrio. Este 6 0 caso de um restor critico, ¢ para o qusl 8 equaclo (2.1.1) pode ser escrite
na forms:

avi® + 2, eth -sH =0 (21.2)

A equaclo acima é chamadu de equaclo de continuidade no estado estaciondrio.
0ﬂuxodnnlutrmnagommpodtmmulacionldocmmﬂ.-dwmmtohfonm

impostss. Esta relaclio entre¢ e J & dade pela lei de Fick. Durants muitos anos ele foi usada pers
descrever fenbmenos de difusio em liquidos & gases. A lei de Fick é dada por:

JF) =-D orad 9 (D (2.1.3)
onde D(7) 6 chamado cosficients de difuslo e represents e msior ou menor difusividade do ndutrons no
meio.

A et de Fick escrita § deduzide 8 partir das seguintes hip6teses:

~ 0 meio ¢ infinito;

- 0 meio & uniforme, de tal maneirs que ss seccles de choque so constantes @
independentes ds posiclio;

~ nlio hi fontes de ndutrons no Meio;

o espathamento é lsotrOpico no sistems de coordenadas de laboratério;

L

o fluxo de nbutrons é uma funglio que varia muito pouco com a posiclio;

o fluxo de ndutrons nfo 4 funclo do tempo.



Embors essas condicBes nlio sejam, rigorosaments, obdecidas num reator, mostre-se que 8 lei de
Fick ¢ vilids a uma distincia de 2 ou 3 livres caminhos médios de fontes, interfaces e contornos'23),

introduzindo a lei de Fick (equacko 2.1.3) na equaglo da continuidade, (2.1.1), obtém-se:

2
dw D gud $ - T, 4+5= = (2.1.4)

onde por simplicidade todas as veridveis independentes foram omitidas.
O coeficiente de difuslo depende, na pritics, somente do moderador, ¢ portanto pode ser

considerado constants no meio. Como todos os ndutrons tém 8 mesma energia por hipitese, e portanto
8 mesma velocidede v, o fluxo é dedo por:

®=nv

EntBo a equaco (2.1.4) toma a forma:

-4
©

1
DVig-Z,0+5=— (2.1.5)

(-]
-

Esta equaclo é chamada equacko de difuslio.

Quando o fluxo é independents do tempo, tem-se s equaglo de difuslo pers o estado
astaciondrio. Esta é dada por:

DV ¢-X,4+8=0 | (2.1.6)

As equacles atd aqui spresentadas slio vilidas pera ndutrons monoenergéticos. Entretento, num
restor os nbutrons de fisslo nescem com energiss que veriem desde sproximadaments zero até enerpiss
de ordem de 156 Mev. Uma maneirs de contorner este problema & utilizar 0 modeio de multigrupo.

Neste modelo o espectro de energia dos ndutrons ¢ dividido em um nimero quaiquer de grupos
de energis. Dentro de cada grupo s difusfo, 0 espsihamento, 8 sbsorglo e outras interagles slo descritas
om termos de seccles de choque ¢ cosficientes de difuslio médios, @ que slo s chamadss constantes de
grupo. As equacles de difusio resuitantes, pera este modelo, tem s mesma forms matemética daquels
obtides pars nfutrons monoenergiticos.

Em chiculos de multigrupo, o espectro de fisslio dos nbutrons §, ento, dividido em N grupos de
energia, nfo necesssrismente do mesmo tamanho. Quento melor for o nimero de grupos considerados,
meis preciso seré o chiculo de um restor. O sistema de equagles diferencisis que descrevs o
comportamento dos nlutrons num restor em estado estaciondsio, no modelo de multigrupo, 4 dado por:

Div{ D, grad ¢, Nl - Iy ¢,m - ln%. Iig=n]e, "+

g1 »
ST ENUREES SR SN LT X Y 2.4.7)



A corrente liquida de nbutrons ¢ deds por:
’ — N
3y 1F) = -D, gred ¢, () 12.1.8)

Como s coeficientes de difusio podem ser considerados constantes, isto é, nlo dependem da
posiclio, o sistenia (2.1.7) pode ser escrito ns forma: '

N
D, V' ¢, (H - Z_ ¢~ [h§' Zig=mlg, )+

g1 N
AL X NURSE WE mEm® =0 g=12...N (21.9)

D — coeficiente de difuso
¢ — fluxo de ndutrons
E, — wcgho de choque macroscopica de sbsorgio
Zig*h) — swecho de choque macroschpica de espathamento do grupo g pers © grupo h
X — fraclio de ndutrons de fisslo que spsrece no grupo
v — nimero médio de nlutrons emitidos por fissio

Z,-nedododwqu.mm:dpludoﬁslo

O primeiro termo de ums equaclio g do sistema (2.1.7) representa s fuge de nlutrons do
grupo g, do restor; 0 segundo termo represents » absorclo no grupo g; © terceiro termo dé o nimero de
ndutrons espaihados do grupo g pers todos Os Outros grupos de energia mais beixs; 0 quarto termo é
igual so nimero de ndutrons espathados pars © grupo g. provenientes de todos Os outros grupos de
onergis mais alte; o Gitimo termo ¢ igusl #0 nimero de ndutrons de fissBo produzidos no g-#simo grupo
8 portir de fissSes induzidas em todos os outros grupos. Estd impiicito no sistems (2.1.7) que nlio existe
sspathamento de nlutrons de grupos de energis mais heixs pers grupos de energia mais eits, e nem
fontes externas de nlutrons,

Estes slo fundementos tedricos bésicos de fisica de restores utilizsdos neste trabsiho.

2.2 ~ A Otimizaglo de um Sistems

Otimizer um sistems significs minimizer ou maximizer o funclio indice de performance, IP,
selecionada no problems. As condicles necessiriss pars se obter a otimizaglio, seja maximizaclo ou
minimizeclo, so praticaments ss mesmas, ume vez que minimizer um IP é um problema sndlogo a
meximizer 0 mesmo IP com sinsl contririo. Portanto nesss trabsiho, spenes, 0 problema de maximizaclio
de uma determinads funclio IP & tratedo.

De modo geral, seria maximizar



= xy
WP = 9 + I" '0 dx (2.2.1)

9 = alxpyy by D) xpyy (el () 22.2)

¢ uma funclio expressa em termos dos estados inicial & final do sistema.

fo =1t {y, u, x}

sndo x a varibvel independents, u a varidvel de controle e y 8 varibvel de estado do sistema. No caso
geral, y @ u slo vetores.

A solucio do problema esté sujeita a0s seguintes vinculn: -

-~ dinbmicos —

v, =flyux)  i=12...,n (2.2.3)
-~ de comtomo —

Vi = b v xg vixgd = 0 j=12....m | 2.2.4)

~ de desigusidade na varidvel de controle —
¢ vux) <0 k=12...L {2.2.5)

A Hamiltonisna do probleme pode ser definids como:

n
H=fp, + 'E' LR A kz.' My < (2.2.8)

onds A, e 4, smbos funcBes de x, sko o8 multiplicadores de Lagrange.

Se u & um controle qualquer admissivel, @ u’é o controle que maximizs o IP, entlio s condiclio
de Weierstrass requer que:

rixyu"A) @ Hixy,ul) (2.2.7)

Isto significa que o controle u deve ser determinedo de modo s maximizar 8 Hemionians em cads x,
dursnte O processo, de modo & 1w obter 8 maximizaclo do IP.

Os muitiplicadores X (x) satisfazem es equacBes



oH
A = (2.28)

ay,

chamadas equacdies adjuntas, ¢ os multiplicadores u, (x) s5o tais que:

uk=0 se ck<0

s #0 se ¢ =0
A sauaclio de controle ¢ dada por:
aH
w0 (2.2.0)

Da definiciio da Hamiltonians, equacho (2.2.8) conclui-se também que:

JH

Y, < 5'{‘ (2.2.10)
Introduzindo m multiplicadores constentes indeterminados, pode-se formar a funglio G, dads

por:
G=9+ ,g P ¥ (2.2.11)

Utilizando esse procedimento, s condiclio de transversalidede fornecs ss seguintes equagles de
©ONtorno:

oG

[Hix) + 3_1.] dx, = 0 (2.2.12)
[ M (x,) uck dx, = 0

T (2.2.13)
(A (x) ‘—"a-G'-']dv( )=0 = 1,2
Rl av' ‘x|, ’ xl j 10 peee e ‘2-2-14,
[l(x)*—gc——]dvt"o = 1,2
)t ‘av""’ J l' l oo, P ‘2-2.1"

O controle étimo u & ser determinado pode estar sobre ss diverses fronteires existentes ¢, , ou
fors deles, bem como pode entrar ¢ sair de ums frontsirs. Entretanto, deve haver continuidede de
Hamiltonisne 8 dos muRtiplicadores de Lagrangs nos pontos de entrads ¢ saida de cada uma des
fronteires.

Quendo o controle u nfo esté srbre nenhuma fronteira ¢, , cosuma-se dizer, nese ceso, que
exists soluclo singular ou zona singuisr, » § portanin necessério determinar o arco singuler do controle.



Trajutbrias singulares Stimas forsm estudadas por Kelley!'®), Robbins!Z®!, Kopp e Moyer'22),
Estes autores generalizeram a cordiclo de Legendre-Clebsch pars que um arco singulsr sefe 6timo. O
Principio de Méximo de Pontryagin requer

20 longo da trajetbria 6tima. Estas mesma condiclio, que também deve ser satisfeits na trajetéria singular,
fornsce a seguinte sequéncia de condigles:

=...8 — (—) = (2.2.16)
X

Se 8 Hamiltoniana for tinssr No controle,

oH

ou

4 independents de u, e portanto, estabelece relacBes soments entre y, A ¢ x. Utilizando-se as equacBes

@

H

L]
Y=

2

s condicBes dadass em (2.2.16) podem ser reduzides em relacSes similares entre aquelas varidveis. Se per.
um valor finito de M for encontrads uma relaclo que envolve u explicitaments, entlo existe trajetdri.
singular. Caso contrério, no existe sofuglio singular. Além disso, pera ser 6tima, a zona singulsr precisa
sstisfazer 8 seguinte condiclo:

3 d M .,
(-1)% E“;’" 510 K=012... {2217

Se K 6 o menor valor para 0 qual a desigusidade (2.2.17) & verificads, 2K 6 a ordem de
sinquleridade ds trajetbria.
A desiguaidade (2.2.17) é conhecida comu Critério de Robbins,

Nlo havendo zona singulsr, o controle u esté sempre sobre uma das fronteirss ¢, .

3~ CALCULO DA DISTRIBUICAO OYIMA DE COMBUST(VEL

3.1 = Formulaglo @ Modelagem do Probleme



Usando teoria de difuslio, em quatro grupos de energia de niutrons, pretende-se sncontrr &
distribuiglo Otima de combustivel que maximiza a retirada de potincia de um restor thrmico tipo placa,
de meia espessura 8, infinito ¢ sam refletor. Slo impostos os seguintes vinculos:

qlx) € Q_ .,

Nix} <N__,

ql(x) & a densidade de poténcis ¢ Q. 0 seu méximo valor permitido.

Nix) ¢ a concentraclo de combustivel, e N, o vslor miximo permitido.

O grupo de nlutrons de energis mais baixa ¢ considerado como grupo tlrmico.
Neste problemes, as seguintes aproxime¢Bes slo feitas:
— todos 03 nlutrons que nascem de uma fisslio slo liberados dentro do grupo de mais aita
mil.Auim,x, =1,x2=x3=x‘-q.

— as fissBes slo induzidss, soments, por nlutrons do arupo tirmico. Portanto,
T4 =TIy =0 o, soments, I, 0 que seré repramntads, simplesments, por I
Ansiogsmente ¥, T, = ¥,L, v,Z,S-OQWU‘E,.ﬁo.Embv..im«h
’l

- somente ocorre absor¢clio de néutrons térmicos. Isto significa dizer que
2 2.,-2.,-0 ° 2“9*0 Esta, sendo s Gnica secclio de Mn de absorglio
eunidmd. serd reprasentads, simplesments, porz

= nlio hé remoglio de nlutrons do grupo thrmico por espethamentos elisticos e/ou
momnwdoz -0 ondtz 4 § @ wcglo de chogue mecroschpice de

remocio do grupo térmico. AM&W&M&MIMMM"
pode ser definida como:

Iy, " ..g. Zig+h
Estas hipbteses, que tornam o problems metemiético mais simples, nlio implicam em siterspBes

significativas do problemas fisico, como pode ser visto no Cepltulo 5.

Com es consideracles feitass, o sistems (2.1.7), pera quatro grupos de energie ¢ geometrie plane,
pode ser sscrito:

d d .
;[ D, ;;ﬁxl] ~Zpy () + 9ZP (n) = 0 (3.1.7)

d _ d
ra LR LI R S AURS TES TYCEY (3.1.2



d,  d
[0y =]~ Zpy a0 + T3 (0 + Z@223a(x) =0
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(3.1.3)

d d
d—;[D. ;x-h (x) ] = Zéalx) + (1419 (x} + Z(2>4)1(x) + Z(3+4)¢5(x) =0

A corrente de ndutrons pare cads grupo ¢ dada por:

d

J{x) =-Dy — ¢ (x)
dx
d

Jaix) = -Dy — ¢ (%)
dx
d

Js (x) = -Dy d—; $s (x)

d
Ja (x) = -Dy — ¢4 (x)
dx
Combinando as equacies (3.1.1) 8 (3.1.4) com as equacdes (3.1.5) a (3.1.8) obtém-se:

dﬁ() 'J()
= (%) = -— J; (x
dx ! o, '

d

d-; Jl {x) = 'zn' ‘l (x) + VB' ' A (x)

d $2 (x) ! Ja (x)

— & - o x

dx % D' 2

d

;—Jy (x) = Z(1+2) ¢ (x) — Lp, 3 (x)

1
;‘; g, (%} = -I-J—; Js (%)

d
;J; (x) =Z(1-+3)¢y (x) + Z(2+3) $3{x) ~ T, Ps(x)

d‘(l’- 1J()
-_— x - — X
dx D, !

d
;; Jo (x) = Z{1+4) ¢ (x) + (2 4) §3 (x) +T(3 > 4) ¢5(x) — T ¢4 (x}

Os fluxos ¢ as correntes serlio representados, genericaments, por vy onds:

(3.1.4)

(3.1.5)
(3.1.8)
(3.12.7)

(3.1.8)

(3.1.8)

(3.1.10)
(3.1.11)
(3.1.12)
(3.1.13)
(3.1.14)
(?.1.15)

(3.1.16)
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Y| (x) = 0. (x) quendo j = 29 -1, 0= 1234
v (%) = J (x) quendo | = 2g, 8= 1234
. _ 9y
L

As sscpdes de chogue macroschpicas de fissio ¢ absorclo podem ser escritss em fungiio da
distribuiclio de combustfvel, na forma: i

Z,(x) = Nix) o, 3.1

L, =2M+2F=ZM4nNmof (3.1.18)

sendo o, -mmmmumafm ZM 2 seccho de choque macroscipica de sbrorglo
domodn.doroo nueclodoclwumicmwbpiadldnwclodomlnl sfo todas constantes.

Combinando as equacBes {3.1.8) a (3.1.18) com as equagles (3.1.17) ¢ (3.1.18), obtém-s2 ©
siguints sistems de equacbes diferenciais:

. 1

yg (%) = - D—; vz (x) +3.1.19)

y2 (x) = -Zo. vy (x} + vo, Nix) yq (x) . 3.1.20)

. 1

Y (x}) = - — yqx) {3.1.21)
D,

Vo () = Z(122) vy (%) ~ g, vy (x) (3.1.22)

v 1

ys (x}) = - = yg (%) 3.1.29)
Dy

Vo) =Z(1=3) y; ) + T(2-3) vy, Ix) - ZpaVsin) (3.1.24)

R 1

yr (x) =+ — yg(x) (3.1.28
De

Yo (x) = Z(1=4) y; (x) + L(2-+4) yy(x) + Z(3+4) y; (x) —

M
R R T I R (3.1.26)
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A poténcia do reator & dada por:

Po =2/%a(xdx =2 f* k Zy, (x)dx = 2 /® ko, Nix) y; (x) dx 3.1.27)
] o o !

onde 0, ¢ dada em cm?, Nix) em étomos por cm’, k ¢ um fator de conversiio de fissBes por cm’ por
nwndoommnsporun’.ol’oidndoomwntsporcm’.

As condigles de contorno do problems slo:

— 03 fluxos se snulam na fronteirs do restor, ou seja:
vila) =ysl@ =ysla) = y; (2t =0 {3.1.28)
~ a3 correntes sho nulss no centro do reator. Portanto:

v1(0) = v4{0) = ye{0) = yg(0) = 0 {3.1.29)

Devido a simetria do restor em relsgo 8 x =0, todos os resultados obtidos pera a regilo
0< x <3 também sfo vilidos em pontos simétricos para » regifo -a< x < 0.

Em termos de controle 6timo, o problemsa é formulado ds seguints maneira;

Maximizar
P=P= jo' ko, Nix) yy {x)dx (3.1.30

jeito aos vinculos:

- dinbmicos:

. 1

yilx) = - — y; (x) (3.1.31)
Dy

V2 () = -Zp vy (x) + va, N (x) vy (x) (3.1.32)

. 1

Y3 (x) = - — ya (x) (3.1.33)
D,

Yelx) = (122 vy () — Egy v (%) (3.1.34)

. 1
ys (x) = ~ == yq (x) (3.1.35)
D,
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Vo ) = Z01-3) vy (x) + Z(23) y3 {x) ~ Zp3ys (x)
. 1
yr (x) ='EV. {x)

Yelx) = Z(1-8)y, (x) + Z(2-4) Ya (x) + Z(3>4)yg (x) -

—[EM +Nx) o,F ] vy (0

— de contorno:
Vi =vila) =0
Y1 =y (00 =0
¥y =vysla) =0
Va = va (0) =0
Vs =ys(a) =0
Ve = ve (0) =0
V1 =ysla) =0
Ve =vs (0) =0

—~ de desigualdade na varigvel de controle N(x):
¢ {ys.N) = ko, N (x) yqix}) -- Q <0

max

iN =N} ~N__ <0

3.2 - CondigBes p.ra se Obter & Maximizagiio

(3.1.36)

(3.1.37)

(3.1.38)

(3.1.39)
(3.1.40}
{3.1.41)
(3.1.42)
{3.1.43)
(3.1.44)
(3.1.45)

{3.1.48)

(3.1.47

(3.1.48)

A Hamiltonisna definida no capftulo snterior, squacBo (2.2.6) & escrita para sste problema:

H = ko, Nix) ys (x) + 'f,' A Xy, (x) + }21 K, (x) e, (y,Nx)

Desenvolvendo-a, @ combinsndo com as equecdes (3.1.31) » (3.1.38) obtém-se:

(3.2.1)
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1
H = ko, Nix) y;(x) - B Ar{x) ya(x} + Ag (x) [vo, Nix) ya(x) -~ o vi{a)] -

1 1
= = Aan)yalx) + MU [ZN1>Dyyix) - Ty ysln) ] — — Aslu) yein) +
D) . Dy

1
+ A Z(1>3yyix) + Z(223) ysix) — Zg,vsix) ] —-6' Aqix}yg(x) +
&

+ 200 {Z01->4) v, (0) + Z(25 4) yy00) + 23+ 4) s (x) — [ Z,M +Nix)o, P Jvalxi} +

+ py )| ko, Nix)y; (x) — Q

]+ b O[NGO — N ] (3.2.2)

Os multiplicadores u (x) @ u,(x) sdo tais que:

pix) =0 se ¢ = ko, Nix)ysix) — Q<0

mix) =0 se c; = ko Nix)yyix) —Q__ =0

palx) =0 se e =Nix) -N___ <O

by x) #+ 0 se & N(x)—Nm"=0

A condicBo des Weierstress, equaco (2.2.7), exige que 8 Hamiltonisna msim definida seja
méxima em cads x durante o processo, de modo s se obter 8 maximizaclo do 1P,

A solucBo 6time da distribuicBo de combustivel, N(x), esté compreendids por duas fronteirsy de
acordo com:

¢ =0 pars 0 x< x;

{3.2.3)
=0 pars X Sx<)
ou
& =0 pars 0€ x € x;
) (3.2.4)
=0 pers X Sx<a
onde x, ¢ 3 interface dessas duss regiles Cy 0 Cy;0u sinda pode-se ter:
Cy <0
(3.2.8)

e <0
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No Apéndice A é mostrado que a zona singuiar dads por (3.2.5) nfo existe. A sequéncia 6tima
des duss trajetérias & dads por (3.2.3), uma vez que, y, (a)=y3(l)=y5(a)=v7h)'0 requereria um
valor infinito para N(.), em x=a, pars satisfazer (3.2.4), 0 que & impossivel por rszdes fisicas.
Fisicamente, entfo, determina-sa que hé uma zona de densidade de poténcia constants, seguida por uma
zona de distribuigBo uniforme de combustivel.

Em principio, poderia se penssr, também, na possibilidade da existéncia de regiGes sltarmnadas
com ¢, = Oe c,= 0. Isto entretanto implicaria em descontinuidades na distribuigio de combustivel N{x),
o que acarretaris descontinuidade nd Hamiltonians, H. Como H deve ser continua, conclui-se que
existem, somente, essas duas regides, e na sequéncia indicada.

A Hamiltoniana pode, ento, ser escrita para cada uma das duas 20nas:

Pars 0< x <x,

1
H;y = ko, N(x) yy{x) -—I—)- A (x) yaix) + Aylx) [vo, Nix) yo(x) — Loynila] -
1

1 1
'-B- Asx) yaix) + Ra(x) [ Z(1=2) v, (x) — Zg, vaix)] —"‘6" As (x) yglx) +
3 3

1
+ XXV [Z(1 23y (x) + Z(2+3) yy(x) - Zas ysix) ] —-6— Aqlx) ygix) +
4
+ alx) { ZO1 =) vy ) + T2 4) v3(x) + 23> 4) ys(x) [ ZM + Nixio F vz} +

+ py (x) [ ko, Nix) yo(x) = Q (3.2.8)

mox |

Para x, Cx<a

1
Hy = ko, Nix} yq(x) — o A {x) vz (x) + X3 (x) [vo, Nix) yqix} ~Zp, viix)] -

1 1
_F A3 (x) yalx} +2q(x) [Z(1 -+ 2) y,(x) -Em V:(x)]—B- As(x) yeix) +
3 3
1
# Al (2131 vy () + ZA2-> 3) yabx) ~ Tga Velu ] === Mylx) yob) +
L]
+2g(x) { Z(1 2> 4 vy {x) + 22> 4) y3(x) + 23+ 4) s (x) = [ Z,¥ +Nx) 0. F Jyp(ni} +

4+ pylx) [Nix} - N {3.2.7)

mex ]
Introduzindo, sgora, » aquaclo de controle, equaclo (2.2.8), obtém-te:

Pare 0<x<x,
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o,

-5; = 0 = ko,y,(x) + vo, A3(x) ya{x) — a.F Agix) yo(x) + ko, 4y (x) ysix} {3.2.8)
e portanto:
O.F 1]
My (x}) = — R.(X) - - Az‘l) -1 (3.2.9)
ko k

f

Da equaciio (3.2.3) tira-se:

Opnax
N({x) =
ko' yalx) (3.2.10)

Pars x, <x<a

oH, F

K =0 = ko, yabx) + vohalxlyslx) — 0, Aa(x}yq(x) + pyix) (3.211
# portanto:

pl0 = yaln) [0 Aglx) — vo, Ny (x} — ko, ) (3.2.12)
A equaclio (3.2.3) fornece a relaci

Nix) = N, (3.2.13)

Ficam, assim, detsrminados os multiplicadores u,(x) e u,(x) ¢ 8 distribuiclo de combustivel
N{x) pars cads ums das zonas do restor.

3.3 — As Varibveis de Estado

Uma vez determinads a distribuicio 6tims de combustivel, pode-se escrever o sistemas de estado
pers cads uma des zonas do reator.

Psra 0<x<x1
" 1
vu(x} = = e (%) (3.3.1)
D,

? : v
Yol = - Ty vy Ix) 4 ; Onex {33.29
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. 1
Ty ix) = - D_, Y (X

Vo) = 20122110 - gy vy, x)

- ' 1
Vs lx) = _B: Vg 0

Velt) = Z(123) v, bx) + X(23) yy (1) — Zgq v %)

. 1
y.,c(x) = 'E 79

VgclX) = Z(1>8)y, (x) + T(228)y, (x) + T34y, (x) -

F
Qmax %

I
Y ka'

s Tic () ~

Perax, <x<s
, o
Vigh = "D, Y2gx)
Vaeix) = ~Egy Vygn) + 0oy N vog(x)
. - 1
YaE‘X’ = "D_ V‘E“’
3
;.E(u) = EH "2, y'e‘x, - zﬂz yae(')
. 1
yss") = 'B; V.g(ﬂ
. -1
Y,E(X’ = "o—‘ VSE‘X’
VoglX) = T 1181y, g(x) + T(2+4) vyglx) + £(3+4) vgelx) ~

- le + Noax "nF "1!("’

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

33.7)

(3.3.8)

{3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

{3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.18)

(3.3.19)
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Os subescritos ¢ & E indicam as zonas central e externa, respectivamente.

As condicdes de contorno pars os dois sistemas de equagdes diferenciais sdo dadas pelas
condicBes:

~ de aumento de fluxos e correntes, na fronteira @ no centro do reator, respectivamente, ou
seja:

V’; = Vi"’ =0 , peraij=1357 (3.317

¥, = v,(O) =0 , permj=2468 {3.3.18)

- de continuidede dos fluxos ¢ das corientes na interface das duas zonas, ou seja:
VielXt) = vglby)  i=12....8 (3.3.19)

Um método numiérico seré empregado para & obtenciio da solucdo do prolblema, uma vez que 8
determinacBo de solugBes anallticas para tais sistemas é quase impraticlvel devido so grando nimero de
equacBes diferenciais.

3.4 — Condiglo de Criticalidede

Como j& foi estabelecido, anteriormente, » Hamiltonisne deve ser continua a0 longo ds
trajetdria Stima. A mesma condicio é imposta sos multiplicadores Alx). Portanto A{x) e H(x, y, N, A\)
devem ser continuos em x = Xy Pela condiglo de contorno (3.3.19), sabe-se que s veridveis de estado
yix) s8o continuas na interface. Conclui-s¢, portento, que para ser assagurada & continuidade da funglo
Hamiltoniana, a distribuiclo de combustivel, N(x), deve ser continua em x = Xy Matematicaments, esta
condicSo & escrits:

Nlxi) = Ngbx) (34.1)

Pelas equacdes (3.2,10) e (3.2.13) tem-se que:

Qrmex
N _(x) = ————
¢ k 0,y,,(x) (3.4.2)
[ ]
Neix) = N (3.4.3)

Combinsndo as equacBes (3.4.1), (3.4.2) ¢ (3.4.3) conclui-se que:



Ormax

e — (344,
max k o'V7c(ll,

A equacBo (3.4.4) é a condiglo de criticalidade de um restor.

Os sistemas de equagles diferenciais scoplados e a condiclio de criticalidade fornecem as
condicdes necessérias pars se determinar a posicio da interface x,, os fluxos e as correntes no reator.

3.5 - Equagdes Adjuntas

O sistems adjunto é dedo por:
Rix) = -— i=12..., 8 (3.5.1)

Para cada zona do reator tem-se:

Para 0<u<xt

Aol = Zgy Apclx) = E(O 220, 00 — T(1-3) Ag, (x) ~ Z(1 >0 x} (362

. 1
Azelx) =3 Ay lx) (35.3)
D
Agelx) = Tga Ay tx) — Z(2-3)Ag (x) - I (2402 (x) (3.5.4)
. 1
Nacldd = o= Rgqll (35.6)
3
Ag X} = Eps Ag, () — I (34 Ay (x) (3.5.6)
s _ 1
Ag ix) = 'E; Agix) (3.6.7)
Al = ZM A ) (35.8)
. L
Agelx) = = Ay x (3.5.9)
L]

Para L <x<s
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Rgha) = Egy Ayptx) = Z(1 =20 A0 ~ E(1+3) Agetx) — E(1 +d) Mg x) (3510

1

Agelx) iy Agix} f35.11)

Maet) = Tpop, ) — T2 3 A (x) — Z(2-8) Agglx) (3.5.12)

. 1

Aagx) =0 Age b (3.5.13)

Rgex) = Zodge(x) — I (35 4) Aypin) (3.5.14)

. 1

Ageix) =-B—’ Agg ) (3.5.16)

Mgl = -vo N A +[EMeN | 0 F Jag ) —koN_ (3.5.16)

L4 1

Agelx) === Aygtx) (3.5.17)
4

As condicBes de contorno pers os dois sistemess de equacles diferenciais acoplados slio dadas
pela condiclo de transverssiidade e pels imposico da continuidsde das equacBes adjuntas na interface,
X=X

'

A equaclio {2.2.11) & reescrits aqui:

m
G=g+ I py (3.5.18)

Para este problema tem-se g =0, e portanto:

G = pyyi{a) + pyys(0) + pyysis} + peya(0) + pyys(a) + peys(0) +

+ pryr(e) + pyysl0) (3.6.18)

A equaclo (2.2.14) & reescrits na forma;

[A) - E’q

dy.'

(x)) ]dv'(xi) = 0 j=12...,8 ‘ (3.5.20)

sendn x, = 0



Entéo, tem-se:

— pars}=1,3,6,7
[Ai(O) - O]dy'(ol =0 (3.5.21)

Como os fluxos Vj‘o" {i=1, 3, 5, 7}, s¥o livres, ou sejs, nfo tem vslor especificado, dvi(m #0,
concluindo-se, portanto, que as equacdes dadas por (3.5.21) sdo satisfeitas soments se:

A'(Ol =0 j= 1357 {3.6.22)
- pearaj=2,4,6,8

Como as correntes y|(0)=0, (=2, 4, 6, B), ou sejs, slo vaslores especificados, dv](0)=0, ]
portento, nada se conclui a respeito de Ai(O).
A equaclio (2.2.15) & reescrita ns forma

G
(A’(x,) + .3—\'; (x,) ] dyl x} =0 f=12... ¢ (3.5.24)

wendo Xy = A
Entllo, tem-s:

— parn |j=1,3,5,7

[A'(o) +p ] dvl (o) =0 (3.5.25)

Como os fluxos y (e} =0, {j=1, 3, 5, 7), ou sejs, slo velores especificados, dvl(ol=0. .
portanto, nada se conciui 8 respeito de ll(l).
~ peraj=2,4,6,8

IA‘M +0] dy,le) = 0 13.5.26)

Como as correntss ylh), (=2, 4, 6, B), slo livres, ou wia, nfo i - valor especificado,
dv,(o) # 0, concluindo-se, portsnto, que ss equacles dades por (3.6.28) slo satisfeitas somente se:

k‘(l) =0 j= 2468 (3.5.27)
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Resumindo, tem-se dois sisternas de equaces diferenciais acoplados, cada um com 8 equacdes.
Portanto, slo necessérias 16 condigles de contorno. Estas s50 dadas por:

.- 8 condigbes de continuidede das equaces adjuntas em x = Xy, OU seja:

A ) = anebal . i=12...,8 (3.5.28)

— 4 condicBes iniciais e 4 condigSes finais, dadas, respectivamente, pelas equacles (3.6.22) e
(3.5.27), ou seja:

7\'(0) =0 . pera j = 1,3,6,7 {3.6.29)

(4 -0 , vara j = 2,4,6,8 (3.5.30)

O propbsito da discussdo acima é mostrar a existéncis das equacBes adjuntas para o problema
considerado e indicar como as solu¢des dos sistemas podem ser obtidas. A existdncia das equacdes
adjuntas deve ser demonstrada para mostrar que a solucdo completa do problema de controle foi obtida.

Assim como no caso dos sistemas de estado em cada zons, os sistemas adjuntos contém,
também, um nGmero grende de equagdes diferenciais, que por convenidncia, devem ser resoividos
numericaments.

Neste trabalho nfo sfo apresentadas as solugdes dos sistemas adjuntos, uma vez que a soluclio
do problema proposto é independents dss equagSes adjuntas.

3.6 — C#iculo da Potincis

Pars um reator tipo plece, infinito, s potdncia é calculada por unidade de érea. Esta, como jé
foi visto, é dada em watts/cm?, por:
P, =2 [; ko Nix) vy (x) dx (3.8.1)
Havendo duas zonas distintss no reator, a equacio (3.6.1) toma & forma;

Po =2 1 ™ koN (x)yy ix)dx + j 2 koyNgix) yygix) dx | 36.2)

Combinando as equacBes (3.8.2), (3.4.2) e (3.4.3), s fazendo sigumas manipulacdes algébricas,
ohtém-se:

P20 K0 dx ¢ ko N f:' v, (00 dx }

0 max Jf,



P -2 fQ . xy + kN 1}

o mev f max p

I, = !x.n Yy (%) dx

O valor de § p 4 obtido stravés da integraclo numdrica.

3.7 ~ Chiculo ria Masse Critica

(36.3)

- Da mesma maneira que pera o caso da potincis, o chiculo da massa critics 4 feito por unidade

de éres. € dada por:

M=2 I: Nix} dx

cnde M & a massa critice em étomos de U-235 por cm?.

Devido a existincia das duas zonas no reator, 8 equacho (3.7.1) ¢ escrite na forma:

M=2 {I:' N (x)dx + [:‘ N (x) dx }

Substituindo es squacSes (3.4.2) ¢ (3.4.3) ne equaclo (3.7.2) obtém-se:

Qmex
= P
M=2 (fx —— dx + j:l Ny, O }

Integrando a equaclio (3.7.3), chegase b equaco:

M=2 (N, (8-%x) +——1_ }
9
onde
dx
[} = L [
me !" ¥y

O vslor de | me ¢ obtido por integraclo numérica.

{3.7.1)

3.7.2)

(3.2.3)

(3.7.4)
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Para se obter a massa critica em gramas, que serd chamada de Mc, basta aplicar a lei de
Avogadro, resultando:

M (U-235) x M
R Rudta s (3.2.5)
NA

onde

M(U-235) é 8 massa atdmica do U-235e N, ¢ o nimero de Avogadro.

4 — RESULTADOS NUMERICOS

Para ilustrar a técnica discutida, considerouse um reator térmico moderado a dgua le-
ve, de meia espessura igual a 30 cm. Como valores méaximos permissiveis para a densidade de
poténcia e concentracdo de combustivel foram fixados respectivamente, Qmax =60 watts/cm’

—_ 19 3
e Nm" = 4,4485 x 10" ” at/cm”.

As secgOes de choque e constantes de grupo para o reator considerado foram geradas pelo
cbdigo de computagio XSDRN''5!. O meio foi considerado infinito e tomado 3 temperatura ambientz
de 204,6°K. Os coeficientes de difusio foram calculados através da expressio que leva em conta o
espalhamento anisotrépico.

onde E" é a seccdo de choque macroscopica de transporte.

A Tabela IV.1 apresenta as energias de corte dos grupos, secqles de chogue e constantes de
grupo para o reator considerado, e a Tabela IV.2 apresenta a8 mstriz de espalhamento.

Os sistemas de equ diferenciais das varidveis de estado forsm resolvidos numericamente
pelo Método de Perturbacio™. A posicSo da interface x, foi localizada pela condigio de criticalidade,
equacdo (3.4.4). O esquema geral desse método é apresentado no Apéndice B. Foi obtids a solucgio
numérica das varidveis de estado em intervalos de 0,1 cm e 0 menor erro por passo que se conseguiu
fixar no programe foi de 10°, Para se cheger 3 condiclio de convergincia exigida no programa forsm
necessirias 48 interacles; o tempo de computaclo foi de 16 minutos de CPU.

Os chiculos foram feitos com dupls precisio no computedor 1BM/370 Modeio 166, do Instituto
de Energia Atdmica, Slo Paulo, sendo o progrems escrito em linguagem FORTRAN V.G,

A posiclo da interface x, foi locaiizads em 16,40 cm.
As Tabeles 1V.3 ¢ I1V.4 spressntam os fluxos & correntes calculados ponto 8 ponto.

E importante observar ns Tabela IV.3, que 0 zero matemético, condiclo flsica de convergincia
dos fluxos na fronteira do restor {x =30 cm) fol cruzado pelos quatro fluxos. Os fluxos y30v,0
fizeram entre 209 cm o 30 cm. Verificou-ss, também, que os fluxos y, ¢ Yg cruzam o 2ero matemiético
entre 30cm o 30,1cm. O fluxo y, pessa de 0,641362 x 10° em 30 cm para -0,426679 x 10'? em
30,1 cm @ o fluxo y, pessa de 0,230&85 x 10° am 30 cm pars -0,233635 x 102 em 30,1 cm.



Tabela IV.1

Energias de Corte, SecgGes de Choque e Constantes de Grupo

grupo 1 2 3 4
Int. da 15MeV — B7KeV 87KeV — 7KeV 7KeV — teV eV —~0eV
Energia
o,{em?) o o 0 0,443493x 107"
n': {cm?) 0 o 0 0,521371 x 102!
v 2,63531 2,44508 2,44200 2,44200
Za¥(em 1) 0 0 0 0,01758
Dicm) 1,46833 0,68664 0,55737 0,11435
Zplem™) 0,08625 041710 0,15148 0
Tobels I1V.2
Matriz de Espalhamento®
Grupos Pars 1 Pora 2 Pars 3 Pors 4
1 0 0,07928 0,00898 0,000001
2 0 0 0,41704 0,00006
3 0 0 1] 0,15148
4 0 0 0 0

*Zig-» h) — expressas em cm”™’.
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Tabela 1V.3
Fluxos*

x{cm) vt {(Grupo 1) y3 (Grupo 2) vs (Grupo 3) y7 (Grupo 4)

0 0,527570 x 10'* 0,100225 x 10* * 0,299724 x 10'* 0,132038 x 10 *

2,00 0,527258 x 10'* 0,100158 x 10'* 0,299477 x 10'* 0131738 x 10" °

4,00 0,526250 x 10'* 0,999469 x 10'? 0,298680 x 10" * 0.130782 x 10'*

6.00 0524302 x 10'* 0,995372 x 102 0,297149 x 10'* 0,129005 x 10" °

8,00 0,520950 x 10'* 0,988321 x 10" 0,294538 x 10'* 0,126125 x 10' °
10,00 0,515388 x 10'* 0,976639 x 103 0,290278 x 10'* 0121759 x 10' *
12,00 0,506286 x 10'* 0957582 x 10'° 0,283511 x 10'* 0,115495 x 10"
14,00 0,491461 x 10'* 0,926846 x 10'° 0,273042 x 10'* 0,107103 x 10" *
16,00 0,467363 x 10'* 0,878313 x 10** 0,257473 x 10"* 0,970533 x 10" *
16,40 0460975 x 10'* 0,865879 x 10"° 0,253635 x 10'* 0,949911 x 10'*
16,40 0,460975 x 10'* 0,865879 x 10*° 0,253635 x 10** 0949911 x 10" *
18,00 0,429324 x 10°* 0,806116 x 10" 0,235681 x 10'* 0,868749 x 10" *
20,00 0,377997 x 10'* 0,710038 x 10'? 0,207459 x 10'* 0,758875 x 10" *
22,00 0,315851 x 10'* 0593467 x 10'? 0,173405 x 10'* 0,632682 x 10'*
24,00 0,244885 x 104 0,460178 x 10'* 0,134477 x 10'* 0,490239 x 10" *
26,00 0,167125 x 10** 0,314066 x 10> 0,917877 x 10'2 0334525 x 10’ *
28,00 0,847355 x 10'° 0,159238 x 10'? 0,465413 x 10'? 0,169606 x 10**
28,50 0,636806 x 10'? 0,119669 x 10** 0,349774 x 10'? 0,127461 x 10**
29,00 0,425153 x 10'? 0,798918 x 10'? 0,233527 x 10'? 0,850944 x 10"
29,50 0,212764 x 10'? 0,399752 x 10*? 0,116876 x 10'® 0.425797 x 10*?
29,60 0,170230 x 10'? 0,319812 x 10*? 0,035145x 10'? 0,340654 x 10'*
29,70 0,127684 x 10** 0,239849 x 10'? 0,701472 x 10'? 0,265488 x 10*?
2080 0851203x10'>  0159868x10'* 0467751 x10'>  0,170302 x 10'°
29,90 0,425688 x 10'? 0,798764 x 10" 0,233998 x 10'? 0,851060 x 10'*
30,00 0,641362 x 10* -0,121891 x 10° 0,230685 x 10° -0,990556 x 10°

* Expressos em n/cm® sep.




Tabela IV.4
Correntes®
x{cm) v2 (Grupo 1) va (Grupo 2) ¥s (Grupo 3) vs (Grupo 4)
0 0,0 00 0.0 00
2,00 0,466011 x 10'? 0,458525 x 10'° 0,140005 x 10" 0,348659 x 10""
4,00 0,104368 x 10'? 0,102684 x 10'" 0,312523 x 10** 0,759916 x 10""
6,00 0,187140 x 10'? 0,184084 x 10"’ 0,556650 x 10" 0,129910 x 10'?
8,00 0,314750 x 10*2 0,309423 x 10'* 0,924864 x 10'* 0,203119x 10*?
10,00 0,517773 x 10'? 0508112 x 10'! 0,148887 x 10'? 0,300231 x 10*?
12,00 0,844853 x 10*2 0,824801 x 10** 0,233910x 10'? 0,418752 x 10"*
14,00 0,137435 x 10'3 0,132133 x 10'? 0,356277 x 10'? 0,537306 x 10*?
16,00 0,223315 x 10*? 0,204993 x 10'? 0517125 x 10'? 0592483 x 10'*
16,40 0,246067 x 10*? 0,221987 x 10'? 0,552714 x 10'? 0585137 x 10*?
16,40 0,246067 x 10*? 0,221987 x 10'2 0,552714 x 10*? 0,585137 x 10**
18,00 0,331736 x 103 0,290454 x 10'? 0,698316x 10'? 0,590477 x 10*?
20,00 0,419071 x 10*? 0,367175x 10'? 0,871677 x 10*? 0,672548 x 10'?
22,00 0,491044 x 10'2 0,431089 x 10'? 0,102186 x 10'3 0,769958 x 10"*
24,00 0,548516 x 10*? 0,481904 x 10'2 0,114270 x 10*? 0,856897 x 10' 2
26,00 0,500617 x 10*3 0,519005 x 10'? 0,123108 x 10'? 0,920767 x 10'?
28,00 0,616336 x 10'2 0,541845x 10'? 0,128494 x 10*? 0,960765 x 10*?
28,50 0,620116 x 10*2 0,544976 x 10'? 0,129284 x 10*? 0,966664 x 10'*
29,00 0,622820 x 10'? 0,547365 x 10'? 0,120840 x 10*° 0,070894 x 10'?
29,50 0,624444 x 10'3 0,548809 x 10'? 0,130186 x 10'? 0,973447 x 10'?
29,60 0,624638 x 10'? 0,5468084 x 10*? 0,130226 x 10'* 0,973756 x 10'?
29,70 0,624790 x 10*2 0,549122 x 10'? 0,130267 x 10'? 0973099 x 10'?
20,80 0,624888 x 102 0,549222 x 10'? 0,130279x 10"° 0974174 x 10*?
20,90 0,624962 x 10'? 0,549284 x 10'? 0,130292 x 10*? 0,974282 x 10*?
30,00 0,624983 x 10*? 0,549308 x 10'? 0,130296 x 10*? 0974323 x 10'?

* Expressas em n/cm’ seg.
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A distribuicdo 6tima de combustivel, calculeda através das equacdes (3.2.10) e (3.2.13) &
apresentads na Tabela IV.5 e é também mastraca pela Figura 4.1,

Tabela IV.6

DistribuicSo Otima de Combustivel

x(cm) N{x) (at/em® x 10%°)
0 0.319776
100 0.319955
2,00 0,320504
3,00 0,321453
4,00 0,322847
5,00 0.324762
6,00 0,327294
7,00 0,330574
8,00 0,334768
9,00 0,340082
10,00 0,346772
11,00 0,355149
12,00 0,365579
13,00 0,37847
14,00 0,394224
15,00 0,413117
16,00 0,435045
16,40 0,444850
16,40
» 0,444850
30,00

As integrais | @ | forsm calcvisdes com dupla preciso pela subroting DOSF da SSP!'8),
Esta subrotina integrs uma funclio tabelada em pontos equidistantes. Nests subrotine » regrs de Simpson
juntsments com a regra 28 3/8 de Newton, ou uma combineclio dessas duss regras ¢ usade''®), O erro
de truncamento local & da ordem de h® em todos os casos com mais de 3 pontos, sendo h o pesso de
integraclo. A funclo » ser integrads deve ser continus e diferencibvel devendo existic s derivadas sté

terceirs ou quarts ordem, dependendo ds regra usade, Os valores finais obtidos para a potincia o a masss
critica foram:

.-
n

2,8865 Kwatts/cm?

© 0,92046 g/em?.
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65 — COMENTARIOS, CONCLUSOES FINAIS E SUGESTOES

A distribuicdo 6tima de combustivel que maximiza a retirada de poténcia de um reator, sujeita
80s vinculos impostos, foi encontrada aplicando-se os formalismos de controle 6timo & teoria de
reatores.

Algumas simplificacOes de cariter fisico foram feitas na formulaco e modelagemn do problema,
visando simplificar as equacdes matemiticas resultantes da aplicacio do Princfpio de Maximo de
Pontryagin. Essas hipbteses ndo invalidam o problema proposto, como se pode ver pela discussio abaixo.

A primeira delas, foi a de que todos os néutrons de fissdo sdo liberados dentro do grupo de

mais alta energia, ou seja, X,=1e Xy = X3 “Xg = 0. O cidigo de computacio XSDRN forneceu os dados
que sdo apresentados nas Tabelas V.1 V.2, V.3 e V.4,

Tabela V.1

Valores Obtidos para X i =1 2,34

X1 X2 X» Xa

0,989593 0,010406 0.0 0,0

Conclui-se, portanto, que a hipOtese feita é bastante razodvel, ums vez que Xz & apenas 1,05%
dex, ex;ex, s8o, realmente, iguais a zero.

Na segunda simplificaco feita considerou-se qus, somente ndutrons do grupo térmico induzem
fiss3es. A Tabela V.2 apresenta as seccdes de chogque de fissSo obtidas.

Tabela V2
Seccdes de Choque Microscpicas de Fissio®

%%, %2 %3 %

1,26432 2,44491 24,8998 443,493

* Expressas em barn (= 10724 cm?)

Pels tabels scima pode-se observar que s probabilidede de fissfo nos grupos répidos ¢
desprezivel comparada com a probabilidade de fissBo no grupo térmico.

A Tabels V.3 fornece ss seccBes de choque de ebsorclio dos grupos rdpidos e térmico, pers o
U-236, Hidroglnio @ Oxignio.

Compersndo-se os valores da Tabels V.3 observa-se que pera o U-235 ¢ Hidroginio, as ﬁec&n
de choque de sbsorclo dos grupos répidos slo despreziveis comparadss com as do grupo térmico.
Somente pers o Oxignio isto nllo é verdade. Entretanto, ss seccles de chogue de sbsorglo do Oxiginio

sfo muito menores que as do U-236 s Hidroginio. Conclul-se, portanto, que 8 terceirs hipdtess feits
também & razobvel,



Tabela V.3

Secgdes de Choque MicroscOpicas de Absorcio*

Elementc
U235 H o]
Grupo
1 1,38901 0,0 9,37849 x 103
2 3,34558 1,76122 x10°* 0,0
3 40,0882 1,35795 x 1072 1,76152 x 10°¢
4 521,371 0,263563 141308 x 10°*

* Expressas em barn,

Finalmente, foi considerado que nSo hd espalhamento de néutrons do grupo térmico para os
grupos de energias mais altas. A Tabela V.4 mostra as sec;Ses de choque de transferéncia do grupo
térmico para os demais grupos, para o U-235, Hidrogénio e Oxigénio.

Tabela V.4
SecgSes de Choque Microscopicas de Transferéncis®

Elemento ald—+1) ol4—+2) (4 —+3)
U-235 0,0 0,0 8403 x10°*
H 0,0 0,0 9,565 x 10°*
o 0,0 0,0 5,430 x 107*

* Expressas em barn.

Conclui-se, portanto, que st seccBes de choque de transferéncia do grupo térmico sfo muito
psquenas quando comparadas com as demais seccles de choque envolvides no problems, e portanto
podem ser desprezadss. Fica, sssim, demonstrado que 8 quarta, e Gitims hipotese feita também ¢ vélids.

Os rewitados obtidos, pers s splicacBo numdrica proposta estlo discutidos sbaixo, ¢ a3
conciusles finais foram tiradss.

As Tabelss IV.3 e 1V.4 mostram 0s valores numdricos dos fluxos e correntes caiculados através
do método de perturbaclio, Como i foi dito, o erro por pesso na integraclo fol menor ou igusi a 10°.
Observando-se a Tabels IV.3, podess noter qus, proximo A fronteira x = 3, 03 valores obtidos pars os
fluxos slo de ordem ds grandeza do erro cometido, isto tornaria questionivel » validede desses
resultados. Entretanto, é de se esperar que 0 comportemento dos fluxos spresentados nesss tabela, sejs o
cometo, uma vez que os fluxos devemn ser achstados em qusse todo o reator devido 808 vinculos
impostos, e proximo 3 fronteira devem cair rapidaments por causs ds cendigo de contorno de
snulsmento dos fluxos na frontsira do reator.
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Esses argumentos fisicos sfo comprovados matematicamente, para o caso de dois grupos de
energia, onde as solugGes analiticas podem ser obtidas com relativa facilidade. O desenvolvimento te6-
rico e os resultados para dois grupos sio apresentados no Apéndice C.

O ideal seria obter solucBes analiticas para 08 quatro grupos de energia considerados.
Entretanto, devido ao grande nimero de equagdes de estado e equagdes adjuntas que aparecem, é
praticomente invidvel a obtenclo dessas solugdes. Dal a escolha de um método numérico.

Pode parecer desnecessirio se ter resolvido o problema em dois grupos de energia, uma vez que,
para quatro grupos 8 solugcdo numérica foi obtida. Entretanto, a concordincia entre os resuitados
numéricos obtidos através das solu¢des analfticas, e os resultados numéricos obtidos com o uso do
método de perturbacio, para dois grupos de energia, assequra dois fatos importantes:

1} O método de perturbaciio é adequado;

2) O comportamento dos fluxos proximo & fronteira x = a, (Tabela IV.3), onde os valores
obtidos pelo método numérico é da ordem de grandeza do erro cometido, § comprovedo
analiticamente. .

Neste ponto do trabalho, cabe um comentario importants.

Do ponto de vista da teoria de reatores, quanto maior o niGmero de grupos de energia dos
ndutrons, melhores sdo os resultados obtidos. Convém, entretanto, mencionar, que a teoria de um grupo
j& dé uma idéia, embora grosseira, do comportamento das func3es que regem a popula¢do de néutrons
no reator. A escolha de quatro grupos de energia para este trabalho, deve-se ao fato de que esse niimero
j& fornece resultados bastante satisfat6rios. Para justificar esta afirmacio, pode-se dizer que alguns PWR
(Pressurized Water Reactor) foram calculedos com quatro grupos. Outro argumento é que existem
cbdigos de computador pars chiculo de restores, internacionsiments utilizados, como por exemplo ©
Hammer, que consideram quatro grupos de energis.

A Tabels V.5 spresenta os resultados obtidos para a posiclo da interface, poténcis e massa
critica, com dois grupos de energia, 8 que podem ser comparados entre si.

Tabels V5
interface, Poténcis e Massa Critica

2 grupos de energia de 4 grupos de energia de
N° de Grupos
néutrons ndutrons
Soluclo Soluglo
Soluglo Numdrica
Anmlitica Numérics
x; lem) _ 17,04 18,00 16,40
P, (Kw/em®) 2,947 2,047 2,867
M, (g/em?) 0,86 0,90 0,92




€ importante notar que os objetivos propostos no infcio deste trabatho foram atingidos.

Como objetivo geral, mostrou-ss meis uma vez, a visbilidade da splicaclo da teoria de controle
6timo 3 teoria de reatores.

Como objetivos espec(ticos, pode-se dizer que:

1) Obteve-se » solugio do problema proposto, isto 6, determinou-se a distribuicBo 6tima de
combustivel que maximiza a retirada de poténcia de um restor, sujeita a vinculos na
densidade de poténcia e na concentragio de combustivel.

2) Foram obtidos os resuitados do problems com quatro grupos de energis de nutrons,
resultados estes, mais precisos do que aqueles que se obteve com, somente, dois grupos de
enefgia‘" .

Um fato importante que deve ser, novamente citado, é que, em toda literatura consultada, 0s
problemas de reatores onde controle 4timo foi aplicado, foram resolvidos com um nGmero méximo de
dois grupos de energia.

Finalments, sigumas sugestSes slo deixadas aqui pars trsbalhos futuros.

Uma delas seris considerar, sinda paras um restor ndo refletido, uma geometria tridimensional
finita. Neste caso estaria se resolvendo um problema mais resifstico. Uma outra seria introduzir um
refletor. Neste caso estaria se resolvendo um problema rasl, que poderia ser aplicado sos PWR, linha de
reatores adotada pelo Brasil. Uma terceira sugestdo seris limitar a um valor miximo permissivel a soma
dos fluxos num reator. Este & um problema de interesse, pois com a introduciio e retirads das barras de
controle, o fluxo rdpido varia, podendo haver picos de fluxo e danificar o3 slementos combustiveis.



APENDICE A — ZONA SINGULAR

Como j4 foi dito no Capfltulo 2, haveré zona singular, somente se for possivel obter o controle
N(x) explicitamente, através das equacles (2.2.16), e além disso, se for verificado o critério de Robbins,
dado pelo inequacio (2.2.17). Estas expressGes sdo reescritas abaixo:

H_d oM & M _dM'[aulgo A
N dx o Fan )T T e G N
e
9 d oH
- —[(—)* —)1<0 A-
el et ialeved) (A-2)

Lembrando-se que, se houver solugdo singular, u,(x)=y2(x) =0 nesta zona, entio a
equacdo (3.2.2) que define 8 Hamiltoniana geral do problema toma a seguinte forma:

1
H = ko {x) yslx) — E A (0} ya{x} + Mg (x) [ v NIx) v (x) ~Zgyiin} -

1 3
-5 A3 (x) valx) + M [ 200 = 2}y {x) = g v4(x) ] - on As(x) yglx) +
1 3

1
+ Aedx) [ Z(123) vy (x) + 22+ 3) y3ix) — Z,vs(x) ] - o Ay (x) ygix) +
4

+ Ngx) { 21> 4) yy(x) + Z{22>8) yy(x) + Z(3+4) yglx) ~

-{ZM + Nix) 0, ] o100 ) (A-3)
Entfio tem-se:

3H .

5;= 0 = yyix} [ ko, + voAs(x) — 0,7 Ngix) ] (A4)

Sendo y,(x) o fluxo térmico, sabe-se que

yaix) # 0. (A-5)

pers qusiquer x ¥ 3, @ como a igusidade (A-4) deve ser verificads peras todo;osnlomdox,w-u
que

[ ko, + vo, Ay (x) — o.'= Ag(x}) ] =0 {A-8)



o 0=L 0 (o, + vo, i) — 0 F Aix) ] +
—_— ] = = — x (1] yg X} — 0 X
dx w xy'l t ¢ \2 s o
d F
+ yaix) (—’— [ko' + veo, A2 {x) — o, Ag(x) ]
X
. OH . oH
Lembrando que vy, =a a)\.’= —a—- ,i=1,2,....8, e levando em consideracdo a equacdo
Y
i i

{A-6), a equagBo acima toma a forma:

F
0y 1 oA
-] 1] = b ¢ - @ x) —— .
a | N y2(0) [ o, 1 o 7(x) | (A-7)
Pela relagdo (A-5) conclui-se que

[— 0, A x) ol Arix)] = 0

— o X — —— x - A'B

D| 1 't D‘ 7 ( ’
d* aH d v o,f

2
v [-a?] =0 =;y7(x)[‘o—| 0 Ay ix) -—alq(x)] +
o.F

b yrla) L [ 6, A ) = Ay} ]
xX~—]1—— 0 X} """ x
Y7 dx Du'l D..T

Considerando s igualdade (A-8) e efetuando as derivadas, a equacho acima § escrita ns sequinte
forma:

4
— [—}=0=yqix) {-6- 0, [ Zpy Mabed = Z(1+20(x) ~
1
F

(4]
~ I+ 3 Ae(x) — (> A Aglx) ] - i [ = koyNix) ~ vo d; (x) N(x) +
]

v
+ 0 F AONDY |} = yalx) {D- Ol Zgq Maix) = A1 > 2) Nalx) =Z( 1+ 3) Agix) —
1

oF

= T )00 ]+ —= N0 [ Koy 400, At =0, F de ) | } (A-9)
s

Combinando-se a3 equagBes (A-8) e (A-8) obtem-se:
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d> oH
L. [__.-]..o-y.,(x){ 0 [ Zgy Mat) = Z{1 22 M) ~

~ TSN Nl — Z(1>8) Ag(x) ] } (A10)
Quando se combina a relagdo tA-5) com a equagic {A-10}, conclui-se gue.
14
= o, | Zny Aaix) —Z(1 > 2 Mg} = (1 N0 —E(1+8) Ngix) ] = O (A-11)

d’ oM d
" [_»_] =0 = - y-,(x) { Y 0, [ Zgy M) = 201 > 2) Ay {x) -

= T =3 Aelx) —Z(1 > 4) Ag(x) ]} + V-y(x)—— t‘ ol Ty Mix) ~

= Bl =N Nix) — ZOH>3 A lx) — T(1~+4) Apix) ) }

Considersndo » iguaidade (A-11) e efstuando as derivadss, a equacho acima é escrita na forma:

d° oH v Zas Z(1+2)
—1=0=yuix) { — 0, — A;{x} =———— Ay(x) -
x? [ ] yrix} { D, fl D, 1 {x} D, a(x)
z"":”x z(-»)“” (A-12)
— X) -~ e x J -
D, s De 7
Psia relaglio (A-5) conclui-se gue-
b3 ) )
v R1 Z(1-2) £(1~3) (1 -+4)
— 0, [ — A x) - -A - Aslx) ~ Mix)] =0 (A13
0, il D, ! D, e D, she A el ( ,
d* 9H g LRy Z(1+2)
— — ] = o [ p— —— A - -
= [ N ) . yrix) { D, 1{x) » As(x)
143 T(1-+4)
- Ag(x) = ————2Ay(x} ]} + —_— = —
Ds s o M 1} wm ™ { Y u D; J\.m
Z(1-+2) Z(1+3) (Y
- s{x) - - Agix) -——%—-— Asix) ]}

2 D, s



Considersndo a iguaidade (A-13) « efetuando as derivadas obtém-se:

¢ M v Zpy
— (?N_] =0 = yyi{x) {E 0'[—0-;- (Sn,k,(x) = Z{(1+2) Aiix) -
+2)
- TSN - Z0 O M)~ = (Zphalx) = B2 3 hetx) -
?

Z11-+3)
= B2 ) - = (Tpghelx) — 234 ) +

Z(1~4)
$— (A1)

Nix) (k g, + vo My (x) — 0,F Agtx) ]

Analogamente a0 que aconteceu na equacdo (A-9), o termo que contém N{x) explicitamente na
equacdo (A-14) é multiplicado por um termo nulo, conforme mostra a equacgio (A-8).

Assim, sucessivaments, pode-se verificar aplicondo a condi¢lo dsda por (A-1), que nlo ¢
possivel encontrar nenhuma equacio na qual o controle N(x) apareca explicitamente, 0 que mostra,

portanto, que nfio existe zona singulsr.



APENDICE B — METODO DE PERTURBAGAO

O método de perturbacio ¢ um dos métodos numéricos usados para se resolver um sistema de
nequacdes diferenciais quando se conhece m condigdes inicisis ¢ (n—m) condigBes finais do sistema.
Essa situacdo ¢ bastants comum no tratamento de problemss de controle.

No trabalho que foi apresentado, aparecem dois sistemas de equacles diferenciais acoplados,
com 8 equacBes cada um. Tem-se 4 condi¢des iniciais.
Y2e(0 = ¥4 (0) = yg (0) =y, (0) =0 ,
4 condi¢les finais

viefe) = yaela) = ygela) =y, (s} =0

e 8 condicBes de continuidade na interface localizada numa posiclio x = x4, cujo valor nio ¢ conhecido.
Por essa raz8o mais uma equacio torne-se necesséria. Entretanto 8 eguagdo (3.4.4) resolvida
simultaneamente com 0s sistemas acoplados permite determinar o valor desconhecido, x,,da posicio da
interface.

A integrago numérica foi feitsa com a subrotine DRKGS, da SSP em dupls precisio. Foram
necessirias algumas modificacBes que a adaptaram so problema que foi resolvido. O método utilizado
pela DRKGS 4 o0 método de Runge-Kutta de quarts ordem. O erro Dor passo & controlével, ¢ o
integraclo foi feita com um erro menor ou igual a 10°,

Inicia-se 0 processo integrando o sistema

Volx) = fiy, N)

desde x=0 até o valor de x tal que o fluxo térmico, v, (x), satistaca & condiclo de criticalidade,
aquacdo (3.4.4), com uma determinads precisfo pré-estabelecida. Isto corresponde & localizaclo da
posico da interface. Localizads a interface, os valores finais da integraclo em x = x, slo tomedos como
walores iniciasis para 8 integraclo sté x = a, do sistems dado por

Vg (x) = gly, N)

Como ers de ¢ esperer, devido sos vinculos impostos, a varisglio dos fluxos em quase todo o
restor § muito pequena. Todavis, 8 susincis de reflstor faz com que préximo s0 contomo x =4, os
fluxos caism sbruptsmente devido » condiclio de contorno de snulamento dos fluxos na fronteira do
ceme do reator.

O critério de convergincis foi tomado como sendo:

Vigt® = vagith = ygela) =y, () € 10°



Sera apresentado a seguir o algoritmo do método citado.

19 Passo -- Atribui-se valores iniciais arbitrérios para y'c(m. yhm). ysclﬂ) e yn(()). Com
esses valores e mais as 4 condiges iniciais conhecidas, & feita a integragho de
x=0 até x=a Obtém-se assim a3 trajetéris nominsl que fornece em x — s os

valores Yiro Y20 -

" Ygror

292 Passo — A seguir ¢ determinada a matriz de tunsi'cio 0]0.a). Esta pode sev obtida de duas

maneiras:

12) diferenciaclo numdrica direta

2%) determinacio de solugdes unitérias para as equagdes de perturbaclo linear.

0 primeiro método foi escolhido neste caso. Ume pequens perturbaclo A, é dads em vy, (0),
ou seja, como o valor vy, (0) +A, e 0s demais valores vac(OL ysc(OL v,c(0) inicisimente atribufdos,
repetese o primeiro passo, obtendo-se Yigyr Yo2p9r--

¥3.(0), vg (0) @ ¥;.(0). onde sio provocadas perturbacdes

elementos ds matriz 8[0,s].

Yier “Yiro Yiez " Vie0 Yira TYiro  Yira “ViFo

Ay As Ay Ay
Yar1“Yaro  Yar2"Yaro Yara “Yaro  Yars ~YaFo

4 4, Dy b,

8]0a] =

YsFt ~Ysk0  YsF2 "Vsro  YsF3 " Vsro  Ysra~VsFo

A, A, A, &
Yier " Y0 Y2r27Yiro Y7263~ Y7F0o  Y2re~ YiFo

! A A, A A,

39 Passo — Em seguida é montado o sistems

0{0, 0] x 6y(0) = y(a)

que deve ser resolvido pera 8y(0), onde.

(0,8} ¢ dada por (B-1)

[ 8y(a) )7 = [Sy;(a) ys(a) Byg(s) Sysle) ]

[ 8v(10) )T = [ 5y, (01 By;(0) Syg(0) By,(0) ]

-+ Yggq- Repetindo-se esse procedimento para
Aa, A5 [ A,. respectivamente, so obtidos os

(8-1)

8-2)

(a-3)

(B4)
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O vetor Sy(a) ¢ escolhido de tal maneira que traga a proxima soluclo mais perto dos velores
desejados pars yls). Por exemplo, pode-se escolher:

Syla) = - el v o — via}} 8-5)
onde

[Yeo® 1" = [ V360 Yaro Ysro Yoro ) (B8}

[via )T = [y, gla) vaqla) vygla) vogla | LY

ou seje, o vetor yis) 6 formado pelss condicSes de contorno finais, # no problema resolvido é dado por:
[vie]T =[(0 0 0 0]

QO numero ¢ ¢ um ooy o convergincia, que pertencs 20 intervalo 0<e< 1. Durants »
execuclio do programa, pode-se trabalhar com e fixo, ou fazé-lo variar dentro do intervalo citado. Nests
trshalho, e foi mantido fixo a igual & 0,5.

4° Passo — Tendo sido encontrado o vetor Sy(0), os novos vaiores inicisis a sersm atribuidos
slo dados por:
Yicl0 = ¥4 000 arior T OY110)
Y3el® = Y3cl0) nprior * 3¥210)
V(0 = Vg (0D, prior * BVs(O)
¥3cl0 = V4000, cqrior * B¥2(0)

Repets-se, entlio, 0 procedimento do primeiro 80 quarto passo, sth ser obtids # convergincis de-
sejrde,
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APENDICE C — SOLUGAO DO PROBLEMA EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA

'O objetivo deste apdndice 6 testar 58 o método numérico escolhido, isto ¢, o Método de
PerturbacBo descrito no apindice B, é o método adequedo para a resolugSo do problema

Ests teste pode sar feito através da comparaglo entre os resultados numéricos obtidos por
solug:Bes snaliticas e os resultados numéricos obtidos pelo métodd de perturbagio.

O que justifica este teste & a possivel incerteza no comportamento dos fluxos nas proximidades
das fronteirs do restor, onde seus valores slio da ordem de grandezs do erro cometido,

Para dois grupos de energia este teste pods ser feito sem grandes dificuldades mateméticas, pois
nesse caso, 0 nimero de squacBes diferencisis que sparece ¢ suficientemente pequeno, para que se posss
obter as solucBes anaifticas. Entretanto, as conclusdes que se tira usando dois grupos de energis sio
vilidss quaiquer que sejs © NOMero de grupos em que o espectro de energia de ndutrons é dividido. A
Gnica diferenca, ¢ que quanto maior 0 nGmero de grupos tomado mais precisos sllo os resultados
obtidos.

Este apindice contém, portsnto, os resultados numdricos que ss quer comparar @ as conclusBes
a que se chega. Contém, também, uma aspresentacio resumids do deserwolvimento do problems e o
procedimento para sa detsrminar snaliticaments, a distribuiclo de combustivel, as equac3es de fluxo e
correntes, @ 8 posicio x, da interface.

As hipOteses fisicas o o desenvolvimento matemético para a formulecio ¢ modelsgem do
problems sfo andlogos s0s feitos no capitulo 3.

O sistema de estado que se obtém, equivalents s0 sistema de equacles (3.1.10) s (3.1.26), ¢
dado por:

. 1
Yi(x) = - — y;(x) (C-1)
D,
yalx) = - Eoyy(x) + vo,Nix) ys(x) (C-2
. 1
yaix) =-— yq(x) {C-3)
D;
Yalx) = Zavaix) = [EM + Nix) 0,7 ] ys(x) (c4)
As condicBes de contorno so:

— o fluxos se shuism ns fronteirs do restor, isto é:

vila) = yy(s) = 0 {C-5)

—~ #% corrantas s80 nulas no centro do reator, isto §:
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v2{0) = y4{0) =0 {C-8)
A poténcia P o+ due se deseja maximizar, pode ser escrita:

P, =2 f: qlx) dx watts/em? {C-7
onde

qlx) = ko Nix) ys(x) watts/cm® (c8

sendo q{x) a densidade de poténcia.

Os vinculos impostos sfo:
— Dinimicos:

As varidveis de estado yi(i =1, 2, 3, 4), devem satisfazer (C-1) a (C-4).
— De contorno:

As varidveis de estado y;(i= 1, 2, 3, 4), devem satisfazer (C-5) ¢ (C6).

— De desiguaidade na varidvel de controle N(x):

cslys,N) = ko Nix)ys{x) — Q. <0 (C-9)

c2N) = Nix) - N___ <0 {C-10)

O principio de Miximo de Pontrysgin formece ss condicles necessérias pera se obter a

otimizaclo. E, stravés de um desenvolvimento anblogo #0 feito no capitulo 3, chegase a mesma

conclusBo de que, existe ume zona de densidade de potincia constante seguids nor uma zons de
distribuiclo uniforme de combustivel.

Qs sistemas de equacBes diferencisis ¢ a distribuiclo 6tima de combustivel em cads uma dessas
zonss, cuja interface esthem x = Xg podem ser escritos:

Pars 0<x<x,

. 1
Vi i) = -;l- Yo%) {C-11)

. v
y,c(x) = : Qa0 - Zayyix) {C-12)



Vaclo) = - — vy x) (C13)

D,
. ™M lexalF
y“(x) = Zny,c(x) - 2. vac(x) - o, (C-14)
N ( ) lel
x) = — g
oy (C15)
Para x, <x<ps
. 1
Vi) = - D_| Yaeix) (C-16)
;'25"" =0, N Vaex) — Zpv,e(x) (C17)
. 1
Ve = Zaviele) = [ZM 4 N 0F ] ypetn (€19
Nelx) = N__ (C-20)
As solugoes analiticas desses sistemas séo:
Pare 0 < x <x'
Y,c{X) = By coshiw; x) + A, (C-21)
Y2.i%) = -A3B; senhiw; x} (C-22)
Vach’ = A.B] “MVI; %) —NB: cosh{wy x) + A’ {C-23)
Vac!x) = A¢B; senhiw,x) + B; senh(w;x) (C-24)

Para ., R
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Yoefx) = Basen [ wala —x) ] + By senh[ws (8 —x)] {C 25)
voeix)  MyBy cos [ws a —x)] + M;By cosh [ws (8 —x) ] {C-26)
Vi (x) = MaBy senw, (a—x)] + MyB, senh[\;v. (a—x)] (c2n
Vag (%) = MsB; cos[w; (a—x)] + MeB, cosh[ wse (a—x)) (C-28)

As constantes B, B,, By e B, s30 constantes a seremn determinadas através da continuidade dos
y, na interface x = x,, enquanto que as demais sfio conhecidas e resultam de agrupamentos de secgles de
choque e constantes do reator.

£ importente notar que o valor X, da interface ndo é ainda conhecido.

Entretanto, usando os mesmos argumentos apresentados no capftulo 3, conclui-se que, pars se
assegurar 3 continuidade da Hamiltoniana na interface, » distribuicio de combustivel, N(x), deve ser
continua em x = x,. Ou seja:

e“—To Nix, + ¢) = Nm" (C-29;

To N =& = Nepow (C-30)

Para se resolver o limite ds equacBo :C-30) usa-se # distribuicho de combustivel obtida pers a
zona interna, eq. (C-15).

Entio:

max

e (C-31)
ka, V:;c"‘" m

onde y, (x} foi determinada analiticamente, eq. (C-23).

Através de um processo iterstivo que combine ss equagdes (C-21) a (C-24) com as equacies
({C-25) a ({C-28), através da continuidade dos y, na interface, mais & equacdo (C-31), ficam determinadas
as constantes arbitréries B, Bz' 83 e B, e a posiclo x, da interface,

A mesma discuss3o feita no capftulo 3, a respeito das equacdes sdjuntas obtides stravés de

aH
L= -, i=1234 (C-32)
dy,

é valida aqui,



Tendo yac(x) e N(x), quer através da solugao analitica quer através do método de perturbacio,
pode-se calcular a poténcia e a massa critica do reator através de:

e
It

2 [} ko, Nix) yalx) dx (C33)

2 f: N{x) dx (C-34)

O reator considerado para a aplicacio numérica, em dois grupos, é exatamente o mesmo que 0
considerado para quatro grupos. Conseguentemente, os dados de entrada sio também. a = 30 cm.

= 3 - 19 3
Om" = 60 watts/cm” e Nmax =4,4485 x 10" at/cm’.

Para dois grupos de energia, o espectro de ndutrons foi dividido nos dois intarvalos:

grupo répido 15 MeV — 1 eV

grupo térmico 1 eV -~ oV

A Tabela C-1 mostra as secpBes de choque e as constantes do reator obtidas pelo XSDRN com
2 grupos de energia:

Tabels C.1

SeccOes de Choque e Constantes do Reatos

o, 0,443493 x 107! cm? 21-2) 0,04876 cm™"*
of 0521371 x 1072} em? Za; 0,04876 cm™*
v 2,44200 D, 0,88962 cm

P 2y 001759 cm™! D, 0,11435 cm

As Tabelas C-2 ¢ C-3 apresentam os resultados numdricos dos fluxos e das correntes obtidos
stravés da solucBo snalftica e do método de perturbacio.

Pela snélise dessss tabelas, conclui-se que 0 método numérico escolhido fornece resultados
bastante satisfatérios, 0 que gerante sua utilizacio na ohtenglio da soluclio do problema com 4 grupos de
energia,

Ainda neste spindice ¢ interessante apresentsr, a titulo de comparaclo, a Tabela C-4 que
mostra os resultados numdéricos da distribuiclo Otima de combustivel ¢ a Tabela C-5 que mostra 8
posicko ds interface, potincia ¢ massa critics.

Este spindice C, a¥m de mostrar que 0 Método de Perturbaclo é sdequado d solugio numdrica
do problems, tem s vantsgem adicional de spresentar resuftados preliminares, uma vez que, com dois
grupos de energis jé se tem uma boa idéis do compurtamento da soluclio,
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Tabela C.2
Fluxos*
Grupo 1 Grupo 2
x(em) y; (Analftico) y1 (Numérico) v3 (Analftico) v3 {(Numérico)
0 0,933407 x 10** 0,933409 x 10** 0,132060 x 10'* 0,132061 x 10'3
2,00 0,832916 x 10** 0932917 x 10** 0,132762x 10'* 0,132763 x 10'*
4,00 0,931333x 10'*  09831334x10'*  0,132129x10'*  0,132130 x 10'*
6.00 0,928305 x 10** 0,928306 x 10** 0,130939 x 10" * 0,130940 x 10* %
8,00 0,923154 x 10'* 0,023156 x 10'* 0,128977 x 10*° 0,128978 x 10'
10,00 0914733 x 10'* 0914736 x10'*  0,125912x 10'* 0,125914 x 10**
12,00 0,801159 x ;0** 0,901163 x 10'* 0,121298 x 10** 0,121301 x 10* ®
14,00 0,879403 x 10** 0879409 x 10** 0,114629 x 10*° 0,114632 x 10' %
16,00 0,844606 x 10'* 0,844616 x 10'* 0,105561 x 10'* 0,105565 x 10' %
17,94 0,792442 x 10** - 0,951449 x 10** -
18,00 - 0,780015 x 10** ~ 0,945841 x 10'*
17,94 0,792442 x 10** - 0,951449 x 10** -
18,00 - 0,769016 x 10** - 0,945841 x 10" *
20,00 0,704693 x 10'* 0,704706 x 10** 0,820703 x 10** 0,820711 x 10" ¢
22,00 0,585008 x 104 0505018 x 10'*  0,696761 x 10** 0,606771 x 10'*
24,00 0,464339 x 10** 0464847 x 10'* 0,543407 x 10** 0543416 x 10**
26,00 0318896 x 10'* 0318001 x10'*  0,372500x 10** 0.372506 x 10**
28,00 0,162183 x 10** 0,162185x10"* 0,189458 x 10** 0,180461 x 10'*
28,50 0,121938 x 10** 0,121939 x 10'* 0,142440x 10" * 0,142446 x 10**
29,00 0,814351 x 10*? 0814357 x10'>  0,061283x 10'? 0951323 x 10**
20,50 0407606 x 10’  0407603x10'>  0476131x10'* 0478202 x 10'?
29,80 0,326126 x 10*? 0,326121 x 10'? 0,3809563 x 10°? 0,381026 x 10'?
20,70 0,244819 x 10*? 0,244612 x 10'? 0,285742 x 10*? 0,286819 x 10'?
20,80 0,163001 x 10*? 0,163082 x 10'? 0,190808 x 10'? 0,190869 x 10'?
2090 0815468 x 10'? 0,818377 x 10'2 0,982881 x 10'? 0,083424 x 10'?
30,00 0,0 -0,131700 x 10° 0,0 0884384 x 10°

* Expressos em nicm? seg.




Tabela C.3

Correntes*®

Grupo 1 Grupo 2

x{cm) v2 (Analitico) ya {(Numérico) va (Analitico) Ya (Num.érieo)

0 00 0,0 0.0 00

2,00 0,444897 x 10! 0,444849 x 10" ' 0,230329 x 10"! 0,230308 x 10" '

4,00 0,089127 x 10"! 0,989021 x 10"’ 0,505321 x 10*! 0,505278 x 10* !

6,00 0,175420 x 10'? 0,175402 x 10" ? 0,875233 x 10** 0875163 x 10"’

8,00 0,291095 x 10'? 0,291064 x 10'? 0,139992 x 10'* 0,139982 x 10"*
10,00 0.471764 x 102 0471715 x 10"? 0,214748 x 10'? 0,214736 x 10"*
12,00 0,757765 x 102 0,757687 x 10* 0,317770x 10'? 0,317758 x 10*?
14,00 0,121296 x 10'3 0,121283 x 103 0,448603 x 10'? 0,448602 x 10"*
16,00 0,193897 x 10'3 0,193877 x 10'3 0,585069 x 10'* 0,585104 x 10" *
17,94 0,302619 x 10*3 -~ 0,646485 x 10'? -
18,00 ~ 0,309760 x 10* 3 - 0,645177 x 10'?
17,94 0,302619 x 10'? - 0,646485x 10'* -
18,00 - 0,309760 x 10°* - 0,645177 x 10*?
20,00 0,435398 x 10*? 0,435406 x 10' 2 0,702968 x 10*? 0,702952 x 10"?
22,00 0,636874 x 10*? 0,536882 x 10" 3 0,819481 x 10'? 0,819489 x 10'?
24,00 0,8617671 x 10*? 0,617678 x 10*? 0,930975 x 10*? 0,930989 x 10"?
26,00 0,676958 x 10’3 0,676868 x 10*? 0,101730 x 10"? 0,101732x 10**
28,00 0,713257 x 10'? 0,713267 x 10*3 0,107108 x 10*? 0,107108 x 10*°
28,50 0,718509 x 10'3 0,718610 x 10*? 0,107903 x 10*? 0,107902 x 10**
29,00 0,722422 x 10'? 0,722434 x 10** 0,108472 x 10*? 0,108471 x 10**
20,50 0,724719 x 10'2 0,724732 x 10*? 0,108816 x 10** 0,108812 x 10**
29,60 0,724994 x 10'? 0,725008 x 10** 0,108856 x 10** 0,108853 x 10"*
2,70 0,725209 x 10*? 0,725223 x 10*? 0,108888 x 10** 0,108884 x 10*?
20,80 0,725382 x 10'? 0,726377 x 10*? 0,108911 x 1¢*? 0,108007 x 10'*
29,90 0725484 x 10'?  0,725469x10'>  0,108024x10'>  0,108020x 10’
30,00 0,725485 x 10*? 0,725500 x 10*3 0,108029 x 10*? 0,108024 x 10**

* Expresses em njcm? seq.




Tabela C4

Distribuigio Otima de Combustivel

N(x} (at/cm® x 10%°)

x{cm)
Analitico ' Numérico
0 0,317559 0,317556
1,00 0,317676 0,317673
2,00 0,318032 0,318030
3,00 0,318649 0,318647
4,00 0,319556 0,319553
5,00 0,320806 0,320801
6.00 0,322460 0,322458
7,00 0,324609 0,324604
8,00 0,327365 0,327363
9,00 0,330880 0,330875
10,00 0,335334 0,335329
11,00 0,340972 0,340967
12,00 0.348090 0,348081
13,00 0,357050 0,357050
14,00 0,368341 0,368332
15,00 0,382461 0,382448
16,00 0,399083 0,399968
17,00 0,421337 0,421316

17,94 0,444850 -
18,00 - 0,444850
17,94/18,00

s 0,444850 0,444850

30,00

Tabela C.5
interface, Poténcia e Massa Critics
Soluclo Anslitica Soluclo Numiérica
% (em) 17,94 18,00
P, (Kw/ecm?) 2,947 2,047

M,lg/om?) 086 090




ABSTRACT

-of-restriotion—in—this-werk, Wsing optimal control techniques, the optimum fuel distribution — which maximizes the

power output of a thermal reactor - it obtained. The nuciear reactor is describad by a diffusion theory model with four
snergy groups and by assuming plane nuomnry:

. Since the snalytical solution 15 impracticable, by using a perturbation method, 8 “)RTRAN program wss

written, in order to obtain the "uw

;ﬁumuiml resuits, for s thermel resct t water modersted, non reflected, are shown. The ﬂJ:ble fuel
materist considered is Uranium-235. ( O_/.l (f: 7
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