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SUMARIO

Neste trabalho & apresentado a aplicacdo do método dos Elemen
tos Finitos na solugdo da equagao de transporte de segunda ordem
(auto-adjunta) para o fluxo de paridade par. A componente angular €
tratada através de uma expansio em polindmios de Legendre desacopla
da da componente espacial, a qual & aproximada por uma expansiao em
funcdes bases, interpolantes em cada elemento espacial. Resultados

numéricos sio apresentados para varios problemas padrdes com o obje
tivo de ilustrar o método proposto.
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1. Introducio

0 succsso ulcqngpdo pela aplicacdo do método dos elementos fi-
nitos /1/ na solucdo de equacdes difcrenciais de interesse em  vd-
rios ramos da Ingenharia, principalmente na mecﬁniéa estrutural,des
pertou o intervesse da aplicacdo desta técnica na solugido de proble-
mas matcmdticos da Engenharia Nuclcar, principalmentc nos calculos
da distribuicio de neutrons no carog¢o de rcatores nuclecares. Varios
trabalhos tem sido publicados na literatura utilizando-se o método
dos clementos finitos pdra a solucado da cquagio de difusao de neu-
trons, visando-se o calculo de pardmetyos integrais (fator de multi
plicacdo), e de pardmetros difcrenciais (fluxo, distribuigido de po-
téncia etc), em varias géometrias. Dentre varios trabalhos, cumpre
destacar os de Kang e Hansen (1973) /2/, ¢ o de Semenza et alli
(1972) /3/, o primeiro aplicando o mctodo dos elementos finitos pa-

ra discretizar a equagdo de difusio na sua forma fraca, através do.

uso de polindmios interpolantes nos elementos (técnica dos residuos
ponderados), e o segundo através do uso de polindmios interpolantes
e com a forma variacional da equagdo de difusdo (técnica variacio -
nal) . Das vavias publicag¢Ses em teoria de difusdo de neutrons, (vide
o recente encontro sobre métodos matemdaticos na Engenharia WNuclear
/4/), tem-se concluido que o método dos elementos finitos & uma
técnica promissora para o desenvolvimento de poderosos cddigos com-
putacionais que descrevam a distribuig¢ao neutronica no carogo, prin
cipalmente por: i) a possibilidade do tratamento de geometrias com-
plexas, ii) o uso de um menor nimero de redes para discretizar o do
minio da variavel espacial (redes largas), e iii) a precis@o numéri
ca dos resultados e a economia em tempo computacional.

Apesar da equagao de difus@o multigrupo ser adequada para cal-
culos de criticalidade e distribuig@o de potencia da maioria dos ca
rocos de reatores nucleares, esta ndo descreve corrctamente o . Com-
portamento neutronico em sistemas com fortes heterogeneidades, e em
problemas de penetracdo profunda (blindagem), nos quais a anisotro-
pia angular € dominante. A equagdo de transporte, na sua forma 1i-

- near--'/5/, € o modelo matemitico-mais adequado para tais situacgdes,

alem de poder descrever tanto o transporte de neutrons, como o -de
gamas. Dentwm virios métodos de solucao da equagio de transporte,cum
pre destacar o método das ordenadas discretas, ou método SN /6/, e
o método de Monte Carlo / 7/, o primeiro sendo uma discretizacdo an

gulaxr e espacial da equagfo de transporte, e.o segundo a simulagao
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estoc@stica do processo de transporte. Embora estes dois métodos te
rem sido aplicados com sucesso na descrigdo dos fenomenos de trans-
porte de neutrons e radiagdo gama, tendo resultado no desenvolvimen
to de codigos computacionais de uso amplamente aceito pela comunida
de técnico-cientifica, tais como o ANISN ¢ DOT (método SN) e MORSE
(método Monte Carlo), estes métodos ainda sofrem de limitagdes. 0
metodo SN’ possue como desvantagem o efeito raio, devido a discreti
zacao angular, da necessidade de redes finas (da ordem do livre ca-
minho médio de interagdo), além de ndo ter tido aplicagZo aceitavel

.em geometrias tridimensional. O método de Monte Carlo, apesar de pgo

der tratar com geometrias complexas, € extremamente dispendioso em
termos de tempo computacional. Desta forma, .0 método dos eleﬁentos
finitos, pode merecer uma atengao especial como ferramenta de calcu
lo para superar. tais dificuldades, pois em principio o método pos-
sul a mesma capacidade dque o método de Monte Carlo para tratar com
geometrias complexas, e pode ser competitivo em precisdo e velocida

de com os métodos deterministicos existentes, tal como o método SN.

A aplicagao do método dos elementos finitos na solugao da equa
. gdo de transporte & bastante recente, e em sintese tem consistido
de duas aproximagGes. A primeira consiste em aplicar a técnica dos
residuos ponderados i equacdo de transporte integro-diferencial de
12 ordem, e a segunda a formulacdo variacional & equagdo de trans -
porte de segunda ordem para o fluxo de paridade par. Um dos primei-
ros trabalhos a fazer uso da técnica dos elementos finitos & o de
Kaper et alli (1974) /8/, o qual faz uso da segunda formulagao. Mar
tin e Duderstadt (1977) /9/, éplicaram o método dos elementos fini-
tos, usando polinomios interpolantes em espago e ingulo; na forma

fraca da equagdao de transporte de primeira ordem, particularmenteem

geometria plana, um grupo e meios com forteshéterogeneidades Recen
temente, Ackroyd et alli /10,11,12/, e Galllara e Willians /13/,tem
dedicado um grande esforgo para aplicar o método dos elementos fini
tos, através de formulagGes variacionais uerlvadas da equacao de
transporte de 21 ordem. Nestes trabalhos a componente angular e tra
tada através de ‘uma expansdao em harmdnicos esféricos, e a componen-
te espacial através de polindmios 1nterpolantes nos elementos. En -

tretanto, néstes trabalhos restringiu- se a ordem-da expansao angu -

lar acoplada ao nimero de elementos.
0 objetivo deste trabalho € seguir na mesma linha de Ackroyd,
.ou seja, tratar a varidvel angular por uma expansao em .. harmonicos

esféricos ¢ usar o mdtodo dos elementos finitos para a variavel es-
pacial, na solugao da equagao de transporte de ‘'segunda ordem, porem
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.

com duas diferencas bidsicas; i) ndo acoplando a escolha do nimero
de elementos ao da ordem de eXpansﬁb angular, e ii) ao invés : de
usar a formuluagdo variacional usou-se & formulagdo dos residuos pon
derados. Além disso, na medida em que, neste trabalho procura-se a-
penas demonstrar a possibilidade de tratar a variavel angular desa-
coplada da varidvel espacial, restringiu-se a aplicagdo ao modelo

monoenergético, em geometria plana ¢ fontes e meios isotrdpicos; po.

rém com um tratamento geral no que concerne ao tipo de problema(fon
te fixa, pesquisa de criticalidade), heterogeneidade do meio, e ti-
po de condigoes de contorno.

2. Analise

. o R ‘ ' a ..
Seja a equagao de transporte de 1- ordem, monoenergctica, em
geometria plana, e com espalhamento e fontes isotropicas,escrita da
maneira usual /5/,

5y ) ¥ix e S Fyex uyay
Mg YO r o(x) YO = SRt 500,

O<x<a, =-1l<u<l, ' . (1)

-
onde x representa a variavel espacial, p o cosseno diretor zenital
medido a partir do eixo x (Fig.1), ¥Y(x,u) & o fluxo angular, o(x) e
os(x] as seccdes de choque macroscopicas, total e de espalhamento,e
S(x) a dependéncia espacial das fontes externas, Sext, e de Ffissdo,

ou seja, .
. \)o'f\(x) 1 .
= : —_— t N
S(X)= Sgyp (X) + - ;];‘P(x,u ) du', O<x<a, (2)
com v o nimero médio de neutrons emitidos por fissio, cf(x) : a

secgdo de choque macroscdpica de fissd@o, e k o fator de multiplica-
¢do efetivo.

e=c09-1(u)

x=0 X=a
Fig.l - Geometria do problema.
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As condigoes de contorno usualmente impostas ao fluxo angular,
sdo do tipo:

|
|
|
Y(o,m)= £;(u); u>0, (3.a) ‘

ou
¥(0,uj= ¥(0,-w); ue(-1,1), (3.1)

e _
¥(a,u)= fzcﬁ); <o, - o (4.2) ‘ﬁ
W(a,u)=W(a,-u); ne(-1,1), , | : (4.b) |

®

com fl(u) e fz(u) as distribuicoes incidentes nos contornos, sendo,
neste trabalho, restringidas aos seguintes casos:

i.) incidéncia isotropica; fl(u) e/ou fz(u)=1,

ii.) superficie livre; fl(u) e/ou fz(u)?o,

iii.) feixe incidente, fl(u)= ﬁ%“ § (u-uo), e/ou fz(u)=
1
= na 8 (u-pa)

8y

iv.) incidencia cossenoidal, fl(u)=zz:aiu ¢/ou

rfz(u)=sza2ﬁ82 ’
' 2

e as condigoes (S.bj e (4.b) indicam as condigSes”de reflexdo total.

1

Definindo os fluxos angulares dé paridade par (+) e impar
(_), pér, R .
+ 1 +
W—(xvl‘l): _Z—(W(xaU)- ‘{’(xa—U))a UC("l,l), ' (5)

- pode-se derivar,

VIO - gl et ), S (6)
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e a equugido de transporte de 2° ordem para o fluxo de paridade par, -

SR ,
M ai [ g(x) X ?F(X,u{l * GCX)W+(§,N)=
M. |
4
= o (x) [y (xu)dut + S(x), O<x<a. (7
i)

0O objetivo deste trabalho & solucionar a Eq.(7) para o fluxo’
de paridade par, scndo que uma vez esta grandeza encontrada, o £lu-
xo de paridade impar pode ser encontrado através da Eq.. (6), e por-
tanto a sblugﬁo gefal da Eq. (1) pode ser encontrada através das
Lqs. (5). Mais aléem, nota-se que uma vez encontrado o fluxo angular
de paridade par, o fluxo total pode ser calculado por,

1 1
o(x) = f‘v(x,u')du'=2fow*cx,u')du'. (8)

-1

Para solucionar a Eq. (7), inicialmente nota-se que as condi-
¢oes de contorno para o fluxo de paridade par sdo dadas por,

¥ (0= £ (n) ¢ [d—“m S w*} , w0, (8.2)
x=0
e
v (0,m= £, (- - [ﬁi) 5o \y*:l , u<0, (8.b)
x=0 ‘
ou
[?2— w*J =0; pe(-1,1), | (8.c)
o x=0
¥ (a,u)= ) - b 3_y" :
a,u)= £, (-u) T Tx , u>0, (9.2)
. X=a
c
¥ (a,u) = T
) JH) - fZ(H) *E®E) 3% ¥ .. ux0, . (be)‘.
_ : ' ' x=a .
ou
{5)8(—' b ] =0 ; we(-1,1), - (9.¢)
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com as condigdes dadas pelas Eqs. (8.c) e (9.c) indicando a condi -
¢do de recflexdo total, e as restantes cquivalentes as condigOes de

fluxo incidente nos contornos.

Ao invés de aplicar o método dos elementos finitos usando uma
formulagao variacional, confome o tratamento de Ackroyd, prefere
-se usar a técnica dos residuos ponderados, por julgar-se esta for-
mulacao mais simples, e entao pode-se multiplicar a equagdo de
transporte de 22 ordem por una fungio ponderagido o(x,u), e inte-
.grar-se no dominio espacial-angular para.obter-se, apds usar-se as
condigoes de contorno dadas pélas Eqs. (8) é (9), a forma fraca da
equacdo de transporte de 22 ordem, ou seja:

1 -
j;a'—[l o 1(X)<U '5;3"‘ ly"'(x,U) )(U —3—}%" o (X,u)) dxduy +
2! .
fofﬁ(x) o (x,u) ¥ (x,u) dxdu
-1

1 VR .
- [To 0 etxm (f ‘P+(X,u')du') acdy + 22afuoa, ¥ (a,u)dn
o"l [0} . (o) .
1 1 1
+ 2t0 f 0 20,0 ¥ 0,0 dn- fjﬁ(x)ﬂm)dxdu + 202 f ue(a, ) £,(-)du
(0]

1
+ 22,01;11 0,1 fl(u)du, (10)

com %o e/ou fa igual a zero no caso de reflexdao total, e igual a
un no caso de outro tipo de condigdo de contorno.

Para a introdugdo do mé€todo dos elementos finitos, divide- se
o dominio da varidvel independente x€ (0,a), em N subdominios, ou

elementos, de largura h;= X

- X com x =0 ¢ x,,/4, € propocm-se Cco0
1T N-10 o N & © propocm=se ¢

mo solucado da Eq. (10),
+ L& 49+1 (%)

ACRNE ;ozl_co—z——) a, M e Gap, (), (11)
com Pzg(u)gg polincomnios de Legendre,zdi(xl as fungoes interpolantes
no elemento.i, e os coeficientes as a serem determinados.Inicial
mente, nota-se que as fungoes interpolantes devem ser escolhidas de
mancira que, ' ' C '

15 i=j . .
93 (%y)= { 0 ; ifj , B (12)
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entio que agajé metade do valor do fluxo total no né X - Assim, por
cxcuplo pode-se escolher as fungoes interpolantes lincares, como:
X, - X
J (x) = gx—l———(_" ;o (x <x <x1)
0 l X1 7% o.
0 po(xgsxs o xg) 7,
0 o (xgsxg x5 _q)
*TX5-1
. - | = (x._,€ x¢ x;)
e B T
X q—
i+l
<< (x;sxg )
X:e1m X A R |
0 5 (g gexexy) : (13)
e
L4
0 v (xS N-1)
"?N(X)_
-X
N-1
e exexy)
Xy XN 1 N-1 N

Desta foma, escolhendo a fungdo ponderagao, ®(x,u); como,

e(x,w)= 95 (x) Py (W) 5 §=0,1,2,...,N

n=0,1,2,...,L, (14)

pode-se obter, a partir da Eq. (10), um sistema de (N+1)x(L+1) equa

(2)

G¢Oes lincares para os coeficientes a;"", onde N € o numero de ele -

mentos e'L-a\ordem da aproximacdo angular, dado por:

jZZM@2)§“=%M,ij“;N

1

t=0i=o (J,1) n=0,1,...,L , (15)
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(16)

%

[p—

onde, devido a escolha das fungles interpolantes, gi(x), cada bloco
AL o » & uma matriz tridiagonal da forma,
(n,2) (n,2) . . 0
Ao,o Ao,l
(n,%) (n,2) (n,2) . 0
Ao - M Al,2
bhe = . ' ‘ . ’ (17?
' (n,2)  (n,8)
0 oo AN,N-l AN,N \
com,
AR g p 4 2R..5. , - 2E..6. 8,  + 2C.. T
j,1 ij'n,e ij n,2 ij n,0 "%,0 “i3 Yn,e, (18)
onde a matriz tridiagonal devido ao termo de fuga,
(19)

S a_1.
Fij—fo (x)<

Q

3. 3 9.(x) \dx,
5% -01()())(_53(— j >
pode'sér calculada, usando-se a fungéo'interpélagéo dada pela equa-
¢ao (13), como, '

4 0} - : : ’ (20.3) _
0,0 oy . .



§ = ——l
1,0 Ui'
.['i’i—i-l:
[T
f c
1

r‘N,N: .——dﬂ_'h ’

N

+

onde G; indica o valor da secgido de
esquerda (-), ou a direita, (+) do no

diagonal devido ao termo de remogao,

= a ~r d
R 5= 4;c(x)oi(A)aj(x) X,

N

i e
) i=
, 1= 1,2,

216

(20.b)

(20.c)

(20.d)

(20.¢)

choque macroscopica total, a

"i'"., Mais além, a matriz tri -

(21)

ou,usando-~se a funcao interpolacao linear, pode ser calculada,

R - cg hl
00 3 ?
- +
; I S T B
: ii 3
i
5 gt uw
i,i+1” %1 778
R hs.
i,i-1" g -+ i=1,2,
e
- 'hN'
R =UN 3 )

[ A L R

i#0
i#N

, 1=0,1,2,..

(22.a)

(22.b)

(22.¢)

(22.d)

(22.e)
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¢ a matriz tridiagonal devido ao termo de espalhamento,

— a r Y - r
Ej= J 0g (30 9; 0095 (x) dx, (23)

por formulas equivalentes as Eqs.(22), com a diferenca que ao inveés
~ + ~
da seccgao de choque total (ci-), usa-se a secgoes de choque de espa
+ .
lhamento (c; ). 0 termo devido ao contorno,
i

Cij= Q’O lﬂi(xo) 133 (XO) + R'a"i (XN) 73j (XN) ’

possue, devido as fungoes interpolagoes, apenas dois termos na dia-

gonal principal, sendo dados por,

cC =93 CNN; za, e Cij;o ;A i,j#0 e N (24)

el

As matrizes Pn’x R definidas como
1 2 . )
Ty~ (42+1) []. " Py (WP, (W) du, ~ (25)
e
e 1
T g= (Aeel) f o Pyp(u) Py (n)du (26)
. 0

podem ser calculadas de,

1 2 L 4%(2n+1) 6

. I‘n’2= —(T——j—- T (Zn 4'1) (22 +l)~ Y 62”11 . __“FS——_— 22"1,2n+1
(22 +1) ., o N2 ‘
+ 4n 42.+3 62n-1,2£+1 * 8‘ 48-1 5ﬁ;z. , .“‘:(27)
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o] ,N

b e e any aeay: (e
n,2 - ) (22 +21n) ) 2 2
2 (Zn-20-1) (28+2n+2) ()" (n!)
. H)mﬂ) (22)(2n) % (28-1)! ,
- (Zn+22-2)
2 (2n-22+1) (22 +2n) (2=1) ! n!
(28)
com Gn 9 denotando v operador delta-Kronecker.
0 vetor bloco, |aj, gl,....,_h | ¢ dado por
,(2)
d.o
L)
1
CL? = : » 2‘=0’}’ a[‘ (29)
a (%)
N
e o vetor bloco devido os termos de fonte ¢ condigdes de contorno,
lﬁo,gl,...,SLF, é dado por,
(%)
So
g, =|s |, =01, (30)°
(2]
Sy
com
(%), (2) (%)
S 253.62, + Szasj 0, + 82 8. 0777, (31)
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onde:
a
55 fOS(x) 95 (x) dx, (32)

ou, usando a fungdo interpolagdo linear,

vog * (o) (o)
S0 [(Se;E%;'(—_E——)o (ag *oay ) by ’

[ PP 7 SR S TN CON
=[Sy dt ( ), @Y7+ at" ) h,
SJ l: extj T J j“‘l j j
* vog  + (o) (o) )
+ {}extj_+ (—% )j.( a *oay +1)]hj+l, j#0 e N, (33)

- voo - (0} (o)
SN [(Sext)N+ (x)y lay-1 *ay )] hy

‘Os numeros gfz) e q;g) definidas como, -

' | e§“=£’1n)22(u) £, (1) du, ; (34)
e
ggz)=f:1P2£(u)f2(~u)du, | ' (39)
[¢]

podem facilmente ser calculados, dependendo das condigdes de contor

no. Assim, para incidéncia isotrOpica -tem-se:

p(2+1) _ ( 1 - 228 ) 0

(L)
; a= 1,2
o 4 + 29 o

£=0,1,2,...,(L~1), (36)
com G&O)= 1/2. No caso de superficie livfe,.teﬁ-se

0" =0, a=1,2- , .
‘ ¢=0,1,2,...,L , = - : . (37)
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¢ no caso de incidcncia monodirecional, tem-se,

(‘0") = “ =
Oa Pzg(uo),_a .1,2
2= 0,1,2,...,L.

Desta forma todas as grandezas necessarias para solucionar o

“sistema de equacdes lineares, dado pela Eq. (15), podem ser calcula

das e portanto invertcendo-se a matriz pode-se obter os coeficientes
agg), ¢ o fluxo de paridade par pode ser calculado através da Eq;
(11). Além do mais, conforme discutido anteriormente, o conhecimen-
to de ago)fornece de imediato o fluxo total. Finalmente, no caso de
problembs que envolvem pesquisa de auto-valor pode—ée utilizar téc-
nicas iterativas convencionais para a solugao do problema.

-

3. Resultados Numé€ricos

Com o intuito de testar a potencialidade do método, alguns pro
blemas, cujos resultados numéricos encontravam-se disponiveis, fo-
ram solucionados e comparados com aqueles publicados. O primeiro
problema considcrado foi o de trés regides com uma fonte unitaria
na regiao central simetria em x=0 ¢ condigi@o de contorno de super-.
ficie livre nas faces externas. Os resultados publicados para este
problema foram obtidos usando-se os codigos ANISN e MPN-1 /14/, Na
figura 2, ilustra-se a geometria do problema, bem como os pontos pa
ra os quais os fluxos totais foram calculados e os parametros que
definem os meios. Na tabela 1 ilustra-se os resultados publicados
junto com os calculados para diferentes nimeros de elementos (E) e
ordem da expansao angular (L).

0 segundo problema considerado & um classico '"problema amos -~
tra'" solucionado por yirids outros autores /9,13,15/, consistindo
de multiregioes com severas heterogeneidades, descontinuidade de
fontes e meios altamente absorvedores. A geometria e as proprieda -
des materiais sao mostradas na figura 2. Na tabela 2 ilustra-se oS
resultados obtidos e compara-se com os resultados ''exatos' publica-
dos por Garcia e Siewert /157 que obtiveram a solugdo deste prbblg'
ma através do método Fy- Além disso, na figura 3 ilustra-se o com -
portamento das solugoes obtidas.




B e el

" Reflexao
Total

221

Reflexdo
Total
1
S:O S:l S=O
g = 0.9 |o=0.5l 0.=0.9 .
’ . \\\\\___
g=1.0 lo=1.0 a,=1.0 Superficie
t T t Livre
1 . . ) .
bebetotototetotets - x (cm)
11234567869
< e | c—ro} 2 et vy
1-0 ‘100 1.0
=0

a. Problema 1 : trés regiSes com simetria.

S5=50 S=0 ] S=0 S=1{| S=0
oé=0 oz0 o =0 050.9 0,=0.9
ct=50 0%5 ct=0 G%%.O Gt=l.0 %\\\\
1 2 3 o s T Swepicle
. o x (cm)
x=0 x=2 x=3 'x=5. x=6 x=8

b. Problema 2 : fortes heterogeneidades.

. /7 Ut=l.0
£,(1=1 :

S=1 8=0
os=0.8 as=0.9
o.=1.0 x
t -
\\\——- Superficie
Livre
x=0 x=2.5 : x=5.5

‘¢. Problema 3 : incidéncia jsotrdpica.

Figura 2 : Geometria e Parametros dos Problemas Amostras.

g~
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do fluxo total para o problema 1.

L=1 , L=2 L=3 Publicados *
Posigido E=11 E=18 E=11 E=18 E=11 E=18 MPN-1 ANISN
1 1.208 1.206 1.223 1.221 -1.225 1,223 1.221 1.219
2 1.160 1.158 1.174 1.172 1.178 1.176 1.178 1.178
3 1.058 1.057 1.066 1.064 1.069 -1.,067 1.074 1.062-
4 0.9044 0.9036 0.8925 0.8918 0.8847 0.8842 0.8733 0.8829
5 0.7628 0.7623 0.7434 0.7431 0.7341 0.7341 0.7264 0.7267
6 0.6396 0.6392 0.6208 0.6207 0.6146 0.6146 0.6119 0.6132
7 0.5293 0.5290 0.5141 0.5139 0.5113 0.5111 0.5112 0.5124
8 0.4277 0.4275 0.4157 0.4155 0.4153 0.4149 0.4167 0.4180
9 0.3312 0.3310 0.3197 0.3194 0.3192 0,3188 0.3206 0.3181

*Os Resultados publicados para o MPN-1 foram cbtidos usando-se o
P-15 e os Resultados do ANISN foram obtidos com 9 redes

cilais e SS'
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Figura 3. Distribuicio de fluxo para o probléma 2.
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Tabela 2 : Resultados numéricos do fluxo total para o problema 2.

L=1 L=2 ‘ L=3
x(cm) E=18 E=20 E=18 E=20 E=18 E=20 "EXATO"

0.00 1.000 0.9999 1,000 0.9999 0.9999 0.9999 1.000-
1.00 1.000 1.0001 1.000 1.000 1.0000 1.0000 1.000
1,90 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 .0,9995
1,95 1.0060 1.0060 1.004 - 1.004 ° 1.004 - 1.004. 0.9902
"1.99 0.8662 0.8687 0.8718 0.8745 0.8723 0.8750 0.8372
2,00 0.5104 0.5166 0.5144 0.5206 0.5184 0.5246 0.5010
2,05 .0.2794 0.2893 0.2643 0.2738 0.2562 0.2656 0.2602

o

2.09 0.1704 0.1853 0.1619 0.1757 0.1604 .1739 0,1798
2.10 0.1490 0.1656 0.1425 0.1580 0.1424 .1574 0.1651
2,30 - 0.0289 - 0.0323 - 0334 | -
2.50 -0.0284 0.0243 -0.0276 0.0249 -0.0205 .0237 0.03009
2,70 - 0.0470 - ° 0.0564 - .0594 -

.3168 0.3520
. 5485 0.5650
.9391 0.9151
.096 1.106
.396 1.441
.955 1.941
.588 1.634
.6640 0.7085
.2323 0.2225

2,90 0.2855 0.3301 0.2778 0.3159 0.2805
2,95 0.5658 0.5936 0.5393 0.5640 0.5236
'2.99 0.9343 0.9565 0.9292 0.9504 0.9171
3,00, 1.059 1.081 1.074 1.095 1.074
5.10 1.300 1.320 1.352 1.373 1.374
5,50 1.819 1.836 1.906 1.925 1.936
6.00 1,574 1.587 1.580. 1.595 1.573
7,00 0.6725 0.6795 0.6566 0.6641 0.6563
8.00 0.2210 0.2234 0.2256 0.2281% 0.2297

O O H H RH O OO OOOG¢GCO

O terceiro problema, trata-se de duas regides com uma fonte
unitaria na primeira regido e com incidéncia isotropica na face es
querda, como mostrade na figura 2. Na tabela 3 ilustra-se os resul
tados obtidos para o fluxo total e compara-se COm 0S resultados

publicados /16/, obtidos atraves do método Fy-

e g e
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Tabela 3 : Resultados numéricos do £luxo total para o problema 3.

L=1 - L=2  L=3 Publicados
x(cm) E=10 E=20 E=10 E=20 E=10-  E=20 Fg
0.0 2,7964 2.7880 2.7863 2.7738  2.7849 2.7687 2.7436
0.5 3.3680 3.3555 3.3856 3.3692 3.3924 3.3732 3.3652
1.0 '3.5774 3.5659 3.5769 3.5664 3.5732 3.5641. 3.5653
1.5 3.5404 3.5290 3.5396 3.5201 3.5361 3.5267  3.5118
2.0 3.2520 3.2403 3.2698 3.2544 3.2767 3.2580 3.2267
2.5 2.5857 2.5815 2.5832 2.5797 2.5826 2.5796 2.5794
3.1 1.7211 1.7252 1.6989 1.7076 1.6931 1.7049 1.7079
3.7 1.1795 1.1821 11,1778 1.1797 1.1803 1.1809 1.1870
4.3 0.7953 0.7963 0.7980 0.7985 0.7982 0.7989 0.7989
4.9 0.4966 0.4965 0.5015 0.5004 0.,5025 0.5010 0.5006
5.5 0.2310 0.2306 0.2295 0.2283 0,2291 0.2272 0.2230

4. Conclusoes

De acordo com os resultados numéricos apresentados anteriormen

te , demonstrou-se que mesmo usando fungdes interpolacgdes linea-
res, que dificilmente representam o fluxo em sistemas com fortes
heterogeneidades, e baixas ordens na expansdao angular, o método em
questdo pode fornecer até dois algarismos significativos .quando

comparado com resultados considerados '"exatos'" (ex. método FN).

Os Resultados apresentados mostram que a conﬁergéncia é apa -
rentemente ndo assintdtica, mas sim oscilante em torno da ''solugdo
exata', apesar de neste trabalho n3o ter sido feito um estudo rigo
roso da convergéncia do m€todo.

Relativamente a aspectos numéricos, ndo se procurou neste tra

balho otimizar o programa de computagdo ou pesquisar técnicas de’

inversdao eficjientes, e desta forma nd@o & possivel estabelecer, no

estagio atual, a efici€ncia numérica do método. Entretanto, o désa

coplamento da componente angular da espacial, ira contribuir para
diminuir o tempo computacional, na medida em que pode-se usar um
numero relativamente grande de elementos com uma ordem pequena na

expansdo angular, e ainda obter-se resultados relativamente confii
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veis, como demonstrados nos resultados numéricos apresentados.

Finalmente, para estabelecer com mails rigor a potencialidade

do método, € ainda necessirio investigar varios outros aspectos ,

tais como: i) extensdo para o modelo com espalhamento anisotrdpi-

co; ii)

convergéncia do método; iii) geometrias bi ¢ tri-dimensio

nais, e principalmente; iv) uso de fungdo interpolantes de maior

orden.
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