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Resumo. A metodologia de matriz de covaridncia e método de minimos quadrados sdo aplicados na determinagdo de uma curva de
ajuste de um conjunto de 173 experimentos realizados com uma ultracentrifuga a contracorrente para a obtencdo de uma fungdo de
desempenho que define o poder ou capacidade de separacdo da ultracentrifuga SU em fungdo de varidveis experimentalmente
controldveis. Sdo consideradas as incertezas das varidveis que exercem uma influéncia significativa nos valores do 8U, que sdo o corte
0 e o fluxo de alimentacdo F, determinando assim uma matriz de covaridncia dos dados experimentais do 8U. A obtencdo da curva de
ajuste se dd através de um programa em linguagem FORTRAN, fornecendo as estimativas dos coeficientes da regressdo e a estimativa
do qui-quadrado reduzido que indica a qualidade de ajuste do modelo proposto. E feita uma andlise de residuos para determinar a
auséncia de heteroscedasticidade; verifica-se graficamente como a curva € ajustada aos pontos experimentais e através da constru¢do
dos grdficos de superficie, podem-se determinar valores otimos das varidveis de resposta.

Palavras Chave: Ultracentrifugagdo, Hexafluoreto de Urdnio, Separacdo Isotdpica, Matriz de Covaridncias, Método dos Minimos
Quadrados.

1. INTRODUCAO

O processo de separagdo isotdpica por ultracentrifugacdo gasosa (Jordan, 1980) utiliza o principio da forga centrifuga
para criar um gradiente de densidade num gas contendo componentes de diferentes pesos moleculares. O efeito elementar
de separacdo ocorre numa ultracentrifuga, Fig. (1), que separa o material de alimentacdo (UFg), em duas fracdes, uma
enriquecida (produto) e outra empobrecida (rejeito) no isGtopo de interesse (*’UF,). A avaliagio do desempenho e
capacidade de producdo da ultracentrifuga é feita usualmente através do trabalho necessario a separagdo de is6topos, que é
proporcional a quantidade de material processado e ao grau de separacdo obtido. Denotando por F, P e W, os fluxos das
correntes de alimentagdo, produto e rejeito, e por z, y e X, as respectivas composi¢des do isétopo desejado **UFg, a varidvel
dependente que melhor define a eficiéncia de separagdo de qualquer unidade de separagcdo de is6topos € o poder ou
capacidade de separagéo dU que é dado pela seguinte expressdo:

su = pr i Ling 4w R l*lan—F*M*lan (1)

R, +1 g R, +1 R, +1
onde as varidveis de operacdo sdo os fluxos de alimentacdo F, produto P e rejeito W e as varidveis de resposta do processo
sdo as razdes de abundancia de produto Rp=y/(1-y) e de rejeito Rw=x/(1-x).

2. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Um ensaio de separacdo isotdpica é executado através da operagdo de uma ultracentrifuga numa estacdo de ensaios
experimental esquematizada na Fig. (2). A ultracentrifuga recebe um fluxo F de alimentagdo do gis de processo (UFs) e
promove a sua separacdo em duas correntes P de produto e W de rejeito, que tém suas composi¢des analisadas por
espectrometria de massas e fornecem os respectivos valores das razdes de abundincia Rp e Rw , permitindo o cdlculo do 6U
através da Eq.(1). Definindo o corte 8 como sendo a relagdo entre os fluxos de produto e de alimentagdo e fixando uma
condi¢do de pressdo na linha de retirada de produto, obtém-se varios pontos experimentais com variacido de corte 6 e de
fluxo F, permitindo obter uma func¢@o de desempenho da ultracentrifuga do tipo 6U (F, 6).
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Figura 1. Esquema de uma centrifuga a contracorrente.
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3. METODOLOGIA DE MINIMOS QUADRADOS COM MATRIZ DE COVARIANCIA

As medidas das varidveis Rp, Rw, P ¢ W, envolvidas no cdlculo do 6U da ultracentrifuga, apresentam incertezas
correlacionadas, determinando uma covariincia entre elas. Essas incertezas sdo propagadas na Eq.(1) e permitem obter a
incerteza final do U segundo a expressdo (Cowan,1998):

, (35, )} ., 2
(0-51/)‘“2(8)6) o; ( )

i=1 i
R 2 . A . .
onde x; representam as varidveis independentes Rp, Ry, Pe W e O sio as suas respectivas varidncias. As varidncias de Rp

e Ry sdo obtidas diretamente da andlise por espectrometria de massas e as varidncias de P e W sdo calculadas através de
curvas de calibra¢do dos medidores de fluxo méssico.
Cada elemento da matriz de covariéncias dos dados experimentais do U é calculado através da expressdo:

L
(Vau )ij = preueﬂ (i’ j= 1,n) (3)
I=1

onde e;, e; sdo as magnitudes das incertezas parciais de cada varidvel independente Rp, Ry, Pe W, e p,.ﬂ $30 0s parametros

de micro-correlag@o entre essas incertezas, para cada efeito /, atribuido a cada varidvel independente. A andlise do processo
permite determinar valores para essas micro-correlagdes com seguranga. O ajuste dos dados experimentais do 6U através de
uma fungo de desempenho do tipo 6U (F,0) é feito através da relagio entre oU e (F,0 ), que pode ser escrita segundo um
polindmio de segunda ordem do tipo:

Y =, +Zﬁi'xi +Z.Bn‘xi2 +Z.Bijxixj +Zﬁiijxi2xj +Zﬁiijjxi2sz' i#] “)

onde Y € a resposta (8U), f§; sdo os coeficientes da equagio e x; e x; sdo as varidveis controladas (F, 8 ). Esta equacdo pode
ser usada para avaliar os efeitos linear, quadratico e de interag@o entre essas varidveis, determinando a formacao da matriz
projeto A, que contém todas as varidveis explicativas do modelo ajustado. A expressdo (4) € linear nos parimetros f; e
embora se possa proceder o ajuste por minimos quadrados para qualquer fungao, os valores resultantes para o qui-quadrado
e para os estimadores, possuem nesse caso propriedades desejdveis, a saber: os estimadores e sua varidncias podem ser
obtidos analiticamente, os mesmos possuem “bias” zero e varidncia minima, ndo importando o nimero de experimentos e a
fun¢do de distribui¢do dos valores experimentais. A aplicagdo do método dos minimos quadrados (Smith, 1981 e 1993) com
matriz de covariancia, equivale a obter o valor minimo para a forma quadrética Q:

Q = (5Uexp - 5Ucalc )t * V5U_l * (5Uexp - 5Ucalc) (5)
onde §U,, =Af, com S sendo o vetor das estimativas dos coeficientes da equacdo ajustada. Nas condigdes em que: (i) os

dados experimentais do poder de separacéo (0U) sejam distribuidos de acordo com uma normal com matriz de covaridncia
conhecida, permitindo ent@o utilizar a estatistica qui-quadrado; (ii) a funcdio de ajuste representada pela Eq.(4) seja linear
nos coeficientes f;, possibilitando a obteng¢do de uma solugdo analitica para a Eq.(5) e (iii) a forma funcional da fungdo de
ajuste, representada pela Eq.(4) seja correta, isto é permite obter o desvio minimo entre os valores experimentais € 0s
valores preditos, entdo a forma quadratica Q segue uma distribuicdo qui-quadrado que permite avaliar a qualidade do ajuste
obtido (Cowan, 1998).

Minimizando a Eq.(5), o vetor f € obtido através da expressdo matricial:

B=V,A' Vg 8U,, (6)
onde a matriz de covariincia da solugdo f é dada através da expressao:
v, =(av;a) @)

permitindo obter as varidncias e covariancias das estimativas dos coeficientes da curva ajustada aos pontos experimentais. A
obtenc¢do da curva de ajuste se d4 através de um programa em linguagem FORTRAN (Migliavacca, 2004).

4. RESULTADOS

Os dados experimentais utilizados neste trabalho foram obtidos em ensaios com uma tnica ultracentrifuga, fixando-se a
pressdo na linha de retirada de produto e variando-se o corte 8 em 7 niveis e o fluxo de alimentacdo F, resultando um total
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de 173 experimentos validos. Os dados sensiveis dos experimentos foram codificados e sdo apresentados em unidades
arbitrdrias. Os valores experimentais das razdes isotopicas R Rp € Ry , e dos fluxos F, P e W, com as respectivas
incertezas; os valores experimentais do poder de separacéo oU e corte 6, estdo apresentados na Tab. (1). Na Tab. (2), estdo
apresentadas as estimativas dos coeficientes da equagdo ajustada, onde os coeficientes ndo significativos foram excluidos,
os valores das suas varidncias e covariancias no tridngulo superior, suas correlacdes no tridngulo inferior, os valores do qui-
quadrado e qui-quadrado reduzido, juntamente com a probabilidade de exceder esse valor.

Tabela 1. Valores codificados das varidveis e suas incertezas

exp Re R, Ry Ort Orp ORw P w op Oow [*] oU
x10" | x10"%) | x10™) | x10") | x10") | (x10™)
1 9.8086 1.1982 | 8.9588 1.1900 | 42337 | 4.1101 67.478 75.853 0.124 0.734 0.4631 1.02
2 | 98114 1.1622 | 9.0964 | 23143 | 12.1834 | 0.7963 98.048 102216 | 0.112 0.675 0.4995 1.01
3 9.8114 1.1645 | 9.0994 | 23143 | 158560 | 8.6754 97.547 102216 | 0.112 0.675 0.4945 1.03
4 | 98114 1.1619 | 9.1356 | 23143 | 6.6741 | 28.5177 98.048 102216 | 0.112 0.675 0.4922 0.98
5 9.8014 1.1784 | 9.0483 | 2.0429 | 18.4626 | 1.3692 86.021 90.278 0.116 0.700 0.4790 1.04
6 | 9.8014 1.1779 | 9.0272 | 20429 | 67377 | 12.4331 85.018 91.273 0.117 0.698 0.4837 1.05
7 9.8014 1.1729 | 9.0604 | 2.0429 | 19.3306 | 5.8728 86.021 90.278 0.116 0.700 0.4863 0.99
173 | 9.8971 1.0970 | 8.1057 | 0.5257 15282 | 5.0529 80.5081 22.1319 | 0.118 0.883 0.7863 0.50
Tabela 2. Estimativas dos coeficientes, matrizes de covariancia e de correlagdo
coeficientes ﬁo ﬂ , ﬁz B ) ﬁz ) ﬂ 12
[30 -0,2845 0,005 -3,98E-04 -2,86E-05 4,36E-03 0,0000 3,80E-06
ﬁ 7t 2,8816 -0,042 0,018 -2,07E-05 -2,7E-03 0,0000 2,31E-05
BZ 8,857E-03 -0,811 -0,319 2,33E-07 2,60E-05 0,0000 0,0000
ﬁ 71 -3,9892 0,453 -0,168 -0,399 0,017 0,0000 0,0000
B -2,75E-05 0,582 0,171 -0,899 0,422 1,73E-12 0,0000
Bii> 3,458E-03 -0,109 -0,365 0,329 0,727 0,412 2,28E-07
R’ 0.9931 s 177,16 | X 106 | P(>17716)  39.8%

Ap6s a obtengdo da equagdo do modelo reduzido, o valor do coeficiente de determinacio (R?) é mostrado na Tab. (2).
Nas Fig. (3) e (4) estdo apresentados os gréaficos dos residuos em fungdo das varidveis controladas, permitindo avaliar o
grau de heteroscedasticidade (Vasconcellos e Portella, 2001) dos residuos do modelo de regressao.
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Figura 3. Residuos em funcdo de 6.
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Figura 4. Residuos em funcdo de F.

As Fig. (5) e (6) permitem verificar o quio satisfatoriamente a curva tedrica se ajusta aos pontos experimentais e
finalmente na Fig. (7) estd mostrada a superficie de resposta do 6U em fungdo de F e 6 que permite visualizar o
comportamento do poder de separagdo 6U no processo da ultracentrifugacéo e encontrar os valores 6timos das varidveis
operacionais controladas.
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Figura 5. 6U em fungéo de F .
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5. CONCLUSOES

O método de minimos quadrados com matriz de covaridncia demonstrou ser uma ferramenta eficiente na determinagao
de uma curva de ajuste do poder de separacdo de uma ultracentrifuga em funcdo de varidveis experimentalmente
controladas. O valor do qui-quadrado reduzido obtido indicou uma boa concordancia entre a dispersdo dos dados
experimentais do oU e as estimativas das incertezas contidas na sua matriz de covaridncia. O modelo conseguiu explicar
satisfatériamente os dados experimentais, através do valor do coeficiente de determinacio obtido (R2= 0,9931). Nas Fig. (3)
e (4), é possivel verificar que ndo ha padrdes visiveis dos residuos com as varidveis de controle e finalmente, ¢ mostrado nos
gréficos da curvas de resposta, Fig. ( 5) e (6), que o modelo tedrico se ajusta bem aos dados experimentais. Na Fig. (7),
pode-se visualizar a curvatura do dU: (i) em fungdo do corte 8, com maximo valor na regido do corte do processo simétrico,
condicdo ideal para operacdo da ultracentrifuga em cascata e (ii) em fun¢do do fluxo de alimentacdo F, apesar deste manter
uma relacdo linear com JU, no entanto, como verifica-se experimentalmente que o fator de enriquecimento da
ultracentrifuga decresce com o aumento do fluxo de alimentago, o poder de separagdo U também passa por um maximo
em relagdo a F, explicitando o seu significado como figura de mérito, que € um compromisso com a qualidade da separacio
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obtida, representada pelo fator de enriquecimento, ¢ a quantidade de separacdo efetuada, representada pelos fluxos
materiais.

Este trabalho estd inserido numa andlise com escopo maior (Migliavacca, 2004), onde se dispde de mais 700
experimentos com variagdo do nivel de pressdo de retirada de produto, resultando no desenvolvimento de uma dissertacido
de mestrado no IPEN, Instituto de Pesquisas Energéticas e Nucleares.
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Abstract. In this work, the least-squares methodology with covariance matrix is applied to determine a data curve fitting in order to
obtain a performance function for the separative power §U of a ultracentrifuge as a function of variables that are experimentally
controlled. The experimental data refer to 173 experiments on the ultracentrifugation process for uranium isotope separation. The
experimental uncertainties related with these independent variables are considered in the calculation of the experimental separative
power values, determining an experimental data input covariance matrix. The process control variables, which significantly influence the
SU values, are chosen in order to give information on the ultracentrifuge behaviour when submitted to several levels of feed flow F and
cut g . After the model goodness-of-fit validation, a residual analysis is carried out to verify the assumed basis concerning its
randomness and independence and mainly the existence of residual heteroscedasticity with any regression model variable. The response
curves are made relating the separative power with the control variables F' 4n4 6 , to compare the fitted model with the experimental

data and finally to calculate their optimized values.



