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ESTUDO DE UM METODO PARA SOLUGCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE
MONOENERGETICA E EM GEOMETRIA TRIDIMENSIONAL
PELO METODO DE ELEMENTOS FINITOS E PELA EXPANSAO EM
HBARMONICOS ESFERICOS

ALMIR FERNANDES

BESUMO

Este trabalho apresenta um método para solucdo da equagdo de transporte
ie néutrons monoenergética, em geometria tridimensional, sendo baseado no trabalho
ongnalmente sugendo por J.K Fletcher [42, 43]. A dependéncia angular do fluxo é
aproximada por fungbes amsociadas de Legendre e o método dos elementos finitos é
aplicado as componente espaciais. Quando o fluxo angular, a secdo de choque de
espalhamento ¢ a fonte externa sio expandidos em fun¢des associadas de Legendre, a
squacdo de transporte de néutrons é reduzids » um conjunto acoplado de equagdes
diferenciais de segunda ordem, conhecidas neste trabalho por equagdes "tipo difusio”.
Estas equagSes sdo solucionadas de forma iterativa pelo método dos elementos finitos

para os momentos da expansio.
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STUDY OF A METHOD TO SOLVE THE ONE SPEED, THREE DIMENSIONAL
TRANSPORT EQUATION USING THE FINITE ELEMENT METROD
AND THE ASSOCIATED LEGENDRE FUNCTION

ALMIR FERNANDES

ABSTRACT

This work presents a method to solve the three dimensional neutron transport
squation, and 1t is based on the onginal work suggested by J K.Fletcher {42, 43]. The
angular dependence of the flux is approximated by associated Legendre functions and the
finste element method is applied to the space components. When the angular flux, the
scattenng cross section and the peutrons source are expanded in associated Legendre
functions, the first order neutron transport equation is reduced to a coupled set of second
order "diffusion Lke" equations. These equations are solved in an iterative way by the

finite element method to the moments.
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CAPITULO 1

INTRODUGCAO

"Teonia de Transporte” é 0 nome geralmente atribuido & descrigio matemitica do
transporte de particulas através de um meio qualquer. As origens desta teonia datam de
1872 quando Boltsmann dedusiu um conjunto acoplado de equacbes integro—diferenciais
que descrevem a evolugio da fungho distribuigho de velocidades das particulas de um gis

no espago—tempo [1}.

As equagdes desenvolvidas onginalmente por Boltsmann siao nio-lineares.
Entretanto, para particulas nio casregadas, hipoteses baseadas na fisica do problema
tornam possivel a redugio das equagdes acopladas ndo—lineares a apenas uma equacho
integro—diferencial linear descrevendo a fungio distribuigio de particulas [2]. Dentre

estas hipoteses pode=se destacar:

— despresar colisdes entre particuias idénticas,

= admitir a densidade das particulas muito menor que a densidade do meio;

~ considerar apenas colisdes binarias;

-~ admitir que nko haja correlagho entre as posicdes de duss particulas que colidem
(o mero é suposto amorfo);

= auséncia de forcas externas.

Estas hipiteses sho adequadas pars a descrigho de particulas nko carregadas tais como
néutrons e {étons, bem como pera o movimento de moléculas em meics rarefeitos. Desta
forma, a equaglo de Boltsmann lineanisada é & equagho basica nos campos da dindmica
dos gases rarefeitos, da propagasho do som em gases, na teoria de transporte de néutrons




e de radiagdo gama e ainda na transferénca de Jus e calor por radiagio.

As mais antigas aplicagdes se deram no campo da transferéncia radiativa, na
descnigio da distribuigdo de radiagio emutida por estrelas e na distribuigho de radiagio
em atmostcras planetanas. Destes trabalhos, destacam—se os realisados por Milne [3],
Ambarsumian {4] e Chandrasekhar [5, 6]. O classico livio de Chandrasekhar {7] resume
os principios e aplicagdes destes métodos aplicados & sstrofisica.

Quando da descoberta do néutron, dos mecanamos de fisséo e, consequentemente,
dos reatores de fissao controlada, houve a generalisacio da Teoria de Transporte pars o
estudo da distnbuigao neutronica em reatores. A importancia deste estudo esta no f.uo
de que o conhecimento da distribuigao e 0 movimento dos néutrons dentro do reator é de

maxima \mportancia para o projeto e desenvolvimento destes.

O objetivo deste trabalho é estudar um método para solugio da equacho de
transporte lipear em trés dimensdes e em um grupo de energia. A dependéncia angular
serd tratada por uma expansiéo em harménicos esféricos enquanto que a dependéncia
espacial serd tratads pelo método dos elementos finitos. Este trabalho representa um
passo 1mcial na busca de um programa (ou codigo) para solugho da equagdo de

transporte dependente da energia em geometria tridimensional.

Neste primeiro capftulo, é apresentada uma breve introdugho & teoria de transporte
e sho especificados os objetivas do trabalho. No segundo capitulo, apresenta~se um
resumo sobre teoria de transporte com os aspectos caracteristicos dos principais métodos
de solugho. Ja no final deste capitulo o método dos elementos finitos é introdusido, como

uma das opgdes para solucionar numericamente s equacio de transporte. No terceiro




capitulo é apresentado o método dos elementos finutos, que baja particulanisacho a0
tipo de equagio solucionada No quarto capitulo, o desenvolvimento algébrico decorrente
ds expansio do fluxo em fun¢des associadas de Legendre é apresentado, resultando nas
equaches diferenciais parcims, semelhantes & equagio de difusio (e, por iso mesmo,
conhecidas neste trabalho por equagdes "tipo difusio”), s quais sera aplicado o método
dos elementos finitos. No quinto capftulo, o método dos elementos finitos é aplicado de
equacoes algébricas desenvolvidas no capitulo anterior, resultando no algoritmo
computacional e, consequentemente, no programa ETEFEH (Equacio de Transporte,
Elementos Finitos Esféricos Harménicos). No sexto capitulo, é apresentado o teste
numeérico 8 que o programa for submetido, e no sétimo capitulo as conclusdes finas e

sugestSes para trabaihos futuros.

Como decorrénaia do desenvolvimento desta dissertacio, paralelamente foi
elaborado o progtama EDEF (Equacio de Difusio, Elementos Finitos) para
microcomputadores compativeis com IBM=PC, que solucions a equagho de difusio em
geometina bidimensional (x~y) e em dois grupos de energia. Este trabalbo é apresentado
no Apéndice 1. Ainda como decorrincia do desenvolvimento desta dissertagdo resultou o
programs PREPROC, também para microcomputadores compativeis com IBM=PC, que
representa uma interface amigiavel pars a entrada de dados do programa ETEFEH. Este
trabalho ¢ apresentado no Apéndice 2.

Uma das caracterist.cas das mairises envolvidas nestes trabalhos é s sus estruturs
bandeads. Para o tratamento destas mairises, técnicas especiais de armasenamento e

manipulagho slo utilisades. Estas técnicas sbo spresentadas no Apéndice 3.

Pass a correta utilisacho do programs ETEFEH, um pequeno manual de instrugdes
¢ apresentado no Apéndice 4.




coram

O trabalho aqu: apresentado fas uso das sproumacdes de terceira ordem (P-3) e
da equagio de difusio (P-1) Uma aprommacio mais rigorosa que as implementadas
stualmente no programas ETEFEHR, com a expansio do fluxo sendo truncada na qunta
ordem, ¢ apresentads no Apéndice 5.

O Apéndice 6 ¢ reservado pars uma anilise da condicio de contorno de reflexio,
ndo ncluids no corpo pnncipal do trabalho. Ainda neste apéndice, sko apresentados
problemas teste que exploram esta condigiio de contorno para as aproximacdes Pl ¢ P3
(vale ressaltar que, pars s aproximagio P1, este tipo de condigho de contorno ¢ tratado

coerentemente pelo programa).

O método dos elementos finutos tem mdo empsegado extensivamente em diversos
campos de engenhana, sendo que sua utilisagio possibilitsa s analise de dominios
complexos que. de outra forma. seriam ipviaveis computacionalmente. Neste contexto, o
método tem sido empregado em diversas areas de engenharia nuclear e, em particular, ns

solucio da equagio de transporte.

Deve-se salientar também que, atualmente, codigos comerciais nio—estocisticos
para solu¢io da equagio de transporte em trés dimensSes ainda se encontr. 0 em fase de
desenvolvimento, nko se encontrando disponiveis no pais. Por outro lado, nko se obtém
com facilidade problemas na literatura contra os quais o programs aqui apresentado
possa ser testado. Desta forma, cs testes aqui apresentados nko podem ser vistos como
definitivas por nio explorasem toda a potencialidade do método (tanto do ponto de vista

do método de elementos finitos em =i, quanto ds redugho ds equagho de transporte »
equagdes "tipo difusdo”).
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CAP{TULO 2

TEORIA DE TRANSPORTE - METODOS DE SOLUGAO
E REVISAO DA LITERATURA

2.1 EQUAGAO DE TRANSPORTE

Sendo a equagio de transporte o objeto principal de estudo deste trabalho, deve—se
apresentar em linhas gerais os fundamentos que levam & sua formulagso. Originalmente,
a equagio desenvolvida por Boltsmann foi dedusida dos principios fundamentais da
Mecanica Estatistica aplicada & teoria cinética dos gases [1]. A equacio de transporte
linear pode ser dedusida a partir desta [2,8,9) por considerag3es fisicas adequadas a cada
problema especifico. Outra forma de se dedusir a equagio de transporte é por intermédio
de uma equacdo de balancos. Fsta é uma deducdo heuristica e encontra~se
resumidamente apresentada s seguir.

Considere um volume de controle no espago de fases ¢ sua evolugio temporal. A
variagio do nimero de particulas no volume de controle seré igual so nimero de
particulas que n3o sofrem colisio e no instante anterior pertenciam ao volume
considerado, adicionado ao nimero de particulas introduzido ao volume oriundos de
outras regides do espago de fases e também por fontes externas, descontadas ainds as
particulas que simplesmente se deslocaram pars fors do volume de controle em seu

trajeto normal:




e}

Taxa de variagio Variagho Variagho
da densidade de = | decorrente decorrente
particulas de fuges de colisdes
+ | Fontes

Matematicamente, pode—se expressar a relacio de balango por:

10WIAEY + - VHLDEL) + o(LE)- HLBEY) =

= [, g 42D B-QE) 4E o + QOEY) .
T

onde, ¢(1.f2,ES) é o fluxo angular de particulas ;

(2.1)

o(t,.E) é a segho de choque

macroscopica total ; o(5;)' E'~f1,E) é » secho de choque macroscopica difesencial de
transferéncia, descrevendo s probabilidade de que ums particula com direglo ¢ energia

iniciais f}' e E' emerja com diregho e energia f} ¢ E apés ums colisko no ponto |

no instante &, enquanto que Q(r,f1,E,t) ¢ s fonte externa de particulas.

Em muitas situagdes pristicas, a solugho estacioniria da equaclo de transporte é

suficiente. Nestes cascs,  equacho (2.1) acima pode ser resscrita como

0-9:0E) + o(1.E)-#1.0E) =

= [ | #e@B)- o B-DE) &' a0 + QUAE)
49 ’E

(22)




A equagho (22) sama ¢ frequentemente refaencads como sendo a forme
imego—difaencial da equagio de tramsporte. Outras duss formulagdes sio também
utiisadas: & formulacio integral ¢ formulacio integral de superficie. Nos tépicos
seguuntes serh apresentada uma revisio dos principais métodos de solucho pars s equagho
de transporte.

2.2 SOLUQOES ANALITICAS

Solucoes analiticas para a equacho (2.2) acims apenas sio possives pars problemas
altamente 1dealisados ou mtuagdes extremamente amplificadss, havendo deste modo, »
necamidade de métodos puméricos pasrs solucionar problemas mass complexcs. As
sojuges analiticas sio 1mportantes principalmente por fornecer padroes ("benchmarks”)
que permitern validar determinado método numénco. Dois métodos se destacam para
obtengio de solugdes analiticas: transformads de Founer ¢ expansio em auto—fungoes

angulares.

No pnmeiro método, » sransformada de Fourier ¢ aplicada & equagho de transporte,
obtendo-se uma equagio algébrica pars a fungho transformada Soluciona—se ests
equacio algébnca e, em segwda, por meio da transformads inverss de Founer,

obtém-se s solugio para o fluxo angular {10, 11}.

No segundo método. & solugho é escrita como ums combinacho linear de
suto—fungdes que podem ser obtidas por ums sepasacho de vanéveis adequads. Desta
forma, ¢ possivel obter ums equagio que define os possiveis autovalores e,
consequentemente, as autofuncdes. Esta combinacio linear contém duas suto—fungdes
discretas ¢ um conjunto continuo de suto-fungdes mngulares. Da ortogonalidade dae
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suto-fungies, pode—se obter o valor das constantes da expansbo. Case [12] demonstrou a
completesa das auto—fungdes e por este motivo o metodo frequentemente leva o seu

nome {13, 14, 15}

Qutras técmcas podem timbém ser utihsadas pars a obtengio de solugoes
analiticas para a equacio de transporte. Dentre elas. pode-se atar s técmca de
"invanant imbedding” {16] e a técmucs de matns~transferéncia {17). No entanto. desde a
década de 40), os principas esforcos tém mdo voltados pasa técrucas aprommadas de
solucdo para as diversas aplicagoes da teona de transporte. Sio desta época os trabalhos
pioneiros de Wick {18] e Chandraseihar {5, 6], onde o método de ordenadss discreras é

introduzido e aphicado, 1uciaimente a problemas de transieréncia radiativa.

Os priumeiros trabathos envolvendo aplicagoes da teoria de transporte a fisica de
reatores utilizaram—se da experiéncia adqunda nos estudos de transferéncia radiativa,
levando a2 "teons de difusdo” QOutras aproxumagdes empregadas neste campo de
apiicagdes da teora de transporte sdo o metodo Sy {19, 20] (generalizagio do método de
ordenadas ciscretas). e os métodos Py e DPy {10, 21} baseados em expanses da
distnbwgao angular em polinomics de Legendre. Um resumo destes métodos e outras
tecucas aproxxmadas relacionadas a problemas em restores é apresentado por

Davison i10)], Bell e Glasstone 2] ¢ Duderstadt e Martin {11}

Deve~se salientar que, embora as técnicas analiticas fornecam. em geral, formas
fechadas para a solugdo das equagdes, 1sto nlo sigmfica que nenhuma computagho se faga
pecessana para a obtencdo das respostas finms. Por outro lado, devido ao svango dos
modernos computadores digitais. as técrucas numéricas tendem a fornecer solugdes

sproximadas cada vez mas proximas destas sojugdes analiticas.
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231 EQUACAO DE TRANSPORTE INTEGRAL

A equagao de transporte em sua forma integral pode ser escnta como f11]:

f -7) ~ v :
on = | Rt oun) - otn) + Sta) 2.3)

k-2t

onde * = oir'-t-f},) dt é s distanciaoticaentre r e 1’

Sor o

Dentre o6 métodos de solugao desta forma da equagao de transporte, Gestacam-—se
I14] DIT {"Discrete Integral Transport”). CP ("collisicn probability”} e cclocagdo. O
primetro método aproxima a equagao acima por meio da técruca numerica de quadratura
e os dois ultimos propdoe a divisao do domiruo em quesidao em zcnas homogéneas e a
expansdo do fluxo em cada zona De forma geral. os trés métodos buscam relacionar a

distribuigdo neutrénica em um no devido & contribui¢do de outros nos no espago de fases

Devido ao forte acoplamento entre as regides em que se divide o dominio de um
problema, os esforgos computacionais necessarios para a solugio da equagio de
transporte integral dependente da energia faz com que a mesma n3o tenha tido um
emprego generalizado em problemas de reatores. Entretanto, ha casos especificos em que
esta se mostrou muito Util. Pode—se citar, por exemplo (2], calculos de espectros térmicos
de néutrons e a derivagdo de propriedades matematicas das solugdes da equagdo de

transporte monoenergética.

Dentre os métodos de solucio da equagao integral, o método CP tem sido o mais

empregado pelos pesquisadores da area




Outro metodo largamente utiizado para svlucionar a equagdo de transporte
integzal e o metodo de Monte Carlo. que detezmina a densidade de particulas emergentes
(Eix)) por meio de uma séne de Neumann [22, 23] Este método pode ser apresentado

como

t~h

EirGity = 5 E(nQ0 (24)

r

s€ndo

E = Sitflt) e

(8]
1

==t
o= Q) Fplr'=,Q)-E 11700 )
snde % r.5'= ) € o cperador coisdo ¢ Jooi1,2'~ Q) € o operador de transporte.

E de se notar que a equagdo {2.4) ¢ a forma da equagdo integral de transporte para

a densidade de colisao, E, a qual ¢ definida como.

E(r,Q.1)

SR + | 42! Q- D)-#r2'L) - (25)

A solugdo por série de Neumann da equagdo (2.5) umplica na seguinte sequéncia de

eventos para o procedimento randdmico:

1) Nascumento da particula. As coordenadas do espago de fase sdo selecionadas de

acordo com a fonte S(g.f2t).

1) Transporte da particula A particula é transportada até a proxima posigio de

colishio de acordo com o operador de transporte Joo(r'=1.0')
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m) Colisdo da particula Na posigao amostrada anteriormente, determina-se o tipo de
colisdo de acordo com o operador de colisdc  ¥,o(r.f1'~- 1) Caso a particula morra

{absorgao ou peso himar), deve—se 1ruciar uma nova historia (retorna—se & etapa 1).

v} Parametros posteriores a colisao Amostra=se a nova posigao da particula no
espaco de fases de acordo com a fungao densidade de probabilidade associada a0 operador

de cohisao

v) Sequéncia da lustéria A histéna da particuls continua (uma vez que a mesma nao

morreu). fazendo {r'=;, Q'=0) e retornando—se a segunda etapa

2.3.2 METODOS DE SUPERFICIE

A distnbugdo estacicnaria de particulas dentro de um ceorpe € unicamente definida
peia fcnte interna e pelas condigles de contorns Esta formulagac apresenta como grande
atrativo o fato de permitir o conhecimento do fluxo e da corrente na superficie sem a
direta solugido da equagio de transpsrie no meio, sendo este conhecimento interessante
quando se trata de solucionar problemas da irea de blindagem. A técnica conhecida por
"invariant imbedding” pode ser ccasiderada como pioneira dentre os métodos de
superficie, tendo sido introduzida pelo astroflsico russo Ambarzumian [4]. Este método
ndo ¢ diretamente basead: na equagio de transposte de Boltzmann, mas nas equagdes
que podem ser denvadas a partir dos principics de conservagio para fung3es transmissdo
e reflexao Os livros de Schaeffer {24 ¢ Case e Zweifel [13] apresentam uma discusséo

deste método

Dentre outras técrucas de supeficie, deztacam-se ainds ¢ método C' introduzido

por Montagninu e Pierpaclo [25), ¢ ¢ métods F_ intreduzido por Siewert e colaboradores

1!




[2¢, 27] O astigo d: Sanchez ¢ McCozmick [14] apresenta um resumo do método e os

puncipas traballias descavolvidos neste ares

233 EQUACAO DE TRANSPORTE INTEGRO-DIFERENCIAL

A solugdo da egua;do de transporte integro~diferencial resulta de procecamentos de

diszretizagdc tavy gus

o Adependinziz energetica € apreximada pela tézruza de multigrupe,

2 A dependinzz angalar € zproximzda por técnicas de discretizagle ou por

3 A Zdependinciz espanal € zproximaZz por uma técruce usual de solugio de
equagles diferenziais (Lferengas finitas, por enemplo), levands a equag3o de transporte a
ser subetitulds em cade gupo de energia por um conjunts de equagles algébricas para o

caleu! > dos ccefizientes introduzidos com as aproximagdes

Dentre as diversas técnicae de discret:zaglo trés merecem wm destague especial,
sendc agqui zberdadae  ordenadas diszretas, expansd: em  harmSnices esféricos e

elementzs finites




2.3.3.1 ORDENADAS DISCRETAS

Neste primeiro caso, a dependéncia angular é discretisada em uma sénie de diregdes
discretas (quadraturas angulares, com s respectivos pesos pars SproXimar as integrais).
Esta ¢ a técnica de discretisagho angular mais consagrada de solugio da equagho de
transporte, sendo empregada em diversos cédigos da irea nuclear, dentre os quais
pode~se destacar: DTF, ANISN, XSDRN (unidimensionais) DOT, TWOTRAN,
TRIDENT (bidimensionais); TORT ¢ THREETRAN (tridimensionais) [11].

2.3.32 EXPANSAO EM BARMONICOS ESFERICOS

A 1déia central deste método consiste na separacho do componente angular do
componente espacial no fluxo angular por meio de uma expansio do fluxo em harménicos

esféricos, 18t0 ¢,

)| 1
“ = 2[2}-'51]/ “halD)-Youl) (26)

120 ool

sendo ¥i4(tf) o8 momentos da expansio ¢ Y o(f]) os harmonicos esféricos.

Expandindo de forma semelbante a secho de choque de espalbamento ¢ o termo
fonte, pode—se trabalhar s equacio de transporte de modo a simplifici~la
consideravelmente. A mesma se tornara independente dos dngulos a0 ser multiplicads
pelo complexo conjugado de Y\o(fl) e integrada sobre f], permitindo desta forma »
aplicaghio de técnicas usuais de solugho de equacSes diferenciais pars o componente
espacial (elementos finitos, por exemplo) (28).
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2.3.3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos pode ser aplicado pars solucho de equagdes
diferencias por dos métodos pnncipais: o método vanacional e o método dos resfducs
ponderados Quando é conbecido o funcional que represents a equagho diferencial (ou
conjunto de equagdes diferenciais), a funcho (ou conjunto de fungdes) que extrermusa este
funcional (ou conpunto de funcionais) supito és mesmass condigdes de contosno do
problema diferencial é a mesma fungio que satisfas a equagho diferencial (ou conpunto de
equagdes) {11, 29]. A solugho do funcional apresenta vantagens sobre a solugho da
formulacio diferencial tais como {29): ordem das derivades presenmtes é inferior no
funcional, mmplificacho no tratamento de condigdes de contorno, do ponto de vists
matematico, o método pode ser empregado para provar a existéncia de uma solugho; em
alguns cascs, 8 equacio diferencial apresenta dois funcionais distintos que a representa: o
pnmeiro a ser mumimisado e o segundo a ser maxumisado —~ permitindo, desta forma, »
obtengho de Limites superiores e inferiores para o funcional. O método de residuce
ponderados ¢ geralmente aplicado em mtuagdes em que ndo se conhece o funcional
assocado & equagho diferencial, ampliando desta forma, a aplicabilidade do método de

elementos finitos.

Na técnica de residucs ponderados, s equacio de transporte de pnmeira ordem é
multiplicads por uma fun¢lo arbitriria que pertence ao espago de solucdes possiveis e
integrada no volume do problema em questio. A seguir, manipulam-se cs termos da
equasiio resultante, levando & forma fracs da equagio de transporte. Quando da
manipulagho do termo de fugs (o termo que envolve o gradiente do fluxo), as condigdes
de contorno sbo incluidas sutomaticamente. O passo seguinte é solucionar s equaglo
resultante desta mampulagho nbo no dominio como um todo, mss em subdominice

14



"elementazes ¢ fimte” ¢ em termos de funcdes base. A solugho final serd comstruida

como sendo & soma da solucio nos elementos.

Paza » aphcaghio do pnncipio vanacional, definem—se cs fluxce de pandade par e

mpar:

o'z )) = [#(z D) + &(1.~0D)}/2 ; bR

o(f) = (M) - oz ~D))/2 , (2.8)

de modo a denvar-se a equagho de segunda ordem, auto-adjunts para estas

gandesas [28):
-0.9G0-V4*] + Cé* = S°* -0.VGS" 29)
.
-0-9[CQ-V4] + GH¢ = § ~0.9CS* (2.10)
onde
$*(c.Q) = (S(x) » S D)2 | (211)

enquanto que C e G representam os operadores de remogho ¢ fuga, respectivamente
(11}
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As equasdes de segunda ordem apresentadss acima séo auto-edjuntas, possundo
desta forma, um funcional associado a elas. Asmun, com s aphcagho do pnncipio
vansconal, ¢ possivel 3 obtencdo de um funcional cup extremsacho fornecera a solugho
da equagho diferencial.

A integral sobre todas as dire¢des do fluxo de paridade par fornece o valor do fluxo
total. enquanto que o fluxo de paridade impar esth relacionado com » corrente de
néutrons. De forma geral, o conhecamento do fluxo total é de maior interesse que o
conhecimento da corrente neutrénica, o que leva & aplicacho do método dos elementos

finitos usuaimente para solugio ds equacho pars o fluxo de pandade par (28]

O metodo dos elementos finitos tem mdo aplicado tanto as vanaveis angulares
quanto 8s vanaveis espacims para s formulagio tradicional (nko auto—adpunta ou de
pnmeua ordem) {11, 30, 31], e também pars » formulagio de segunda ordem (paridade
par e impas ou de segunds ordem) {28, 32, 33, 34} da equacio de transporte. A aphicacio
do método ks vanaveis angulares e espaciais para problemas com mwtas dimensdes (trés
de espaco ¢ duas de angulo, por exemplo) torns~se pouco sirativo em wirtude das
gandes matrises que surgem no desenvolvimento algébrico do método. De modo geral, o
método tem sido empregado ks vaniveis espaciais em conjunto com outra técnics pars s
dependincia angulaz, em virtude da boa representagho que se pode obter pars ums

geometns arbitrina

Reed ¢ Hill [35] aplicaram o método dos elementos finitos combinado com o método
das ordenadss discretas nos ingulos. Este procedimento também foi adotado no
desenvolvimento de alguns cédigos computacionais tais como TRIDENT [36] e
ONETRAN [37], levando a bons resultados {11], em pasrticulas por evitez fluxo negativo
e posmbilitar s utilisacdo de malhas larges.



Fletcher {38, 39, 40, 41, 42, 43) propde » aplicaglo do método em conjunto com »
expansic do fluxo angulas em harmonicos wféricos para duss e trés dimensdes sspecins.
A expansio results em um conjunto acoplado de equagdes de segunda ordem para os
momentos, conjunio este que poderd ser soluconado iterativamente pelo método doe

elementos finitos.

Desde o trabalho de Viadimirov [44], a partir de onde é dedusida a formulagko de
segunds ordem da equagio de transporte, mwtos trabalhos tem mdo publicados com o
método dos elementos finitos aphcado a esta forma da equacio. O principio vanacional
dado por Ackroyd [45] para a equagio de transporte de segunda ordem para um meo
com espalhamento amsotropico tem mdo extenmvamente empregado por Galliara e
Williams {46), Aclzoyd e Grenfell [47], Ackroyd, Goddard e Ziver (48], Ziver e
Goddard {32, Isea [52), Splawsks [50], Quab [51), Wood e Williams {34), Wood [52] e
Ohverra [33), para anahisar problemas—padrao ["benchmarks") [28]. Estes
desenvolvimentos para uma, duas e trés dimensSes levaram ace codigos muitigrupo
FELICIT e FELTRAN para meios com espalhamento amsotrépico. Ambos oe codigos
utilizam uma representagio em elementos finitos para a dependéncia espaciai e expanséo
em harmomicos esféricos para a dependéncia direcional do fluxo angular de pandade

par [28].

Duderstadt ¢ Martin [11) apresentam uma revisdo do método dos elementos finitos
aplicado a equaglo de transporte de primeira ordem, enquanto que Ackroyd, Fletcher,
Goddard. Issa, Williams ¢ Wooc (28] apresentam uma reviséo do método aplicads &
equagio de transporte de segunda ordem.
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CAPITULO 3

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A anilise matemaitica de diverscs problemas em fisica ¢ engenhana frequentemente
leva & formulagio de um conjunto de equagdes diferenciais que representam o problema
em estudo. A solucio analitica destas equacdes nem sempre ¢ possivel ou vidvel, bavendo
a necesmudade de técnicas numéricas que fornecam solugdes aproximadss. O método de
elementos finitos ¢ uma dentre vanias técnicas de anilise numérica para a obtengio

destas solugdes aproxxmadas.

Abaixo sumanzam-se os passos para solucio de uma equagio diferencial por meio

do método dos elementos finitos:

1. Discretizagiio da regido de interesse:

Subdivide-se a regiio de interesse em subdominios ou elementos, nos quais
as propriedades fisicas permanecem constantes (na verdade, admite—se a variacio destas
propriedades até a mesma ordem que as funcdes interpolantes).

2. Selegio das fungdes interpolantes:

Nesta etaps, numeram—~se os nos ¢ 08 elementos e determina~se o tipo de

fungdo interpolante para representar a varibvel dependente no elemento.
3. Obtencdo das propriedades dos elementos (matris dos elementos):

Determina~ese & equacho matricial relacionando as propriedades dos
elementos individualmente.

4. Montagem da matris dos coeficientes:

Pass que as propriedades do sistems sejam obtidas como um todo, deve—se
agiupar todss as matrises dos elementos acondicionando-es ns matris global dos

coeficientes. Durante ests montagem deve-se levar em conts as condicdes de contorno,
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incorporando—as acs respectivos nis de forma adequada Também nesta etapa deve—se
agrupar o termo 1ndependente (quando a equacio em estudo nio for homogénes).
5. Solugio do mstems de equagdes:
De modo geral, a inversic da matris dos coeficientes fornecera os valores
desejados para a vaniavel dependente. Ha cascs em que alguma computagio final ainda

se fas necessaria

Dado um conjunto de equagdes diferenciais para a vanivel g, vilides em um certo
dominio 1,

Aly) =

o
o (3.1)

e um conjunto de condigSes de contorno validas no contorno [ deste dominio,

33
Bw) = Y=o , (3.2)

o método das elementas finitos propde como solugho aproximada

¥ do= YNea, (33)
i

onde N; sbo fun¢es base definidas localmente ¢ o8 parimetros a; deverio ser
determinados pelo método.



e el o el

Usualmente o problema de valor po contorno dado por (3.1) ¢ (3.2) pode ser
colocado ne forma integral

I G;(wdf + I g(wdl = 0, (3.4)
N r

com j=12,..1r , eanda, G; e g funcies ou operadores conbecides. Com a
aplicagiio do método dos elementos finitos, o dominio {1 é subdividido em @ elementos
pare se obter

jgc,(n_»dg + ]rs,-(-.a)dr - { { Io?;(s)df_l + [r?(g)dz | D)

onde {}* é o dominio de cada elemento e I'*t seu contorno apropriado.

Para a obtengio destas formas integrais aproximadas dois procedimentos distintos
sbo propostas:

1) mésodo dos residuos ponderados;
ii) método variacional.

Quando a técnica de residucs ponderados é empregada, busca~se a solugio de ums
equacho diferencial (ou de um conjunto de equagdes diferenciais) por meio da integracho
desta equacho (ou copjunto de equagdes). Quando a técnica variacional ¢ empregads, o
problema passa s ser » obtencho de uma fungho (ou conjunto de funcdes) que extremiss
(maximizs ou minimiss) ou torna estacionério o funcional ou sistema de funcionais que
represents o equacho diferencial (ou conjunto de equagdes diferenciais) sujeito és mesmas
condicdes de contorno do problema diferencial. As duas formulacies slo equivalentes
porque as funcdes que satisfasemn as equacles diferenciais slo as mesmas funcdes que




extremisain ou tornan estacionirio os funcionms Esta equvelincia torna-ee aparente
pot mero do chlculo vanacional, que mostra que os funcionms sko extremisados ou feitos
etanonknos somente quando uma ou mais Equagles de Euler & ele mssccindas ¢ suss
condig3es de contorno slio satisfeites. Estas equacies de Euler slio concidentes com as
equacdes diferenciais que governam o problema [29, 53, 54]. Neste trabalbo. apenss &
aproxmacio por meio do método dos residuce ponderados seri abordada, ficando como
sugestio pazs trabalbos futuros um tratamento vaniacional.

Sendo o conpunto de equagdes diferenciass dado em (3.1) identicamente nulo em
todas cs pontos do domimo {J, pode-se escrever

I v Alu)g = I fviAi(p) + vaAs(w) + .} = O, (3.6)
4] ?]
onde
vy
V3
vy =

¢ um conpunto de func¢des arbitririas igual nimero a0 de equacdes diferenciais
obedecidas por »

Da mesms forma, para as condi¢Ses de contorno tem—ee em todos os pontos do
contogmo [,

I »'B(u)df = I [wiBs(u) + wsBs(u) + . Jdf} = 0, (37
r r
pars wm conjunto arbitrhrio de funcies w' = {wy, ws, ...}
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Asam, torna-se equivalente resolver o mastema de equagdes (3.1) e suss condigdes
de contorno (3.2), ou o mstema de equacses (3.6) ¢ (3.7).

Em lugar de fun¢des genéncas v ¢ w, pode—se escolber
v={v, v, v} ¢ w={w, wy . w},
onde n ¢ o numero de pasiametros a; introdusidos no problema
Com esta escolba, bem como » aproxamagio (3.3) para a fungho y, chega-se n

I v A(N2)D) + I w! B(Na)dl' = 0, (38)
Q r

com j=12, .0 .

Na equagio acima, A(Na) é o residuo ou erro obtido pela aproximagio introdusids
na equagdo diferencial ¢ B(Na) é o residuo ou erro das condigSes de contorno. Desta
forma fica claro o motivo pelo qual a equaglio acima é conbecida por integral dos
residucs ponderados e a aproximagio por método dos residuos ponderados.

Qualquer conjunto de funces independentes w; poderia ser utilisado para
ponderacho ¢, de acordo com a escolha, tem-se uma diferente denominacho pars o
método. As principais escolhas sko:

i) colocagho pontual, isto ¢, w; = §;, onde & ¢ tal que, para (x¥x; ; y#y;),
temm-se w3=0,¢|inda,l' w;df} =1,
2



1) colocacho no subdominio, isto ¢, w; = 1 em (I* e sero fora,

w) método de Galerkin, onde w; = N;, ou sejn, s fungles base sbo
vtihisadas como fungdes ponderacho.

Neste trabalho apenas serd abordado o método de G_nlukin, devido este condusir a

melbores resultados em praticamente todos os cascs em que & aplicado [29).

No Apéndice 1 apresenta—se & aplicacho do método dos elementos fimtos na solugho
da equagio de difuséo onde se ilustra de maneira pratica cs conceitos antenormente
discutidos.
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CAPITULO 4

DESENVOLVIMENTO ANALITICO RESULTARTE DA EXPANSAO
DO FLUXO EM FUNGOES ASSOCIADAS DE LEGENDRE

A técmica de solugho da equagio de transporte atravis ds expansio do componente
angular em harménicos esféricos, ou no caso de problemss unidimensicoas em
polinomios de Legendre, paras a derivagio de um conjunto acoplado de equagbes
diferenciais de primeirs ordem é bastante antigs [10]. Recentemente, Fletcher {38, 39, 40,
4], 42, 43] propis um tratamento onginal is equacies resultantes da aplicagio do
método em duas e trés dimensdes. A idéia desenvolvida por Fletcher é redusr
equacses acopladas de pnmeira ordem para cs momentos ds expansio do fluxo a um
conjunto acoplado de equagoes de segunda ordem. Este conjunto spresentara equagdes
matematicamente mmilares 3 equac 5> de difusio, com o scoplamento dos momentos
embutido no termo fonte. A solugdo devera ser obtida de forma iterativa a partir de uma
estumativa micial para os momentos. Neste capitulo é apresentado o desenvolvimento

analitico resultante ds aplicagho da expansio do fluxo angular em fungSes associadas de
Legendre a equacio de transporte.

Para tanto, seja » equagio de transporte em geometria tridimensional (x-y-s) ¢

independente da energa:

BFHULD + DD = | oa Db +5aD) - (41)
nl

Aproximando-se o fluxo angulaz, a fonte total ¢ a secho de choque de espalhamento
por uma expanséo em fungdes associadas de Legendre, isto ¢,
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e substitwindo estas expansdes em (4.1), obtem—se
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1=0 el

Utilizando as relagoes trigonométricas e de recorréncia dadas abaixo [55)

cosmyp-cosp = élm(Ml)v + cos(m-1)p] ,
siomy-cosp = é[in(Ml)v + sin(m-1)p] ,
camy-sing = g sin(m+D)p ~ sin(m-1)y] ,
sinmy-sing = élco-(m—l)v - cos(m+1)y] ,
(2H1)p Pi(p) = (Fo+1)Pry(s) + (H@)PLa(s) , 121,
@RIV TT=TY Pi(p) = Pr(e) + Pla(s) , 121,

QR TI=5TY PR = (Hm)l(Ho-1)PTi() - (Fa+)(Fa+2)PTaG) | 121,

¢ ainda isolando termos com E=m=0, obtem=se
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E de se notar que para se obter a equaco (4.6), foi utilisada s relacho

(=1)* (lm)!

e Pip) . m20 ,

Pl(p) =

I8 O cas0 Mmmi=]




Multiplicando—se s equagio (4.6) por P:(p)dp , integrando em p no intervalo
[=1, 1], e reagrupando, obtem—ee

Aincosmyp + Bigsiomy = 0, (4.7)

onde

A = { 20m) BH) Fotna + 2-(Hmt) Ftrne + BO-D)-us Fone
+ B(H)-Bl@=1)-Fopres ~ BF)-B@-2)- Flrsen = B-B(-N)-bu oo
- (B(FD-B(-N)]-B(m))-Gotrunes + [B(-1)-B(N))-B(m=2)- T runens

+ (l+m+l)(l+m+2)[l-ﬂ(l-N)]-[l-ﬂ(m—N)]-[-g;dlm.m + -g;f' m.m] -

(Fm)(hm=1)- B-1)-(-Bl-N)] [Ftrons + FTrima] +

A2H1)- o) - pra - 2(2»1)5..} (4.8)



B = { 20-m) BFD) M1 + Abmt)-Ghe + B - o
+ BOD)-B(me2)-Trrms + BO-D)-Sotrsm - (12BN bus S
- B(m=2)-[B(2~B(-N)]- &y = n(""x).[nu-x)-nu-nn.%.s...... +
(M4 1(Hm42)-[1-BO-N)]- 1B W) [ Gl inen ‘?,;h......] -

()=t B-D{1-B (M) [ E1eiet = Fotretan] +

A2H1)-o1.T)q - 2(2#1)0..} , (4.9)
com
o = ool
e
-l

Desde que <cosmy ¢ sinmyp sBo linearmente independentes, tem-—se
Decessanamente que Ajg = 0 e, exceto pars o caso m=0, By = 0 (pois neste Gltimo
caso tem—se sinmye=(). Como as equacdes (4.8) e (4.9) sho vilides pars k=01,.. N e
m=0,1,...,} tem-se um conjunto acoplado de (N+1)? equacdes de primeirs ordem, sendo
N aordem da expansio do fluxo.
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4.1 EQUAGAO "TIPO DIFUSAO"

Conmderando s equagdes (4.8) ¢ (4.9) obtidas antenormente para oce diversos
valores possiveis de /e m, tém—se um conjunto acoplado de equagdes de pnimeira ordem
para os momentos ¥ ¢ I' resultantes da aproxamagio do fluxo e uma expansio fimta
em harménicos esféricos. Para solucionar estas equagdes ¢, consequentemente, obter—se
wma solugho aprommada da equagiio de transporte, o método proposto é a reducio deste
conjunto acoplado de equagdes diferenciais de primeira ordem s um conjunto acoplado de
equacdes diferenciais de segunds ordem, o que redus o pumero de equagdes a serem

soluconadas )terativamente.

Pars exemplificar 0 método, conmdere inicialmente s aproxamacéo P1. Neste caso,

4 momentos surgem da expansdo do fluxo (¥pg, ¥10, V11 ¢ I'11):

o1.8) ¥ Yoo(p) + 3-cond-¥yo(x) — 3-sind [cosp- ¥1i(p) + mmyp-Tu(n)]

(4.10)
e quatro equagdes podem ser obtidas a partir de (4.8) e (4.9):
E=0,m=0:
2.9 v 42 g 42900+ 200900 = 28 (4.11.8)
ﬁ 0 K 1 W 1 0 0 [ -Ad.
=l m=0:
2-Tvoo + 6-01-90 = 8:Sp , (4.11.b)
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El, m=]:
2-Jo + 6019 = 65 (4.110)

2'%%0*-6'01'1'11 = 6-Qy . (4.11.d)

Pode~se definir o fluxo total [2] como sendo dado pels integral do fluxo angular
sobre todo o domimo angular, resultando, em pearticular para cs métodos que empregam
a aproxamasho do fluxo angular por uma expansio em fun¢des de Legendre, em que o
fluxo total sera sempre dado pelo momento ¥y Isolando os momentos Wy, Yy e I'y

em fungio de ¢yo nas equagdes (4.11) acima, resulta em (4.11.8):

-é.v.[_‘l;.l.vho} 4+ opr¥po = S‘ , (412.8)
onde
ETE R RIET R

Desde que o termo fonte dado em (4.12.b) pode ser conhecido a partir da
especificacho do problems, 8 equagho (4.12.8) pode ser solucionads diretamente,

fornecendo o valor do fluxo total yyo.

Para 8 aproximacho P3, 16 momentos surgem da expanséo do fluxo: $no, ¥10, Yu,
rl’l hv hlv rn' h’o r”r m' hlo rﬂ' h’v r”v mr ruv ¢ ‘mb‘m 16 equ““

)|



=0, m=0:

k1, m=0:

El, m=1:

k2 m=0:

%m+%m+§,—rn+ #-%o = Soo .

o+ 250+ 3-Lbu 4 35T+ 30000 = 350,

38 vn+ G- Gvm +6- v+ 6.5 Tn+ 3019 =

= 3-8y,

3-%":: + gii’oo -%hu + 5-%;1'3-6'%% 4+ 3.0¢Tyy =

= 3-Qu,

2'%% + 3'%*:0 + o-?,;m + 6-%1'31 -g;hl -%Tu

+ 50390 = 5S» ,

(4.13.0)

(413b)

(413.¢)

(4.13.4)

(4.13.¢)



=2 m=1:

Fon+ 4-Fovu + oo~ Sovm +10-ova + 1041w +

5-03-93 = 553 ., (4.139)

G+ 4500 + o~ T + 10570 - 10-Fovma +

5-03-Ty = 5:Qu , (413¢)

=2 m=2:
10-%#’32 + g;&“ - -gi(m - %Fu + %F;‘ + 30'%;%3 +
30'%1'”4' 10:03-9¥33 = 10-S3;3 , (4.13.h)
10'%":2 + %ru - g;f'u + %#’n - %i’n + 30’%;1’3: -
ao.%u” 10-05-T33 = 10-Qz , (4.13.)
&3, m=0:
9 Oy 3.8 a— 413 ]
3o -3 gmva-d-glu+Tovn = TS0, (413.)
=3 m=1:
25vu+ Gom-Gon-Lln+ Tovvn = 180, (413K)



2-%Pu+ %;m-%;ru+ %m-f T-03-Tm = 7-Qu . (413D

=3 m=2:
2 ') 9 9 _ 13
'ahi' Khﬁ'wrnﬁ' 14-93-¥33 = 14-Sy3 , (4.13.m)
2215+ % 1049 Ty =
‘& n+3; n+wh|+14-l; 33 = 14-Qs3 ., (4.13.m)
=3 m=3:
PR = I 413
Fyu-gintldorv = 1 St , (4.13.0)
B S Iy = 14 413
Hwn+ Fmtoly = 4-Qy; . (4.13.p)

Isolando-se ¢y na equagho (4.13b), wy; em (413¢c), Ty em (4.13d) e
substituindo em (4.13.a), obtem—se:

- é.v.[[%’].vm] + oo %o = Sy - (4.14)

De modo semelbante, as demais equagSes "tipo difusio” podem ser obtidas:
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o
- A
Y
|

M

-
8o
ol
Ky
g

90 (10 _.)_ 6010
“TE|nE™ - 7&[:,&*"
60 (10 10 (108
a1t AR R AN T

{4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



10-03-.T = Qp . (4.19)

Nestas equacdes, os termas fonte sio dados por:

o (L5ra) + 2% (L5 . 4



- oo (3] ok (3] (4] 40

+ [%.%“”] - 9:'% ;m;l‘n] - (4.21)



oL r,,] , (4.22)

0% (3]0 ()15 (L& o)+ 1 (5 o)

IS TS RN CY ]
100 [a%r,,] , (4.23)



(4.24)
(4.25)

F 5
& = ¢ ' o £
i o &£ F 2™ w A $ |
= ~f o ol iy r__w. ) -’ =B T + ot + :
- - [~ [y . ——— e Lamr—p]
g o 2 ¢ w.m ~€ w_m = b/ F & & &
o— -~ T b f.ln. e .l..U S o8 Ty o8 L N N
o.ahj..rom%%aw ml..w[nmumumn..m
£h & =~ F J.m, N SSRET: o R o8
D — pra— @ ~ >
2 o Oﬂ ol o8 = R — o — T —_~ 0
o ¢ 8 T e B e 35 <k $ £§ = 7
3 ~1e — ! g S — 7y 1 lm
—~ ' — o — s s ol 8 O—W. o .d_m ot =i
jﬂ. \..l” 0»5 g am wW. [—— + “...IN. .“mld.. ._I.I_U - >
F.m_.,...,h.,...u.,% %M%%%HH
~" —— m——— + o > ol —t b o~
py o% i ¢ n_w - a "y S o =F
n e ok B e ¢ T & F§ —_
Q_m ...h) - Ty e OPM. ol a.ﬁ = 3 .W £ ® ....m.,
& %ﬂ 1 —— [ “I.U —- Qnu 1 a—.m. L~ 3 ..UW. apﬂ
- ow. 0%& ox bl " \I||3J —-|a r-“n—l.’\ l.” - aw“
] T e O ol o8 2 %a — —_— TS —ts
‘o o o

i TR o T It
i e -



E de se notar que. mesmo nos termos fonte. apenss os seis momentos destacados
nas equacles (4.14)(4.19) mtio presentes. A solugio deste comjunto acoplado de
equagies de segunda ordem pode ser obtida de forma iterativa, partindo de uma
esumativa iniaal pars os momentos. O passo seguinte sezh calcular os termos fonte
dados em (4.20)(4.25) e, em seguida, o8 noves valores pars cs momentcs podem ser

obtidos em (4.14)~{4.19), proseguindo com o processo até que ocorre a comvergincia de
todas os momentos.

Gepericamente, a8 equagbes dos momentos (4.14)—(4.19) podem ser tratadas pos:

k1 DR G MR 1CI R
o-¢

= S, (4.26)
onde, para a aproximagiio P=3, os stmbolos possuem o seguinte significado:

0, m=0:

4= %o ; =0 ; S=8y ;

=2, m=0:
o= op ; (E X/ S-S;,
1 6 . 1 6 . 4 9
q’a;;‘.‘m, H'E+T'-" a'.m*'r'_' ’



E2, m=1:

$=yyn ; o=0y ; $=8,, ;
5 N -
8 . = ' as
o=ty *=Ta
e
¢="Ty ; e=03, S=Qy ;
_ 1 8 oy =
a|=7§;' 0,——"+70—3,
E2, m=2
‘=hv '=02| S-S”v
- 2 16 .
= m= 5t o
e
¢=Tn; o=, $=Q; ;
- 2 16 .
°l=—3’+7':—g; h-—o’+m

Genericamente, o termo fonte pode ser tratado por:
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B peme—" T |

. e e ———————— A 5 TP

St = 2208 + & (s ] + & (e F ]
(4.27)

sendo que foi utilisada notagio compacta, de tal forma que, para cada termo em que um
indice se repete, esth subentendida uma somatéria sobre o indice {56).

Para a aproximagdo P3, os termos da equagio (4.27) podem ser interpretados como
sendo:

=0, m=0:j=1 = S = Spp i Sta = S0
b=0, u=0-foy=0 ; dot’ =0 ;

=01l =-2¢, ;

k=1, { w=l=fl} ==2/0y ; }} =-2/0; ;

mO-dH‘ = —2/30; ;d“l =—2/301 ’ dgi=4/3¢|; ,
{171 < dltt =etli= ey
i=2 - dj1? =d}¥%= 2/0; ,
i=l < di}! =4/ey ; dif! =)0, ;
i=2 « dif? =d}i?= 4o, ;

e
N,

=2,

t.m=2-~{

2, m=0:=j=1 = S}a = S ; S}y = Sy ;

£=0, w=0 « djf’ = dff! =-2/30, ; dif! = 4/30, ;
w0 fio= 4/0y ;
k=1, { wml-fl| =] =2/0;
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w0-dy =0

=1l { i=l = dii'= 4/or-18/Toy.dll'= 24/T05=2/0y;
i=2 « df{i= 4/0r~18/7043,ddP= 24/T05—2/0y;
i=1l = di'=—4/or-12/70;,dff'= 12/703+4/¢,;

| =2 |i=2 - dif*=—4/01-12/704,882=-12/To5—4/ 0,

=2, 4

w=0-1y = 8fos

=3, { we=le f" = f“ =-12/oy ;

2, m=1:~j=1 = Sk = Sy ; Sia = Sy ;
=0, w=0 ~ d}3' = 2/30y; Y = 2/30; ;

=0} =-2/0s;

‘="{w=1~ﬂ§=-2/cr.

(w=0- d3 V= 8/T0s-2 /30y, d}}' = 4/304=6/705;
. L H
u:l-o{'=l'd" =0,
i=2 = d§3=2/0r4/705; d}}%=10/70;;
i=1 = dif'=4/0r8/70s; d§}'=20/70;;
| =2 { i=2 -~ dif*=4/0r8/705, di}?=20/70s;

=2 {

w0 fl} = 2/0y;
'=3'{ ws]affl=-8/0y;
=2« fl} = 1§] = -20/0s;

l=2,m=l:~j=2-${; = Q;l ; 3)’- = Qy ;

BO' w=() ~ d“' = 2/301; dg' = 2/3'] ’



w0~} =-2/0;

=1 { w1~ =-e;

( vw=0-+d8'=8/705-2/30,; A2} = 2/3016/T03;
-1 - { i=1 < di¥ = 2/0y4/T0s; d3}'=10/704;
1=2 - -l;:’= 0,

=2,

i=1 - di3!=8/7034/0y; d1}'=-20/70,;
w2 { i1=2 = d}i3=4/0,-8/705; di}3= 20/70s;

u::l-oﬁ?:-ﬁ/o; ;

w=0 - f}} = 2/oy;
¢=3,{
w=2-~f{=-20/0y, {8} = 20/0y;

E2, m=2:-j=1 - S:; = S;, , S{. = Sy ;
=0, w=0 - d}}! = 1/30y; B = ~1/30y ;

-:0-!‘,3:0 :
=1, { w=l-fll=-1/0 ;fﬁ: 1/oy;

(w=0-dlj ' ==1/T051 /30y; d1}! = 1/30141/T0y;

=1 { i=1 < di}' = 1/0y=2/T0y; d}}'= 5/70s;
i=2 < diP = 2/Tos-1/0y, d833=5/T03;

izl = djfi=0 ;

| 1=2 = d§j?=2/01=2/0;;, d}§?=-2/0142/0y,

=0 3} = 0;

w=l«flt =1/05;, 11 =-1/0y;

w=2- ] = -10/04;

L w=3~fl} = 1]} = 30/vs;

=2, 1

w2- |

=3, 1




hmet <28 = G S m G
=0, w=0 djf' = dj}' = 1/30y;

u=0-f:f,=0;
=1 { w=l-ff = flt=-1/a;

(w=0+ «df 1= dff' = —=1/30r1/70;;

=29 mh{‘—x < dB¥! = 1/er2/T0y; didi= 5/70s,

1=2 = dﬂ’ l/0r2/70,; dlfe 5/773;
i=1 =« df}?= 2/0y-2/0,, dii%= 2/0\~2/0s
=2 { (=2 - d:z =0;
la=0~f:8 =90,

=3 =1l =131 = 1oy,
w=2~f3f = -10/ o3,

w=3+1Y =30/es; f}}=-30/0s.

Assim que o sistema de equacdes (4.14)—(4.19) tenba sdo solucionado, deve-se
reconstruir os outros momentos da expamsio do fluxo por intermédio das equagdes
abaixo:

r,,__Qn__

Ty F - iy e (428)
=S s =G (429)

- 19 19 1 0.
Fs= _Q_%_ ~ T wIn- o H™ " Ta & (4.30)




w= - - Rvn T T 0

Tn= &L-v—;rn*'*—a;ra —7;‘—3;*30 ,,‘ 3;4'23.

(4.32)

_ S 2 9 1 4 1 4 1 4 A
= B T B T T m Y T B
(4.33)
=l S Ty e (430)
ru=—qﬂ—-—:, % n— == 3;7'22-—33,7'%4004'
—3%;'%#70 + %'%hz ; (4.35)
__S 19 9 1
L Ry T A It A ik et L
R i (4.36)
__S 1.9 10 )
%o = -~ 3;(’:1-—,,3; 21-—3,—'-'3;%0 -3',—15%
‘ (4.37)



O programa computacional ETEFEHR para solucho da equagio de tramsporte
tndimenmonal, apresentado no proximo capitulo, soluciona as aproximagdes Pl e P3.

O Apéndice b apresenta as equagdes desenvolvidas para a aproximagio P5.
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CAPITULO §

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO AS
EQUAGCOES "TIPO DIFUSAO"

No capitulo antenor fm desenvoindo um conjunto acoplado de equagdes
diferenciaus de segunda ordem para cs momentos % ¢ [ que surgem de expansio do
fluxo emn harmonicos esféricos. Estas equagtes sio classificadas matemasicamente como
equagdes diferenciais elipticas [53], sendo, no entanto, aqu denominadas mmplesmente
"equacdes tipo difusio” devido 3 semelbancs matemitica com a equacio de difusio.

Deste modo, conmdere a equagio "tipo difusio” genénca

-%[au%¢]—%[mg_—.¢]-§;[m%¢]+a¢= S (5.1)

Para solucionar a equagio acima pelo método dos elementos finitos, o dominio deve
ser subdividido em NE elementos e 0 momento genérico ¢ deve ser expandido em

funcoes base definidas localmente nestes elementos:

) |
#xys) 2 Hxys) = Y wi-Nixys) . (5.2)

Em cads um destes elementos, os pardmetros fisicos (segSes de choque) podem vanar,
desde que o grau de variagho seja igual ou inferior ao grau do polinémio interpolador em
que foi expandido o momento ¢. No entanto, por questdes de simplicidade, este trabalho

apenas consdera a aproxiumacio mais simples, ou seja, as parametros fisicos permanecem



constantes em cada elemento. Substitwindo a sproumagho (65.2) na equagho (5.1), surge

umn residuo decorrente da aproumagho do momento, ou sej,
& &7 -Fn53) -k [=%7) +

o¢-S = R. (5.3)

Quanto melhor for a aproumacio (5.2), tanto menor devera ser o residuo R dado
pels equacio acima. A técmca de Residuos Ponderados propde multiplicar s equacio
{5.3) por uma fungdo ponderagio e integrar no dominio do problema, fasendo com que o
resultado obtido seja 1gual a sero. Logo, multiplicando a equagso (5.3) por uma func¢do
ponderacao W; e ntegrando no dominio, obtem—se:

-inj V[q%N;.q%N;,q?‘Ni]wjdﬂ +
isg  V

injva-Ni'Wde = IVS w;df) . (5.4)
is}

Diversas escolhas podem ser realizadas para a fungio ponderacio. Neste trabalho, a
escolba de Galerkin é adotada por sua simplicidade e bons resultados apresentados na
@ande maioria dos casos em que é aplicada [53]. Com esta escolba, a propria funcio de
interpolaglio & adotada como fun¢io ponderadora
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Outro detalbe a se acrescentar, refere—ee a0 numero de fun¢Ses ponderacho
adotadas Na expansio do momento ¢ em fungSes base, foram introdusides M
incogmtas a0 problema Tambéim M fungdes interpoladoras surgem de modo que
deve—se providenciar M fungdes ponderadoras. Pela escolha de Galerkin, estas funcdes
sio automaticamente selecionadas. Assim, substituindo esta escolha na equagho (5.4), e

aplicando—ee o teoremsa de Gauss & equagio resuitante, obtem—ee:
~o{| e ho g Mave| oNeNav-[ acn N E N ] =
v < < v A <

= J SN;dV , j=1,.M (5.5)
v

onde foi adotada a mesmsa notacho compacta apresentada no capitulo anterior, ou seja,

ha uma somatona implicita sobre cada fndice que se repete em cada termo.

A equagho (4.27) do capitulo anterior ressalta que o termo fonte engloba todos cs
momentos da expansio original do fluxo. Desta forma, substituindo (4.27) na equagho

acims, tem—se, para o termo fonte:

jvs N;dV = 2(21+1)j'vs{_ N, dV + Iv%' [f:';.s:,] N;dV +

j [d::' X ¢..] N;dV , (5.6)




e, apis alguma manipulagho algébnca, inclumve com a aphicagio do teorema de Gauss,
obtém—ee:

I SN;dV = 2(21+1)[ SI_N;dV - J e Ste-de N; AV -
v

J ::' g;*:-a;uj dv + I ‘:: 'S:'-Nj'n.dA +
\ A

I ::l -N;- R, ‘8; h' : (5.7)
A

O passo seguinte na aplicacio do método dos elementos finitos as equacdes tipo
difusdo & subdividir o dominio em NE elementos e impor que cada funcio ponderadora
seja diferente de sero apenas em um determinado elemento e em seus visinhos contigucs.

Com esta aproximagéo, a equagio (5.5) finalmente resulta em:

-z l,{j a‘gx-‘N;-g; dev'+I ,,Ni.deVc-j ot n, N'ﬁN?dA'} =

est Ve ¢ Ve Ae
e " ® o

=041 § [ suNave-§ [ fiosi a;" aVes J [ fla-SearNjong dh®
=i"Ve os) Ve e} Ae

_Ha‘"" .s..ﬁu,avu, 2 [ dw; ngg e dhe . (58)
ol Ve Ae

Na equagiio acima, as integrais de superficie apenas serdo necemsérias nos elementos
que pertencem 80 contorno.
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Os elementos em que o dominio é dividido, no caso especifico deste trabalho, sko
tetraedncos. Estes elementos recebem uma numeragio local (1-2-3—4) de tal forma que,
quando observados » partir do n6 de numero 4, a sequéncia de nés, 1-2-3, deve se
apresentar no sentido anti-horéno (onentacho positiva), como pode ser visto na figura
5.1 abauxo.

FIGURA 5.1 - DISPOSICAO DOS NOS NO TETRAEDRO

Com o elemento definido dests forma, as funcdes interpolantes deverfo ser
constantes ou lineases, afim de garantir a compatibilidade da solucio e, portanto, a
convergéncia ds mesma Neste caso, como o funcional da equagho "tipo difusio” possui
derivadas de segunda ordem, funcdes interpolantes de pnmeira ordem garantem também
a completess da solughio, portanto s convergéncia monotdnics da solugio numérica [29].
Adotando funcdes interpolantes lineares:
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Ni=(t+Ax+Ay+ &s),

Ni=(d+Ax+7A-y+8),
(59)
N=(d+Ax+Ay+ ),

Ni=(el+Al-x+10-y+ 83),

onde o sub—indice (y, 3, 3, ¢) denota s qual dos nds cada fungio interpolante esta
amociada. Para se determinar o valor dos coeficientes (¢, £, 9, §), estipula~ee que cada
fungao interpolante devs ser igual s um (1) no 06 associado a esta funcio e sero (0) nos

demais, ou se)a, Ni(x;,y;,3;) = &;. Desta forma, pode-se eacyever

X3 yY1 u £
X3 ya2 s3| | h
xg ¥s 3{|m
X¢ Yo M|l h

[ ]
OO O

it b et et

para o nd 1 e equacdes matriciais semelhantes para cs demais nés do elemento

tetraédrico. Resolvendo o sistema de equacdes acima de forma genérica, obtem-~ve:

¢ = [xi(yim = yiss) + xi(yis; = yin) + xi(y;3 = yu8))) / B° ,
i =lyj(m =) + yi(sj —31) + yi(su ~5;)] / B¢,
7 = [xj(85 = 51) + xx(sn = 5;) + x)(3; ~ )] / B° ,

& = [xj(ys = y1) + x{yr = y;) + xi{y; = y)) / e,

_—________._.-u—-——-———_""_



onde O° = [(x;=x)(yss1 = yim) + (m-x:Ky;ss = 0u8;) + (=2 K135 ~ y;30) +
(x=x; M yxit = yisx) + (xpe=x;}(yi%1 = y18) + (x—x)yis; - y;3:)] ou |Ae] ¢
1gual a sew veses o volume do tetraedro defimido pelos née 1-2-3-4.

Com todas estas aprommagdes, o lado equerdo da equagio (5.8) resulta em

LE = u (a1Bif; + 0;7i7; + o36i65) A",

{ l+5ij)¢.A. - a*n Noa N¢dAe!} . (5.10)
120 ) ‘IA.’ﬁ‘ }

Este Gltimo termo depende das condigdes de contorno do problema, que serio
assumudas {38, 39, 40, 41, 42, 43] :

1) vacuo ou superficie livre:
V%0 = -3)-00-¥n9 , paraqualquer ),

1) fluxo continuo nas intesfaces: ja garantido pela escolha das funcdes base locais.

Nas referéncias (38, 39, 40, 41, 42, 43] é spresentado um terceiro tipo de condigho
de contorno: reflexio. Entretanto, esta condicho de contorno nko é de mmples

interpretacio, tendo surgido disvidas quanto & sua splicabilidade. Por este motivo, no




escopo pnincipal deste trabalho apenas sko abordadas as duss condigdes indicadas acima,

apresentado—se o tratamento de contornos refletidos no spéndice 6.

5.1 TRATAMENTO DAS CONDICOES DE CONTORNO

No primeiro caso, ou seja, superficie livie, tem—se, para o momento yyy,

i) 1
I = a%n | Njg-NidA® = - N$(VN;)-ndAe =
< cIA. v;‘ JA. Sﬁ

= [-4] ij:n.N, dAe . (5.11)

Supondo que a superficie plana definida pelos nds y,v.g (que devem apresentar—se

no sentido anti~horirio nesta ordem) pertenca ao contorno, pode—se escrever:

Nu=l'fl'€3
Nve=§
N¢=€z

com 066,681 e &4 €3¢ )1 Destaforms,



X
| My Nym ae = [ 1N N6 dade =

A® 00

onde J = @ ¢ o Jacobiano da transformagio, que por sua ves pode ser dado pela rasio
entre a area da superficie de contormo ¢ a "irea" apis a mudanca devido &

parametrisagao, ou seja:

= [(xv-xu)()'¢" Yot By -8g + (v =8u)(xg = xy + yu - Ye)

+ (Yyv=Yu)(sg =3y + xy - x‘)] . (5.13)

Assim, para o momento yyo, a equagio (5.10) resulta em

LE = » {(ﬂ'ﬂ' + 7899 + 6063) A L (1465;) o B
6 o 120

,\[ (“‘u) A'} . (5.14)




Para os demais momentos ds expansbo do fluxo, #he = 0 no contorno (condigho
de contorno de Darichlet). Esta condigho ¢ implementada por meio de uma altersgio na
matns dos coeficientes K ¢ no termo fonte §, apée » montagem destes levando em
conta todos o8 elementos (vide Capitulo 3). Esta alteragio pode ser realisada da seguinte

forma:

1. Todos os componentes do termo fonte, interncs ou com condi¢ho de contorno

outra que no Dirichlet, devem ser alterados por:

k
S; =8§; - z ki;-a; , (5.15)

(1)}

com ki; sendo o componente (i,j) da matriz original;

2. Para todos as nés especificados (Dirichliet), substitui-se no termo fonte o valor
sero (0);

3. A coluna issims ¢ 3 linha i%wime da matnis sio serados, e o elemento k;; &

substituido por um (1), onde j indica um né com contorno tipo Dirichliet.
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§2 TRATAMENTO DO TERMO FONTE

Como pamso seguinte, deve—se trabalhar com o Jado direito da equagio (5.8), ou

se)a, com o termo fonte:

j S Npdv® = 2(2|+1)j SNy dv* - j B -Sea- S Ny aV*
Ve Ve Ve ¢

- j dﬁf,’-g;‘d.-%em av' + j fi2-Sty-Ny-n dA’
Ve .

j d" Ni-n wwg.dA (5.16)

Desde que Nf = (g + 8¢-x+ -y + &'3), f::. = cte , S:,, = cte ,

Qe

dig = cte.. i':- = Za?"N;. chega-se a

- 2(21+1)sﬁj Npave - 2550 j g Npave -
Ve ve *

sdie [ ZNENTave 4 d,',’-s{,’,-n,[ NS dAe
[ ]

ve °© A®

» agdit'n, | NG N ane =
A



_ 2(2141) Sy, B _f1." Si. B B,;
FL ;

_sie dia’ A° B B, fia n, ®° Sio(T)

6 6

({

+ aigd n,I Nj-& NidAs (5.17)
Ae

onde S::(I") ¢é o termo fonte externa calculado no contorno do dominio, e ainda
=8 B=17 Ay=58 O dltimo termo acima também deve ser avaliado no
contorno. Para tanto, deve—se proceder de forma analoga & desenvolvida antenormente

pars se chegar as equagoes (5.12), (5.14):

IR

(g = [ [ INGeENGE e, 69
® 0 <

0

onde J = @ & o Jacobiano da transformacio. A relagio entre as coordenadas pode ser
dada por

x=xy 4 (xy=x,)61 + (xc- x0)€3 .
y=yu+ (Yv=yo)bs + (yg=yu)63 ; (5.19)

=3, 4+ (3v-3,)61 + ('( -3,)62 ;

logo,




+ X ~xg) + yg{x.,~x

(‘ = Yy :‘.x‘ Y lrl‘ Yl Xy—Xv
3= Xy—xy) + X =Xy¢) + Yl X=X
y xﬂ“ yu !‘-xv y ‘u.x‘
X= X $=%y) + (Xyyy=X 8g) + (X X

Yu=Yg)i3v8u) + (YuYv)iByig

+ #xdsig-c,[i»x!;gsv-t‘khﬁlc“t] ‘
YuYg)3v3y) + (Yu-Yv)su—3g

Desta forma, §; = £i(x(y.2).y) ; £2= {xx(y,8).y) e, portanto,

9 _8N8 ONDB .
KN - vz‘ a;fl + Hz’ m‘z.

9 _ONa¢ ANJ¢
FN=®F TR F

9 _ONOIE&D ONOH &I
BN R E T EE

A derivada presente em (5.17) é dada por

a

A PUURE

- al 0 . = aV [ v 8 a
BV =N = sty No + alo g No + aba 5 N 2

a o _ N, )
& Y = ST TS e

(5.20)

(5.21)



8 o _ (x sy + (x :'+x-x.:'v
? W"" = yaxrx.‘ + y..!x«-'x.; + Yo(Xe=xy) (622)
3 (*nj.)il;ﬂ;. )
? [ Vie = YRXgXy) + Yu(XvXg) + YA Xu=Xy) .
. Et‘!ﬂﬁ + xtiznzf‘! + ’if‘!df!
Yuo¥gsv=8u) + (Yu=Yv)(8u8g)

Estas aproximagdes sho vhlidas no caso da face em questio nko ser paralela a
nenhum dos planocs ortogonais. Analisando cads um dos casos especiais em separado:

1- face paralela a Oys (n,=n,;=0)
%Ni-'o Vi 9 -gi#'=0 ;

a .= gz?v[t‘% + p”q!fa;! + isg“;ﬁ.z .
W e YeYu 3 v By) AYvYul\BgSy '

[: R YY) (3 v8y) <yv=yu gty '

2- face paralels a Oxs (ny=n,=0)

Tx Trw XeX)(3v3y) XXy ) (3¢3y)

%N;=0 ¥ 9 %¢.=o ;
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xx.+xxl'+x—x._
1 Rl = | Cv= = = [ (P= '

3~ face paralelan Oxy (o,=n,=0)

8 # = vl‘ + .V'+ v .
T Ve XgXu) (¥ v¥u) XXy Y Yo '

L] v ['4
=E51:EL¥(:_E¢M=L&%L-_ .
w xgXu )Y vYu) XvXxs \ygyu '

Q‘@
b3

%N;:O Y 2 %ﬂ'":() .

Este termo, relacionado com a derivada da fun¢so interpolante, ¢, para qualquer
caso, uma constante (A:,), que pode ser retirada da integral Gltims da equagio (5.18),

restando neste termo apenas a integral na superfide da funcho interpolante, que jb foi

avaliada anteniormente, resultando em I N§ dAe = —; . Desta forma, a equagio

Ae
(5.8) para um unico elemento resulta em:

,i{ (a1Bif; + az7i7; + asbib;) A  (146;;) o4
6 120

A[ ](1+6.,) o}




= [2(2141)/(1464,0)) S1a B _ few & S B, _
74 6 -

n, ® (5.3)

5.3 PROGRAMA ETEFER

Do desenvolvimento analitico deste capitulo e do anterior, resultou o programa
ETEFEH (Equacdo de Transporte, Elementos Finitos, Esféricos Harmonicos) para
solugao da equagao de transporte em trés dimensSes e um grupo de energia O esquema
geral do programa é apresentado a seguir, bem como uma descrigio geral das principais

rotinas do mesmo.




etimaree Yoo, ¥, ¥, I, 922 'y

A 1
calcula momento (0,0)
1
calcula momento (2,0)

¥
.

calculs momentos (2,1)
1
calcula momentos (2,2)

os
momentos
converg~
ram?

calcula momentos (3,3)
1
calcula momentos (3,2)
|8
calcula momentos (3,1)
|
calcula momento (3,0)
1
calcula momentos (1,1)
1
calcula momento (1,0)

[

impressio dos resultadcs

FIGURA §.2 - DESCRIGAO DO PROGRAMA




Na figura 6.2 antenor, é descrito o funcionamento do progrtama ETEFEH. Este
programa é composto de diversas subroutinas, estando ss pnncipais destacades a seguir:

TABELA 6.1 DESCRIGAO DAS ROTINAS DO PROGRAMA ETEFEH

subrotina fungio
INICIA leitura dos dados
MMM gerencia montagem da matns dos coeficientes

MATEL calcula s matnis K pars cada elemento
FACTOR inverte & matris dos momentos

NTF gerencia s montagem do termo fonte
CALCON fornece as constantes de acordo com o momento
PONEL calcula o termo fonte pars cada elemento
CNM recalcula 0 momento a partir de FACTOR ¢ N1F
RECMOM | reconstroi os momentos da expansio original
SAIDA apresenta os resuitados finais

65




CAPITULO 6
RESULTADOS NUMERICOS

O programa ETEFEH foi submetido a diverscs testes, devendo—se ressaltar a
dificuldade em se obter um problema padrio na literatura ou um cédigo tridimensional
de solucio da equagho de tramsporte. Desta forma, é apresentado um problema
solucionado pelo programs utihsando os recurscs e conhecxmentos disponiveis no

presente momento. Para outras problemas, consultar o apéndice 6 do presente trabalho.

PROBLEMA TESTE

Solucionar a equagao de transporte em geometna tridimenmonal em um cubo
subdividido em duas regoes homogéneas, sendo que na regio interior o mesmo
apresenta fonte constante S= 1,0E05 cm=3s-!. As constantes fisicas sio 1dénticas nas duas

regides, sendo dadas por Ly = 1 em™; Dy = 0,9 em™; A = 0,5

A figura 6.1 representa a modelgem (7x7x7 elementos hexaédricos que serdo
posteniormente subdivididos em 2058 elemento tetraédricos) do problema que esté sendo
analisado. As dimensies externas do cubo séo de 0,7 cm, enquanto que um cubo interno
apresenta—se centralisado com 0,3 cm de lado. Conmdesra~se que o convergénca dos
momentos tenhs mido stingids quando » mixims vanacho relativa entre duas iteragdes
em_qualquer pé nko sejs superior & 0,001. As figuras 6.2 ¢ 6.3 a seguir apresentam,
respectivamente, s evolugio da maxima variagho relativa paza os momentos (go) ¢ ()
com o passar das iteragSes. Pode—se verificar que o momento () apresenta convergincia
)b na quinta iteraglo, enquanto que o momento () vem a convergir apenas na sétima
iteragho.
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FIGURA 6.1 - MODELAGEM DO PROBLEMA TESTE
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FIGURA 6.2 - CONVERGENCIA DO MOMENTO W0
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FIGURA 6.3 - CONVERGENCIA DO MOMENTO ¥y

O» demais momentos convergem também na sétims iteracio, sendo que os
momentos representados acima sio os momentos que apresentam melbor e pior
convergénaa respectivamente. Niio foram indicados os pontos em que ocorre esta
convergénas pois o programs seleciona, s cada iteragho, o ponto em que isto ocorre,
sendo que este poders nko ser 0 mesmo & cada nova iteragho.

O fluxo total calculado pars este problema ¢ dado na figurs 6.4 para um corte pela
diagonal principal do cubo, sendo que na figura 6.5 ¢ apresentado um corte pela reta de
intersecgho dos plancs Oxy ¢ Oxs. O tempo de execuclo sproximado deste caso exemplo
é de 30 minutos no computador CDC~Cyber 180/830, contra umn tempo sproximado de
90 segundos pars solucionar s equacho de difusio, dada s mesma geometria ¢ 0 mesmo
dominio.
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CAPITULO 7

CONCLUSAO

Este trabalho teve por objetivo estudar um método para solucio da equagio de
transporte hnear trés dimensdes ¢ em um grupo de energa. A dependéncia angular
do fluxo for tratada por uma expansio em harmoénicos esféricos, enquanto que a

dependéncia espacial foi abordada com o método dos elementos finitos.

O tratamento das condigdes de contorno apresenta—se incompleto neste trabalho
pois nao foram utihsadas todas as condigdes de contorno sugendas por J K. Fletcher em
seus trabalhos {33, 39, 40, 41, 42, 43}. Isto se deve & inseguranca quanto a interpretagio
ds afirmativa de Fletcher em relagio & condigio de contorno de reflexao e também ao
fato de nao ter sido possivel um desenvolvimento coerente de outra forma para a mesma.
Com 10, o8 resultados apreseniados no corpo pnncipal do trabalho carecem de um
maior aprofundamento e aproveitamento das potencialidades do programa ETEFEB. O
Apéndice 6 é dedicado especialmente ao desenvolvimento da condi¢ho de contorno de

reflexio e apresenta problemas explorando uma maior potencialidade do programa,

conmderando as ressalvas acima.

Por outro lado, foi verificads a viabilidade do método proposto por J.K. Fletcher
(38, 39, 40, 41, 42, 43] para solugio da equagho de transporte em geomeins
tndimensional x~y-s. O ponto crucial deste método é o desenvolvimen? » (ou adaptagio)
de um algoritmo extremamente rapido de solucho da equagho de difusio, tendo em vista
que a mesma (ou uma vanacko desta) deverd ser solucionada muitas veses até que seja
obtids a solugho final convergidas do problema As diferencas encontradas no valor

esperado do fluxo (figura 6.4) mostram que o problema nlo se encontra totalmente
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concluido, sendo necessanocs mnda novos trabalhos nesta &res Deve-se salientar que hé
relativamente pouca informagio s respeito de cbdigos comerciaus ndo estochsticos para
solucio da equagio de transporte tndimensional atualmente disponivers, sendo este um

problema ndo completamente resolvido.

Este trabalho representou diversas etapas, em geral complexas e nem sempre
correlatas de desenvolvimento, sendo que novos trabalhos deverio ser desenvolvidos para
viabilizazr o desenvolvimento de um programa de uso comeraal. Uma versdo
bidimensional do programa devena ter mdo desenvolvida previamente a0
desenvolvimento do programa pnncipal, ndo apenas com a equacio de difusio, como for
reaizado. mas também com testes do algoritmo de iteragdo dos momentos. Tal
desenvolvimento nao for realisado por questdo de tempo e também de inesperiéncia

previa com programas de tdo grande complexadade.

Como sugestdes para trabalhos futuros. tem—se:

~ determinagio e aplicagio mms ngorosas das condigdes de contorno, tanto para o
caso de reflexio, quanto para o caso de superficie livre;

- estudos relativos a aplicagio de outros tipos de elementos interpoladores,
incluindo tanto elementcs hexaédricos (fun¢lo bilinear, biquadratica, etc), quanto
elementos com dependéncia quadritica nos parimetros (elemento tetraédrico com 10

nés), quanto elementos prismaticos ou mesmo elementos isoparamétricos curvos (53],

~ desenvolvimento e implementacio de expansdes ordens superiores do fluxo

angular s implementadas (P1~P3) e desenvolvidas (P1-P3-P5) neste trabalho;

= desenvolvimento e implementagio de algoritmo para solugio da equagio de
transporte multigrupo,

n




- utilisagiio de propriedades (constantes fisxicas) variaveis no intenior do elemento;

- desenvolvimento de uma verséo tridimensional do programa EDEF, o que
obrigara um estudo mais profundo dos compiladores PASCAL (ou mesmo o estudo de
outras linguagens computaconais) disponivels pars microcomputadores, devido &
limitacio de meméria imposta pelo compilador TURBO-PASCAL (Borland —~ verséo
5.0) utilisado nesta versio do progrtama EDEF (64 Kbytes de meméria por bloco do
programa);

~ desenvolvimento de um pés—processador para analise dos resultados do programa

de modo simples na tela do microcomputador, por exemplo.
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APENDICE 1

EDEF — UM PROGRAMA PARA SOLUCIONAR A EQUAGAO DE DIFUSAO
EM GEOMETRIA X-Y PARA MICROCOMPUTADOR

O progama EDEF (Equagio de Difusio, Elementos Finitos) {67] soluciona a
equacio de difusio em geometna bidimensional (x—y) em dows grupos de energia
mucrocomputadores compativers com IBM-PC, tendo representado um contato inicial

do autor com o meétodo dos elementos finitos.

Ses 3 equagao de difusio em multigiupo, conmderando-se apenas
espalhamento para energa decrescente ("downscattenng"), fonte rapida dewvido a

fisséo em vanos grupcs e sem fonte externa

G
4
- b - " J Ny 40
VD¢ Vég + Lig 4 ‘,.lﬂu ¢ + "{L‘,Zl"c*ﬁ 95 (ALD)
onde ¢g ¢ o fluxo do gupo g ; Dg & o coeficiente de difusdo do grupo g ; Tig
é a secgho de choque total do grupo g ; L'y & 8 seccho de choque de
espalhamento do grupo g' para o grupo g; Iy’ ¢é a secgBo de choque de fismdo
do grupo g', xg ¢ a fragho de néutrons de fissBo que surge no grupo g; k é o

fator de multiplicaglo; »4' & o namero médio de néutrons liberados por fissdo
ocorrida no grupo g'.

Considerando apenas dois grupos de energia (répido e térmico), com fissdo
nos dois grupos, originando néutrons no grupo ripido, tem=-se:

~D, V4, + Ly ¢, = L + -lr‘("lzuﬁ + unind) | (A12)




-VD, V¢, + Lty = Lpéy + Laey (AL3)

As equacbes acima podem ser representadas de forma mas compacts e

sunples por

-¥D; V¢; + &i $ =S (Al.4)

sendo que, para o grupo rapido,

Iho= 5y - Ly (Al.5a)
Sl - —lr(yl 2“ ¢| + Vq 2'2 ¢2) (AISb)

e. para o grupo térmuco,

Lr = Ly - Lo (Al.6a)
S: = Ly (A1.6b)

Solucions~se o problems por meio de uma sequincia iterativa, a partir de
uma estunativa inicial para o fluxo dos dois grupos de energia e pars o fator de

multiphicagio. O fator de multiplicagio é reavaliado a cada nova iteracio através de

kil = [_d¥ 5i°(r) (ALT)
r‘— | d¥ Si(r)

onde § = S: = fonte de fissBo da iteragio J

As condigdes de contorno para este problema sio de trés tipos:




1) viacuo
0-¥é = %‘Hs = '—‘lr's . S~ (xy) € D ; (AL8)

onde d ¢ o distincia extsapolade

1) reflexio total:

-],

0 ;. S- (xy)e D ; (A1.9)
ii1) fluxo definido no contorno:

éi = ¢| . Se (xy)€ D . (AL10)
S olg

A solucho da equacho (Al4) sujeita as condigdes de contorno acima, serd
obtids por meio do método de elementos finitos, com a técnica de residuos
ponderados e a aproximacho de Galerkin. Desta forma, subdividindo o dominio em
NE clementos, admitindo os parAmetros fisicos constantes no interior de cada
elemento e mnds trabalhando algebricamente com as equacdes, pode—se escrever »

equagio (Al.4) acima sob a forma matricial para cada elemento como dado abaixo:

=

L4
[

7]

(A1.11)

onde, pars um dominio bidimensional (x~y) e elementos triangulares:




DA(yi=va)yr=yi) + (x=x;)(xi=x2)] . (14 5;)L, A

kf, = - +
2Ae pl
§-(146;;)D* d;;
, (A1.12)
6
l: = —-S—.BA’— , (A1.13)
e anda
A* = area do elemento ¢,
di;j = distanciaentrecs nés ! e )
¢ - 0 , reflexao e fluxo definido
= 1/d , viacuwo !
Do = coeficiente de difusio do elemento ¢ ;
D = seio de choque de remogio do elemento ¢ ;

St = valor da fonte no elemento ¢ .

Por meio da topologis do sistema, monta~se a matris dos coeficientes (ou
matris giobal) a partir ds matris dos elementos. Pars finalisar o problema,
utilisa~se uma rotina de solucho de sistemas de equagdes lineares algébricas do tipo
Eliminacio Gaussiana.

Para simular uma terceira dimensio (fugs axial), foi introdusids neste
progrtama s op¢ho de "buckling” (B). Desta forma, o fluxo de néutrons
tndimenmonal é aproxxmado por




#n.ys) = #(xy)-cosBs . (Al.14)

Esta aprommacio umplica em alteragdes pars a8 equagdes (A15) e (Al6),

resultando respectivamente em:

O fuxo ¢ minda normalisado pelo valor ds Poténcia (P) do reator (dado de
entrada), de tal forma que

P = jv»,.x,-¢ av (AL15)

onde v & s enerpa liberads por fissdo (também um dado de entrads).

O programs EDEF permite s utilisacio de até 190 "mesh points” e 250
elementos, sendo que o limite para o nimero de regides esta fixado em 10. Estas
limitagSes sio decorrentes da limitagio imposta pelo compilador Turbo—Pascal 5.0
em 64 Kbytes por bloco do programa

A prinapal facilidade apresentada pelo programs EDEF refere-se a0
tratamento grifico que foi dado a0 mesmo. Com o objetivo de simplificar & entrads
de dados, foram elaborades telas auto—explicativas que permitem ao usuisio utilisas
o progrtams de modo simples e preciso. Este conjunto de telas configura o
pré~processador do programa EDEF.




Com o objetivo de exemplhficar s entrads de dados., spresenta-ee a segur »
sequéncia de telas para & geragio de um arquvo. As letras que susgem em
muscules representamn o "menu” da tela, enquanto que as letras em manuscules
representam a op¢ho escolhids. Sko apresentados dos exemplos de entrada/saida de
dados

Neste pnmero exemplo, o objetivo ¢ gerar os dados pars um novo arquvo,
que serds denomunado "p)” enquanto que o arquvo com » estumativa 1mcal de
fluxce sera denomunado "fluxo” (este arquivo sera inicialisado com o valor *0® para
o fluxo e "1” para o fator de multiplicacio infinito).

Na pnmeira tels, fas—se a opgiao por entrads via termunal bem como o nome
com que o arquvo sera armasenado. Na segunda tels, ¢ forneado o namero ae
elementos. o pimero de nds. o valor da distancia extrapolads ¢ mnda o numero de
repdes e o "buckling”. Na terceira tela, as coordenadas dos nés, enquanto que na
quarta tela tem-se a caractensacho das regdes do problema Na quinta tels deve
ser fornecida a topolops do problema, ou sem, a forma pels qual os noe
encontram-se interligados. Finalmente, na sexta tela, os contornos siéo detalhados,
encerrando assun & entrada de dados pars o problems em questio. As teins
seguntes sho comuns tanto pars o caso de entrads de dados vis ternunal quanto
via arquivo, sendo detalhadss no segundo exemplo.




COUACAD DE DIFUSAD
OPCAD DE ENTRADA
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DESEJA QUE 0S DADOS SEJAM GUARDADOS EM DISCO> ("s° OU °N") s

ENTRE COM © NOME DO ARQUIVO PO

ESTE PROGRAMA FOI REALIZADO POR ALMIR FERNANDES

FIGURA All - TELA 1
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entre com ¢ nymero de eiementos 3

entre com 0 numerc 6¢ noS 5

entre com 0 valor ce Oistencis extrapolads O

entre com 0 numero Oe regiloes ¢
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No segundo exemplo, utilisa~ee um arquivo )& previamente criado (aqu
denominado P4, tendo por arquivo de fluxcs, o arquivo fluxod) ¢ recalcula—se o
valor do fator de multiplicagho e o fluxo.

Na primeira tels é feita & opclo por dados vis arquivo e define—se o arquivo
de dados, bem como seu respectivo arquivo de fluxce (caso o arquivo de fluxce
ainda nlo tenha mdo gerado, pode-se optar por "-" neste campo, de tal forma que
um arquivo novo seré gersdo, recebendo o nome de "™luxo.dat” e contendo como
estumativa inicial o valor "0.0" para o fluxo —ripido e térmico— e "1.0" para o
fator de multiplicagio infinito). Assim que os dados da pnmeirs tela forem
fornecidos, o programa efetuaré a leitura dos dados nos arquives. A tels seguinte,
que surge tanto neste exemplo como no exemplo anterior (sétima tela naquele caso),
questions a0 usuirio se este deseja ou nido verificar o dominio do problema que estd
sendo calculado. Em caso afirmativo, uma figura é apresentada na tela do
microcomputador com o dominio do problema. Caso se queira, bA a opgho para
impressio ds mesma Deve-se salientar que a qualidade da figura apresentads ns
tela (EGA ou VGA) é superior i apresentada na impressora, ¢ também que, pars
que se possa providenciar ums impressio da figura, o modo gréfico da impressora
deve ser acionado (em geral, isto é feito executando—se o programa 'GRAPHIX'
que é fornecido com o sistema operacional do microcomputador agtes da execuclo
do programa EDEF). Apés a impremiio da figura, o progzama aguards que qualquer
tecla seja presmonada pars prosseguir. Quando isto ocorre, a tels seguinte é
apresentads, indicando que os chiculos estho sendo realisados. A medids que os
resultados vlo sendo obtides, o valor do fator de multiplicasho é apresentado na
tels Quando ocorre s convergincis no fator de multiplicagho (Ak/k < 107Y), o
chiculo & encerrado ¢ apresentam—se s resultadcs tabelados do fator de
multiplicagho, do fator de pico ¢ do fluxo médio por regibo pars ce dois grupos. Os




fluxos (rhpido e térmico) sho minda apresentados graficamente. Ow valores do fator
de multiplicacho, fluxo para os dois grupes e » denmdade de poténca sho
armasenados no azquivo de fluxce (neste caso, 'FLUXO4 DAT').

EQUACAOD DE DIFUSAD

OPCAC DE ENTRADA
DESEJA ENTRBR COM 05 DADOS VIA (T)ERMINAL OU VIA (8)RGUIVD® o
ENTRE CO™ O NOME DO ARQUIVO pé4

ARQUIVD DOS FLUXODOS fiuxo4

DESEJA QUE 05 DADDS SEJAM GUARDADOS EM DISCO? (°S°® OU °N")

ESTE PROGRAMA FO! REALIZADO POR ALMIR PERNANDES

FIGURA A17 - TELA |
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FIGURA A18 - TELA 2/7
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FIGURA A1l.14 - TELA 8/13
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FIGURA Al1.15 - TELA 9/14

Apresenta—se s seguir alguns problemas pars os quais o programa foi testado.
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PROBLEMA UM: Reator com duas regides (combustivel e refletor) ¢ um grupo de
merps

Descricho: O dominio deste problema é um quadrado com 1 cm de lado, tendo duas

S\l Duse regioes

faces refletidas ¢ duss faces com Puxo definido ¢ 1gual a sero.
com as mesmas constantes de grupo e um grupo de enerpa caractenisam o

problema.

1,0 L= 1 e
2 D = Yy em

2
d = “/,

0,5 3

. S1 = 1 néutron/cm?/s
S2 = 0.
0
0’5 110 (Cm)

FIGURA Al.16 - DOMINIO DO PROBLEMA 1

Este problema foi também solucionado pelo codigo CITATION e, pars efeito
de comparagko de resultados, cs grificos com os valores de fluxo por diverscs cortes
sio spresentados ns sequéncis. Para ums mais adequada comparacho, em ambos ce

cascs o fluxo apresenta~se pormalisado pelo méximo valor obtido.

Deve—se salientar que os dois programas fornecem valores de fluxo em pontos
distintos (EDEF - nos nés; CITATION no centro da malhs), o que dificults a
comparacho dos resultados. Para efeito de anklise, o problema foi modelado com 98
clementos triangulares (64 nés) no progsams EDEF e 64 "mesh points” Do
progrtama CITATION. Outro ponto s ser destacado refese-se oo fato de que
comparacbes temporais entre os dois programas ndo foram realisadss pelo fato de o
codigo CITATION ter sido executado em um computador CDC~Cybez.
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FIGURA A1.17.b = FLUXO DO PROBLEMA 1 - CORTE 2
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PROBLEMA DOIS: Condugho de calor.

Descrigio:

Este problema consiste de uma , um grupo de energs, duse faces
refletidas ¢ duas faces com valor de fluxo definido. O dominio ¢ o8
parametros fisicos sio dados abaixo.

)

0 an’!

0,0
1,0 (cm)

FIGURA Al.18 - DOMINIO DO PROBLEMA 2

Este problema foi obtido na referincia [58], onde é apresentado o resultado
analitico ¢ uma solugio obtida por diferencas finitas. Nota~se que, como I, =0,
8 equagio de difusio se redus & equagio de condugio de calor em wstado

estacionirio. Este problema simplificou s comparacio de resultados uma ves que cs

mesmos podem ser calculados pelo programs EDEF nos mesmos pontas que foram
fornecidos pels referéncia [58]. Assim, nota~se que, » mencs da origem (0,0), o
resultados obtidos pels técnics de elementos finitos encontram-se mais proximos do
resultado analitico do que os resultados obtidos pela técnica de diferencas finites.
Abaixo apresenta~se ums tabela com os resultados obtidos peles duss ticnices

numéricas em compasagio com a solucio analitica:
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TABELA All - RESULTADOS DO PROBLEMA 2

Posiho  |dferences | yiico | Slementos | 5 %) | Au(%)
(0,0;00) 0,2906 0.247 0,3013 1,39 24
(0,0, 0,25) 0,2750 0,2784 0,28056 1,22 0,76
(00,05) 0,2262 0,2298 0,2292 135 0,04
(0,0, 0,75) 0,1379 0,1397 0,1392 1,29 0,36
(0,0,1,0) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(0,25, 0,0) 0,2750 0,27%9 0,2805 1,40 0,11
(0,25; 0,25) 0,2605 0,2642 0,2645 1,40 011
(0,25, 0,5 ) 0,2148 0,2178 0,2172 1,30 0,20
(0,25, 0,75) 0,1315 0,1333 0,1327 1,35 0,45
(0,25:10) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(0,5,0,0) 0,2262 0,2293 0,2292 1,38 0,04
(0,5, 0,25) 0,2148 0,2178 0,2172 1,30 0,20
(05;05) 0,178 0,1811 0,1801 1,44 0,55
(0,5, 0,75) 0,'109 0,1127 0,1117 1,60 0,89
(0,5,1,0) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(0,75, 0,0) 0,1379 0,1397 0,1392 1,29 0,36
(0,75, 0,25) 0,1315 0,1333 0,1327 1,36 0,45
(0,75, 0,5) 0,1109 0,1127 0,1117 1,60 0,89
(0,75, 0,75) 0,0711 0,0728 0,0715 24 1,79
(9,75, 1,0) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(1,0;00) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(1,0, 0,25) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(1,0;05) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(1,0, 0,75) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00
(10;10) 0,0000 0,0000 0,0000 0,00 0,00

Vale remaltar que este problems foi modelado com 32 elementos triangulares
(26 nés) pars o programs EDEF enquanto que a referéncia [58] ndo cita »
modelagem utilisada.
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PROBLEMA TRES: "Benchmark Problem 1D.13-A2" [59].

Descrigho: Este problema consiste em calculaz a distribuicho de fluxo e o fator de
multiplicacio para um problems em dois grupcs de energa ¢ sate regSes.
Na figura Al.19 abaixo iustra~se o dominio deste problema, enquanto
que Da tabels Al2 apresentam—se os valores dos parimetros fisicos
homogeneisados por sons.

Os resultsdos obtides pelo programs EDEF foram comparados com o8
fornecidos pela referéncia [60), considersdo padrio. Na tabela Al.S aspresenta-ee
uma comparacho de valores de fator de multiplicagio.

15 4 2V 44
7
e L3
3 2 3 Y4
12. 08801
' 2
18. 1928 5 L—s- 3
8.95077
S 1
5.8y 5 t
voversi s = "
coosee| | |
i e 3| |
e 02.00 y
P.w78RY L |
]

FIGURA Al.19. DOMINIO DO PROBLEMA 3.
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TABELA A12 - DADOS DO PROBLEMA 3

regiao ‘:‘:: ‘?: D(cm) [E{cm™) |[vB{cmt) | Lpeg(cm™)

1 1 1,31700 }0,019673 | 0,005925 0,010690
2 0,58153 {0,058920 | 0,096170 -

2 1 1,31440 [0,019676 | 0,006242 0,010690
2 0,57800 10,051740 | 0,082280 -

3 1 1,31492 |0,019707 | 0,004820 0,011120
2 0,57501 10,047170 | 0,072000 -

\ 1 131606 [0,019610 |0,004357 | 0,011130
2 0,57107 |0,041400 | 0,059000 -

5 1 1,33014 {0,019753 | 0,005605 0,010160
2 0,69500 [0,162600 | 0,024240 -

6 1 1,63468 |0,010138 0,00 0,009085
2 0,70205 {0,004394 0,00 -

7 1 1,34625 10,087020 0,00 0,036825
2 0,20682 |0,007800 0,00 -

TABELA A1.3 - FATOR DE MULTIPLICAGAO DO PROBLEMA 3

Benchmark | EDEF Erro Relativo
1,087575 1,079419 0,75%

Neste caso particular, o provivel motivo para t8o acentuads discrepéncia
entre o resultado obtido com o programa EDEF e o valor padrio refere—se &
impossibilidade de um maior detalhamento do problems devido a limitagdes de
linguagem de programacho utilisads (no caso, o Turbo-Pascal nko permite que o
total de varibveis em um bloco do programs exceds a 64 Kbytes, limitando o
dimensionamento das matrises do programs e, dests forma, o tamanho dos
problemas que podem ser solucionados)
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PROBLEMA QUATRO: Reator 2D-1AEA [60).

Descrigio: Este problems consiste em calcular a distribuicho de fluxo e o fator de
multiplicacio para um problema em dois grupos de energia e cinco
repdes. Na figura Al4 abaixo ilustra~ee o dominio deste problema,
enquanto que na tabela Al.4 apresentam-—ee os valores dos parametros
fimcos homogeneisados por sona.

Os resultados obtids pelo programa EDEF foram comparados com oe
forneados pela referéncia [60], adotado como padslio. Na tabela Al5 apresenta-~se
uma comparacio de valores pars o fator de multiplicagho.

-
2R3 5
19163

188. 9% 1 1 4
w2l 1l 2] 1

el 1l 2l 8 2

el 2l 1] 2] 1 1

weel 31 21 11 21 11 2] 1
- - oz o
MERERE R

FIGURA A1.20- DOMINIO DO PROBLEMA 4
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TABELA Al4 - DADOS DO PROBLEMA 4

regibo | ETUPO ‘?: D(cm) [Edem™) [sBcmt) | Epepfem)

| 1 141760 |0,025970 |0,005360 | 0,017420
2 0.37335 |0,066690 | 0.104330 -

. 1 141970 |0,025760 | 0,006010 | 0,016540
2 0,37300 [0,076060 | 0124720 -

. 1 102130 {0,003220 | 0,00 0,00
2 057501 [0,047170 | 0.00 :

. 1 138377 0,025164 | 0,00 0,024241
2 029745 |0,032006 | 0,00 -

5 1 145540 [0,028500 | 0,00 0,029030
2 0,28094 |0,009490 0,00 -

TABELA A1.5- FATOR DE MULTIPLICAGAO DO PROBLEMA 4

Ono e. 1. Benchmark EDEF e. 1.
T 05000 T T.38% | S osssss | T 052 T T TER
1,03506 2| 0,10% ' 1,034309 2{ 0,03%

: Os resultados apresentados sob o nome OQpo referem~se acs resultados da
referéncis (60], sendo que:
| refere—se a0 dominio discretisado em 9x9 intervalos;

2 refere~se a0 dominio discretisado em 18x18 intervalcs.

O resultado adotado como padrio refere—se & solugio do problema pelo
cédigo CITATION com 170x170 intervalos, conforme referéncia (59)].
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APENDICE 2

PRE-PROCESSADOR

Com o objetivo de mmplificsr 8 modelagemn de dominics em tris dimensbes, cs
programas que utilisam s técnica de elementos finitos, de modo geral, utilisam um
programa pazs o pré—processamento dos dados, ou sejs, os dedos nio so forneados so
programa que processasi os calculos, mas sim » um programa que se utiise de uma

interface mais amigivel com o usuirio.

Neste sentido, estudou—se a posmbilidade de se utilisar o pré—processador do codigo
ANSYS [61]. Entretanto, apenas o modulo de carga deste préi—procemsador encontra—se
disponivel nesta institui¢do e, como o codigo é utilisado pars calculos estruturais, niko bé
compatibilidade entre cs dados requeridos pelo programa ETEFEHR com os requendos
pelo codigo ANSYS. Desta forma, seris necessirio um processamento inicial dos dados
gerados pelo pré—processador do codigo ANSYS com o objetivo de compatibilisar os
dados, pars um posterior processamento dos mesmos pelo programa ETEFEH.

Outrs  possmbilidade seria a utilisagho de um programa referenciado por
Oliveirs [62] e desenvolvido por Wood e Williams [34]. Neste segundo trabalho, ¢
apresentado um exemplo de entrada ¢ saids de dados.

Com o conheamento adquirido destes estudos, foi desenvolvido o programa
PREPROC pars microcomputadores competiveis com IBM~PC. Com este programs
foram preparados cs dados pars cs diversos problemas solucionados pelo programs
ETEFEB pests dimertacio. Pars o estudo ds parte grifica, & bibliografia bésica foi
Foley e Van Dam [63] ¢ Newman [64].
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Deve-se salientar que os elementos utilisados pelo programa ETEFEH sbo
tetraédricos ¢, no entanto, pars mmplificar » visualisagho, s entrada de dados se fas por
meio de elementos hexaédnicos que sio, automaticamente, divididos em seis tetraedros
cada. Pars uma melbor visualisacko deste processo, considere a figura A2.1 abaixo.
Nesta figura, é apresentado um hexaedro com seus nés numerados de '1' até '8'. Na
figura A2.2 & seguir, este hexaedro ¢é subdividido em sen tetraedros, sendo que cada 1o
continua recebendo s memna numeragio que apreseniava na figura original.

3

f\ 7\\“

1
1

x
i
|
|

55 17
\ \\ .
~Je \\\ : 3
FIGURA A2.1 -CUBO

FIGURA A2.2 - CUBO SUBDIVIDIDO EM SEIS TETRAEDROS
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Os parimetros fimcos sbo definidos por regdem, sendo que cada hexaedro pode
pertencer & uma reglo diferente. Este mesmo programa cakculs s lazrgurs de banda do
problema que esth sendo solucionado ¢ fornece este resultado so programs "principal”.
Com o arquivo de dados completo e correto em miocs, pode—se obter uma copia em papel
do dominio da problems por intermédio do programs PLOTER, especialmente
desenvolvido pars este fim.

Com o objetivo de mmplificar » entrada de dados para certas classes de problemas,
permite—se realisar uma translacho ou rotagho dos dados fornecidos para um plano.
Deste modo, problemas como um cilindro, um tosoide ou simplesmente um cubo, podem

ser gerados de forma simples e eficiente.

Para que os dados sejam fornecidos a0 programa de solugio da equacio de
transporte, utilisam—se programess de transferéncia tais como os programas que se
encontram nos pacotes HIRMA [65] (conexbo microcomputador~IBM 4381) ou
CONNECT [66] (conexio microcomputador—CDC Cyber 180/830).

A seguir siio apresentados diverscs exemplos de entrads de dados com o programs
PREPROC, com suas respectivas saidas em papel por meio do programa PLOTER.

No primeiro exemplo, apresenta~se o caso hipotético de um dominio esférico, em
que se representa um oitavo do dominio (por questdes de mimetria). Este dominio ¢
representado por vinte e sete (27) clementos bexaédricos (Ggura A2.3) que sbo,
posteriormente, subdivides em cento ¢ sessenta ¢ dois (162) elementos tetraédricos
(figurs A2.4).

118




FIGURA A2.3 - ESFERA SUBDIVIDIDA EM 27 HEXAEDROS

FIGURA A2.4 - ESFERA SUBDIVIDIDA EM 162 TETRAEDROS

No segundo exemplo, apresenta~se o caso do toro que foi posteriormente
solucionado pelo programs ETEFEH. Este dominio é representado por tresentos e
oitents ¢ quatro (384) elementos bexaédricos que sio posteriormente subdivididos em
dois mil tresentos ¢ quatsro elementos (2304) elementos tetraédricos. Esta figura é de
muito difial visualisagio quando apresenta todos cs dementos (mesmo apresentando-se
apenss oo elementos hexaédricos). Desta forms, foi desenvolvida a opglo pars impressio
spenas dos elementos do ca:tomo, que diminui em muito o nimero de linhas impressas
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(tanto na tels quanto em papel), sem, no entanto, prejudicar as formas externas da
figura Com isto, & figura A25 apresenta o toro subdividido em 384 elementos
hexaédricos, enquanto que a figura A2.6 apresenta apenas as linhas de contorno
destacadas.

AN
ss:s.tn 3

JAJII2N —~

FIGURA A25 - TORO SUBDIVIDIDO EM 384 HEXAEDROS

FIGURA A26 - TORO COM O CONTORNO DESTACADO
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As figuras finais (A27, A2.8) representam os dominics de dois outros problemas
solucionados pelo programa ETEFEH, respectivamente um cubo ¢ um ciindro. No
primeiro caso, aptesentam-se apenss os hexasdros, enquanto que no segundo caso,
apenas o contorno ¢ destacado.

f

. _ X

N N N N S
S S S §

FIGURA A2.7 - CUBO SUBDIVIDIDO EM 216 HEXAEDROS

FIGURA A2.8 - CILINDRO COM O CONTORNO DESTACADO

118




Outra facilidade apresentada pelo pré—processador é permitir o destaque do tipo de
contorno ou das regides em que o dominio é subdividido na tela do microcomputador.
Caso a opghio seja pelo tipo de contorno, as faces cujo contorno & caracterisado por
superficie livre sho diferenciadas das faces refletidas. Caso a opgiio seja pelo destaque das
regpides, 0 dominio é apresentado com cada regio sendo representada por ums cor
diferente.



APENDICE 8

TRATAMENTO BANDEADO

As matrises que se originaram no desenvolvimento deste trabalbo podem
apresentar a caracteristica especial de serem nko nulas em determinadas regides bem
caracteristicas e que representam um determinado padrio. Esta casacteristica pode ser
utilisada para umn armasenamento mais econdmico termos de espago de meména

requenda para soluconar qualquer problema.

Consmdere um dominio f} subdividido em NE elemenios e composto por NM
nds. No caso particular de um elemento cibico, cada no estara ligado a outros quatro nés
neste mesmo elemento (considerando que o n se liga a ele proprio) e um namero que
nio pode ser estabelecido a priori de outros nés de elementos visinhos. No entanto, o
niimero total de ligagdes de um determinado nd nko sers superior a sete (para todos ce
nés pertencentes a elementos internos) ou inferior a quatro (pars o8 nés de elementos
com trés faces contiguss pertencentes acs contornos do problema). O ponto importante
neste caso, ¢ que a matris originads deste desenvolvimento poders ser heptadiagonal
(como séo as matrises que surgem da aplicacho da técnica de diferengas finitas), caso oe
nés sejam numerados de forna adequada Paza o caso mais geral de um dominio
subdividido em elementos de formato genérico (ou ainda paza um dominio com diverscs
tipos de elementos) pode-se obter sempre um pequeno nimero de diagonais nko nulas na
matris dos coeficientes.

Matnis bandeads é o nome geralmente adotado pata ums mairis que possue a

cazacteristica acima. Desta forma, quando o niimero de nés do nosso sistema ¢ grande ¢ »
largura de banda pequens, pode~se armasenar esta mairis de uma forma alternativa que
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redusira & memoéna requenda para a solugio do problema (por largura de bends
entende—oe a diferenca mbxima na numeracho de dois nos interhgados). Por exemplo,
considere o caso abaixo da matns quadrada M 7x7 bandeada ¢ com largura de bands
igual & trés (3) e sua respectiva matris redusida N:

00 0 0]
010 0 0
Ay 0 0 0
s kom0
k3l wyp
mm o g
0 mnarr

S ey - s

'sts.,.;-.‘

cocagg-"

FIGURA A3.1- MATRIZ QUADRADA 7x7 COM LARGURA DE BANDA 3
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4
0
0

FIGURA A3.2 - MATRIZ REDUZIDA 5x7 EQUIVALENTE A MATRIZ ANTERIOR

Neste exemplo, 8 memoris requerida pars o armasenamento ds masris foi redusido
em cerca de 40% (De 49 posicdes de meméria pars 35 posicdes). Esta reducho seré tanto
maior quanto maior for s diferenca entre o nimero de née do problems ¢ » lasgura de
banda conseguida. Desta forma, ¢ muito importante ums numeragio que reduss a bands
80 méximo, bavendo na literatuss (67, 68] programas especialmente desenvolvidos com a
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finalidade de renumerar os nés de um dado problema de modo a otimisar (minimisar) o
valor de banda. Outres trabalhos sko realisados com o intwito de otimisar a geragho e
numeracio dos nés [69, 70, 71, 72, 73]. Deve—se notar sinda que a largurs da matns
redusida é igual a (2°0aEDa~-1), 0 que significa que uma mé numeracio dos nds podera
onginar uma matris "redusida” que necessite de mais memoria para ser armasenads que

» matris onginal.

Como proceder pars obter uma numeragio rasokvel para os nés é uma técnica que
se desenvolve com s aplicages, nko estando explicitada na literatura envolvida [53].
Uma primeira sugestio que pode ser dada acs usubrics destes programas, é efetuar a
numeragio dos nés de tal forma que cada nd estejs ligado a nds com numeragho o mais
proxima possivel entre 5i. Caso 0 nb de nimero 1 esteja ligado a0 n6 de nimero NM
(onde NM ¢ o nimero de nés do problema), a largura da banda sera a maxima possivel,
resultando em uma matris "reduzida” muitas veses maior que a matris original. Para o
caso de um dominio regular, onde cada camada apresenta o mesmo namero de nds que a
camada precedente, s numeragko por camada seré a mais eficiente, como pode ser notado
no exemplo bidimensional da figura A3.3, apresentads a seguir.

No exemplo da figura A3.3, o valor calculsdo pars banda é igual s 6 (por ser esta a
méaxima diferen¢a entre a numeragio de dois nés adjacentes).

Como sugestio pars um caso mais geral, a teoria dos grafos [74] poderia ser muito
util. Por exemplo, 80 né que apresentasse o menor nimero de ligacSes seria atribuido o
pumero 1. Cada nb que se ligasse » este receberia & menor numeracko ainda disponivel.
A partir da segunda etaps, seria selecionado o n6 de menor nimero aindas com ligagdes
numerar ¢ estas ligacSes seriam numerades. Para exemplificar, considere a sequéncia de

pumeracho da figura A3.4 apresentads a seguir.
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FIGURA A3.3 - DOMINIO BIDIMENSIONAL NUMERADO DE MODO
A MINIMIZAR BANDA

-—h 8

FIGURA A3.4.A - NUMERACAO DOS NOS A PARTIR DA
TEORIA DOS GRAFOS - PRIMEIRA ETAPA
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FIGURA A3.4B - NUMERACAO DOS NOS A PARTIR
DA TEORIA DOS GRAFOS - SEGUNDA ETAPA

Pode—se notar que, neste caso especifico, as duas numeragdes sugeridas levam ao
mesmo resultado.

O programa PREPROC, que deve ser utilisado para gerar a entrads de dados do
programa ETEFEH, realisa o calculo do valor de banda do problema que est4 sendo
solucionado sem, no entanto, otimiza~lo. Também no programa EDEF a caracteristica
bandeads das matrizes é utilisada.
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APENDICE 4

PROGRAMA ETEFEH - DADOS DE ENTRADA

O» dados de entrada do programa ETEFEH podem ser fornecidos por meio do
programa PREPROC em um microcomputador. Pode—se, também, efetuar a entrada de
dados diretamente em um computador de grande porte por meio dos cartdes
apresentados a seguir.

e cartbo
TITULO
(A80)

28 cartbo
NM, NHEX, NR, BANDA, ORDEM, ORDEML, ITMAX, TOL, LBDA
(714, 2F12.6)

3¢ cartio - i=1,.. NM
X(), Y(3), 2(3)
(3F8.3)

4o cartbo ~ i=],.. NHEX
a) LIXO, REGIAO (i), TREZE, LETRA(i)
(A24, 13, A13, A1)



4s carilo
b) (ELE(3), =1,...8)
(816)

bg cartlo ~i=],.. 4
LIXO
(A10)
6e cartbo —-i=1,. NR
a) K, SIGMAT, (SIGESP(j k), j=1,..,ORDEML)
(14,2X,6F7.4)
Ge cartdo

b) (8(j.k), i=1,..NMAX
(6X, 10F7.4,/,6X,6F7.4)

Te cartbo - i=1,. NE
LIXO, (FACE(i,j), j=1,...4)

(A15, 4A9)
As varifiveis indicadas nos cartSes acima correspondem ks seguintes informagSes:
TITULO ~ titulo do problema que esté sendo solucionado;

NM - nimero total de nés do problema;

NHEX - pimero total de hexaedros do problems (cads hexaedro seré em seguida



subdividido em 6 tetraedros 2 NE = 6*NHEX),

NR - numero de regides do problema;

BANDA - largura de bands do problema,;

ORDEM - ordem da aproximacio do problema (estio implementadas apenss as
opgoes ORDEM=1 ¢ ORDEM=3);

ORDEML - otdem da expansiio da secio de choque de espalbamento
(ORDEML < ORDEM);

ITMAX - pimero maximo de iteragées do problems (se ITMAX=1, serd
solucionada a equacio de difusio), caso nko ocorra convergéncia antes;

obs. se ORDEM=1, entiio, obrigatoriamente ITMAX=],

TOL -~ miximo erro relativo permitido entre iteracies sucessivas para todo e
qualquer momento para admitir convergéncia,

LBDA =~ valor de lambda para condi¢io de contorno tipo superficie livre,

X(i), Y(i), Z(i) = coordenadas do 06 (3);

LIXO - varifvel auxiliar — sem efeito;

TREZFE - varibvel suxiliar - sem efeito;



REGIAO(:) - varibvel que indica a que regiko pertence o hexaedro (i);
LETRA()) — varibvel que indica se 0 hexaedro (i) pertence ou nko ao contorno,
ELE(j) - varibvel auxiliar que realiss a leitura da topologs do elemento );

K - vanibvel auxiliar para leitura da regibo;

SIGMAT(K) — secho de choque total da regidio K;

SIGESP() K) - termo de ordem ) da expansio da secio de choque na regifo K;

1, ORDEM =}

NMAX = {
16, ORDEM =3

S(j,K) ~ expansio de ordem j do termo fonte na regiio K;

FACE(i,j) - tipo de contorno da %8s face do elemento i.
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APENDICE b
EXPANSAO DO FLUXO ATE QUINTA ORDEM

Neste apéndice ¢ spresentado o desenvolvimento algébrico resultante da expensio
do fluxo em harménicos esféricos até quinta ordem. Neste caso, trinta ¢ seie momentos
surgem da expansio: Yoo, ¥, Y11, T, ¥, ¥, P, ¥ T'ma V. ¥, T, ¥ T Vs,
T, Yoo, ¥a1. Ta, $aa Taa. ¥, Tes, Yes. Tae, Yoo, ¥u1 Tus, ¥aa Tsa Vs T'ss. ¥ae. Tse.
vu, I'u

J=0,m=0:

%ﬁw%ﬁw%rnwo-m = So0 (A5.1)

=1, m=0:

T +25mm+ 3G +3Tut 30 g0 = 350,  (A6D)

I=], m=1:

3G+ Lo -G+ 6dins 6'%1'34‘
3009 = 3-8y, (AS.9)

35 0+ fmo-gtn+ 65 Tn-6-Fvn+
3.04Tyy = 3:Qy , (A5.4)



1=2, m=0:

2-%& + 3-%#0 + 6--&*1 + 5'%1'11 -%ﬁn - %rn

+5-03-9m = 552 , (AS5)
1=2, m=1]:
%ﬁn + 4-%6:. + %ﬁ. -%ﬁ. + m-%ﬁ. + w-%r., +
S5-09-%m = 55y , (AS.9)
Gru+a-gru+ Sm-Fom+10-5Tn-105vm+
$-03-Tys = 5-Qn , (AS.7)
1=2, m=2:
10-Jov + Gt = Gt — T + T + 30 +
w-?,;r,. +10-05- 933 = 10-S33 , (A5.8)
10'%1'” + %;Pu - %;Pn + %ﬁn - %ﬁl + w-%;ru -
m.?,;m+ 10-05-T3 =10-Qp , (A5.9)
|=3, m=0:

6-Ftn + 8- Fvw—6-Fown—6-5n + 20-Fovar 4 20-5T0
+ Mooyt = WSy, (A5.10)
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=3, m=1:
23 + 6-f5va + fobm — foveo - oo - T

+15-Fp+ lS-%hH-"-n-hl = 7.8y .

2-%1‘,. + 5—%1'41 + -g;*n - %ﬂo - -g;ra + %*ﬂ
+16%r0- 15-%;m +7-05Tyy = 7Qu ,

1=3, m=2:
2-0m+ 12-800+ v -Fbu-FTu+ Fra+ 2-5Ta-

42’%%: + 14.03-¥33 = 14-Sq3 ,

2.5+ 12-8Ta + Tbm = v + FTa—FTu + 2.5 0~

42-%&4:4- 14.05-T33 = 14:Qs3 ,

l=3, m=3
l4o%¢u + 'g;hz - g;hz + 56-%,—‘.“ - %I‘a + %I‘., +
“'g;ru + 14.05-Y43 = 14-Sg3 ,
14 --?‘Pu + %m —%ﬁ., - 55.%¢“ + %ira - %ir" +
56-%1‘“ + 14.03-Tss = 14:Qyg; ,
l=4, m=0:

8-Gpvm + 10-Fvha - 125y = 12870+ 30-Tovns + 9051

+18:04-990 = 18-Sy ,
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(A6.12)

(A5.13)

(AS.14)

(AS5.15)

(A5.16)

(A5.17)



=4, m=1:
-t +6-Fom + o - Fowo -3 L -3
+2 '%hz +21 '%rn +9:0¢%u = 9-Sa , (A5.18)
3-f6Ta+ 65T + oo - o~ 3-F5Twa + 35
+ 21%;1‘.,- 21 -%ﬁz +9.0¢Ty = 9-Qu , (A5.19)
J=4, m=2:

4'%#3 + 14-%#3 + %ﬁx - %;m - %Pn + %Pu + 56'%,-1'5: +
6-Gvs-2-Gm-28Tu 4 8.00v = 1850, (AB20)

4'%;":2 + M '%P 5+ gy-d’u - %h: + 'gir" - g;rn + 55-%;1’:3 -
56%*8 + 2%%3 - 2%;1‘.. +18-04-T¢3 = 18-Qq2 , (A5.21)

j=4, m=3:
200 + 16-Tovms + Fovma - Tovms + 2ot = Tl + s+
n-%r.. +18-0¢ Vs = 18-S , (A5.22)
2-5Tss + 16-FTus + Lt - Fvna =725 + Flua - Geria+

72-5T4s +18-0,-Tyg = 18-Qus , (A6.29)

l=4, m=4:
18-gve + Jons = s + 90-Fooha ~ s+ Tia +

wo?,;rw 18:0¢-¥es = 18-Seq (A5.24)
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18-%1‘“ + %m -%;m - 90'%;& + %;Pu -%;Pu +

90-%1‘“ +18-04:T¢¢ =18:Qqq (A5.29)

1=5, m=0:

lO-%ho + 20°%¢q - 20-%1'41 + 220590 = 2Sp , (A5.2¢)

}=5, m=1:

4'%%1 + %;ho-ﬁ'g;fu-ﬁ'%ru-f 1M-o5e9m = 11-8 , (A5.27)
+8rg+v0-62ra+62 11-05-Tgy =11.Q A5.28
uu'*wﬁw 3;024'53;%2*' os-Ty = s, (A528)

1=§, m=2:

5'?‘%3 + -g;ﬁu - 5’%;%: - 5'%;1'0 -%ru + 22-05:-953 = 22-8p3 ,
(A5.29)

6'%1'42 + %i’u + %;ru + 5'%"43- 6-%1‘“ +22-05:T53 = 22-Qq ,
(A5.30)

1=5, m=3:

s-gva+ Gva-Fra- 2G24T+ 20 =250,
(A5.31)

4'%1'4: + %ﬂz + 2'%%4 + g;ru- 2'%,-1‘« +22:05:Ts3 =22:Qns ,
(A5.32)
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}=5, m=4:

2fbu+ Gva-FTa+ 2onda =250, (AB3Y)
X 9 [ .o3-Tse =22 A6.34)
Qur«'*wiu*"&-ru-&?? o-Tye =22:Qu , (
1=5, m=5:
%;v"« - %l‘“ +22-05- 933 =22-544 , (A5.35)
g;é« + %;r« + 22-05-Tys =22-Qy . (A5.36)

Simplificando este conjunto de 36 equagSes diferenciais acopladas de primeiro grau
para um conjunto de 12 equagSes acopladas de segundo grau, obtém—se:

- ;.v.[[%l].vm + co-¥wo = Sy , (A5.37)
- 3% [LEe] - 1R (LG - 1 (L)
¥ (5 Ew) - V5 (L) - 15 (5 5 w)
+ 5:-059p = S;o , (A5.38)
-4 (250) - S (4w - & (L4 -
B4 (1) 55 (15w
10-03-9m = Sy, , (A5.39)
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- (3] - B % (L&) - %[5 &m
-5 (L5 - 45 (L) »
10-03-Tn = Qy, (A5.40)

s 1S Rt 1S R 2108 T
(bl - 4455w -
10-03-91 = Sy (AS5.41)

Qn (A5.42)



S5 (4 ETe) - [ - RE (LT -
Falnmr) - B (a5 - 55 (050 +

10-04-Tes = Quy . (A5.45)

4 (3w - BA(LE ) - BE (4w -
%; [%'%;%a] - %’i-%; [;l;.%;i’u] - -g; [%.%; ¢u] +
18-04-¥%4s = Sy , (A5.46)

Qu (A5.47)

-%.&[%‘%1’«] - #%[%‘%%4] - %[;'-&-Ou]
2 A2 AR IR TN
18:04-%s4 = Sy , (A6.48)

18-04- Ty = Q, . (A5.49)



Nestas equagies, o termn fonte é dado pos:

b5 (55 m) - b (L) + 3R (55w ¢
BlaGm) + &(LEm) + &[55™) -
%[%1%r“ - 2'%[%1%*”] + 2%; %l%h]
+2f (L& + 2§ (154 (A650)

: .

+35 (L Ew) 2 g (L 5w - (55w

S 1ER - TIRR AR TAEREAPE 20
+ 55 - 25 (5,5 + 5 (5,5 +
25 [, 5 v + 25 (5, 50 - [ B ) +
Vg r) -2 () -2 (4 &ra) -
Yo (55 - (3 5]+ B 5 (55 ) -
S5 (3,5 90 ) =355 (3,55 v0] + B (3, 5 v +
24 (L5 0]+ B4 (L0 + 3% (4 5m]
B (L% 35 (5] 5 (450

+ ;’g.% :%’% r.,] , (A5.51)
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- 0,-0 (3]0 4 (58] - & (%) + £(%4)-
w-g (28] -0 (W] + 355 (4,5 o) + §5 (5,55 90e) -
35 (4,5 0] + 35 (3,5 ) + J-35

1\_1:;'—.: aq
>
3

k(LR (b 45 s
vof (G hwm] bR (LG BR(LEm
T TS

£ 1ES TR IS THRS £ 108 10

B (L]0 ()-8 (]
VL (L] L (LS wa) PR (L5
cBg(hhra]sad L -wg (L)

2.5
é% [%n%"] +§% r%:%"‘ +’Igz' cagih‘: '?;%J'[?li.%h’]
+lggi %l%hl +g§ %lgih’ -% %l%m]-b%[%n%h]
3565w - A5 (L 5w s 5 (454 -
1 (45 + B (55T - 45 (45 w]-
1 (4% ) -5k [5G v - B & (L5 - B 5 (550
+ 95 (5 f ) - 1P 5 (4,5 ) - P& [ ve) +
gg% [%s%r"] +l?fg% [%s%r“] -60-% [%a% ""] -
60-%; [%s % Wo] - 60-% [ll.'a % l’“] +60 'gi [%l % I‘“] (A5.53)
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- same 8]k (3] w (] -+4(%)-

d (S [ 60 1 8 60 [1 &

o (0] -o5 (W] -5% (5w - 3% (L5 ")
1280 (1 8 , )1 128 (1 @
YIE GEY) T [:
120 (1 8 )
aa 10% ALIR &
608 [ ] 68
+3% (5,57 - 3%
00 (10, _so,o[
TE(HEM TR

60 8
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+
48 48 8
Q‘m Q‘“ me
‘:‘,N »
3
>
'
=
E
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+

-NH|zETe] (A5.56)
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i - oo 3] 5 (0] & 3] (%)
% (W vi[g“]'“w[gﬂ] “u[g“]”’ (4]

+2W[ ]+ [’aﬁ' ] ['aW*‘“]* [’aﬁh']
5L E R L) -1 (4 ET
115 (L E ) -HE (L&) -1 L 5w ]
Sa 1EX TORIE TR TRERS AL TN
1% (4,55 ve) - 75 (2,5 va ) + 35 (4 5 0
tk (3] - (G k] + 3% (4, 50)
35 %re]-d % (5 5]+ 55 (55T
*‘2'?1; [%a%r“]-z'% :%‘%I‘u: -2'% [%s%r“]
+2 (45 ra) 4 2g (3 5va] -5 (3, 5 va)
a1 THE S ACE-THEEE A0S 2
(48] -$4 [ re] B (L re
ST IIR I N
+§-%[%’%m]-s-%[%’%l‘“]-6-%[%’%1‘“]
-BE (5585 (5 %r] . (A5.57)
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Q= 18Qa- (W] - % [Su] -5 (3] - 5[] -
4-%[%]H-%[Q%:]-?-%[-s-a]-"-u[ 1]+ % (94
+ 552 vi[g”]"“vi[su]* % [5,%w)
"w[a.w*']* AR TR S|
P (LT TR (S )+ T (L5 -
‘%[%.%r”]—{%[uﬁr”] 75:"%]‘”]
d 9 [
W _nﬁ‘“] ﬁ[c;ﬁ"“
9 (10 59 9
w1 (L] 43505
(Lgv)-t4 (L4 w]-34(Lam
l‘n:+1%-% ?K % .

3""‘
= K

_L
+

4% Te) -1t ‘
o] 42 (b o] 42 4 0]

2 %%z} -12-% :%.-g; ¢u] + 1'% 2 .
g (L) (LG ) s g !
'2'%[%.%"“ nﬁ[o%"“%%'% o

)
;]
+6§i[a,w*“] +°ay[7 gi ]"!5‘?'%? :%sgi*“]
)
&

+ng% 057!"“]"'65[0:51‘“] 65[%1

+ R 5 (L] -8B [ 5m). (A5.58)
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Sa = 15a -5 (3] -5 (3] - 55 (U] - 5 (U]

(98] ] 4] - (]

R TN ST RS S 6% 2
= 1 18 RS AR T R SR 1
1o (5 %rs) a5 ) - L )
s (L) -k (L] a5 (L5 %)
rak(LFre]rag (L& ]+ 2k (5 5)
+orly (5 Te) -1 (5,5 %) + 55 (4, 5 o)
2 1R TN S IER TR 1EX 20
3% (5% re)- 0% (55 Te) + 15 (15 Te
+35 (LG Ta) -3 5 (L ara] ¢k (55 T]
+35 (3% Te)rog (5,5 ve)+ o 5 5 0]
B& (5G] +om(d 5] -1&(45m)
+§.%[l”,?‘ r..] , (A5.59)
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Qe = 13'043'%[%]*’%‘[% +n"gy' [%]*’%[Qﬁ

4 [94]- e () )04 (2]
10

S AER SRS SRS IR £ 108 20)
3 !

(A6.60)
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Os momentos originais da expansbo podem faciimente ser reconstruidos a partir
das equacies onginais (A5.1 — A5.36), desde que as equages para cs dose momentcs
(¥oo. ¥20, ¥a1, T'a1. ¥, T2, ¥ao, a3, Ta3, ¥as, Tas, ¥a4, T4¢) tenbam sido solucionadas

convenientemente.
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APENDICE 6

CONDIGAO DE CONTORNO DE REFLEXAO

Em seus diversos trabalhos [33, 39, 40, 41, 42, 43}, Fletcher utilisa condigdes
de contorno de trés tipos:

1) continuidade dos momentos nas interfaces;
u) superficie livre,

1) reflexdo.

Neste trabalho, apenas as duas pnmeiras foram utilisadas no desenvolvimento do
Capitulo 5. A terceira condigdo, como proposta por Fletcher, pode ser escnta "
Em um contorno reflectivo, 0 momento & sero se s harmonica que o atravessa é

impar enquanto que a denvads normal é sero no caso par "

Em nenbum de seus trabalhos Fletcher apresenta qualquer indicagio sobre a
demonstracio de tal condigio de contorno, cuja interpretacio por s #6 j& é motivo
de dividas. De seus trabalhos, pode—se supor que as harmonicas pares sejam aquelas
em que a soma dos indices dos momentos seja par e a fun¢ho do angulo asimutal
sejs o cosseno, ou, a soma dos indices é impar ¢ a fun¢ho do angulo ammutal é o
seno. Por outro lado, as harmonicas {mpares séo aquelas em que a soms dos indices
dos momentos é par e 8 funcho do angulo asimutal é o seno, ou, a soma dos

indices é impar e a fungho do angulo asimutal ¢ o cosseno.

Assumindo a interpretacio dads acima, coetente com o fato de s harménica

ser dada pelo produto ds fungho associada de Legendre (par se s soma dos indices ¢
par ¢
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fmpar se a soma dos fndices é impar) pela fun¢io do fngulo asimutal (comeno — par - ¢
seno ~ fmpar =), o tratamento dispensado a este tipo de condigho de contorno pode ser
incluido a partir do tratamento apresentado no ftemn 5.1. Neste caso, isolando o termo de
contorno da equagio 5.10:

I=-otn, I u,-?“-ui dAe
Ae

verifice—se faciimente que, no caso de a harmonica ser impar, 0 mesmo tratamento
apresentado para condigio de contorno tipo superficie livie ¢ harmonica outra que nio a
dada pelos indices (o) pode ser aqui aplicado (condicio de contorno de Dinchliet).
Entretanto, se a harmonica é par, 2 2 p-V ¢b= 0. Para este caso, a onentagio da
superficie influencia no valor da integral que esta sendo calculads. Com isto, cada
orientacio deve ser analisada separadamente.

A6.1] - normal paralela s um dos eixos ortogonais do sstemsa de

coordenadss: ny=n,=0 (// &) ou ny=ns=0 (// &) ou ny=n,=0 (// &):

1=-apn | Np-G5 NYdAe = 0.
Ase

A6.2 ~ normal paralels a um dos plancs ortogonais:

2 0, =09 n,-%N;+n.-%ﬂ; =09

== [ oo Ny ds Niane = = -,

Ae 6
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b) ny=0 2 n.--g;N;-fn.--?‘N; =02

o -
1=-[ atn Np-g NtdAe = et - om A

Ao ¢ 6

¢) D;=0 3 n,-g;N;-o-n,-?,;N; =09

A6.3 = O plano nio oferece nenhuma orientagio especifica, ou seja: n, # 0,
ny # 0, ng # 0. Desta forma:

_ l(af = of)n, 7 + (af ~ af)n, F]] @
6

I (A6.1)

A equagio acima sintetiss as trés hipoteses anteriores, s menos do ftem (c) ds
hipétese (A6.2). Contudo, se n;=0, pode—se for¢ar n,=-n, na equacio acims, levando
a0 resultado esperado. Desta forms, a equacio (5.10) pode ser reescrita agors em sus
forma completa, incluindo condiglo de contorno de reflexiio e superficie livre como:




Aam+ AN+ AR L
6

LE:&;{

O+ 6i) A8 ('[(a:-a:)ny R e o K

120 )
(1+46;;) @
L]
(v A [ e ] ” , (A6.2)
sendo que (=1 pars elementos do contorno com condigio de

contorno tipo reflexio e ordem do harménico

par,
(=0 para os demais casce;
(v=1 para elementos do contorno com condigho de

contorno tipo superficie livre ¢ momento (p,0) ~

Yoo;

(v=0 nos demais cascs.

Pode—se destacar ainda que, para a aproximagido Pl, ou sejs, para a equagio de

difusio, s formulagio acima fica simplesmente redusida a

l=-¢g-n‘J‘ N}-%‘-Ngu' =0,
Ao

qualquer que sejs s orientacho da superficie. Este resultado esté em acordo com as

formulagdes usuais da equacio de difusso.
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Apresenta—se a seguir diverscs testes a que o programa ETEFEH foi submetido
com a utilisacho das aproximagdes Pl e P3 e incluindo condigho de contorno de reflexio.

a) Problema nimero um: Simulagic de uma situagdo umdimensional com a
equagio de difusio (P-1) e comparacio de resultados com o c6digo CITATION e ainda
com a sojugio analftica;

b) Problema numero dois: Solugio da equagio de difusio com mumulagio de placas
paralelas,

c) Problema numero trés: Solugio da equagio de difusiio em um toréide;

d) Problema numero quatro: Solugio da equagio de transporte em um cilindro e

comparagio de fluxo total com coédigo DOT.
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PROBLEMA NUMERO UM

Titulo: Solugio da equacio de difusio para um restor composto de duas
regdes, mmulando situagio unidimenmonal para efato de comparagio
de resultados com solugio analftica

Descricio  Este problema pode ser representado em uma dimensiio pela figura
A6.1 abaixo. As duas regides apresentam constantes fisicas idénticas,
sendo que na regiio 1 tem—se uma fonte uniformemente distribufda e
que emite 100 néutrons/cm3/s, enquanto que a regiio 2 nko apresenta

fonte.

L.=05cmt; Li=lemt; D=03333camn; d=0cm; SL=3cm.

regido 2 . regido 1 L regido 2
r 1

FIGURA 6.1 - DOMINIO DO PROBLEMA 1

Condic3es de contorno: ¢ £) = ¢ =) = 0.
A solugo analitica é dada por:
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(1w Ty )] o5 5%,

#x) =
2-8-vinh [ (s«)-@ ] . Texcr

onde:
i
cah[ JJT-Fj '
et
conh[ JJ—’:—bT:
QBS:

1. Por questdes de simetria, a solucio apresentada representa apenas o

dominio [0<x<3], sendo que a condigio de contorno %& 0= 0 foi incorporada.

Desta forma, ¢(-x) = ¢(x);

2. Este problema foi solucionada em trée dimensdes pelo programa ETEFER
e também pelo codigo CITATION. O problema é simétrico nas diregdes dos eixos 3 ¢ ¥
(condicho de contorno de reflexbo nas faces paralelas ace plancs Oxs ¢ Oys), sendo que a
variagho unidimensional do problema proposto ¢ representads unicamente pels variagho
no eixo 3 do problema tridimensional (reflexio no plano Oxy e superficie livre para o
plano paralelo s Oxy que passa pelo ponto (0,0,3)).
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TABELA A6.1 - RESULTADOS PARA O PROBLEMA 1

Posiciio Aﬁ‘gﬁ. CITATION| ETEFER
0.000 | 167.358 167.61
0125 | 166974 167.1 166.88°
0250 | 165.816 166.07
0375 | 163854 164.0 163.71°
0.500 | 161044 161.29
0625 | 157318 157.6 157.07¢
0.750 | 152501 152.83
0875 | 146750 147.1 146.34°
1000 | 199.659 139.87
1125 | 1311150 1318 130.51°
1250 | 121,025 121.19
1375 | 109045 110.0 108.06*
1.500 94.930 95.00
1625 80,695 97 81 63°
1750 68.355 68.34
1875 §7.620 57.0 §8.23°
2,000 48239 48.18
2125 39.990 29.6 40.38°
2.250 32,680 32,62
2375 26.138 2.9 26.38°
2.500 20.210 20.16
2,625 14.756 14.6 14,89
2.750 9.649 9.62
2.875 4.769 47 481°
3.000 0.000 0.00

* corresponde a valores interpolados no programa ETEFEH, j4 que 0 mesmo calcula a
vanavel fluxo nos nds da discretizacio do domifnio.

A discretisacio deste problema com o codigo CITATION apresentou 13x13x13
"mesh points”, enquanto que com o programa ETEFEH foram utilisados 6x6x12
elementos hexaédricos (total de 2502 elementos tetraddricos).




Fluxo Normalizado

— Solucdo Anaglitica

+ ETEFEH

1.00 —
1

0.75 —

0.50 —
-
.T

0.25 —
-
-

0'00 III'I!II]IT"T
0 1 2 3

Eixo Z (cm)

FIGURA A6.2 - FLUXO PARA O PROBLEMA 1.
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Titulo

Descricio

PROBLEMA NUMERO DOIS
Solucio da equagho de difusio para um domimo composto de duas
rehoes ¢ mmulando situagio bidimensional, para efato de sndlise de

senmbihdade com relagho as vanacSes em diversos parimetros.

Este problema pode ser representado tndimensicnalmente pela figura
AB.3, sendo que o espacamento na vanivel 3 é uma das vaniaveis em
estudo. As dimens5es do problema nas vaniveis g e y sio de 4.5 cm
a 4.5 cm, sendo que a regio 2 é representada por um quadrado menor
de 1.5 cm a 1.5 cm. As condiges de contomo sio de reflexdio no exxo
s (mmulando simetna ao longo da coordenada s) e superficie Livre
para os demais contorncs. As constantes fisicas para as duas regoes
830 as mesmas, valendo £, = 05cm™; I, = 1 em™;, D = 0.333 em;
d = 04 cm. A regio interna possus fonte de emitindo 100

particulas/cm3/s, enquanto que a regiio externs nio apresents fonte.

FIGURA A6.3 - DOMINIO DO PROBLEMA 2
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Um primeiro teste realisado com o programs apresenta o dominio discretisado em
18x18x]1 elementos hexaidricos, sendo que o espacamento entre nis comsecutivos &
constante, valendo 0,5 cm. O espagamnento adotado para a varibvel g também é de 0,6
cm. O valor espetado pars o fluxo neutronico calculado pelo programs para as pomcles
de coordenadas A= (-1,0,-20,00), B=(-10,2000), C=(1,0 -20;00)
D=(1,0,20,00), E=(-20;-10;00), F=(-20,1000), G=(20,-10,00) e
H=(2010,000 1=(-10,-20,05), JI=(-1,0,20,05), K=(1,0-20,0,5),
L=(10, 20,05);, M=(-20 -10;05), N=(-201005);, O0=(20 -10,05) e
P=(20; 1,0, 0,5 é o mesmo (por questdes de mumetna). No entanto, observa~ee que o
resultado apresentado pelo programa pho corresponde s esta espectativa, apresentado
desvics entre os diversos pontos. Com o objetivo de representar um estudo sobre estas
vanagdes, este problema apresenta alguns testes com relagio &s vanaveis que podem
influenciar o resultado final do problema.

Assim, o segundo teste realisado apresents o mesmo problema solucionado em
geometns equivalente s 3I6x36x1 elementos hexaédricos, correspondendo & um
espacamento de 0,25 cn entre nés visinhos. O espagamento com relaglo ao eixo 3 for
mantido em 0,25 cm. Para posmbilitar ests simulagho, foi utilisada a simetnis do
problema e considerou-se apenas s parte positiva do dominio (foi solucionado apenas
uma quarta parte do problems original), com condigko de contorno reflective nos plance
ortogonais Oxs ¢ Oys. Com ests sproximacio, pasam » ser considerados como pontos
com mesmo valor de fluxo apenss aqueles em que todas as coordenadss so positivas, ou
seja, com relagio acs pontos do teste anterior, apenas D, H, L, P posuem mesmo
valor de fluxo, uma ves que 08 demais pontos nio existem.

Um terceiro teste realisado com este problema refere~se a0 espacamento adotado
0o ¢ixo 3, que foi sedusido pars 0,05 cm. Foi mantida a relagho do segundo teste pars s
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demais piance, ou sejs, espacamento de 0,25 cm em née visinhos. Os pontos de interesse
peste caso passamn a ser D= (1,0,20;00), H=(20 10, 00), Ls=s(10;200,05),
P=(20, 1,0, 0,05).

Um quarto e iltimo teste realisado neste problema foi redusir o espacamento no
eixo 3 para 0,005 cm, mantendo uma ves mais o espacamento de 0,25 cm entre nis
visinhos nos demais plancs. Neste ultimo caso, oe pontos de interesse sdo:
Dx(1,0,20; 0,0), B (2,0, 1,0, 0,0), L = (1,0, 2,0, 0,005), P = (2,0, 1,0, 0,005).

Com os quatro testes realisadcs, pode ser observado que hi grande melhoria na
convergéncia de resultados de um problemsa para outro, na sequéncia em que estes foram
apresentados. Assim, a tabela AG.2 apresenta o valor obtido para o fluxo nos pontos A,
B,C,D,E,F,G HI1J K L MN,O,P para cs quatro testes realizados e ainda o
valor médio obtido para cada caso teste.

Da observacio dos resultados apresentadcs na tabela A6.2, pode-se inferir que o
programa apresenta resultados que tendem a convergir com a diminuicho do volume do
elemento modelado. Desta forma, desde que o niimero de elementos para qualquer
problema tridimensional é elevado (este problema, por exemplo, apresents, em suas
quatro versdes, 1944 elementos tetraédricos e 722 nés, resultando em uma matris dos
coeficientes de 722x129, j& utilisando & estrutura bandeads da matris, com sua melhor
otimisacio), a versio atual do programa ETEFEH apresenta como restricho severa o
tratamento de problemas onde o conhecimento preciso do fluxo seja requerido.

A figura AG.4 apresenta o fluxo pars 0 caso teste nimero 4 deste segundo problems
com um corte pels diagonal x=y, 5=0,0 am.
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TABELA A6.2 - RESULTADOS PARA O PROBLEMA 2

i
g.

Teste 1

Teste 2

Teste 8

Teste 4

M,371964

34,508843

M,687592

35,19725

34,6866

34,6852

35,305296

34,607548

34,624518

34,198312

35,218638

34,686042

34,599504

,349166

34,224106

34,624663

34,607416

WiOol|lZ2|E||R|v|"|=H|Q|W|WM|O]|OQ|@| >

MEDIO

85,273977
3,70

34,920662
4,66

34,6890
34,6849

34,6852
34,0852

DESVIO

20,35

+ 0,23

« 0,0032

& 0,0009
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FIGURA A6.4 - FLUXO PARA O PROBLEMA 2
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PROBLEMA TRES

Titulo: Solucko da equagio de difusio para um domimo toroidal.

Descricio  Este problema conmste em solucionar a equagio de difusio em um

tordide com trés regdes distintas, representando uma fonte na regio
central emitindo 1.0E0S particulas/cm3/s ¢ duas regides exteriores

FIGURA A6.5 - DOMINIO DO PROBLEMA 3

Utilisa~se & simetria do problems pasrs & modelagem do mesmo, sendo que o figurs
A6.5 abaixo represents ests modelagem, ressaitando que o programa subdivide os
elementos bexaédricos representados abaixo por elementos tetraddricos. As constantes
fisicas de cada regido sio apresentadas na tabels A6.3. O valor de distincia extrapolada
utilisado ¢ de 1,5 cm.
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FIGURA A6.6 - MODELAGEM DO PROBLEMA 3

Na figura anterior, define-se angulo polar como sendo o angulo que percorre a

circunferéncia menor do torcide (x) e angulo toroidal () como sendo o angulo que

percorre a arcunferéncia maior do mesmo.

TABELA A6.3 - DADOS DO PROBLEMA 3

Regiio L. (cm™) D(cm) | S(n/em?/s) | Raio (am)
1 04 0,74074 1,0E056 05
2 04 0,74074 0 45
3 0,2 0,33333 0 50

As figuras A6.7, AG.8 ¢ AG.9 apresentam o fluxo neutrénico para diverscs cortes no
dominio, sendo que no primeiro caso ¢ realisado um corte oo plano s=0 cn por um raio
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a 45° do angulo polar. No segundo caso, o corte é realisado no plano 3=0 am, passando
anda por Raio=3 cm e a vanacio se dé no ingulo polar. No terceiro caso, o corte é
realisado no plano 3=0 cm, pessando por Raio=1,6 cm ¢ a varisgho ocorrendo no
angulo polar. Nes figuras A6.7 e AG.8 o resultado esperado é uma contante para o fluxo
(devido & mmetna do problema), sendo que o resultado obtido pode apenas ser

conmderado rasoével.

25000.00 +

2G000.00

At tanag

-

'» 15000.00

100C0.00

FLuxn (aw'2

5000.00

O:OO|llr'_,r'TV'lilefll¥]TI'll

0.00 2.00 4.00
DisTAnCIA (QW)

FIGURA A6.7 FLUXO PARA O PROBLEMA 3 - CORTE 1
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FIGURA A6.8 FLUXO PARA O PROBLEMA 3 - CORTE 2
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FIGURA A6.9 FLUXO PARA O PROBLEMA 3 ~ CORTE 3
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Titulo:

PROBLEMA NUMERO QUATRO

Solugho da equagio de transporte para reator cilindrico em duas
regdes.

Este problema consiste em solucionar a equagio de transporte em
geometria tnidimensional para um reator cilindnco em duas regides.
As dimensSes do ailindro sio: altura 6 cm e raio § cm. As constantes
fisicas nas duas regioes sido idénticas, sendo que na regio interns do
cilindro (correspondendo a um cilindro menor com raio de 2,5 cm) ha
uma fonte emitindo 1 partfcula/cm?/s. As faces externas do cilindro
apresentam condigdo de contorno de superficie livre, com valor
adotado de 1=0,5. O fluxo total obtido por meio do programa
ETEFEH (384 hexaedros) sera comparado com a solu¢ao obtida pelo
codigo DOT (12x12 "mesh points"), adotada como padrao. Na figura
A6.10 é representads a modelagem do problema para o programsa
ETEFER, ressaltando que os elementos hexaedricos destacados na
figura sio subdivididos em elementos tetraedricos pelo
pré—processador.

S

FIGURA A6.10 - MODELAGEM DO PROBLEMA 4
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As figurss A6.11 e AG.12 reprwentam o fluxo total por meio de cortes no dominio,
sendo que no primeiro caso é apresentado um corte em 3=3 cm e por um ingulo de 45°
para a solucho do programa ETEFEH, enquanto que para o cédigo DOT o corte se da
para 3=2,75 cm, sem referéncia a ingulo (vale ressaltar que o c6digo DOT soluciona a
equacio de \ransporte bidimensional, sendo neste exemplo utilisada opgio de geometna
1-3). No segundo caso, o corte adotado para o programa ETEFEH passa por x=y=0 cm
e para o codigo DOT é utilisado Raio=0,26 am. Os resultados obtidos neste exemplo

para o fluxo total podem ser conmderados aceitavers.
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0.00 2.00 4.00
Ra10 (ow

FIGURA A6.11 FLUXO PARA O PROBLEMA 4 -CASO |
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FIGURA A6.12 - FLUXO PARA O PROBLEMA 4 - CASO 2
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