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MODELOS APROXIMADOS PARA O CALCULO DO
TRANSPORTE DE PARTICULAS NEUTRAS EM DUTOS

Shizuca Ono

RESUMO

E estudado o problema de t.ransﬁorte de particulas neutras em dutos
vazios de secdio transversal arbitrdria mas uniforme ao longo do eixo. com reflexio
isotropica na parede interna do duto. Fungdes de base sdo utilizadas para representar
as dependéncias transversal e azimutal do fluxo angular de particulas. Para duas
fungoes de base, é implementada uma otimizagao no método. decompondo o problema
em componentes nao-colidido e colidido. Um novo conjunto de quadraturas, mais
adequado ao problema, é desenvolvido e gerado por meio da teoria construtiva de
polinémios ortogenais. E também desenvolvida e implementada a aproximacao com
trés fungoes de base. para melhorar a precisio dos resultados. Para ambos os modelos,
de duas e de trés fungoes de base, ¢ introduzido o problema dependente da energia com
o formalismo de multigrupos. Os resultados dos problemas-teste sio comparados com

resultados publicados e com os obtidos pelo cédigo de Monte Carlo, MCNP,



APPROXIMATE MODELS FOR NEUTRAL PARTICLE
TRANSPORT CALCULATIONS IN DUCTS

Shizuca Ono

ABSTRACT

The problem of neutral particle transport in evacuated ducts of arbi-
trary, but axially uniform. cross-sectional geometry and isotropic reflection at the wall
is studied. The model makes use of basis functions to represent the transverse and
azimuthal dependences of the particle angular flux in the duct. For the approximation
in terms of two basts functions, an improvement in the method is implemented by
decomposing the problem into uncollided and collided components. A new quadrature
set, more suitable to the problem. is developed and generated by one of the techniques
of the constructive theory of orthogonal polynomials. The approximation in terms of
three basis functions is developed and implemented to improve the precision of the
results. For both models of two and three basis functions, the energy dependence of
the problem is introduced through the multigroup formalism. The results of sample

problems are compared to literature results and to results of the Monte Carlo code,

MCNP.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objeto de estudo a equacio de transporte de
particulas no interior de um duto. A maior énfase se concentra no método de derivagao
das equacoes aproximadas, as quais nao tem a forma usualmente encontrada em outros

problemas de transporte.

1.1 Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabalho é obter a solugio da equacio de transporte
em cutos visando alcangar resultados mais precisos ¢ introduzir formulagoes que tor-
nem a descricao do problema mais proxima do problema real do que os modelos jd
desenvolvidos por outros autores, discutidos na Segdo 1.3.

O modelo é desenvolvido utilizando a técnica dos residuos ponderados,
particularmente o método de Galerkin, e a solugdo numérica é obtida via método de
ordenadas discretas.

Umea otimizagao do modelo aproximado de duas funcoes de base é efetua-
da. decompondo o problema em componentes ndo-colidido e colidido, antes de resolver
a equacao por ordenadas discretas. E estudado e gerado wm novo conjunto de quadra-
turas, mais adequado ao problema. E também introduzida uma terceira funcao de base,
relevante ao problema, que aumenta a precisao dos resultados. Para os dois modelos,
de duas e de trés fungoes de base, é desenvolvido e implementado o modelo de multi-
grupos, usando-se albedos dependentes da energia na condigdo de contorno da parede
interna do duto. Os resultados obtidos sdo comparados com os resultados publicados
e os obtidos do cddigo de Monte Carlo, MCNP,? modificado adequadamente.

Por meio dos resultados dos problemas-teste é feita uma comparagao e

avaliacao dos resultados do modelo aproximado e do problema real.
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1.2  Estrutura do Trabalho

A apresentagio do trabalho é feita da seguinte forma: no Capitulo 1, de
Introdugao, sao apresentados o objetivo do trabalho. a estrutura de apresentacao ¢ a
revisao bibliogra’.ﬁca. No Capitulo 2 é mostrada é formulacio geral do problema e do
modelo aproximado; no Capitulo 3 é desenvolvido o modelo de duas funcoes de base com
decomposicao da solugdo em componentes nao-colidido e colidido e também a obtencao
de novos conjuntos de quadraturas. No Capitulo 4 ¢ apresel.ltado 0 modelo com trés
fungoes de base e no Capitulo 5 as aproximacoes de duas e de trés fungoes de base
com dependeéncia energética. Todos os resuitados numéricos obtidos sio fornecidos no
Capitulo 6. Por fim no Capitulo 7 sdo apresentadas as consideragoes finais, destacando

as contribui¢oes deste trabalho, as conclustes e possiveis trabalhos futuros.

1.3 Revisao Bibliografica

O interesse no célculo do transporte de particulas no interior de dutos
estd ligado principalmente ao cdleulo de fluxo de moléculas de gases em tubos, estudo
do transporte de particulas atémicas e moleculares em reatores a fusio e também a0
calcwlo de transporte de néutrons em blindagens para reatores nucleares. No easo
especifico da fusdo nuclear, o plasma na regizo da borda de v tokamak é neutralizado
por wm dispositivo mecanico e as particulas neutras resultantes sio desviadas por
dutos vazios de onde sao esgotadas por bombeamento. Estas particulas ndo possuem
uma distribui¢do energética em equilibrio ao penetrar no duto, portanto se locomovem
a uma velocidade maior que a velocidade nominal de bombeamento. Para verificar
quao rapido ocorre o estado de equilibrio, o fenémeno foi simulado com o método
Monte Carlo. O fato dos cdlculos com aplicacio do método Monte Carlo serem muito
onerosos, motivou Prinja e Pomraning a propor, em 1984, um modelo aproximado de
transporte em dutos®” cuja linha de pesquisa é seguida pelo presente trabalho. Foi
desenvolvido um modelo unidimensional para solugdo de problemas de duto vazio, de
segao arbitrdria mas uniforme, independente da energia, com distribuigées de particulas

incidentes nas extremidades. As particulas entram no duto e fluem livremente colidindo
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apenas com a parede interna. O problema envolve cinco varidveis. trés no espaco e duas
na diregao. Este modelo permitiu a reducéio do niimero de varidveis de cinco para duas
(uma espacial e wna direcional). A formulagéo é baseada na justificativa fisica de que a
média da distancia entre colisdes na parede do duto, em relagio & segao geométrica do
duto e ao angulo azimutal, pode ser interpretada como um livre caminho médio. O livre
caminho médio cujo reciproco é a “seciio de choque de interagao” é funcgao do angulo
polar, cujo co-seno ¢ denotado por ,u..’A equacao de transporte final nas varidveis (z, u)
apresenta uma “se¢ao de choque de interagao” angularmente dependente ¢ proporcional
a (1 — )2,

Quase que simultaneamente ao trabalho de Prinja e Pomraning, Lar-
senr”’ desenvolveu o mesmo modelo, porém derivado matematicamente. A equagdao de
transporte, de trés varidveis espaciais e duas varidveis angulares, com as condicoes
de contorno associadas, é projetada no subespaco (z,41). obtendo-se uma equacéo de
iransporte em geometria unidimensional. Nesse trabalho ¢ demonstrado também que o
modelo de Prinja ¢ Pomraning corresponde & mais baixa ordem de aproximacao {uma
fungdo de base) em uma hierarquia de aproximacdes baseadas no método dos residuos
ponderados, sem contudo tratar das funcdes de base e de ponderagao aplicdvels a mo-
delos de maior ordem.

Em um trabalho seguinte, Larsen, Malvagi e Pomraning?? melhoraram
a precisao do modelo, considerando a aproximacio de préxima orderi, usando duas
fungoes de base, sendo por este fato, chamado de modelo N = 2. Nesse trabalho sio
descritos detalhes essenciais das fungdes de base e das fungdes de ponderacio apropri-
adas ao problema. A forma das fungdes de base para aproximar a solu¢io foi baseada
na analise de uma relagéio entre a fonte origindria na parede, a partir das particulas es-
palhadas, e o fluxo angular no duto. O problema é resolvido com o método de Galerkin
em que as fungdes de ponderagao sio escolhidas como sendo as mesmas fungoes de base
e o metodo variacional em que as fungdes de ponderacio séo as fungdes de base, mas
com a variavel angular €2, trocada por —€2. Entre os dois métodos utilizados, verificou-
se que o de Galerkin fornece resultados mais precisos.?? Para a solugdo da equagéo de
transporte foi utilizado o método das ordenadas discretas com um conjunto de quadra-
turas baseadas nos polinémios de Chebyshev do segundo tipo. Os autores obtiveram,

com este modelo N = 2, resultados numéricos de boa precisio quando comparados aos

e L ek ek § e Lk HP e a1 A o e Rt = a0 3o

. e i e e,
' BROTIT G vy ot ST R NUCSLEAREN |'

T T U ,,..._..,_.‘..-...,_._ﬂ_-_..‘k.h___..,’



1 INTRODUGCAO 4

resultados de referéncia, com um desvio méximo de cerca de 7% nas probabilidades
de reflexao e de transmissio, em varios problemas-teste resolvidos. Em 1996 Prinja®
aperfeicoou o modelo de transporte unidimensional em dutos. permitindo a migracio
da particula na parede do duto, através da introdugio de um nicleo de espalhamento
nao-local, onde a particula espalhada ¢ reemitida em uma posicio espacial diferente do

ponto de incidéncia.
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2 FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA

A formulagdo é apresentada considerando o problema de transporte de
particulas independente da energia, em estado estacionsrio, duto vazio. orientado ao
longo do eixo z. Particulas incidem nas extremidades do duto e fluem livremente,
colidindo somente com a parede interna. Uma geometria tipica. com a descricdo das
coordenadas da particula, é apreseutada na Figura 1.1. A secio transversal uniforme
¢ descrita por R = [(z,y}|h(z,y) < 0] ¢ a parede interna por AR = [(z, y)|h(z, y) = 0],
onde h(z,y) ¢ a fungio que define a forma da secio do duto. Por exemplo, para um
duto de segao circular com raio p, h{x, y) = 22 + 3% — p2. A drea. 4, da secio do duto

e o perimetro, L, sdo dados por

A=/Rdxdy (2.1)

L= /(;R ds, (2.2)

onde ds é um elemento de arco.
Considerando as hipéteses descritas, a equacdo de transporte para a

fungao distribuigao de particulas ¥(r, Q) no interior do duto é dada por
Q-VU(r,Q) =0 h<0, 0<z<Z (2.3)

onde r = (z,y, z) ¢ £} denotam, respectivamente, a posicao e a dire¢ido da particula no
interior do duto e Z é o comprimento do duto. As condigdes de contorno de distribuicio

de particulas incidentes nas extremidades sdo expressas como

U(z,y,0,82) = f(z,y,8), h<0 e Q.e>0, (2.4a)

Y(z,y,Z,Q)=g(z,y,Q), h<0 e Q-e<0, (2.4b)



Figura 1.1 Geometria do duto

onde e é o versor na dire¢do positiva de z. Para descrever a reflexio isotrépica na parede

mnterna do duto é utilizada a condigéio de contorno na forma padrag!® 20 eXpPressa Como:

-0 .-n¥(r, Q) = / p(r, & — Q)U(r. Q4. h=0, Q-n<0, (25)

Q'n>0

COIT:

p(r, Q' — Q) = =Z(Q - n)(Y - n), (2.6)

El

onde n ¢ o vetor normal orientado para fora na parede do duto, ¢ ¢é a probabilidade
da particula ser refletida para dentro do duto e portanto (1 — ¢) a probabilidade de ser
absorvida na parede ou escapar para a regido externa do duto.

Escrevendo o vetor diregao como

= (v1-pPcosp, 1 - psenp,p) =1 -2 w+pe, (2.7)
onde
w = (cos g, seny, 0), e=(0,0,1}, (2.8)

com —1 < p<1le0<¢ < 2r, sendo u definido como o co-seno do angulo entre 2 e

0 €ixo 2z, a Eq. (2.3) pode ser expressa como
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,u%lll(r, Q)+ (1 - )0 VU(r, Q) = 0. (2.9)
Esta equagao com as condigoes de contorno dadas pelas Egs. (2.4a), (2.4b) e (2.5)
descreve o problema tridimensional de transporte de particulas no interior do duto. A
reducao do problema de cinco varidveis para o modelo unidimensional nas varidveis
z e p é feita utilizando-se o método_dos residuos ponderados. Na formulacio geral
apresentada por Larsen, Malvagi e Pomraning® a funcio distribuicio de particulas

Wiz, y, 2, 1, ) ¢ aproximada como

Uir,y, 2z, 0. 0) = aj(z.y, )W, {(z, 1) (2.10)

M=

onde N é a ordem de aproximagdo, a;{z,y. ) sdo as funcdes de base escolhidas ¢
Wi(z, pt) sdo os coeficientes da expansio a serem determinados. Um conjunto de
equagdes para W;{z, 1) é obtido aplicando a técnica dos residuos ponderados e, neste
trabalho, optou-se pelo esquema cléssico de Galerkin, onde as funcoes de ponderacao
sao escolhidas como sendo as mesmas fungoes de base do problema, pela razio deste
esquema ter mostrado fornecer resultados mais precisos do que o esquema variacional,

Sendo a Iq. (2.10) uma aproximagio para a distribuicao de particulas,
W assim definida, néo satisfaz a equagdo de transporte no duto para qualquer escolha
de W;(z, p). Portanto substituindo a Eq. (2.10) na Eq. (2.9} e nas condicdes de con-
torno, resultam termos de erro, pelo fato da Eq. (2.10) ser uma proposta de solugdo
aproximada. O método dos residuos ponderados impde que estes termos de erro se-
jam ortogonais a certas fungdes de ponderacao J3;(z,y, ) para 1 < i < N. Assim, as

equagoes para W;{(z, 1) sio obtidas a partir das seguintes equagdes:

2 a
f ﬁi(xr i, (10)[#’&]‘1}(31 Y, z, Q) + (1 - Ju‘z)l/zw ' v‘l!($1y1 Z, Q)]d(pdl‘dy - O:
RJO

(2.11)

f / Bi(z,y, ) [ n¥(z,y, 2, Q)
OR Jw-
C

(2-n)(QY - n)W{(z,y,2,Q)dV]deds =0, h=0e -n<0, (2.12)

4 JY-n>0
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27 :
/ / Bilz y, o) ¥(z,y,0,Q) — flz,y, Q)]dedzdy = 0. 1> 0, (2.13)
r.Jo

/ / Bi(x Uz, y, 2,9 — g(z,y, V]dodzdy = 0. u< 0. (2.14)

validas para 1 << N. onde N é a ordem de aproximacéo do modelo.
As funcoes de base a; efungdes de ponderacio 3; sao escolhidas de modo

a satisfazer a condi¢do de ortogonalidade

2“[{// a;ds d:z:a’y—c)u 1<, 7 <N, (2.15)

Substituindo a aproximacao para a funcao distribuicio de particulas dada pela Eq. (2.10)

no termo 2 da Eq. (2.11) e utilizando a identidade?
B VU = w- V(3T — e - V. (2.16)
obtém-se

2w 27
/ ﬁ:(my,yua Zagzywl’(zu)d»cdfcdw// (1 — )7
RJO <

j=1
X {w VI3, y. )V (@ y. 2 p,9)] = Uz, y, 2., 0)w - Vi (2,9, sf)}d';drdy = 0.

(2.17)

Aplicando o teorema da divergéncia, expresso pela equacao

fV-FdV=/n-FdS (2.18)
v S

onde F ¢é uma fungdo continua, n é o vetor normal & superficie S e V é a regiio em

trés dimensoes delimitada pela superficie S e utilizando a equacio

1 a .
Vi(z,p) = 5 /R/ U(z,y, 2 1, 9) B2, y,0)dedrdy, 1<i< N, (2.19)
/ 0

obtida a partir da condigdo de ortogonalidade, a Eq. (2.17) pode ser expressa como

G, T o
B (o) = L—‘—U | w80 008z, )
z IR

o
’J0
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No primeiro termo do lado direito da equagéio anterior, a integral em ¢ pode ser escrita

como uma soma das integrais em w-n > 0 ¢ w-n < 0, fornecendo

d (1 — p?)/2 {/ /
—Wi(z,p) = ————— ng; Wz, y, 2. dods
pp Wiz ) ) on o ¢ (z.y. )W (z,y, 2. 0. 0)

+/ f w  n3i(z,y. 2)V(x, y. p, ¢)deds
w-n<0

// U(x,y. 2, p)w~V,x3i(5v:,t.;)d;;d.rdy}. (2.21)

Usando a Eq. {2.12), a integral sobre w - n < 0 nesta equacio pode ser escrita como

f / (r.y, ¢)w -n¥{z, w)dy ds—/ / iw n
n<t OR n<( w

P {/‘ (Q-n)¥(x,y, 2, Q’)dﬂ'} dpds. (2.22)
w’ -n>0

Substituindo este resultado na Eq. (2.21) e considerando que

1
/ (- n)()dY = / W' n/ (1— 12 (O dildy. (2.23)
'-n>0 w'-n>{ -1

tem-se
8 N C N
s Wilz ) + (1= 1)) " ay Uz, p ==Y by
e j=1 j=1
1
< [ - a. (229
-1
onde

Qiy; = — w'n/Bi T, Y, @)agley, d(,OdS
’ 2”‘4[ R Jwn>0 ( Jou( ?)

// -Vii(z,y, )]aj(as,y,ga)dc,od:cdy} (2.25)

1

bij = y [/ |w - n|B(z, y, (p)dcp} [] w - naj(CE,y,(p)ngJ ds.  (2.26)
47 A Jor [Jwn<o wn>0

Partindo das Egs. (2.13) e (2.14), obtém-se as condicdes de contorno

correspondentes. Para 2z =0¢ p > 0,
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/R :W Gi(z.y, 9)¥(z.y, 0, Q)dpdrdy = /R :ﬁ Bilz,y. o) flz.y. Qdpdady.  (2.27)
Utilizando a Eq. (2.19). obtém-se
U, (0, pe) =57 // (.y, ) flz y, . g)dpdady = fi(p). (2.28)
Analogamente. para 2 = Z e i < 0, tem-se
V.(Z, ) _,.A/ / i@y, 0)g(zy, p)d edady = g.{u). (2.29)

Na forma matricial, as equagdes do modelo aproximado podem ser escri-

tas como

¥ . 2 1
,LL—B%‘I’(Z, 1)+ (1= @)V2AW (2, ) = ?C(l — ,LLQ)I/ZB/ (1— ) 20 (2, 1) dyd
7 —1

(2.30)
para z € (0, Z) e o € [—1,1], com as condicdes de contorno
(0, 1) =F(p). p>0, (2.31a)
e
W(Z ) =G{u). pn<o, (2.31b)

onde as matrizes A e B tém como elementos {a;;} e {b;;}. definidos pelas Egs. (2.25)
e (2.26) respectivamente, e os vetores F(u) e G(u) tém como componentes {fi(x)} e
{g:(1)}, definidos pelas Eqgs. (2.28) e (2.29) respectivamente. Estas equagoes sdo vdlidas
para um duto com se¢do geométrica uniformé e qualquer conjunto de N funcoes de base
a; e N fungdes de ponderagéo j3;, adequadas ao problema, que satisfacam a Eq. (2.15).

A Eq. (2.30) apresenta forma similar & equacéo de transporte matricial
padrdo mas com a peculiaridade da matriz (1 — p?)Y2A | correspondente & matriz
das segdes de choque de remocdo, ser cheia e todos os elementos conterem o termo
(1 p")2, 0 que causa uma dependéncia angular. Esta caracteristica incomum foi

uma das motivagdes dos primeiros trabalhos nesta drea.?!27
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3.1 Desenvolvimento Tedrico

Neste capitulo € descrito o modelo com duas fungdes de base, mas antes
da discretizagio da equacdo de transporte no espaco e no angulo para a solucdo por
ordenadas discretas, o problema é decomposto em componente nio-colidido e coMpo-
nente colidido.'? A razéo para se adotar este procedimento estd no fato de que o fluxo
nao-colidido torna-se dominante distante da entrada do duto e apresenta nm pico em
torno de p = 1, sendo este fato mais acentuado quando a absor¢ao predomina sobre
o espalhamento na parede do dute. No método padrio usado por Larsen, Malvagi e
Pomraning, onde a equacio de transporte é discretizada sem a prévia decomposicao em
problema nao-colidido e colidido, hd necessidade de um grande niimero de ordenadas
para descrever satisfatoriamente a presenca deste pico. A decomposi¢do permite que
a solugao analitica do problema nao-colidido seja feita de uma maneira direta, descre-
vendo bem este pico, e o problema colidido, tendo um comportamento mais suave do
que o problema original, pode ser solucionado por ordenadas discretas, necessitando
de um nuamero relativamente pequeno de ordenadas para se obter resultados para as
probabilidades de reflexdo e transmissao com uma boa precisio numérica.

Partindo das Eqgs. (2.30) e (2.31), onde, na aproximacio de duas fungdes
de base, ¥(z, u) é um vetor coluna de dois componentes, A e B sdo matrizes cheias
2 x 2 que dependem da se¢io geométrica do duto, das fungoes de base e das funcées de
ponderagao escolhidas, e os vetores F(u) e G(p) sao considerados conhecidos, a solugéo

pode ser decomposta em problemas néo-colidido e colidido de tal modo que

‘I’(Z, Ju') = ‘I’U(Z,,U) + q,*(zhu’) (31)

O componente nao-colidido Wy(z, 4) satisfaz a Eq. (2.30) para ¢ = 0, isto &,

M%WO(Z’N) + (1 - #2)1/2A‘I’0(27 ,LL) = O) S (O? Z)a IS [_17 1]: (32)
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Ol
Vo0, 1) = F(p) (3.3a)
L}

Wo(Z. —p) = Glu), {3.3b)

para f¢ > 0. O componente colidido W.{z, ;1) por sua vez satisfaz

-

!'-f,il]:}*(zaﬂ) + (1 - }uz)l/‘zAlp*(zu ,U) = ..;(1 - fu’g)l/zB

1 |
X/rl—ﬁﬁW@JﬁMMM*QtwL (3.4)

1

z€(0,Z) e € [~1,1], e as condigdes de contornos livres

U, (0,1) =0 (3.5a)

. (Z —n)=0, (3.5b)
para f¢ > 0. O vetor fonte Q(z. 1) na Eq. (3.4) é dado por

1
Qlz,p) = &(1 - ;52)1/2]3/ (1— ;L’E)I/Q‘I'O(z,ﬂ')d,u’ (3.6)

w 1

e torna-se conhecido uma vez resolvido o problema nao-colidido.

3.2  Solucao do Problema Nao-Colidido

O problema néo-colidido definido pelas Eqs. (3.2) e (3.3} é soluciona-
do por um procedimento de diagonalizacio, obtendo-se uma solucio analitica. Neste

procedimento é definida uma matriz P tal que?
P AP = A, (3.7)

onde A é uma matriz diagonal com os autovalores A1 e Ay de A como elementos. Para
que a Eq. (3.7) seja verdadeira, P deve ter dois autovetores independentes de A como

colunas.

Multiplicando-se as Eqgs. (3.2) e (3.3), pela esquerda, por P! tem-se
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o

,u.%’r(z, )+ (1= gAY (z, 1) = 0, (3.8)

para z € (0, Z) and g € [—1,1], com

Y(0,p) = P 'F(p) (3.9a)
&
Y(Z,~p) = P G(p), (3.9b)
para ;i > 0, onde
Y(z, ) = P 1 Wg(z, ). (3.10)

Desde que os componentes de Y(z, ) sao desacoplados no problema
definido pelas Egs. (3.8) e (3.9), usando a relagio dada pela Eq. (3.10). obtém-se a
solugdo das Eqs. (3.2) e (3.3) na forma

Uo(z, 1) = PE(z, 1) P7'F (1) (3.11a)

Wo(z, —p) = PE(Z — 2, ))P71G(p), (3.11b)

para z € [0, Z] e i > 0, onde E(z, ¢) é uma matriz diagonal 2 x 2, definida como

E(z, yt) = diag {e“)““"“z)wz/“, e_)‘z(l”‘z)mz/“} : (3.12)

Para se obter a solugdo do problema expresso pelas Egs. (3.11a) e {3.11b)
devemn estar determinados os autovalores da matriz A e os clementos da matriz P e de

sua inversa. Na Eq. (3.7), P pode ser escolhida como

Al — Q2 Az — Qg2
P= (3.13)

g1 21

e a sua inversa, neste caso, é

1 —(/\2 - azz)/flm
- _ (3.14)

-1 ()\1 —azz)/am




T
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Para a obtengéo dos autovalores de A tem-se
det(A — AI) =0 (3.15)
e para este caso, N = 2, os autovalores devem satisfazer a equagdo
A — (trA)X + detA = 0. (3.16)

-

Portanto para j =1 e 2,

A

[(au + (I-Qg) - (—l)j \/(C[-u - (122)2 + 4&12(1,;1:} . (517)

[N

g

onde ay; sido os elementos da matriz A.
Substituindo as Eqs. (3.13) e (3.14) na Eq. (3.11) tem-se a solucao do

problema nio-colidido expresso pelas equacdes:
Wolz, 1) = [Ulge_*l(l‘“z)mz/“ + Ugle'h(l““z)mz/“] F{u) (3.18a)

\Ilo(.Z: _Pf') — [Ulze-/\l(lﬁ;.gz)l,’?(z-z)/;i + U21e—,\g(l—ﬂz)lﬂ(ZMz)/p:l G(M), (318b)
para z € [0, Z] e o > 0, onde

. A — a9s —()\t - (ng)(/\j - 02‘2)/(121

U =
TN

(3.19)

Q21 *()\j - 022)

Desde que nenhuma restricio foi feita para a deducéao destas equacoes
nos casos dos autovalores serem reais ou pares complexo-conjugados, a solucdao dada
pela Eq. (3.18) ¢ vélida para ambos os casos. No caso de autovalores complexos, para

evitar os cédlculos no modo complexo, definem-se estes como A r £ 1)A;, onde a parte

real € Ap = tr(A/2) e a parte imagindria é \; = %\/|(a11 — a)? +4aj5ay|. Assim a

Eq. (3.18) pode ser escrita como

Wo(z, 1) = T(z, p)F(p)e == /n (3.202)
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Wolz, —p) = T(Z — z, ) G{p)e =) E =) (3.20b)

onde a matriz T{z, 1) de ordem 2 x 2 é dada por

1 .
T{z, 1) = cos[Ar(1 — )22/ p] 1 - T sin[Ar(1 — p)22/ 1] M, (3.21)
I
com
%(ﬂu — a2} 12
M = (3.22)
@21 %((1-22 —ayy)

No caso de um dut.o circular os autovalores de A sdo pares complexo-
conjugados; o discriminante da Eq. (3.17) é sempre negativo. Mas nada pode ser
concluido em relacao a outras formas de segho do duto. Para uma andlise mais com-
pleta, considera-se também o caso em que os autovalores sdo iguais. Neste caso a
solucao pode ser obtida fixando A; na Eq. (3.18), fazendo A} — Ay e usando a regra de
L'Hospital. Obtemos

1 - . o 241/2
Uo(z, p1) = {I — ;(1 - ,u,r")l/zzM] F () WA A-p5)1 22 /0 (3.23a)

Wo(z, —p) = [I S L(1— )z - Z>M] G(u)e rAMO—EHZ-2/n (3 93p)
i .

Esta mesma solugio pode ser obtida a partir das Eq. (3.20) e (3.21), fazendo A; — 0
na Eq. (3.21).

3.3 Solucao do Problema Colidido

Uma vez solucionado o problema nao-colidido, o vetor fonte expresso pela
Eq. (3.6) fica determinado e as equagdes do problema colidido podem ser resolvidas
pelo método das ordenadas discretas.! A base principal do método é que a distribuicio

angular de particulas ¢ calculada em um nimero discreto de direcdes. A precisio que
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pode ser alcangada com o método depende em grande parte da escolha das direcges g,
e dos pesos associados w;. A obtencdo destes conjuntos de quadraturas serd tratada na
proxima segao.

Considerando um conjunto de quadraturas simétricas de ordem A/, rela-
tivo & fungao-peso (1 — p?)!/2, definidas pelos nés p, e pesos w;, parai = 1,2, ... M,

podemos escrever as Eqs. (3.4) como

-

d
piom ez ) + (1= 1) PARL . ) =

M

xZwJ (1) + Qlz. ), z2€(0,2), i=1,2,.... M. (324

I\J

C(l — )lsz

v

com as condicdes de contorno livres

. (0.)=0 (3.25a)

\I’*(Za _"Ju'i) = O? (335}))

para u; > 0. A varidvel espacial z é representada por um conjunto de valores discretos.
definida pelos pontos z, & = 0,1,..., K, de tal modo que a condicio de contorno a
esquerda do duto € em z; ¢ do lado direito em zg. Integrando a Eq. (3.24) no intervalo

(zp-1. z). obtém-se a equacio de balanco

Af
2
Wei = Wi + (1= ) PAT,, = =(1— y2)PBY by 4 Qo (3.26)

Jj=1

I
Ay

onde Ay = z; — zp_1, Wiy = (21, 1) é 0 vetor dos coeficientes para o fluxo angular
colidido no ponto z e ordenada p;,
- 1 [
q’k,i = - ‘I’*(Z, ,u,i)dz (327)
Ay

k-1

€ o vetor dos coeficientes médios no intervalo (2zk_1, z) para o fluxo angular colidido

na ordenada y;, e

1 e
= —-— Z, ) )dz 3.28
A ] Qlz, ) (3.25)
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é o vetor fonte médio neste intervalo e nesta ordenada. As condi¢Ges de contorno sao

dadas como

Py, =0, w; >0 (3.29a)

Wy, =0, i < 0. (3.29b)

O vetor fonte definido pela Eq. (3.6), com a solucao do problema nio-

colidido dado pela Eq. (3.18) pode escrito para A; # Ay como

_ 2c

Qrs = rrh—Ak(l — 1) PB AU (Xig + Y] + U [Xoy + Youll, (3.30)
onde
Xk = )%/01 MR S [1 — 6_’\1(1_“2)1/2&“/“] F{p)du (3.31a)
¢ 1
Y= /\%/(; ,ue_’\i(1_“2)1/2(2_:"')/“ [1 - ef’\j(lf“g)wé‘k/”] G (p)d, (3.31b)

e a matriz Uy; ¢ definida pela Eq. (3.19). A Eq. (3.30) é valida para o caso geral
de autovalores reais ou complexo-conjugados. Particularmente para o caso onde os

autovalores sdo complexo-conjugados, escrevendo-os na forma Ap £ {);, temos

_ 2c
_‘JTA;C

Qy.i (1—p2)?B Ly + Ry}, (3.32)

onde Q = 1/\/A% + A e Ly ¢ Ry, sdo vetores tais que

1 .
Lk=f ue'*f‘“““z)mz‘“‘]/“[®(zk-1,pﬂ)-6*“‘“““2)”2‘“/“@(%u)]F(u)dﬂ (3.33a)
0

1 ,
R, = / #e—/\n(l—nz)”z(Z—zk)/n [@(Z — 2 ) — e—/\R(l_#z)l/zAk/#e(Z — s ﬂ)]
0
x G{p)dp. (3.33b)
Nestas equagoes, @(z, i) é uma matriz 2 x 2 definida como

Oz, p) = cos [A(1— Y z/p+ ¢ T - /\isin (1= ) 2z/p+ @) M,  (3.34)
I
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onde ¢ = tan~}(A\;/\g). No caso de autovalores reais A1 = Ag pode-se obter Q. ; pelas
Eqs. (3.32) e (3.33) fazendo A\; — 0 na expressdo de ©(2, u). A equagao de transporte
discretizada [Eq. (3.26)] com as condigdes de contorno dadas pelas Eqs. (3.29) represen-
ta um sistema de 2K M equagdes algébricas lineares. Com um total de 4K M incdgnitas,
que consistem de 2K'M incégnitas nas bordas, dadas por Wy, k= 1,2,... , K e u; > 0,
Wi k=0,1...,K~1ep <0, e 2KM incdgnitas nas malhas, dadas por ¥, ..
k=12, Kei=1,2,... M, ne(jessita—se 2R 1] equacoes complementares para se
obter a solugdo do problema. Para isso usou-se o esquema aproximado de “diamond-

difference”.’ onde os coeficientes W sio tomados como variando linearmente entre e

adjacentes, o que implica em

1 -
v, = 5(‘11;;—1,1 + W), (3.35)

parak =1,2.... . Ket=1.2... M. Usando-se esta cquacio, eliminam-se os vetores
coeficientes médios na Eq. (3.26), similarmente ao caso escalar convencional.! Assin a

equagao de halango pode ser escrita como

Ap(l — )2

Wi — W+ m AU+ Wy
_ Akc(l_ 5,2)1/2]3%&).[\1, /] H_EQ . (3.36)
T i — 7 k—1.7 k.j 1 k.- .
Definindo
sip=(1- #?)1/2Ak/(2|!%|) (3.37)
e
-Sk-: ﬁ E(l—#Z)l/QBiw[‘I’k Wy '].+ Qk' (3.38)
BRI C =~ R | |
tem-se
Wi — Wr_ys + s A [T + Ury] = Ss (3.39)

Aplicando um procedimento de diagonalizacio semelhante ao usado na Secdo 3.2, tem-

s5e

Ui =[2C — L Wy + CuuSi, (3.40)
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para valores de ¢ tais que y; > 0; e analogamente para valores de 4 tais que p; < 0,

Wy1i = [2C — T Wy + CiSiy, (3.41)
onde
| L+ siptan Sip(Ar — @ga){ Ao — ag)/an
; (1 -+ sy AT+ sieh2) . ( )

—S8ipltay 1= s A 4 Ay — ag)

No caso dos autovalores serem pares complexo-conjugados Ap £i)\;, a matriz Cyy, pode
ser escrita como

. 1+ sua  sxl{Ar — an)? + A% /ay

(]. + Sik/\R)Q —+ S?kA;

Cu = (3.43)

—&ik021 1+ 8:6(2Ar — az0)

Para solucionar as Eqs. (3.40) e {3.41) foi utilizada a técnica de varredura,! iniciando
o procedimento com a condigdo de contorno & esquerda dada pela Eq. {3.29a) para
varredura da esquerda para a direita e a Eq. (3.29b) para a direcao contraria. Um
valor ¢ atribuido ao componente de espalhamento no termo do vetor fonte S ; para
iniciar o processo iterativo (no presente caso, escolheu-se o valor 0), o qual se.considera
convergido quando os coeficientes ¥y ; calculados nao diferem, em termos relativos,
mais do que um valor pré-estabelecido {107® no caso deste trabalho) em duas varreduras

sucessivas para k =0,1,... K ei=1,2,... M.

3.4 Fungoes de Base e de Ponderacao para o Modelo N = 2

Larsen, Malvagi e Pomraning, na Ref. 22, apresentam uma anglise para
a escolha das fungées de base e de ponderagio. Na aproximagio N = 1 a funcio
constante e unitaria € escolhida para garantir a conservagio de particulas no interior
do duto. A escolha das fungdes de base formando combinagéo linear de 1 e D(z,y, w),
onde D(z,y,w) é a distdncia, no plano z-y, de um ponto (z,y) & parede do duto
na dire¢ao —w, no caso de N = 2, é baseada na analise do comportamento de uma

distribuigao angular, isotrépica, de particulas emitidas pela parede interna do duto.
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Esta andlise mostra também que, numa primeira aproximacao, W pode ser tomado
como independente de x, y e ¢, justificando a funcido de base ser constante no caso
de N = 1. Na aproximagao N = 2, desenvolvida utilizando o esquema classico de

Galerkin, as fungoes de base e fung¢oes de ponderacao escolhidas séo:
al(£:y:¢) = /31(1:7?}‘150) =1 (344)
(2,9, %) = (., ) = u[D(z,y. w) — 1], (3.45)

onde w ¢ v sio constantes a serem determinadas. A fungio D(z,y,w) satisfaz a

equagao®

w -VD(z,yw)=1, (z,9) <R, (3.46)
e
Diz,y,w) =0, (r,y) €IR e w-n<0. (3.47)

Os coeficientes das fungdes de base e ponderacdo devem ser tais que a Eq. (2.15) seja

satisfeita. Assim obtém-se

1 2 ) —1/2

u = [ﬂ/]{/{, [D(z,y, w) — v]*dpdady (3.48)

e
1 2
v = ﬁ/ﬁfo D(z,y, w)dedzdy. (3.49)
No caso particular de umn duto com se¢do circular de raio p,
8p '

e

u = %(97{2 —64)7?, (3.51)

Uma dedugao detalhada dos coeficientes u e v é apresentada no Apéndice A.
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3.5 As Quadfaturas de Semi-Intervalo

Neste trabalho, foi desenvolvido e gerado um novo conjunto de quadra-
ruras gaussianas nao-cldssicas a partir de quadraturas definidas no semi-intervalo [0, 1],
associadas & medida ds(§) = w(€)d€, onde w(€) = (1— €22 para £ € [0, 1] e w(€) = 0,
caso contrario. As quadraturas obtidas para £ € 10, 1] séo entio estendidas, simetri-
camente. para £ € [~1,0]. Esta composicao permite, em principio, representar melhor
as descontinuidades do fluxo angular para i = 0 nas extremidades do duto do que as
quadraturas de intervalo completo [—1,1]. Deste modo, a solucdo do problema por

ordenadas discretas, com a nova quadratura, requer um niimero de ordenadas mais

~reduzido para se obter resultados, com determinado grau de preciso desejado, para

as probabilidades de reflexdo e de transmissio. O algoritmo de Chebyshev modifica-

do’” na teoria construtiva de polindmios ortogonais fol utilizado para a geracao destas
quadraturas.
Para a obtengéo dos nés y; e pesos w; da quadratura de ordem M = 2m

para o intervalo [—1, 1], parte-se da determinagdo de &; e 7; na aproximacéo
1 ™m
|- =3 n e, (3.52)
0 i=1

que torna-se exata quando f(§) € um polindmio de grau inferior ou igual a 2m - 1.
Uma vez obtidos estes nés e pesos, por simetria, é gerado o conjunto completo de
quadraturas para todo o intervalo [~1, 1].

Aplicando o algoritmo modificado de Chebyshev, obtém-se os coeficientes
ar e O da relagdo de recorréncia para o conjunto de polinémios ortogonais IT;(€),
com k = 0,1,... ,.m, associados & medida ds(§) = w(€)d¢. Estes polindmios devemn

satisfazer a condigio de ortogonalidade

! - oy
[a-errmemee! =0 < ooiicm sy
0 >0 sek=1I

e a relac@o de recorréncia de trés termos

ey 1{6) = (€ — )i (&) — Bell_1 (€), k=0,1,.... m—1, (3.54)

e —————— i e i L
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.om valores iniciais IT_;(£) = 0 e ITg(€) = 1. Determinando-se os coeficientes oy e Oy

sara k=0,1,... . m —1, o conjunto de polinémios I1;(£) estard definido. O algoritmo
.7 uso de polinomios anxiliares Ty(€) para [ = 0,1,.... 2m — 1. que séo supostos

rtogonals em relagao a uma medida dp(€), néo negativa. que pode em principio ser
~<colhida arbitrariamente em R. Estes polindmios auxiliares devem satisfazer a férmula

| recorréncia

rg+1(§) = (g—ag)rg(g)*bgrg_l(g), [ = 01 ,2??1 — 2. (355)

onde os coeficientes a; e b sao conhecidos. Qs coeficientes o e 3. podem ser obtidos

el termos destes coeficientes através dos momentos mistos

1
o [ (- @) (3.50)
0
onde. por ortogenalidade, o, ; = 0 para k > [ e dos momentos

1
M, = f (1 - €321y (€)de. (3.57)
0

Para a inicializacéo do algoritmo tem-se as seguintes relacoes: 17

Gy =0, 1=12.. 2m—2 (3.58a)
agy = M, [=0,1,....2m— 1. {3.58b)
oy = ag + My /My, (3.58¢)
Bo = Mo, (3.584)

O céleulo de oy, ay e B é efetuado, simultaneamente, a partir das seguintes ex-

pressoes: 17

Okt = k1041 = (@1 — @1)0ho10 — Bro10k_ou + Bop_1.-y,

[=kk+1,... . 2m—-k—1. (3.59&)
o = ag + Tkk+1  Og—1k ’ (3.59b)
Tg & Tp—1,k—1
G = —kk (3.59)
Op—1,k-1

para k=1,2,...,m—1.
Gautschi'® "7 fez uma anélise de estabilidade do método e forneceu exem-
plos de implementagdo do algoritmo com sucesso. Ressaltou, no entanto, que a mai-

or dificuldade estd no célculo preciso dos momentos M, apesar da possibilidade de,



VODELO COM DUAS FUNCOES DE BASE OTIMIZADO 23

i muitos casos, estes poderem ser calculados explicitamente, ou por recorréncia ou
esmo aproximados por uma discretizagio adequada. No presente trabalho foram tes-
-ulos dois conjuntos de polinomios auxiliares. A primeira tentativa fol baseada nos
polindmios monicos proporcionais aos polinémios de Chebyshev do segundo tipo U;(€).
A razdo pararesta. escolha foi devido ao fato da medida associada a estes polindmios ter
1 mesma forma funcional da medida (1 — £%)¥/2d¢. Entretanto, no caso dos polindmios
{1£}. a medida tem suporte no interva:lo [ 1. 1], enquanto que a medida deste trabalho
ron1 suporte no semi-intervalo [0, 1]. Nesta primeira tentativa, o cdlculo de o, se torna
extremamente mal condicionado conforme a ordem dos polindmios aumenta, apesar
dos momentos M; poderem ser calculados com precisao. A segunda tentativa, em que
s obteve sucesso. foi baseada nos polinémios ménicos proporcionais aos polinémios de
Legendre de argumento deslocado P(26 — 1),

()

L) = Wﬂ(%— 1), (3.60)

para I = 0,1,....2m — 1, associados & medida dp(§) = d€ no intervalo [0, 1. A
Eq. (3.60) pode ser combinada com a férmula de recorréncia para os polinémios de

Legendre de argumento deslocado
(14 1) Pay(26 = 1) = (20 + 1)(26 — 1) P(2E — 1) ~ [P (2 — 1) (3.61)

resultando em

1 I

Fen(€) = (€= 308 = o7 D2 +1)

Fea(€). (3.62)

Comparando as Egs. (3.62) e {3.55) pode-se concluir que, neste caso,

k2

- T (3.63)

1
@ =3, by,

O céleulo dos momentos M; necessérios para a determinacio dos coefici-
entes de recorréncia, que tem complexidade maior do que no primeiro caso, é apresen-
tado na seg¢do seguinte.

Os nos e pesos das quadraturas de semi-intervalo de ordem m em [0, 1]
sao obtidos a partir da matriz tridiagonal simétrica de Jacobi,'®17 de ordem m x m,

cujos elementos sao dados em termos dos coeficientes de recorréncia ay e 3 na forma:
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J= v ' . (3.64)

Bmeo Opes v Bm-1
\ . v .Bm—l Qm_i

A cada né &, que faz parte do conjunto de autovalores da matriz de

Jacobi J, corresponde um peso 7; dado por
m o= Mou,. (3.65)

onde My € o primeiro momento dado pela Eq. (3.57), u;1 é 0 primeiro componente de

u;, 0 ?-ésimo autovetor normalizado de J, que deve satisfazer
Ju; = &, uu =1 (3.66)
¢ [t 31 i T T A f

A solugéo deste auto-sistema pode ser obtida com a sub-rotina J igl3. que é uma versio
modificada!® da sub-rotina Imtgl2 do conjunto de rotinas EISPACK.® A sub-rotina
Imtql3, além do célculo dos autovalores, caleula apenas os primeiros componentes dos
autovetores de wma matriz simétrica tridiagonal. com a vantagem de ser muito mais
répida do que a sub-rotina original Imtgl2 que, além dos autovalores, calcula todos os
componentes dos respectivos autovetores.

Como exemplos, sio mostradas nas Tabelas 3.1 e 3.2 as quadraturas de
ordem 10 e 20, respectivamente, obtidas pela aplicacdo da teoria construtiva dos po-
lindmios ortogonais. Sdo apresentados os nés e pesos de quadraturas de semi-intervalo
de ordem 10 e 20, respectivamente, resultantes de calculos realizados com 16 digitos
decimais no computador e cuja precisio é de 1 no tltimo digito dado. Foi também
feita a verificagdo da exatiddo das quadraturas geradas por meio da propriedade da
quadratura de ordem 1 integrar exatamente um polindmio de ordem até (2m — 1) no
intervalo [0, 1].

Por sugestdo de Siewert, foi estudado, alternativamente, o uso do es-
quema de quadratura dupla baseado na quadratura padrao de Gauss-Legendre ma-
peada para os intervalos [—1,0] e [0,1] na solugio do problema colidido do modelo
N = 2. Em principio, isto evitaria a necessidade do desenvolvimento e da implemen-

tagao computacional do algoritmo modificado de Chebyshev para a obtencdo das novas
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‘iuudraturas. Entretanto os resultados' mostraram que as novas guadraturas obtidas
sela teoria construtiva dos polinémios ortogonais fornecem resultados mais precisos
4o que as quadraturas de Gauss-Legendre. Apesar disto, estas mostraram ser uma
hoa opgao para a solugdo do problema, quando comparadas as quadraturas padrio de
Gauss-Chebyshev no intervalo [—1, 1}, utilizadas na implementacdo original do método

por Larsen, Malvagi e Pomraning.??

-

3.5.1 Os Momentos M,

O cédleulo dos momentos M; dados pela expressiio

I 2 1
M; = (—L/ (1-€9)2P(2¢ - 1)de, (3.67)
@)! Jy
paral=10.1,...,2m — 1. inicia-se usando relagao diferencial
d d
220+ DR = 1) = 2 A2~ 1)~ (1 bo) P (26 - 1) (3.63)

na equagao anterior, obtendo-se

M, = L/I(bg?)w 4p. (26-1)-(1-4¢ )iP (26 —1)| a¢
ERICTESICT A de” ! W g s '
(3.69)
Usando-se integragao por partes e a férmula de recorréncia expressa pela Eq. (3.61), a

Eq. (3.69) pode ser expressa como

L1 (11)? [+2 2041
My = 30+ 4020+ 1)) |20 + glea+ o = (20— 1)(20 + 3)If
[-1
—{(1=60) Ty — (1 - 50,z)2£ — 11}4 , (3.70)
onde

1

Zi= [ (- Re - i (3.71)
0

Efetuando a mudanga de varidveis z = 1 — 2¢, tem-se
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7, = (—1)*/ (14 2)(3 — 2)1" B(2)dz. (3.72)

1

Para resolver esta integral, é conveniente considerar a integral da funcao

associada de Legendre do primeiro tipo P#{z),

1 -
T z) = f (1—2)" 24 (1 + 2) 3175 (2 + 2)}*~ 8 PR(2)da

1

_ Qe 2umiT (% + ,LL) 1=z ; 1+ 2
- T‘(%)F(#—V)I‘(/HHU(ZMWQﬁ( T) - ( 2 )

(3.73)

que esta tabelada num dos volumes do “-Bateman Manuscript Project”.” Nesta ex-
pressao, p deve scr tal que —1/2 < Rp < 1, z estd no plano complexo, exceto o
intervalo de —1 a 1 ao longo do eixo real. e Q4(¢) é a fungio associada de Legendre
do segundo tipo. Comparando a Eq. (3.72) com a Eq. (3.73) para y = 0 e z = —3,

conclui-se que 7; pode ser expresso como

2
T, = (—1)ilin}i\7£("3) = (-1 lim :

o T )T (0 + I)Qu(i)Q_u_;(z‘). (3.74)

Usando a relacio®
Loi(Q) = QO + € cos(um) T (1 — )T (v + g+ 1) P4 (C) (3.75)
para p = ( e calculando-se o limite na Eq. (3.74) tem-se
I, = 26P()) Q4 (7). (3.76}

A fim de evitar o uso de aritmética complexa nos calculos, define-se as quantidades

reais
F(i) I par,
F = () P (3.77)
iP(¢) , ! impar,
e
iQu(i) , { par,
g ={ @) . lpa (3.78)

@:(¢) ! impar.
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Assim a Eq. {3.76) é reescrita como
Iy = 276 (3.79)

Esta ¢ a expressdo utilizada para calcular as integrais 7;, paral=10,1,... .2m+1, que
s&0 necessarias para a determinagao dos momentos M, com a Eq. (3.70). Os valores de

{Fi} podem ser avaliados precisamente com o valor inicial Fo=1le

20+ 1 [
Fior = —— (=" F - —F_ 3.80
BT (1) F e (3.80)
para [ = 0,1,....2m. Os valores de {G} devem ser calculados por recorréncia na

dire¢ao decrescente de ! a fim de evitar o actimulo de erros de arredondamento. A razéo
de se adotar este procedimento é que as grandezas {Gi} sdo proporcionais as fungoes
de Legendre do segundo tipo {@Q,{i}} e estas funcdes se aproximam assintoticamente
de zero em valor absoluto conforme I — o0, quando o argumento nao esta no segmento
real [—1,1]. Como discutido por Gautschi,™ o aciimulo do erro torna a recorréncia na
direcao de ! crescente instdvel, neste caso. Para o proposito deste trabalho. pode-se
usar a formula de recorréncia que é satisfeita pelas fungoes de Legendre do segundo

tipo,
20+ 1)) = (U + 1)Qu41(8) + 1Qu1 () + oy (3.81)

para mostrar que a relagio Ry = Gio1/G; deve satisfazer
Re=L[(-1)'(2+1) = (1 + DRy] ", I 0. (3.82)

Com um valor inicial preciso de Rapmia, a Eq. (3.82) pode ser usada na direcao de-
crescente de [, para calcular precisamente R;, | = 2m + 1.2m,...,1. Obtidas estas

relagdes, os valores de G, necessirios podem ser calculados por

Gie1 = Ris1 G (3.83)

para l=0,1,...,2m, com o valor inicial Gy = 7/4.

Por fim, é necessério determinar Rop, o para inicializar a recorréncia da
Eq. (3.82) na direcio decrescente de [. Desde que ((¢) # 0 quando ¢ ¢ [-1,1], a
Eq. {3.81) pode ser dividida por (2! + 1)Q:(¢), impondo ¢ = ¢ e tomando o limite de

[ — oo, para concluir que

lim Ry = (~1)* (\/E 1), (3.84)
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Seleciona-se, entdo, um inteiro A’ > 1, aproxima-se Romive1 com o lado direito da
Eq. (3.84) paral = 2m+N e usa-se a Eq. (3.82) para! = 2m+N, 2m+N—1,... ,2m+2
para calcular uma primeira aproximagio de Ran.s. Em secnida, aumenta-se o valor
de N e este procedimento é repetido tantas vezes quantas forem necessdrias até que
duas sucessivas aproximagoes de Ropo tenham uma diferenca menor do que um valor
pré-estabelecido em termos relativos. Para se ter uma idéia de quio rdpido este proce-
dimento pode convergir. usando-se 10 como valor inicial de A" e incrementando A de
5 em 5 em cada iteragao. obtém-se Ry,,q0 convergido dentro da precisio de 3 x 10716

em 3 iteragoes, para m = 100.
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TABELA 3.1: Os N6s {&;} e Pesos {n;} para
a Quadratura de Semi-Intervalo de Qrdem 10

i 3 s
1| 1,260558596704(~2)* | 3.243079967132(~2)
2 | 6,561384117603(—2) | 7,246757466162(—2)
3 1,657746231688({—1) 1,050506418258(-1)
4 270183093929( 1) 1.256729789013(—-1)
5 | 4,131470538000(—1) | 1.300540129045(—1)
G | 5,587400278309(—1) | 1.200263908814(_1)
7 | 6988436091408(-1) | 9.518667453426(—2)
8 8,220316901219(~-1) 6.330067902700{—2)
9 | 9,180941188472(—1) | 3.156179819135(~2)
10 | 9,790031102588(~1) | $.146612798860(—3)

*Leia-se 1,269558596704 % 1072,

TABELA 3.2: Os Nés {£;} e Pesos {n;} para
a Quadratura de Semi-Intervalo de Ordem 20

1 & i

1 3,387566948666(—3}* | 8,683376399093 -3)
2 | 1,776002883935(—2) | 2.000908797290( 2)
3 | 4,325743257142{-2) 3,085205834977(-2)
4 | 7,928001766240(-2) 4,089200951997(--2)
5 | 1,249772617726(—1) | 4.950045876834(~2)
6 | 1,792758500662(—1) | 5.724861052650(—2)
7| 2,409081624456{-1) 6.292478953608(—2)
8 3,084439163746(--1) 6,656492785344(—2)
9 | 3,803243776423(~1) 6.798438409790(-2)

10 | 4,548984920615 -2)

(

(

(

(

(

(

(

(

(

-] (

11 | 5304603381849 6,398596249816(~2

(

{

(

(

(

(

(

(

(

-1

6,710686366394

13 | 6,776782583993(--1 5,193019228965

(

(

(

(

(

( -2

14 | 7,459912444704(—1) | 4,378575726143

(

(

(

(

(

(

)

)
12 6,052872930711(-1) 5,881599773159(—-2

)

) =
15 8,086795757840(—-1) 3,493682462112
16 | 8,643259736753(—1) | 2,509741714120
17 | 9,116737909755(—1) | 1,750761826614
18 | 9,496547190218(-1) | 1,033675884838
19 | 9,774123551966(—1) | 4,737729148857

20 | 9,943211057243(—1) 1,206438902998

)
)
)
)
_2)
_2)
_2)
fg)
,_3)
-3)

*Leia-se 3, 387566948666 x 1073,
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4 MODELO COM TRES FUNCOES DE BASE

4.1 Desenvolvimento Teérico

Nesta seao € apresentado o desenvolvimento do modelo N = 3 com tros
fungdes de base'® para aproximacio do fuxo angular. E utilizado o esquema cldssico de
Galerkin, ¢ o método de ordenadas discretas padrdo sem a decomposicio em problema
nao-colidido e colidido. para a solucio da equacio. Segue-se a idéia apresentada na
Ref. 22. onde é sugerido que uma combinacio linear de 1. Diz,y.w). e Dz, y w)
pode ser uma escolha razodvel para compor as fungdes de base no modelo N = 3.

Na aproximacio de W(z,y, z, i1, ) com trés funcées de base.

Uiz, y, 2, 0,0) = Y ay{z,y, ez 1) (4.1)

.
,, Mw

= oz, 4, )Wz, 1) + aolz,y, ) sz, 1) + az(z. y. ) Us(=. ), (4.2)

foram escolhidas as mesmas fungdes de base do modelo N = 2 para j = 1l e para j = 2,

isto é,

QI(IJU:Q) = 13 (43)

CEQ(-'E,y,"-P) :u[D(z,y,w)—U}, (44)
onde u e v s@o constantes, dadas na Sec. 3.4. A terceira fungao de base proposta é
@3(7.9,0) =7 [D{z,y,w) - 5| [D{z,y, w) — 1], (4.5)

onde 7, s e t sdo constantes a serem determinadas. Aplicando-se a condi¢ao de orto-

gonalidade expressa pela Eq. (2.15) para i = 7 =3, obtém-se

r= {2?“,4 // (z,y,w) —~ sP*[D(z,y, w) — t]gd;dxdy}_l/z. (4.6)
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Pode-se mostrar {Apendice B), com auxilio da Eq. (2.15) para os valores de i = 1 e

j=3er=2ej =3 queas constantes s ¢ ¢ sio tais que satisfazem as seguintes

1‘61&@608
1
(U—S)(U—t)=w—2 {4.7)
e
s=—1+2v+4q, (4.8)
onde
uQ 21
‘T ﬁ/ / (D(z. y. w) — v)*dedrdy. (4.9)
271“./‘1 RrRJO

- Assim s e ¢ podem ser escritas em funcio de u, v e ¢ como

§ = +1 + 4/ 2+i (4.10)

B V&) '
1 4

t:v+§<q—\/q2+a§>. (4.11)

Substituindo as Egs. (4.10) e {4.11) na Eq. (4.5), pode-se escrever a terceira funcio de

base como:
calw,y.0) = r{[D(x,y, ) —lD(zyw) — v — g — 1%, (4.12)

Uma vez determinadas as constantes u e v, para a defini¢do da terceira funcéo de base

¢ necessdria a determinacdo da constante r, qual seja

1 27 . 1 ) 1 -1/2

e também da constante ¢ expressa pela Eq. (4.9).

Particularmente para um duto de segao circular de raio p,

on 2 J (4.14)

= 8""L>(fﬁr2 —64)  3n

T p_z{ [1  5n2 2—464)1/2J [1 " 5977 2—464)1/2} }—1/2' (4.15)
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Obtida a terceira fungdo de base, os elementos a;; e b;; das matrizes A
¢ B na equagao de transporte aproximada [Eq. {2.30)] sdo definidos pelas expressoes
dadas pelas Eqs. (2.25) e (2.26), obtendo-se para um duto de secfio transversal de drea

A e perimetro I os seguintes elementos:

an = by = L/(7A), (4.16a)

ayp = bmf: w—wrL/{rA), (4.16b)

ag = by = —ueL/(rA). (4.16¢)

agy = w*0 L) (7 A), (4.16d)

by = —uv fu — v L) (r A)]. (4.16¢)

a13 = big = —qr + (v* + qu — 1/u*)rL/ (7 A), (4.16f)
as1 = by = (¥ + qu — 1/u)rL/ (74}, (4.16g)

(o3 = (2r/u) — (v* + qv — 1/u*)uvrL/(z A), (4.16h)
bog = uv [qr — (v + qu — 1/u)r L/ (r4)], (4.164)
azgy = —(v* + qu — 1/u¥)uvr L/ (7 A), (4.167)

baz = r(v + qu — 1/u®) [u — wwl/(w A)], (4.16k)
ags = (V2 + qu — 1/u®)*r*L/ (7 A). (4.161)

bys = —r(v” + qu — 1/u?) [qr — (v* + qu — 1/uP)rL/(7A)]. (4.16m)

Exemplos de obtengéo destes coeficientes sio mostrados no Apéndice C.

Da forma dos elementos das matrizes A e B pode-se verificar que da
aproximagao N = 2 para N = 3 foram acrescidos somente mais dois paridmetros (re
g). Nota-se ainda que o modelo N = 1 depende de dois parimetros (Ae L), o modelo
N = 2 ¢é fungdo de quatro pardmetros (4, L, u e v) e 0 modelo N = 3 é dado em

fungao de seis parametros (4, L, u, v, g e 7).
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4.2 Implementacio Computacional

Como o principal objetivo do desenvolvimento do modelo N = 3 & veri-
ficar 0 ganho em precisao obtido com a introducéo de uma funcéo de base adicional,
a solugao da Eq. (2.24) ¢ feita, por simplicidade, diretamente pelo método das orde-
nadas discretas para os frés casos: N=1. N =2e N = 3. sem usar a decomposicao
em componente nao-colidido e componente colidido que ¢ mais elaborada. E usado o
esquema de quadraturas gaussianas de ordem M, gerado pela medida (1 — 1)2du no
intervalo [~1,1] para a aproximagio da integral do lado direito da Eq. (2.24). Este
esquerna tem os zeros dos polindmios de Chebyshev do segundo tipo U, (i) (Ref. 6)

como nds, isto &,

pi = coslim/(M +1)], i=1,2,... A (4.17)

e 0S Pesos

vl

M41

L

1

sen’lim/(M + 1), i=1,2,... AL (4.18)

Aplicando a aproximacao de ordenadas discretas, similar & apresentada
na Segao 3.3, na Eq. (2.24) obtém-se as equacdes finais para os valores de i tais que,

para p; > 0.

MW =M B+ Sk (4.19a)

e para os valores de 7 tais que, para y; < 0,

MWy = My T + Sy, (4.19b)
onde
1
Mf,i =1+ 2|Mz’| (1 - nuiz)l/zAkA (4.20)
e
A
Spi = ] (1—p)2 0B ij (Wro1;+Wrj). (4.21)
1 =
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A\« condigdes de contorno siao dadas por

para valores de i tais que y; > 0, e

\I’K,i = Gi, (422}3)

para valores de 7 tais que p; < 0.
A solugdo das Egs. (4.19), com as condicdes de contorno dadas pelas

Eqs. (4.22), ¢ feita pela técnica de varredura, como explicado na Se¢io 3.3,




5 MODELO DEPENDENTE DA ENERGIA
5.1 Desenvolvimento Teérico

Neste capitulo é desenvolvido o formalismo do problema de transporte
de particulas com dependéncia energética. em dutos com as mesmas caracteristicas
geomeétricas utilizadas nos modelos aproximados apresentados anteriormente. Nos mo-
delos N =2 e N = 3 ¢ introduzido o albedo dependente da energia para descrever a
probabilidade de reflexdio na parede interna do duto.

O transporte de particulas com energia £ ¢ [Emin- Emaz]. no interior do

duto. pode ser representado pela equacio
-VU(r,QE) =9, (5.1)

sendo U(r, 2, F) o fluxo angular de particulas de energia F e direcéo §2 na posicao r.

As condicoes de contorno nas extremidades sio definidas como

Uiz, y, 0,90, F) = Flz,y, 1,0, E), >0, (5.2a)

U(x,y, Z, 0. E) = G(z,y, 1,0, F), p<0, (5.2b)

onde F' e (7 sdo fungdes conhecidas. Em &R a condi¢io de contorno é descrita por

EmQI
-~ -n¥(r,Q F) = / p(r, 2 — Q,E — EY(r,Q, EdYdE
E. >0

min

h=0 e Q.n<0, (53)

onde

L@ n)(@ n)e(F - 1) (5.4)

Y

p(r,¥ - QF' - E) =

¢ a probabilidade de uma particula que colide com a parede em r, com direcdo ¥ e

energia ', ser refletida em r com direcio §2 e energia £, e, na Eq. (5.4), foi admitida,
g "
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2y

por hipdtese, a separabilidade angulo-energia. Substituindo a Eq. (5.4) na Eq. (5.3)

abréni-se

1 Enar

Q-n¥(r,Q,F) =— (- n)(¥ n) c(E — E)YV(r, QY. EYdE'dQY. (5.5)
T Ja >0 Ermin

A variavel energia é discretizada pelo método de multigrupos. onde a faixa de energia de

interesse € dividida em wm ndmero finito de intervalos chamados de grupos de energia.!

Definindo para cada grupo g, onde E; < E < E,_;, as quantidades

E, 1
W (r, Q) = /E U(r. Q. E)E. (5.6)
Epo _
Fole,y, i, ¢) :/ Fle.y, p.g. EYE, (5.7)
£y
Eg1
Gyl y. i, 9) =/ Glr.y, p. . F)dE (5.8)
Ey4
e
ng 'Y (B — E)U(r. Y. EdE'dE
CQ’—‘Q H (59)

fE;, S U(r, ¥, ENdE

as Fgs. (5.1), (5.2) e (5.3) podem ser integradas sobre E, < E < E,_;, fornecendo

Q-VI,(r.Q) =0, (5.10)
Uolz,y, 0,1, 0) = Folr,y. 1), 1 >0, (5.11)
\I!g(Ivyr Z! ,U, (P) :G_q(zayaﬂ" Lr:) .u <0 (512)
<]
1 G
Q- nW,( - Z ey ﬁg/ (Q-n)(SY - n) W, (r, V)d,
i —1 .10

rcdR e Q-n<0, (513)

onde G indica o nimero total de grupos de energia.

Como mostrado no Capitulo 2, a Eq. (5.10) pode ser escrita na forma
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BNy s )+ (= e Wy i) =0, (514)

[ntroduzindo W (. y, z, ;. ;) aproximado por funcdes de base como

N

Uolz,y. 2, 0) > 02,9, 0) 0, (2, ) (5.15)

=1

no primeiro termo da equagao anteriof, tem-se

8
,uZan (r,y,¢) \Iljg(z ,u)-i—(l—ug)”gw-V‘Ifg(:zz,y,z,p,g;):0. (5.16)

Aplicando a método dos residuos ponderados, tem-se

- N
Y d
/R / [/jl.g(‘l‘r URENT Z Oij,g(l'- Y, @)é};‘l"j‘g(z, ,U,):l dedrdy +
JRrJo i
w2 ‘ )
f / [ﬁi\g(l: v ) (1= )P0 - VW (z,y, 2, 1. @9)} dpdzdy = 0, (5.17)
rJo

onde i 4(z,y, ), i = 1,2,..., N, sao as funcdes de ponderacao para o grupo g, tomadas
iguals as fungées de basc a;4(z,y.), 7 =1,2,..., N, para o grupo g. Da condicdo de

ortogonalidade entre as funcées de ponderacdo e as funcdes de base, tem-se

2
@Mmdzﬂf/ o252, 1, )0y .y, 9)dpdady, 1<i<N. (5.18)

Utilizando-a na equagao anterior resulta
a (1 _ 1/2 2w
ug—z‘l&,g(z,#) = h——// Big(@ y, 0)w - VU (z,y, 2, 1, 0)dizdzdy,
(5.19)
a qua.i,r usando a identidade dada pela Eq. (2.16), pode ser escrita como

K. (1 _ [.L 1/2 2m
Mallff,g(z,#) = / w - VI[Big(z, y,0)¥(z,y, 2, 1, )| dpdady

27
*// lIfg(:c,'y,z,u,w)w-Vﬁi,g(r,y,w)dwdmdy}- (5.20)
RS0
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Aplicando o teorema da divergéncia, tem-se

0 (1 _,f,L 1/2
HEE‘I’LQ(Z:H) =TT 9 A /911/ w nG; (z,y. )V, (x, y. 2, 1. 2)dpds

2
—/f ‘I’g(z:y-z,zmﬁ)w-Vﬁi.g(l‘,y,ef)d;d;rdy}- (5.21)
RJO

No primeiro termo do lado direito da equacdo anterior. a mmtegral sobre i é escrita,

scparadammente, para as partes w-n < 0ew-n > 0. Usando a Eq. (5.13) no termo em

w - n < { obtém-se

d (1= w2
,(I.alpi.g(:,ﬂ) = _T /;R/wn>0w ! n,@l_g(;c,y, ;)\PQ(Iays <. £ ‘r:)d:rgd‘s

+/ / w-nf 4z, y, ¢ [ ch —-g/ lllifgr(r,t,z.ﬂ’)dﬂ’} dids
JOR Jwn<o n>0

.'

[ v Va0, dady|. (522

Usando a relagao definida pela Eq. (2.23) na integral sobre 2 -n > 0 e a aproximagao

de W, em termos das funcgoes de base, obtém-se

_2\1/2
pa () = =

2mA
N
X {Z\I’J_g(z,,u)/ / w-ng, (z,y,0)a;.(z.y,¢)dsds
=1 R Jw-n>0
. G N
+/ / w-nf; ,(z,y, \,,)[ Z / wf.nZaj!g,(xjy: o)
OR Jwn<0 r—1 w’n>0 =1

1
2
X f (1 - #,2)1/ ‘I’j,gf(z,u’)dﬂ’d%} dipds
-1

é‘l’gg (2, 1) //QTw VBiglz,y, ¢)loy (. y, 0)dy dxdz} (5.23)

Definindo-se

.
a?,:—-— W'nﬁi T, Y, @)oy $>y:§0d§0ds
7 2mA Jor Jumso o )%l )

2w
- ./R./O [w ’ vﬁi,g(&:) u, (p)]ﬂj!g(l', Y, (p)di,?d.fdy (524)
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o

b = ~1—/ (f 1w-nﬁi,g(m,y,aﬂ)dsﬂ> (/ w-naj.g'(-’r-y,w)daf)d&
' 47 A OR w-n<0 wn>»0

(5.25)

a Eq. (5.23) pode ser expressa na forma
0 /2 5 g 2 21173
#Laj‘Di.g(Zaﬂf-) (=YY a0 (2 ) = ;(1 - i)
z =

& N 1 5
e Z Cq'—rg beﬂ- / (1-— ,u,’z)l oy (5.26)
g'=1 j=1 -1

e estd sujeita as condicdes de contorno

Vg0 = 5 / / Bugl.y £V Fy (2,9, o )dpdady = Foy(n)  (5.27a)
e
R ] Bugl,9. )Gy, . 9)dipdady = Grgln),  (5.270)
para g > 0.

As fungoes de base «; 4 e as fungdes de ponderacio i . como definidas,
56 dependem da geometria do duto através de D(z,y,w). Portanto podem ser conside-
radas independentes da energia, assim como as constantes aj ;e bgg , que 56 dependem

da geometria do duto, das fungtes de base e das funcoes de ponderagéo.

Definindo

l:[Il,g(zz Iu)

\Dgg , M
U, (2, 1) = '(:z‘ a (5.28)

\I!N,Q(z: ,LL)

Fo(u) = | (5.29)

FN.Q (,Lt)

PRp———

e g e CTEATEY t
A 3

| MGTIVING 6T

i . e i e i o I Tt
L TR
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Gigln)
Gag(it)
| Golwy=1| 7" . (5.30)
H
: G g1t
[e11-8€ para o grupo ¢ -
é d 9,1/2
;It@g(z.ﬂ) + (1= p) TAT (2, )
; 2 Y. : 2,172 N
= ~(1— ) ch S = (1— ") W (e ydy, (5.31)
i\ . -1
g
com as condigdes de contorno
o0, 10) = Folp) (5.32a)
e
W, (Z. —p) = Gylp), (5.32b)
para p > (. Definindo
‘I’I(zs .P'"‘:)
‘IIQ(Z: !u)
Wiz )= ‘ : (5.33)
We(zon)
A0 0
. 0 A ... 0
A=1 E (5.34)
60 0 A
Cl—»lB CQHIB R CG—»IB
c1—2B B ... cq—oB
B = , (5.35)
\Cl_,(;-B Cg__,GB A chgB
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G(u) = : , {5.37)

pode-sc escrever a equagio matricial de ordem N x G para todos os grupos de energia,

a0 mesmo tempo, como

o ) s
,u,—y\I’(z, p) + (1 — ,u‘?)l/zA\I’(z, i)

2 ! )
= :(1*-#}2)1/2B/ (1— )W (z )y, (5.38)

sujeita as condigoes de contorno

W0, 1) = F{u) {5.39a)

(Z, 1) = G(p), (5.30b)

para g > 0.
5.2 TImplementacao Computacional

A implementagao do modelo dependente da energia também foi feita,
aplicando-se diretamente o método das ordenadas discretas, sem utilizar a decompo-
sigdo em componente nao-colidido e colidido. Assim, a Eq. (5.38) pode ser expressa no

intervalo Ay, = z, — 2zi_1, como



i
!
i
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M
(1-12)""B> w¥,, (5.40)

=1

Hy

Ay

[\I’k.i — \I’kflgz‘] + (1 — ;L?)UQA‘I')C‘:' =

1o

1

onde foram utilizadas definigdes de ¥, ; e ¥, ; anélogas as apresentadas na Secéo 3.3 do
Capitulo 3, para o caso monoenergético. Utilizando o esquema de “diamond difference”,

as equagoes resultantes, para valores de ¢ tais que y; > 0. podem ser escritas como
My Wy =M Wiis + Si (5.41a)

e para valores de ¢ tais que g; < 0, como

My Weers = M, P + Sis, (5.41D)
onde
+ 1 B .
My =T 51— I AGA, (5.42)
e
A M
k s T
Sii = m (1 - #?)1/2]32% (Woorg + Wiyl {5.43)
i =1

e Wy, e W,_;; sao vetores coluna com N x G componentes, que sdao os coeficientes
W, ,(z, p) na Eq. (5.15), a serem determinados.

As condigdes de contorno sio dadas por

‘I!O,i = Fi: (544&)
para valores de 7 tais que u; > 0, e

Uri= G, (5.44b)
para valores de 7 tais que p; < 0.

Similarmente a4 Segao 3.3, é usada a técnica de varredura e o sistema de equacdes

definido pela Eq. (5.41) é solucionado por meio das rotinas do sistema LINPACK.”
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Todos os resultados munéricos do trabalho foram obtidos por meio de um
computador pessoal equipado com um processador Pentium de 166 MHz e 392 Mbytes

de memndria RAM.

6.1 MNodelo N =2

Nesta segio sdo analisados os resultados da abordagem por decomposicao
em componentes nao-colidido e colidido para o modelo N = 2, comparados com os re-
sultacdos da implementagio direta do método das ordenadas discretas. Sao apresenta-
dos também, os resultados da utilizagdo da aproximacio dupla de ordenadas discretas
com as quadraturas de ordem A/ = 2m. baseadas nas quadraturas nio-cldssicas de
semi-intervalo de ordem m. Estes resultados sio comparados com os das quadraturas
baseadas nos polinémios de Chebyshev do segundo tipo Uy;{s), cujos nés e pesos sio
dados pelas Eqgs. (4.17) e (4.18)

Em todos os problemas resolvidos, é considerado um duto finito de secao
circular com uma distribui¢do isotrépica e uniforme de particulas incidentes na extre-
midade z = 0, especificada como F(x) = (1 0)7, e G(u) = 0 na outra extremidade

(z = Z). O comprimento do duto (Z) é tomado em multiplos do raio do duto (p).

6.1.1 Efeito da Abordagem por Decomposicio

Com a finalidade de verificar as vantagens da decomposigdo do problema,
os resultados numéricos, tanto para a abordagem padrio quanto para a abordagem por

decomposigdo, foram obtidos usando as quadraturas gaussianas de ordem M baseadas
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t

N3 polinémios de Chebyshev.
Na Tabela 6.1 sao apresentados os resultados numéricos para as proba-

bilidades de reflexao (R) e de transmissio (7). dadas por
1
R= 2] (¥ (0, —p)du (6.1)
0

1
T = 2/0 pW {(Z w)dp, (6.2)

el funcao da probabilidade de reflexao na Iparede, c. e do comprimento do duto, Z,
com 0s respectivos tempos de processamento, em segundos. Utilizou-se discretizacao
espacial uniforme com 80 intervalos para Z = 1 e 320 intervalos para Z = 20.

Na aproximagao padrédo de ordenadas discretas com quadratura de Gduss—

Chebyshev as probabilidades de reflexao e transmissio sio calculadas como

M
R=2 " wiml(l— 1) 0, (0. ) (6.3
1=m+1
e
=2 ZW:M(I — w2y R (2, (6.4)
i=1

onde m = M/2e V¥ (0,1}, i=m+1m+2 ..M, e U (Z ), 1=1,2,....,m, sdo os
resultados de ordenadas discretas do primeiro componente dos vetores de coeficientes
W0, 1i), s <0, e U(Z, j1;), s > 0, respectivamente.

Na abordagem por decomposicao, R e T sio calculadas como

M .
R=2 % wilwl(1— p)70,1(0. ;) (6.5)

1=m+1

1 m
T = 2/ Wy (7, p)e 2= 28] QZwiui(l — 13V, (Z, ), (6.6)
0 i=]

onde Uy (0, ;), i = m+1,m+2, ., M, e U, (Z, 1), i = 1,2, ..., m, sio os resultados do
calculo de ordenadas discretas para o primeiro componente dos vetores de coeficientes

W0, ), 1 < 0, e W, (Z, ), j > 0, respectivamente e Ty, (Z, ) é o elemento (1,1) da



.
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matriz T(z, i) definida pela Eq. (3.21) para z = Z. Foi verificado que a contribuigao
do componente nao-colidido, representada pelo termo integral na Eq. (6.6), pode
ser calculada precisamente com uma quadratura de Gauss-Legendre de ordem 200,
deslocada para [0, 1], sendo a mesma quadratura usada, para calcular os vetores L, da
Eq. (3.33), que s@o utilizados para definir os vetores de fonte média {Qe.} definidos
pela Eq. (3.32).

Dos resultados da Tabolgx 6.1 conclui-se que a abordagem por decompo-
sicao resulta em uma pequena methora sobre a abordagem padrdo nas probabilidades
de reflexdo. \as, por outro lado, obtém-se uma melhora substancial nas probabili-
dades de transmissdo, especialmente no caso de dutos longos. Ainda na abordagem
por decomposicdo, esta necessita de uma ordem de quadratura muito menor do que na
abordagem padrao, para se obter resultados precisos para as probabilidades de reflexao
e transmissao.

Como ilustracio. sdo apresentadas na Figura 6.1, parac=0,2e 7 =1,
as contribuigdes nao-colidida e colidida de ¥,(Z, i), o> 0, o primeiro componente do
vetor de coeficientes W{z, ), 1 > 0. O pico da contribui¢do n&o-colidida praticamente
coincide com a contribuigdo total ao redor de p =1 e a contribuicao colidida é suave
para todo p. Nota-se também que W,(Z, y) é levemente negativa entre p==02e¢

f = 0,4, devido ao modelo ser aproximado, como citado na Ref. 22.

6.1.2 Efeito da Utilizacdo de Quadraturas Duplas

Na Tabela 6.2 sdo apresentados resultados para as probabilidades de
reflexdo e transmissio, calculadas com as quadraturas de Chebyshev e com as quadra-
turas duplas de ordem M = 2m, baseadas nas quadraturas de semi-intervalo geradas
na Segdo 3.5 e 0s respectivos tempos de processamento, em segundos. Nos dois casos
foi utilizada a aproximagio por decomposicao, com o mesmo esquema de discretizacio
espacial utilizado na Sub-Secdo 6.1.1. Na probabilidade de transmissao, o termo in-
tegral da Eq. (6.6), correspondente & parte nio-colidida, foi calculado utilizando uma
quadratura de Gauss-Legendre de ordem 200, deslocada para [0, 1]. As probabilidades

de reflexao convergem muito mais rapidamente para o esquema de quadraturas duplas
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do que para o esquema de Chebyshev, quando a ordem de quadratura aumenta. As
probabilidades de transmissio convergem mais rapido somente para dutos mais curtos
(Z = 1); para dutos longos (Z = 20) a convergéncia é aproximadamente da mesma
ordem para ambos 0s esquemas.

A razdio para estes resultados pode ser entendida com a a juda dos resul-
tados nas Tabelas 6.3 ¢ 6.4, que sido os primeiros coeficientes dos Auxos angulares nas
bordas dos dutos, com precisio dentro de =1 no tltimo algarismo dado, para dois casos
da Tabela 6.2. Estes resultados foram obtidos com o uso das ¢uadraturas duplas de
ordem M = 128, com discretizacdo espacial de 640 intervalos parz o caso da Tabela 6.3
e 2560) intervalos para o caso da Tabela 6.4. Para se obter estes resiultados, foram adi-
cionados valores de y e seus respectivos valores negativos ao esquema das quadraturas
duplas como nds mudos, isto é, nds com pesos correspondentes zero. Considerando os
resultados para pt = 0 na Tabela 6.3, e levando-se em conta as condigoes de contorno,
a descontinuidade para u = 0 no primeiro coeficiente do fluxo angular em z = 0 tem

Wi(0,0%) — 1(0,07)) =~ 0.895 para ¢ = 0,2 e 7 = 1. Similarmente,

uma magnitude
a descontinuidade para 1 = 0 no primeiro coeficiente do fluxo angular em z = Z tem
magnitude |¥,(Z, 0%) -, (Z,07)] ~ 0.037. Por outro lado, considerando os resultados
para it 23 0 na Tabela 6.4, para ¢ = 0.2 e Z = 20. temos para a descontinuidade em
z = () uma magnitude de ~ 0,894 e para a descontinuidade em - = Z uma magnitude
de somente ~ 0,000029. A vantagem de utilizar uma quadratura separada para cada
intervalo [—1,0] e {0, 1], no lugar da quadratura simples para a aproximacao do termo
integral na equagio de transporte, é a melhor capacidade da primeira para representar
descontinuidades no fluxo angular para y = 0 nas extremidades do duto. Entretanto,
verifica-se que o grau de melhoramento obtido nos resultados das probabilidades de
reflexdo e transmissio é proporcional & magnitude das descontinuidades no primeiro
coeficiente do fluxo angular, nas extremidades correspondentes do duto.

Ainda pelos resultados da Tabela 6.2, nota-se que. enquanto as proba-
bilidades de reflexdo para as quadraturas duplas sdo sempre mais precisas do que as
das quadraturas de Chebyshev, as probabilidades de transmissio para baixas ordens
(M < 32), calculadas com as quadraturas duplas, séo um pouco menos precisas que as
calculadas com o esquema de Chebyshev, no caso de dutos longos (Z = 20). Isto pode

ser explicado com auxilio da Figura 6.2. Quando o valor de Z cresce, a contribuicdo
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da parte colidida no primeiro coeficiente do fluxo angular em z = Z também apresenta
um pico préximo de p = 1,0, apesar de nio ser tao pronunciado como no caso do plco
do componente nao-colidido. Observando que os nés das quadraturas de Chebyshev
sao sempre mais deslocadas para a diregio 1 = 1,0, quando comparados aos nés das
quadraturas duplas de mesma ordem, conclui-se que o esquema de Chebyshev é capaz
de descrever o efeito deste pico com maior eficiéncia, em baixa ordem e para dutos
lonngos, do que o esquema de quadrat;u'as duplas. O desenvolvimento de solugdes ex-
plicitas para particulas de uma colisao, duas colisdes, etc., do mesmo modo que foi
feito para o problema nao-colidido, pode melhorar os resultados da probabilidade de
transmissao para baixas ordens de aproximacao, provavelmente com comprometimento

da eficiéncia computacional.
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Tabela 6.1: Probabilidades de Reflexao e Transmissao Obtidas de Célculos de

Ordenadas Discretas Usando as Abordagens Padrio ¢ por Decomposicio

Pardmetros | Ordem da Abordagem Padrio Abordagem por Decomposicio
do Duto | Quadratura
c zZ M R T £ {s) R T t(s)
10 4,8364(-2)* | 4,0392(-1) | <01 | 47222(-2)| 4,1451(-1) 0.4
20 4,7050(~2) | 4,1147(—=1)| <01 4,6749(—2) | 4,1436(~1) 0,4
10 4,6694(-2) 4,1356(-1) 0.114,6617(~2) | 4,1432(—1) 0,6
0,2 1 80 4,6603(-2) 4,1411(-1) 0,3 | 4,6583(-2) | 4,1431(~-1} 0.8
160 4,6579(~2) | 4,1425(-1}|  0.7| 4,6574(=2) | 4,1431(~1) 14
320 4,6574(=2) | 4,1420(~1) | 1.4|4,6572(=2) | 4,1431(—1) 2,6
540 4,6572(-2) 4,1430(-1) 3.0 4,6571(-2) | 4,1431(—-1) 6,0
10 55015(—2) | —1.6039(—4) | 0.2 |5,4694(—2) | 2,4464(-3) 1.5
20 5453L(=2) | —4,4006(—4) |  0.115,4204{2) | 2,4847(—3) 1,9
40 5,4160(-2) | 1.5101(=3) | 1.1 |54070{~2)|2,5009(—3) 3.0
0,21 20 80 5,4065(-2) 2,2482(-3) 2.8 ] 5,4034{-2) | 2,6011(-3) 5,0
160 5,4040(—2) | 2.4379(-3)| 6.0 54025(-2)|2,5011(—3) | 10,0
320 54034(~2) | 2.4855(-3)| 15.8 54023(-2)|2.5011(-3)| 20,3
610 5,4033(-2} 2,4975(-3) | 26.7'5,4022(-2}]2,5011(-3) 43,6
|
10 1,3538(—1) | 4.7588(—1)| <0.111,3234(-1)!4,8546( 1) 0,4
20 1,3222(-1) | 4.8262(-1)| 0.11,3141(—1)] 4,8524( 1) 0,5
40 1,3135(-1) 4,8449(~1) 0.2} 1,3114(-1) | 4,8519(-1) 0,7
05| 1 80 1,3113(-1) | 4.8499(~1)| 0.5 |1,3107(~1} 1 4,8517(~1) 1,0
160 1,3107(-1) 4,8511{~-1) 1,1]1,3105(—1) | 4,8516(—1) 1,9
320 1,3105{-1) 4,8515{-1) 2.211,3105(-1) | 4,8516(—1) 3.4
640 1,3105{-1) 4,8515{-1) 5.11,3105(-1) | 4,8516{-1) 8,1
10 1,7019(—1) | —2,4968(—4) | 0.4 |1,6679(—1) | 2,5045{—3) 1,9
20 1,6668(—1) | —2,9632(—4) | 0.9 |1,6576(~1) | 2,6684(—3) 2,7
40 1,6573(-1) 1,7312(-3) 2.3 1 1,6547(-1) | 2,7224(-3) 5,0
05| 20 80 1,6548(-1) | 24701(-3)|  5.4)1,6540(~1) | 2,7229(—3) 9,1
160 1,6542(—1) | 2,6507(-3)| 12,4|1,6538(—1)]2,7220(=3)| 185
320 1,6540(-1) 2,7073(-3) | 26,9)1,6537(-1) | 2,7229(-3) 41,2
640 1,6540(—1) 2,7192(-3) | 52.411,6537(—1) | 2,7229(-3) 91,1
10 24727(-1) | 57267(-1) | <0.1|2,4199(-1)|5,8091(-1) 0,4
20 2,4247(-1) 5,7869(--1) 0,11]2,4104{~1) | 5,8095(—1) 0,5
49 2,4114(-1) 5,8036(-1) 0,3]2,4077(-1) | 5,8096(—1) 0,7
08! 1 80 2,4079(~1) | 58080(—1)| 0.6 2,4070(—1) | 5,8096(—1) 1,3
160 2,4070(-1) | 58092(-1); 13|2,4068(-1)|5,8006(—1) 2.3
320 2,4068(-1) 5,8005(—1) 2,812,4067(~1) | 5,8096(—1) 4,5
640 2,4067(-1) 5,8095(—1) 6,2 2,4067(—1) | 5,8096(-1) 10,1
10 3,7543(~1) | ~2.5481(—-4) | 1,3 |3,6887(—1) | 2,9990(~3) 2.8
20 3,6954(—1) 6,2302(—4) 2,713,6773(-1) | 3,6861(—3) 4,8
40 3,6790{—1) 2,8305(—3) 7,1]3,6740(-1}); 3,8218(—3) 9,7
08| 20 80 3,6747(=1) | 3,5701(-3)| 13,9]3,6731(-1)!3,8227(~3)| 194
160 3,6736(—1) | 3,7502(—3)| 32,5|3,6720(—1)13,8225(—3)| 403
320 3,6733{-1) 3,8067(—3) | 74,4 3,6728(-1) | 3,8224(-3) 83,9
640 3,6733(~1) | 3,8187(—3)| 1615 |3,6728(~1) | 3,8224(-3) | 1774

2Lela-se 4, 8364 x 1072,
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Tabela 6.2: Probabilidades de Reflexao e Transmissao Obtidas de Céleulos de
Ordenadas Discretas Usando Esquemas de Quadratura de Chebyshev e
de Quadratura Dupla

F?l:tgittloos Q? ;;lcfrn;ti?a Quadratura de Chebyshev Quadratura Dupla

¢ zZ A R T t(s) R T £ (s)
2 5.6861(-2)" | 4,2400(~1) | 0,4 | 5,2615(-2) | 4.1724(~-1) | 0,4

4 5.0042(~2) 14,1530(~1) | 04 | 4.6349(-2)  4.1333(-1) | 04

8 LTOI(=2) | 4,1445(=1) | 04 | 4,6583(—2) | 4.1430(=1) 1 04

021 1 16 4.6848(~2) | 4,1440(-1) | 04 | 4,6571(-2) | 4.1431(~1)| 0.4
32 4.6643(~2) | 4,1433(-1) | 0,5 4,6571{-2) | 41431{-1) | 05

64 4.6589(~2) |4,1431(-1)} 0,8 | 4,6571{-2) | 4.1431(~1) | 0.8

128 4.6576(-2) | 4,1431(=1) | 1,2 | 4,6571(=2) | ,1431(=1) | 1,2

2 6.2028(—2) | 2,4530(-3) | 1,3 | 5,5233(=2) | 2,4483(-3) | 1,3

4 5.7201(=2) | 2,4584(-3) | 1,4 |53885(=2) | 2.4555(—3) | 14

8 5.5027(~2) | 24566(=3) | 1,5 | 54010(-2) | 2,4500(~3) [ 1,5

0,21 20 16 5.4301(=2) | 2,4651(~3) | 1,8 | 5.4024(=2) | 2,4436(- 3) | 1.8
32 5.4005(~2) |2.4999(-3) | 2,6 | 54023(-2) | 2,4921(—3) | 2.5

64 54041(-2) | 2,5011(-3) | 4,2 |5,4022(-2) | 2,5011(=3) | 4.4

128 54027(-2) | 2,5011{-3) | 7,7 |5,4022(—2) | 2.5011(~=3) | 7,7

2 1.1988(—1) | 5,0425(-1) | 0,4 | 1,4272(~1) | 4,9120(=1) | 0.4

4 1.3796(—1) | 4,8720(-1) | 0,4 | 1,3058(~1) | 4,8281(—1) | 0.4

8 1.3203(-1) | 4,8530(~1} | 04 [ 1,3108(—1) | 4,8515(-1) | 0.4

05| 1 16 1.3160(~1) | 4,8531(~1} | 0,4 {1,3105(-1) | 4,8516(-1) | 04
32 1.3119(~1) | 4,8520(-1) | 0,6 | 1,3105{--1) | 4,8516(-1} | 0.6

G4 1.3108(~1) | 4,8517(~1) | 09 |1,3105(-1) | 4,8516(=1) | 0.9

128 1.3106(-1) | 4,8517(~1) | 1,6 | 1,3105(—1) | 4,8516(~1) | 1.6

2 1,7989(~1) | 2,6224(=3) | 1,4 | 1,6217(~1) | 2,5021(~3) | 14

4 L7176(~1) | 25444(~3) | 1,5 | 1,6429(—1) | 2,5333(~3) | 1,5

8 1.6747(-1) | 2,5334(—3) | 1,8 | 1,6530(-1) | 2,5501(~3) | 1,7

0,5 20 16 1.6597(—1) |2,5085(-3) | 2,3 | 1,6537(~1) | 2,5050{~3) | 2,4
32 1,6553(—1) | 2,7191(~3) | 4,0 | 1,6537(~1) | 2,6934(—3) | 4,1

64 1.6541(—1) |2,7230(-3) | 7,3 |1,6537(~-1) | 2,7228(-3) | 7,5

128 1,6538(~1) | 2,7229(-3) | 14,8 | 1,6537(—1) | 2,7229(~3) | 15,2

2 2,5435(~1) | 5,9749(-1) | 04 |2,5105(-1) | 5,8536(~1) | 0.4

4 2,4740(~1) | 5,8184(~1) | 0,4 | 2,4080(—1) | 5,7808(~1) | 0,4

8 2,4267(~1) |58056(~1) | 04 |2,4070(-1) | 5,8096(—1) | 0,4

0,8 1 16 2,4123(-1) |5,8097(-1) | 0,5 | 2,4067(~1) | 5,8096(-1) | 0,5
32 2,4082(—1) |5,8096(-1) | 0,7 | 2,4067(—1) | 5,8096(~ ) 0,7

64 2,4071(~1) | 5,8096(—1) | 1,1 | 2,4067(—1) | 5,8006(-1) | 1.1

128 2,4068(~1) | 5,8096(~1) | 1,9 | 2,4067(~1) | 5,8096(— ) 1,9

2 3,7569(—1) |2,7304(=3) | 1,6 | 3,4616(~1) | 2,6577(=3) | 1,6

4 3,7331{-1) |2,8746(-3) | 1,9 | 3,6300(— 1) 2,8099(~3) | 1,9

8 3,6058(—1) |2,9565(-3) | 2,5 | 3,6686(—1) | 2,9363(=3) | 2.5

0,8 20 16 3,6797(—1) |3,4845(-3)| 3,8 |3,6727(— 1) 3,0045(-3) | 3,9
32 3,6746(~1) | 3,8145(-3) | 7,6 | 3,6728(--1) | 3,7517(-3) | 7,7

64 3,6733(-1) |3,8229(-3) | 15,2 | 3,6728(-1) | 3,8228(—3) | 15,4

128 3.6729(—1) |3,8225(-3) | 32,1 | 3,6728(—1) | 3,8226(—3) | 32,2

2Leia-se 5, 6861 x 1072,
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Tabela 6.3: Primeiros Coeficientes dos Fluxos Angulares para o Caso

¢=0,2e Z =1 Calculados com 640 Intervalos Espaciais

Befletido em z = 0 Transmitido em z = Z
g Total {= Colidido) Nio-Colidida Colidido Total
U1 (0, —p) Yor(Z. ) T {Z. p) (2, p)

0,001 1,051(—01) 0,0 3671(~02) 3.671(—02)
0,01 1,058(—01) ~3,230{—50) 3,606(—02) 3,696(—02)
0,1 1,009(-01) 6,523(~06) 1,020(—02) 4,021(—02)
0,2 9,283(-02) —4,368(—03) 1,510(—02) 4,073(—02)
0,3 8,475(—02) —1,242(—02) 5,221(—02) 3,979(—02)
0,4 7,546{~02) 2,610(—02) 3.566(—02) 8,175(~02)
0.5 6.526{—02) 1,122(-01) 5.413(—02) 1.663(—01)
0,6 5,482( 02) 2,269(—01) 1.914(~02) 2,761(—=01)
0.7 4.439(—02) 3 581(—01) 1.196(—02) 4,000(—01)
0.8 3,379(—02) 5,026(—01) 3.316(-02) 5,358(—01)
0,9 2.213(-02) 6,702(—01) 2.228(~-02) 6,025{—01)
1,0 0,0 1.0 0.0 1,0

aLeia-se 1,051 % 10701,

Tabela 6.4: Primeiros Coeficientes dos Fluxos Angulares para o Caso

c¢=140,2 ¢ Z = 20 Calculados com 2360 Intervalos Espaciais

Refletido em z = 0 Transmitido em z = Z
# Total (= Colidido) Nao-Colidido Colidido Total
: ¥1(0, —p) Vo1(Z. 1) V(2 1) Y1(Z, 1)
; 0,001 1,060(—01)* 0,0 2,862{-09) 2,862(~ 05)
' 0,01 1,066(—01) 0,0 2,863{-05) 2,863(—05)
: 0,1 1,018(—01) 1,990(—99) 2,913(—05) 2,913(~05)
0,2 9,362(—02) —2,406(—49) 2,980(—05) 2,980(— 05)
0,3 8,554(-02) 4,125(-32) 3,050(—05) 3,050(—05)
04 7,777(-02) —-3,397{-24) 3,127(—05) 3,127(-05)
0,5 7,017{-02) —3,130(— 18) 3,213(—05) 3,213(— 05)
0,6 6,249{—02) —2,188(—14) 3,317(—05) 3,317(--05)
0,7 5,436{—02} —9,560(-11) 3,454(—05) 3,454(-05)
0,8 4,510(—02) 1,788(-08) 3,663(~05) 3,665({—05)
0,9 3,301(~02) 1,215(-05) 4,259(~05) 5,474(—05)
1,0 0,0 1,0 0,0 1,0

®Leia-se 1,060 x 10-91,
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6.2 Modelo N =3

O problema-teste considerado é de um duto de comprimento finito, se¢ao
circular, com uma distribui¢do isotrépica e uniforme de particulas incidindo na extre-
midade z =0. Nas Tabelas 6.5 e 6.6 s@o apresentados os resultados das aproximagoes
N =1 N=2 N =3¢ osresultados Alonte Carlo para as probabilidades de reflexio
¢ de transmissao definidas pelas Eqs. (6.1) e (6.2). respectivamente. em funcio da pro-
babilidade de reflexdo na parede, ¢, e do comprimento do duto. Z, em miltiplos do
raio. Nas trés aproximagdes, os dutos de comprimento Z = 0.1 e Z = 1,0 sio dis-
cretizados uniformemente em 80 intervalos e o de Z = 10 em 160 intervalos espaciais.
Em todos os casos, para discretizagfio angular do modelo aproximado, utilizou-se 640
nos da quadratura de Chebyshev do segundo tipo. Os resultados de referéncia foram
obtidos com o cédigo MCNP, modificado como descrito no Apéndice D e processado
com 107 histérias. Para uma quadratura de ordem /. as probabilidades de reflexao e
de transmissao sao aproximadas conforme as Eqgs. (6.3) e (6.4). respectivamente.

Na Tabela 6.7 sao apresentados os desvios dos resultados dos modelos

aproximados relativos ao resultado Monte Carlo. definidos como

Rmﬂ - RMC

desvio percentual em R = — == % 100 (6.7a)
R
¢
T — 1)
desvio percentual em T = ~™2__ "¢ g0 (6.7b)
Thc

onde os indices ma e MC representam, respectivamente, modelo aprozimado e Monte
Carlo. Analisando estes desvios percentuais, pode-se notar, como era esperado, que o
modelo N = 3 é o mais preciso dos modelos aproximados. Existem apenas dois casos,
para ¢ = 0,2 e Z = 10 e c = 0,3 e Z = 10, nas probabilidades de transmissao, onde
o modelo IV = 2 apresenta desvio levemente menor do que o modelo N = 3. Isto
ocorreu pelo fato das probabilidades de transmissiio serem muito préximas dos valores
corretos e os correspondentes desvios padrao do Monte Carlo serem relativamente altos,
fazendo com que seja dificil determinar qual destes resultados é o melhor com o srau
de discretizagdo e o nimero de histérias utilizados. Refinando a discretizagdo com 720

diregoes e 320 intervalos espaciais obteve-se, para os clculos das aproximagoes N = 2,
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i

T = 0,010520 para ¢ = 0,2 e Z = 10 e T = 0,011075 para ¢ = 0.3 ¢ Z = 10.
No caso da aproximacao N = 3, obteve-se 7 = 0,010511 para ¢ = 0,2 ¢ Z = 10
e T" = 0,011047 para ¢ = 0.3 ¢ Z = 10. e aumentando o ntmero de histérias no
processamento do MCNDP para 10 obteve-se 7' = 0, 010515 puac=0,2e Z=10¢
7'=0,011051 para ¢ = 0,3 e Z = 10. Portanto, para ambos os casos. observou-se que
os resultados da aproximacdo N = 3 sdo, de fato, mais préximos dos resultados Monte
Carlo do que os correspondentes resultados da aproximacio NV = 2.

Analisando, ainda, os resulrados dos desvios das probabilidades de re-
flexdio ¢ transmisdo conclui-se que, para dutos de pequeno comprimento (Z < 1), 0
modelo N = 3 nao descreve tdo bem as probabilidades de reflexdo quanto nos dutos
de comprimento maior (Z > 1). Para estes dutos mais longos, os desvios sio menores
que 0,4%, tanto para as probabilidades de reflexdo quanto transmissio. Os desvios
maiores (3 — 5%) obscrvados nas probabilidades de reflexio, calculadas com o modelo
N =3 para Z = 0,1, sdo atribuidos ao fato das funcdes de base escolhidas serem mais
adequadas para dutos longos. o que faz com que o modelo aproximado nio consiga
represcntar. adequadamente, os efeitos de borda nas extremidades do duto.

A Tabela 6.8 apresenta os tempos de execucdo dos trés modelos apro-
ximados e os do cédigo MCNP para o cédleulo das probabilidades de reflexdo e de
transmissao apresentados nas Tabelas 6.6 e 6.7. Nos modelos aproximados, imple-
tentados com o método das ordenadas discretas, néo é utilizado nenhum método de
aceleragao de convergéncia. O tempo de processamento do modelo N = 3 é cerca de
2 — 3,5 vezes maior do que o do modelo .N = 2, mas é cerca de uma a duas ordens
de magnitude menor do que o do correspondente processamento Monte Carlo com 107
histérias. O tempo de processamento do modelo N = 3 também ¢ inferior ao de Monte
Carlo com 10° historias, exceto para dutos longos com alta probabilidade de reflexio
na parede. Para estes casos, a introdugéo de técnicas de aceleracio no método das
ordenadas discretas usado na implementacio dos modelos, poderia reduzir os tempos
de processamento destes modelos. O procedimento de decomposi¢io em componente
nao-colidido e colidido, com o novo esquema de quadraturas apresentado no Capitulo
3, pode também reduzir o ternpo de processamento, uma vez que, neste caso, o calculo

de ordenadas discretas requer menor nidmero de ordenadas.
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Tabela 6.5: Probabilidades de Reflexdo para os Modelos Aproximados e Monte Carlo

Parametros Modelo Aproximado Monte Carlo
do Duto
¢ Z N=1 N =2 N=3 107 histdrias 10® histérias
0.1 | 0,003847 | 0,004958 | 0,004317 | 0,0045453 + 0.0000064 | 0,0044950 + 0,0000652
0,1 1,0 | 0,01457 0,02246 0,02162 0,021682 + 0,000013 0,021752 4+ 0,000128
10,00] 0,01773 | 0,02559 | 0,02495 | 0.025031 + 0.000012 | 0,025124 + 0,000133
0.1 | 0.007796 | 0,000920 | 0,008698 | 0.0061350 + 0.0000123 | 0,0080301 + 0,0001309
0,2 1.0 | 0.03064 0,04657 0,04491 0,045023 = 0.000027 0,045165 + 0,000253
10.0 | 0.03797 | 0,05403 | 0,05283 . | 0,052979 =+ 0,000026 | 0,053169 = 0,000260
0,1 ] 0,01185 0.01489 0,01315 0.013770 £ 0,000019 0.013606 =+ 0,000196
0.3 1,0 | 0,04847 0,07253 0.07008 0.070236 =+-0,000035 0,070455 £ 0,000380
10,0 | 0.06138 | 0,08605 | 0,08436 | 0,084568 =+ 0.000042 | 0084859 + 0,000390
0,1 | 0,01602 0,01986 0,01766 (.018450 + 0.000026 0,018222 + 0;000262
0,4 1,0 | 0,06838 0,1606 0,09737 0.097574 -+ 0.000049 0,097876 + 0,000509
10,0 | 0,08897 | 0,1227 0,1206 0.12083 £+ 0.00005 0.12123 £ 0,00052
0,1 | 0.02030 0,02483 0,02225 0.023177 = 0000032 0,0228380 + 0,000329
0.5 1,0 | 0.05080 0,1310 0,1271 0.12733  + 0.00006 0,12773 4+ 0,00064
10,0 | 0.1223 (,1654 0,1630 0.16332 4+ 0.00006 0.16381 + 0,00064
0,1 | 0,02471 0,02981 0,02691 0.027951 = 0.000039 0027579 + 0,000394
0,6 1,0 y 0,1162 0,1642 0,1596 0,15987 = 0.06008 0,16038 + 0,00079
10,0 | 0,1637 0,2167 0,2142 0,21452  + 0.00009 0,21509 £ 0,00077
0,1 | 0.02924 0.,03480 0,03164 0.032773 =+ 0.000046 0,032321 + 0,000462
0.7 1,0 10,1455 0,2006 0,1953 0.19563 4 0.00010 0,19627  + 0,00092
i0,0 | 0.2179 00,2810 0,2785 0,27883 4 0.00008 0,27943 4+ 0,00089
0,1  0,03390 0,03979 0,03645 0.037643 £ 0.000053 0,037104 + 0,000531
0,8 1,0 | 0,1794 0,2407 0,2347 0,23513 £ 0.00012 0,23593 £ 0,00108
10,6 | 0,2043 0,3672 0,3650 0,36531 &+ 0.00011 0,36579 4 0,00102
0,11 0,03870 | 0,04478 | 0,04134 | 0,042363 -+ 0.000060 | 0,041931 = 0,000600
0,9 1,0 | 0,2193 0,2850 0,2786 0,27902  + 0.00014 0,28003 = 0,00126
10,0 | 0,4189 0,4997 0,4983 0,49847  + 0,00010 0,49842 =+ 0,00115
0,1 § 0,04315 | 0,04928 | 0,04580 | 0,047034 = 0,000066 | 0,046311 =+ 0,000662
0,99 | 1,0 | 0,2618 0,3293 0,3224 0,32296 4+ 0,00016 0,32417 &+ 0,00146
10,0 | 0.6706 0,7543 0,7540 0,75401 £ 0,00015 0,75268 4 0,00120
0,1 | 0,04365 | 0,04978 | 0,04630 | 0,047533 + 0.000066 | 0,046800 =+ 0,000669
1,0 1,06 | 02670 0,3345 0,3276 0,32813 4 0,00016 0,32937 £ 0,00148
10,6 | 0,7244 0,8092 0,8090 0,80900 + 0.00016 0,80756 4+ 0,00121
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Tabela 6.6: Probabilidades de Transmissdo para os Modelos Aproximados e

Monte Carlo

Pardmetros Modelo Aproximado Monte Carlo
do Duto
¢ A N=1 N=2 N=3 107 histérias 10° histérias
0,1 | 0,9169 0,9054 0,9118 (,90945 + 0,00000 0,90982 + 0,00091
0.1 1.00 | 0.5162 0.3947 0,389 (,39999 4+ 0,00016 (0,40080 + 0,00148
10,0 | 0,04099 | 0,01010 | 0.01011 | 0,010132 + 0,000031 | 0,010062 + 0.000326
0,1 | 0,9208 0,0104 0,6162 0,91404 + 0,00000 0,91445 -+ 0,00082
0,2 1,0 | 0,5200 0,4143 0,-f188 0,41970 + 0,00013 0,42041 4+ 0,00147
10,0 | 0,04223 | 0,01052 | 0,01051 | 0,010530 £ 0,000032 0,011339 £ 0,000327
0,1 | 0,9248 0,9153 0,9206 0,91868 - 0,00000 0,91912 £ 0,00083
0,3 1.0 | 0,5434 0,4357 0,4405 0,44123 <+ 0,00013 0,44173 4 0,00141
10,0 | 0,04383 | 0,01107 | 0,01104 | 0,011064 £ 0,000032 0,011843 £+ 0,000328
0,1 | 0.,9289 0,9203 (3.9251 0,92337 =+ 0,00000 0,92384 - 0,00073
0.4 1,0 | 0,5598 00,4593 0,4643 0,46484 + 0,00014 0,46512 + 0,00139
10,0 | 0.04599 | 0,01185 | 0.01180 | 0,011818 + 0,000032 | 0,012575 + 0,000322
0,1 | 0,9332 0,9253 0,9297 0,92810 =+ 0,00000 0,92861 -+ 0,00074
0,5 1,0 | 0,5785 0,4851 0,4905 0,49082 + 0,00015 0,45086 =+ 0,00137
10,0 | 0,04902 | 0,01303 | 0.01294 | 0,012959 £ 0,000032 | 0,013689 + 0,000337
0.1 0,9375 0,9303 00,9343 0,93288 + (,00000 0,93342 + 0,00075
0,6 1,0 | 0,6001 0,5138 0,5194 0,51952 + 0,00016 0,51933 £ 0,00135
10,0 | 0,05359 | 0,01496 | 001483 | 0,014851 4 0,000034 | 0,015559 + 0,000347
0,1 | 0,9420 (0,9352 0.9391 0,93770 <+ 0,00000 0,93529 =+ 0,00066
0,7 1,0 | 0,6252 0,5455 0.5514 0,55138 =+ 0,00011 0,55094 4 0,00138
10,0 | 0,06120 | 0,01858 | 0,01839 | 0,018409 £ 0,000035 | 0,019112 £ 0,000363
0,1 | 0,9466 0,9402 0,8439 0,94257 4 0,00000 0,94321 + 0,00066
0,8 1,0 | 0,6547 0,5809 0.5872 0,58693 =+ 0,00012 0,68624 £ 0,00135
10,0 | 0,07587 | 0,02666 | 0,02643 | 0,026446 = 0,000040 | 0,027166 + 0,000399
0,1 | 0,9514 0,9452 0,9487 (,94750 £ 0,00000 0,94818 + 0,00066
0,9 1,0 | 0,6900 0,6207 0,6272 0,62683 + 0,00012 0,62587 -+ 0,00138
10,0 | 0,1124 0,05095 | 0,65076 | ,050776 + 0,000051 | 0,051550 + 0,000510
0,1 | 0,9558 0,9497 0,9532 (,95197 + 0,00000 0,95270 + 0,00067
0,99 1,0 | 0,7282 0,6607 0,6676 0,66711 =+ 0,00013 0,66390 =+ 0,00146
10,0 | 0,2401 0,1574 0,1576 0,15761 =+ 0,00011 0,15892 =+ 0,00105
0,1 | 0,9563 0,9502 0,9537 0,95247 4 0,00000 0,95320 4 0,00067
1,0 1,0 | 0,7329 0,6655 0,6724 0,67187 =+ 0,00013 0,67063 = 0,00147
10,0 | 0,2756 0,1908 06,1910 0,19100 =+ 0,00013 0,19244 + 0,60125

b

(o]
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Tabela 6.7: Desvios Percentuais dos Modelos Aproximados

1 rametros
Pardmetros N =1 N9 N—3
do Duto
¢ z R T R | T R 7
I
0,1 ~15,36 0,82 9,08 i —0,44 —5,02 0,26
0.1 1,0 —32.80 20,05 3.59 ‘ ~1.32 -0,29 —0,27
10.0 —29,17 304,56 223 | -0.32 ~0.32 0,22
0.1 —14,66 0,74 839 | —0.40 —4.78 0,24
0.2 1,0 ~31.05 26,04 344 —1.29 ~0.25 —0,21
10.0 ~28,33 301,04 198§ -0.09 ~0.28 ~0,19
0,1 ~13.94 0,67 513 | —0s7 —4.50 0,21
0.3 1.0 30,99 23,16 3.97 ~1. ~0,22 ~0,16
10.0 —97,42 296,15 L7 0,05 —0.2 ~0,22
0t | —1317 0,60 764 | -033 498 0,19
0,4 1.0 ~99,92 20,43 310 —1.19 —0.21 ~0,12
10,0 —-26,37 289,15 135 . -0.27 -0.19 —-0,15
0.1 ~12.41 0,55 713 —0.30 —4.00 0,17
0.5 1,0 —28.69 17,86 9 88 ~1.16 ~0.18 ~0,065
10,0 —95,11 278,27 127 . 055 ~0,20 ~0,15
|
0,1 11,59 0,49 6,65 | 0.8 ~3.72 0,15
0,6 1.0 ~927,32 1551 271 ~1.10 ~0,17 ~0,023
10,0 —23,69 260,85 1.02 L 0.73 -0.15 —0,14
0l | -1078 0,46 618 | _0297 ~3.46 0.15
0,7 1.0 ~25,62 13,39 054 | 107 ~0.17 0,0036
10,0 —21,85 232,45 0.78 0.93 ~0,12 ~0,10
0,1 ~9,94 0,43 5,70 —0.25 —3,17 0,14
0,8 1.0 —23,70 11,55 2.37 -1,03 0,18 0,046
10,0 ~19,44 186,89 0,52 0,81 ~0,085 | 0,060
0,1 ~9,08 0,41 5,21 -0,24 —2.87 0,13
0,9 1,0 ~91,40 10,08 2,14 —0,98 ~0,15 0,059
10,0 ~15,96 121,36 0,25 0,31 —0,034 | —0,081
0,1 ~8.26 0,40 4,77 0,24 ~2,62 0,13
0,99 1,0 —18,04 9,16 1,96 ~0,96 ~0,17 0,073
10,0 ~11,06 52,34 0,038 ~0,13 ~0,0013 | —0,0063
0,1 ~8,17 0,40 4,73 —0,24 ~2.59 0,13
1,0 1,0 ~18,63 9,08 1,04 ~0,95 —0,16 0,079
10,0 10,46 44,29 0025 —0,10 0,00 0,00
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Tabela 6.8: Tempos de Processamento (em segundos) dos Modelos

Aproximados e Monte Carlo

s
ATAINELIoS Alodelo Aproximado Monte Carlo
do Duto
e zZ N=1| N=2 N =3 | 107 histérias | 10° histérias
0,1 1.3 1.5 1.3 1935,0 66,6
0.1 1.0 1.7 24 6.4 22242 72,0
10,0 4.5 8.5 17.0 4982.4 94.8
0,1 1.3 1.8 5.0 1932.6 68,4
0,2 1,0 2.1 3.2 6.9 2249.4 72.0
10,0 6,0 10.9 9234 4885,2 99,6
0,1 1.5 1.7 5.0 1909.8 75,6
0.3 1,0 2.4 3.3 8.4 2296,2 74,4
10,0 7.6 13.9 32.4 5406.0 99,6
0,1 1.6 1.8 5.7 2068.2 73,2
0,4 1,0 29 3.6 9.0 2216,4 74,4
10,0 9.5 18,8 38.7 4957.2 102,6
0,1 1.7 1.8 5.7 1931 .4 69,6
0.5 1.0 3.1 4.2 9.5 2311.8 73,2
10,0 11,2 22,4 46.2 50292 107.4
0,1 1,9 1.8 5.6 1906.8 66,0
0,6 1,0 3.5 4.8 11.2 2249 4 66,6
10,0 14,1 31,0 49.0 48222 110,4
0,1 1.9 2,1 6.6 1916,4 71,4
0,7 1,0 3.8 5.4 11,6 22236 70,2
10,0 18.9 31,0 61.8 4857.0 105,6
0,1 1.9 2.1 6.5 1953.6 67,2
0,8 1,0 4,2 5,4 12.6 2319.0 72,0
10,0 | 25,8 41,5 90,2 4812,6 102,0
0,1 2.1 2,1 6,9 1972,2 69,6
0,9 1,0 4,7 6,1 135 2273.4 77,4
10,0 | 39,1 64,5 135,7 4898.4 100,8
0,1 2.2 2.2 75 1993,2 64,8
0,99 | 1,0 5.3 6,4 14,9 2214,6 72,0
10,0 | 57,3 133,3 284.9 4813,2 100,8
0,1 2,0 2.1 7.1 1997 4 69,6
1,0 1,0 5,0 6,4 15,1 2934,4 72,0
10,0 | 55,5 150,6 340.8 4900,2 96,0

a7
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6.3 Modelo Dependente da Energia

Nesta se¢do sfo apresentados os resultados obtidos da implementacao
do modelo aproximado, dependente da energia, comparados com os obtidos do método
Monte Carlo. Os dutos considerados nos problemas-teste tém as mesmas caracteristicas
geométricas dos problemas resolvidos mas secdes anteriores,

Conforme o desenvolvimento tedrico apresentado no Capitulo 5, o modelo
dependente da energia utiliza albedos em multigrupo para descrever a reflexdo na
parede interna do duto. Estes coeficientes podem ser obtidos de cdleulos de transporte
que utilizam métodos como o de harménicos esféricos, ordenadas discretas ou Monte
Carlo. Neste trabalho, todos os resultados foram obtidos utilizando albedos calculados
por Monte Carlo através do cédigo NICNP. Para esse céleulo, foi feita uma simulacgéo
de um problema equivalente ao problema de wm fluxo angular isotrépico incidindo
uniformemente em uma placa plana infinita. O problema equivalente® é definido com
uma fonte pontual. com distribuigdo cossenoidal, incidindo no centro de uma das faces
planas de um disco de 100 cm de raio e 40 cm de espessura. Lstas dimensoes sao
suficientes para uma boa representacio de uma placa infinita. TUtilizando um detetor
de superficie com raio de 100 cm obtém-se uma solugdo equivalente ao problema de
albedo.

Sao apresentados resultados para o concreto de densidade 2,26 g/cm®
e para o ferro de densidade 7,86 g/cm®. Para ambos os materiais. foram efetuados
cdlculos para a regido térmica e rapida, separadamente, com estruturas de grupos de
energia definidas arbitrariamente. A composicio do concreto e as estruturas de grupos
de energia sao fornecidas no Apéndice F. Foi utilizada a biblioteca de secoes de choque
continuas em energia do MCNP, que é baseada nos dados avaliados da ENDF/B-6.%
Todos os cdlculos para determinagio dos albedos gy foram feitos com 107 histérias
e sao apresentados nas Tabelas 6.9 e 6.10 para o concreto, e nas Tabelas 6.11 e 6.12
para o ferro, nas faixas térmica e rapida, respectivamente.

Obtidos os albedos, efetuou-se o célculo de transporte de particulas no
duto com as aproximacoes N =2e N =3 e quadraturas de Gauss-Chebyshev. Para
a faixa rdpida utilizou-se como condicéo de contorno, na entrada do duto em z = 0,

uma distribuigace de particulas isotrépica incidente uniformemente, no grupo de maior
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encrgia. Para a faixa térmica considerou-se uma fonte com distribuicio maxwellia-
na, calculada pelo programa ACES? correspondendo a uma fracio de 0,005869652
neutrons no grupo 1, 0.1446582 no grupo 2 e 0,8494722 no grupo 3, tanto para o
concreto quanto para o ferro.

As probabilidades de reflexdo e de transmissao dependentes da energia,

dadas. respectivamente, por

-

fol il (0, = Edp

R(E) = (6.8)
S o i, (0. . E)dpdE
e
(B) = ﬁjl (7, E)dp | (6.9)
o [y n (0, w, E)dpd
onde
Uy (z 1, E) // (2,9, 2, 4y 0, E)d zdrdy. (6.10)
sao obtidas para o modelo multigrupo aproximado como
Al )
2o will(1 = pd) 20 (0, 1)
Ry ==t (6.11)
Z Lwitts(1 = )00, )
e
(1 = )0 7,
i=
T, = ==L . (6.12)
Zl 21 = )T (0, 1)
g=1i=

ondem = M/2e W) (0,11;), i = m-+1,m+2,..., M, eV, (Z, 1),%=1,2,...,m, com
g=12,...,G, sao os resultados de ordenadas discretas dos primeiros componentes
dos vetores de coeficientes W (0, ;) 1; < 0, € W, (Z, 1), i > 0, definidos pela Eq.
(5.28).

Para uma avaliagdo do método implementado, a comparacio dos resulta-
dos foi feita com resultados obtidos do cddigo MCNP modificado, descrito no Apéndice

E, onde o célculo de transporte em duto vazio é feito utilizando os albedos calculados
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i
i
;
““‘
e m wg =

previamente. Nas Tabelas 6.13 e 6.14 sao apresentados os resultados para as probabi-
lidades de reflexdo e de transmissio. respectivamente, em fungio do grupo de encrgia,
para um duto de concreto com razido Z/p = 1 na faiva de energia térmica. Nas Tabelas
6.15 e 6.16 sdo mostrados os resultados correspondentes para a faixa de energia rapida.
Nas Tabelas 6.17, 6.18, 6.19 e 6.20 sdo apresentados os resultados correspondentes para
dutos de ferro com a mesma razao comprimento/raio. Nas Tabelas 6.21, 6.22, 6.23 ¢
6.24 sao apresentados os resultados para as probabilidades de reflexio e de transmissio
nas faixas térmicas e rapidas para wm duto de concreto com razdo Z/p = 10, e os
resultados correspondentes para o duto de ferro sio dados nas Tabelas 6.25, 6.26. 6.27
e 6.28. O resultado indicado por “Total” corresponde & soma dos valores de todos os
grupos. O codigo MCNP foi processado com 10° e 107 histérias. Em ambas as aproxi-
magoes, N = 2 e N = 3, foram utilizados 80 intervalos espaciais para o duto com razio
Z/p =1 e 160 intervalos para o duto com razdo Z/p = 10 e discretizagio da varidvel
angular com 640 nés da quadratura de Gauss-Chebyshev. Os desvios percentuais dos
modclos aproximados N = 2 e NV = 3 foram calculados em relacdo aos resultados

Monte Carlo processado com 107 histérias, como

Ryo— R
desvio percentual em R = =22 Y o qqq, (6.13)
Rirc
para a probabilidade de reflexao, e
Tma - T
desvio percentual em T = =72 “3¢ 150 (6.14)
Tuc

para a probabilidade de transmissdo. Como era esperado. em geral, a aproximacio com
trés fungdes de base apresentou desvios menores do que os do modelo com duas fungdes
de base. Nas Tabelas 6.13 a 6.28 pode-se notar que os desvios dos resultados do modelo
aproximado N = 3 em relagdo aos resultados Monte Carlo modificado sdo, no méximo,
da ordem de 1,5%, exceto para o grupo 1 das Tabelas 6.13 e 6.21. Nesses cagos, em
particular, a razao dos desvios relativos altos ¢ atribuida ao fato da probabilidade de
reflexao no grupo 1 ser ordens de magnitude inferior &s dos outros grupos, o que propicia.
o aparecimento de um fenémeno conhecido como sub-amostragem?? em célculos Monte
Carlo, que é caracterizado por médias e desvios padrdo ndo-confidveis. Aumentando
o nimero de histérias para 10° no cdleulo Monte Carlo modificado, foi obtida uma
probabilidade de reflexao de 0,000151800 + 0, 000001047, no grupo 1 da Tabela 6.13,

com um desvio relativo de 0,90% para o modelo N = 3 ¢ 4,08% para o modelo

ke o b e ek e S
o e T A S reeme s T RUGLEARED ;

E M TITLT Y T Y
3 U

s g 4 A
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N = 2; para o grupo 1 da Tabela 6.21 obteve-se uma probabilidade de reflexio de
0,000204124 £ 0, 000001163, o que resulta em desvio de 0, 65% para o modelo N = 3 ¢
2,04% para o modelo NV = 2. Nos dois casos observa-se uma concordancia muito melhor
dos resuitados. Pode-se concluir que os modelos aproximados fornecem resultados
muito préximos dos resultados Monte Carlo, o que comprova a implementagio correta

do método aproximado.
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6.4 Comparagao entre o Modelo Aproximado ¢ o Problema Real

O modelo aproximado estudado neste trabalho envolveu algumas aproxi-
magoes na sua formulagdo. A fim de avaliar os efeitos destas aproximagoes, o problema
de transporte em duto foi simulado com o cédigo MCNP sem modificagoes, aqui de-
signado por Monte Carlo referéncia. Os resultados do modelo aproximado por albedos
sdo comparados com estes resultados. Nos calculos de referéncia foi considerado wm
duto vazio com parede de 20 cm de espessura, onde se leva em conta o transporte dos
néutrons no interior da parede. As segdes de choque utilizadas foram as mesmas da bi-
blioteca usada para calcular os albedos. As Tabelas 6.29 e 6.30 mostram os resultados
das probabilidades totais de reflexio e de transmissao, respectivamente, para o concreto
na faixa térmica. em fungdo do raio de um duto circular de comprimento Z = 100 cm.
Nas Tabelas 6.31 ¢ 6.32 sio apresentados os resultados correspondentes para a faixa de
energia rapida. As Tabelas 6.33, 6.34, 6.35 e 6.36 mostram os resultados obtidos para
um duto de ferro. Os valores dos desvios sao os do Monte Carlo modificado, utilizando
albedos, calculados em relagdo ao Monte Carlo referéncia. Todos os resultados foram
obtidos com 10° histérias.

No que se refere as probabilidades de reflexao, verificou-se que o modelo
aproximado nao descreve bem o problema real, apresentando resultados incorretos. Isto
pode ser parcialmente explicado pelo fato dos albedos utilizados terem sido caleulados
com aproximacgoes tais como a dependéncia constante em relacio a direcéo e & posigao
das particulas incidentes. Entretanto, o principal fator que determinou estes resultados
incorretos € que o modelo aproximado considera que, quando a particula incide em uma
determinada posigdo na parede, ela é refletida na mesma posigao espacial. Como a fonte
de particulas incide na entrada do duto, grande parte dessas particulas tem a primeira
colisao na borda ou em suas proximidades. Assim sendo, no modelo aproximado, as
particulas, ao colidirem em uma posi¢ao na borda do duto ou préxima a ela, como sdo
reemitidas localmente, podem sofrer reflexio para fora do duto com uma probabilidade
de ~ 50% multiplicada pelo valor do albedo, isto é, ocorre uma migracéo significativa
de particulas para fora do duto. No caso real, a particula incidindo na borda pode
penetrar na parede do duto uma distancia da ordem de um livre caminho médio antes

de sofrer uma coliséo e, neste caso, a probabilidade de ocorrer reflexio dirigida para a
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abertura de entrada do duto é muito mais baixa. Apesar dos desvios altos, para um
mesmo comprimento de duto. verifica-se uma tendéncia de diminuicio desses desvios
nas probabilidades de reflexdo, com o awmento do raio. Isto porque, apds a primeira
colisdo, quanto maior o raio do duto, maior o dngulo sélido subentendido pela abertura
do duto para a saida de particulas de primeira colisdo, o que confirma a justificativa
apresentada. Para melhor compreensao desta particularidade do problema, nas Tabelas
6.37 a (.40 sao mostradas as probabililclades de reflexao em funcao do comprimento e
do raio. mantendo a razio entre eles (Z/p) constante, para dutos de concreto ¢ de ferro
nas faixas de energia térmica e rdpida. Para cada caso sio apresentados resultados
para Z/p =2 e Z/p = 5. Estes resultados mostram com maior evidéncia a redugao do
desvio com o aumento do raio, obtendo-se um valor melhorado em até 100 vezes.

Foi também estudada a influéncia dos coeficientes de albedo, calculados
com as mesmas hipoteses, mas especificando outro tipo de fonte incidente. Coneluiu-
sc que esta influéncia é insignificante no sentido de se obter melhores resultados para
problemas com as aproximacées citadas. Este fato foi constatado efetuando-se caleulos
utilizando albedos gerados com fonte incidente normal, ao invés de iIsotropica.

Em relagdo s probabilidades de transmissio, que sao 0s parametros mais
importantes para andlise deste tipo de problema, obteve-se resultados razoiveis. Quan-
to ao tempo computacional, verificou-se que o processamento do problema referéncia é

até dez vezes mais demorado que o do modelo aproximado.



74

6 RESULTADOS NUMERICOS

100~ 6FF000'0 F  S0TCHED 0S£000°0 F ©€90SYED CRFPFFE0 0S
61— ILE0000 F 26TS6T0 90€000°0 F S0ST6T0 TLITBTIO 0g
79'y— 08T000°0 F LE9E0T'0 | TLET000'0 F L6FRS60°0 FIVOR60°0 0%
86'0— FRIZN00'0 F ¥E£0650°0 ZISIN00'0 F ZIIGFS0'0 6S6SFS0°0 QT
69'6— 60FT000'0 F 988.220°0 GFIT000'0 F 9250200 PE62020°0 01 T
SLOT— | £L01000°0 F {SLLZTON 00600000 F L8GETITO0 LESTIT00 S # “, m
(9%,) VI [} opod |y ¢ N (nw) oyugg M._ ”:_ W
I
orasa(] dNOW O[PPOIN op orey b
N ;

, ;
WL |, BXTR] R UL O] = Z 030U Op 01100) 9] IR[UI) 0911 Wil 9P 0SU0) O [uaY ,.

eud[O. [ 0 wiwd o opriarxoxdy oppoy o vind Sepri(() ORSSHUSURL], 0p SOpPRPIIqRqold 0¢°9 elOQE],

‘051z (8E000°0 F T09€2T'0 | 92E000°0 F TISTLZ'0 | 868T1LZ0 04 w
GLoe G8E000°0 F 6099250 | 962000°0 F S62962'0 0VZ96Z°0 0¢
RT'E¥ [8€000'0 F SL8TIZ0 | POL000'0 F 68GL08'0 |  SIGE0L0 0% :
8606 0L£000°0 F 008¥61'0 | GOE000'0 F 90ZS0E'0 | 09TS0ED Sl M
0Z'%8 | 6YE000°0 F G8GSOT'0 | 90£000°0 F TPLS0£0 |  00L508°0 0T LE
€E°GOT | 8ZE000'0 F 9Z68PT°0 | 90£000°0 F 065080 9FLE0E'D 8
(9%) RIOUQISJY] opaq[y C=N (un) o

01A8(] ANDIW O[PPOIY Op orey

BOIULI T, XTI Bl WD O] = 7 C_._‘QO:E,HATZQO Jp 032101107 op JBTH2IIT OJng wn ap Ow.mo Ol TeadYy

wawiqo1J o vred o opriixoudy oppoy o ved sepri() ORXaPoY Op SAPUPIQRGOI] 670 RPQRL




75

AERICOS

6 RESULTADOS NUM

P 1— GTFO00'0 F 8GRGFZ0 0L£000'0 F  2CL9%Z0 6109%2°0 0¢
76'9— 8TEO00'0 T ¥FE9ZI0 0LC000°0 F  96CLITD 0SELITD 0§
ovT— GLET000'0 F 000Z¥90°0 L8GTO00'0 F £961880°0 01018500 0T
CeST— 0S8T000°0 F  Z9669€0°0 TIST000°0 F I¥120£0°0 95000£0°0 G1
0e'e— GZZTO000'0 T TASHSINN GZOTO00'0 F  CTI98T10°0 TOTZZTI00 01
O A £F960000'0 F 6TEFIGH0) TLISO0000 F 0699G200°0 ! P6LGTL000 8

{o) BINTDIOJOY] OPAIY ¢= N (u)ogn(y
O1AS9(] ANDIN O[apOIA op orey

uptding eXieyg v un ()] = Z 0owdmoy) op 000y o] RN o4u(] W 9P 0SBy ou Teay

TUd[01] 0 vIed 8 opeurxoidy O[PPOJN © eIvd SRPLIC() OBSSIUISURL], Op SOPRPIIqRQOL] :ZE'Q R[OqE 1,

86'T¢ GE8T000'0 F 6LFLLE0'0 IST000°0 F 900621°0 766821°0 0¢
GL'LY 6222000°0 F 0£56060°0 GLTIO000 F |IFFETD BIEFETO 0¢
1869 6SSZ000°0 F 00866L0°0 9LT000°0 F STFGET'0 IPEGET0 0%
6C16 LAVZO00'0 F 0S8L0L0°0 | 9LT000°0 F £L8GET°0 SRTEET0 QT
£R'0¢eT £8C2T000°0 F 22922500 | OLT000'0 F L19SET°0 eFCSeI0 01
16041 £01Z0000°0 F £290050°0 910000 F 2ZO8eT'0 GEGeeT'o 8
(%) BIOURIOIOY opaqry £=N (uo) o
O1AS(] ANDIN O[epPOIN op orey

vpIdyy] BXIR] B0 WO (0] = Z oNuduio)) p 03910100 9P Te[N2I) O] WD dp 0SB OU [eoy]

VIO 0 vred 9 operaxoldy oPpoy o vivd SepTiF() ORXOPOY] Op SOPRPI[IqRG0OL] (180 BPqR],

© e



= 100~ ITV000°0 F FOSELE0 I8£000°0 F  96£7.2°0 QT19T22'0 0%
F6T— S1E000°0 +  TLESET'D FRZO00'0 F  €£TGLT0 GO6TET0 0¢
29y — SOEZ000°0 T F608L90°0 690Z000°0 F £859¥90°0 9F1SHI0°0 02
96'9— 2GLT000°0 F TI6ELE0D £8GTO00°0 F T¥RICED0 OFZ6FE0'0 QT
GO'G— OFTTO000 F Z888FT10'0 ZSOTO000'0 F 9SPRLTOD FISOLIN'0 01
RL0T— 0LOGODO0'D F GTHCERON) STESN000'0 T TLGVZRO00 ZOPEIR00 0 8
(%) VIDURIOJ0Y] opoy[y C=N (uo) oing
01ASD(] ANOIW O[PPOIN Op otey]
_zn:.:ﬁﬂwrﬁ .:u&.:l 2 T CH: = N\ C__:,,::_.:::CO QT O.Z;& .LT .HEZUZ_O cﬁ‘_Q I 0? Qmio OT11 m@.od

VIIQOI] O ried o OT,::HC.NC..RT«\ opPpon o rand SUPI () OUSSTIISTURIT, op SepPRDIIqeqol ] Fi9 BloqE],

po'e 020000 F LAFPEOT'0 | 212000°0 F L12L91°0 LTEL9T'0 0%
09°G RIEOO0'0 F SPTLIT0 | 6ZT000'0 F 60S0LTO POSOLTD 0e

. 9a°8 CLE000'0 F TLPFOT0 | FIZ000°0 F APGRLI'O EFGRLI0 0%
& 9L 11 | FOE000°0 F GLO09T'O | SIZO000 F 9688LI0 T068LT'0 ¢l
m LT'8T | €0%000°0 F QEBS GL5000'0 F 9668LT°0 T006LT'0 0]
= 90°€T | S08000°0 F 99VGPI'0 | S1Z000°0 F G006LT0 |  6006LI0 8
m (9%, RIOUDISISY] opaqly ¢ = A (wo) oan(
M OTASO(] ANDIN O[apPo op o1eYy
= BOMILD T, UXIR] BU UL ()] = Z OJomLduroy) op 011,] op 1euodll) onyg Uil ap osue)) ou [udy]
Ltal

1

PUID[QOI] 0 ered o oprunxoldy oppoy o vied SRPIIG() OUVXA[RY SP SOpRPIIqRqOI] €80 RqR],




) 77

6 RESULTADOS NUMERICOS

08'¢— R6L000'0 F  £6SGST'D G9C000'0 F+  9R8£Z8I‘0 6£9ISI0 0%
68'6— 66370000 F 8S65060°0 YI92000°0 F L£89180°0 SLI91R0°0 0¢
AR £21T000°0 F 1812700 9.8T000°0 F+ 12606500 £££0680°0 07

GG 12— 92010000 T 68681200 99FT000°0 T |FCCTT0O0 QTIFZz0°0 eI
Qe'9g— ZOTT000'0 T 9IE8ETO0 8KG0O0000 F  K|Z/TOTN'0 02500100 01

GG LT 12£60000°0 F LOTTOG00'0 | SO6L0000°0 F SFRZSO00°0 | 9F8EFS00'0 8

(04} RIUAIOJOY] opoqry C=N (uro) ogngg

01ASO(] JINDI O[9pPON op orey

RPIAWY BXIVR] B U ()] = Z ojuouneluio]) op oL, op IvnaIry) oin(g Ul 8P 0str) O [eoY

vuId[(01] 0 wied o oprwixoldy o[ppojy © wivd sepryq() OBSSIUISURI], 9P SIPepPIIqRqold 989 BPqR],

3

GF1E SCLIOOD'0 + B6YTYI00 | GFEO0000 F ASATOZ0'0 | 65610800 08
19°0G CE1T000°0 F 98F9LT0'0 | 6FL0000°0 T $9550%0°0 10£5020°0 0¢
0R'C9 GROTO0N'0 T LRGOZI00 | 05500000 F SRO0ZO0 6£850Z0°0 0%
0F'GL 8GOTON0'0 F LEGATIOD | OSL0000°0 F 96190200 | 616%5020°0 ey
99°001 98GO00N'0 F 0SLZOTO0 | 0SE0000°0 F 6L19080°0 | Z¥6S0Z0°0 0t
TELATT 967600000 F #S96F600°0 | 0650000°0 T Z819020'0 |  ¥F6S0Z00 8
(%) RIDUQIOIOY] opaqy o= A (wo) on(g

OEASO(] JINDI O[PPOIN Op oIBY]

epiduy exmeq vu um Q1 = Z omounxluio)) sp 018 8P IB[NIAL) 03N(] UWIN 8P 0SB OU [BIY

RHRDGOLF o vard 0 oprrixoxdy oppoy o wiwd seprq) 0RXOgoY op SopRPI[IqRG0I] (GE'Q B[R],

5
.- |



6 RESULTADOS NUMERICOS

IPEGET 0 7668210 £ = N O[FPO
9L1000°0 ¥ RIFSET'0 IRT0000 F  90062TQ0 | OpP°qIV-dNDOIN
1£°69 69GZ000°0 F 00R66L0°0 0z/001 8618 GERTO00'0 F  GLFLLED0 0¢/001
GL'SET 1220000 F  06TLOC0O0 01/0% 'es 1692000°0 F 0T60¥80°0 0¢£/09
LT VL GIZLO00'0 F  FOVO910%0 z/01 CLE]E SPSTO00'0 F  A689930°0 ¢/01
LOFPST ¢I880000°0 F 22.9€2800°0 1/¢ LR'GFIT 6££L0000°0 F Z6EELE000 1/2
(94) o1aso(] VIHUDINDY Jd/y (94) o1aso(y VIO d/7z

squeisuoy) d/z o epidey] BXIB BU 03010U00) op 0(] UM vIvd ORXO[RY 9P SOPEPIIqRGOI] (RE'Q RRQE]

8TSE0E°0

868TLZ'0

¢ = N OPFPOIN

FOS000°0 T 685E08°0

9Z€£000'0 T 1181420

OpaqIV-dNDOIN

8z €¥ - TRE000°0 F 8LSITZ'0 | 0Z/001 95'12 08£000°'0 F 1098220 0/00T
1.°68 €FE000'0 F TAFEOT'0 | 01/08 LL'EE 99£000°0 F 961£02°0 0£/09
£T'G9% Z0Zz000°0 F L0TLESO0 ¢/o1 LT'61% ¥2L3000°0 F ZGET1S80'0 /01
28696 GCOL000°0 F GL£9820°0 1/¢ £0'2eTl S6E£T000°0 F 1095020°0 1/¢
(9,) otaso(] BIDUDIIJAY] d/7 {94,) olasa(] BIDUDIOJIY diz

QJURISUO)) d/7 o ROIGLIY ], BXIR,] BU 01910107 ap on(] win ered OBXOPoY Op SOPRPIIROI] :.¢'Q B[eqy],



79

68850700 6SS10Z0'0 | £ = N O[PPON
OSE0000°0 F  SR090T0°0 Sre0000'0 F LGLT0Z0°0 | OPOqIV-ANDI
0829 GROTOO00 F L8GUT10'0 0z/001 GF 1y GGTTO00'0 F  26STHTION 08/001
6EI0T 8600000 F  0£ET0IN' 01/06 £0'‘es 1Z11000°0 F T1¥SILTIO0 0£/09
POLGE $RGH0000°0 F 1160SFO0 0 z/o1 RT'G6T 0ZI80000°0 F 191889000 G/01
LSTLY 280500000 F 69099Z200°0 1/5 F0'9L8 9RFF0000°0 F 602902000 1/2
0] OIASD BIDUDIONOY] d/y 97) OIASD BIDURID0 d
%) OLasa(] Q1] 7 % a 21039 7

6 RESULTADOS NUMERICOS

ojuugsuoy) /7 o wprdry eXie] vU 0119, op o wm vied ovxogoy op mwv_mwzﬁmﬂo,.ﬂ& 0F'9 eeqRl,

GFSRLT LIELITO ¢ = N ORPPOIN
PIZ000°0 F LPGRLT0 LIZ000°0 F LT3L9T°0 OpPaqV-dNDIN
60°g ZIS000'0 F TLFFOT0 0z/001 79'e 20800000 F LPEIOTO 05/00T1
9%'g1 10£000°0 F 22L0ST'0 | 01/0% 6’9 FIL000'0 F GS0LST0 0£/09
v 96 GFSZ000°0 F TT06060°0 Z/01 Zo'ey 18Z000°0 F SI691IT0 q/01
20861 ee1z000°0 T 91860900 /¢ SF0¥e SGE£T000°0 F FI116¥0°0 1/2
6/ ) OTASD BIDTOLNRY d/n 47 ) OIASD TINTDIND - d
% a BIGROIM| A %) OTASD(] 210J9Y] 7

ORISUON) ¢ /7 & WIULY ], RXIR] vl 0XI0,] 0p 0Ny W eled orxafoy] op SOpRPIIqRQOIL] 680 BOGRL




7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Contribui¢oes do Trabalho

Como contribuigbes deste trabalho podem ser mencionados:

» o desenvolvimento e implementacio da decomposicido do problema de
duto em problemas nao-colidido e colidido e suas solucdes:

0 desenvolvimento e obtencdo de quadraturas mais adequadas ao pro-
blema;

® 0 desenvolvimento e implementagio do modelo aproximado com trés
fungoes de base:

¢ 0 desenvolvimento e implementagéo dos modelos com duas e trés fungdes

de base dependentes da energia.

7.2 Conclusoes

A partir dos resultados obtidos conclui-se que a decomposi¢ao em pro-
blemas nao-colidido e colidido, para aproximagio com duas funcdes de base tem ca-
racteristica superior de convergéncia e oferece um ganho em eficiéncia, uma vez que
a ordem de quadratura necessiria para se obter os resultados das probabilidades de
reflexao e de transmissao, dentro de uma precisio pré-estabelecida, é usualmente muito
menor (até uma ordem de grandeza) do que na solugio padrio por ordenadas discre-
tas, além de se obter resultados mais precisos para as probabilidades de transmissao,
especialmente para dutos longos.

O desenvolvimento e a utilizagdo de conjuntos de quadraturas duplas pos-
sibilita uma melhor representagéo das descontinuidades nos fluxos angulares, obtendo-

se convergéncia mais rdpida e também probabilidades de reflexdo mais precisas do que
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as quadraturas de Chebyshev do segundo tipo, até entio utilizadas. Em relagao as
probabilidades de transmisséo os resultados sio melhores para dutos de pequenos com-
primentos, sendo que para dutos longos os resultados sio praticamente equivalentes
aos das quadraturas de Chebyshev.

| Na aproximagdo com trés funcées de base os resultados mostram, con-
sistentemente, precisao melhor quando comparados aos resultados de aproximacdes de
mais baixa ordem, e também substancial economia no tempo computacional, quando
comparados aos resultados Monte Carlo, indicando ainda que o desenvolvimento de
aproximagao de maior ordem (quatro funcoes de base), com um consequente aumento
da complexidade, ndo acrescentaria muito ao modelo aproximado.

O modeclo dependente da energia foi implementado com SUCEess0, COmMpro-
vado com os resultados obtidos do cédigo MCNP modificado. Entretanto, conclui-se
que o modelo aproximado é limitado a aplicagdes onde o processo de interacao particula-
parede ¢ restrito & superficie da parede ou suas proximidades como no escoamento de
particulas atOmicas ¢ moleculares, onde o mecanismo de reflexdo é local, tipico em
dispositivos de fusdo nuclear. Nos casos de transporte de néutrons e fétons onde a
interagao nao se limita a superficie da parede, o modelo apresenta limitacdes que po-
deriam ser superadas, ou pelo menos atenuadas, por exemplo, seguindo a linha de
pesquisa de Prinja®® que utiliza nm niicleo de espalhamento nio-local sintético que

permite a migragao da particula na parede do duto.

7.3 Possiveis Trabalhos Futuros

Uma técnica de aceleracao de con‘\-fergéncia seria recomendavel no esque-
ma de iteracdo de fonte do método das ordenadas discretas, para redugdo do tempo
de CPU gasto no caso de dutos longos e alta taxa de espalhamento na parede, pelos
modelos N =2e N = 3.

No método das ordenadas discretas, a eliminacéo da discretizagao espaci-
al, através da formulagéo analitica do método, é uma opgdo que tornaria mais eficiente
a solugao do problema, principalmente para dutos longos.

No modelo aproximado, um nticleo de espalhamento nao-local, que des-
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creva bem a interagao da particula com a parede do duto, é necessério para se obter
melhores resultados no caso de transporte de néutrons e fétons.

Finalmente, como sugerido por Prinja,?® o desenvolvimento de um mo-
delo aproximado unidimensional para o cdleulo de transporte em duto que apresenta
curva ou conexdo que muda a diregao do seu eixo é assunto de interesse para aplicacao

em transporte de particulas atomicas e moleculares.

-

PP P



APENDICE A

Determinacao dos Coeficientes da Segunda Fungao de Base

As fungoes de base e as fungdes peso devem satisfazer a condicdo de
ortogonalidade dada pela Eq. (2.15). Assim, no esquema de Galerkin, para i = j = 2

tem-se

QTA// u[D{z.y,w) — vfu[D(z, y,w) — v]dydrdy = 1. (A.1)

2 ~ —
27TA (v, w) — vl dpdady = 1. (A.2)

—1/2
— — 2 ‘m
U= {ZTrA /] (z,y,w) — 2] dwd:rdy} : {A.3)

Parai=1¢e j=2

1 2w
— D(z,y,w) — drdy = 0. A4
27TA/Rfo u[Diw,y,w) - vldedzdy (A4)
2
5 A |:1L/R i Diz, y, w)dedrdy — 2n Auv| = 0, (A.5)
2
ded .
%A/ D{z,y. w)dpdzdy. (A.6)

A fungio D(z,y,w) satisfaz a equagio®

w-VD{z,y,w) = 1,. (z,y) € R (A7)
D(z,y,w)=0, (r,y)€dR, w-n<0. (A.8)

Da Eq. (A.7)
Dz, y,w) = %[w VD (z,y,w)) (A.9)

P o



g, e ittt

APENDICE A 84

Dz, y,w) —v]? = %{w -V[D(z. y,w) — v}a}. (A.10)

Substituindo a Eq. {A.10) na Eq. (A.3) e aplicando o teorema da divergéncia, u pode

ser eXPresso commo

1 b B -1/2
U= {w— / / w n{D{z,y, w) - v]%qsds} : (A.11)
67 A Jor Jo

De forma similar, utilizando a Eq. {A.9) e aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se

w-nD?(z, y, w)deds. A.l2
47"A fan’./wo ¢ ( )

No caso especifico de um duto de secao circular de raio p. D(z,y, w) pode

56T expressa como??

24 ,02 o yQ]l,-‘"Q_ (A.l.?))

Dz, yw)=r w-|[(r w)
Na parede interna, R, r = pn e a equacio anterior se reduz a

2 . Lwen >0,
Da,y.w)= 4 P& ) wm>0, (A.14)
0 Lwen < (.

O perimetro L e drea A da secio é expresso como
L=2rp;, A=7zp’ (A.15)

Substituindo a Eq. (A.14) na Eq. (A.12) tem-se

(w - n)*dipds. A.l6
47["’4 AR Jw-n>0 ( )
Como em 8R
T/2
/ w - ndp = / cospdyp = 2, (A.17) .
wn>»0 -m/2
/2 -
f (w - n)zd’@ = f cos’ wdp = —, (A.18)
w2 4
/ (w-n)’dp = / cos® pdip = -, (A.19)
w-n>0 -n/2 3
e i e -:---’—-“l:";:‘;":::;\
AR EPERRER R :

NOTE
l B

‘ pam et T e o e
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[eiIl-5¢

%
3

v

(A.20)

O coeficiente u ¢ calculado da expressio dada pela Eq. (A.11). Escrevendo a integral

sobre v como a soma das integrais sobre w -n < 0 e w-n > 0,

Syl o) of
w= { = w-n[D{z, y. w)—v]Pde
{GWA.aR wn<o [ ] v
—1/2

Para w-n < 0. D(z,y,w) = 0. Portanto

=VAll 3
U= — w - n(—v)dy
{67“4. ok L/ wn<o )

~1/2
+ / w-n{Dz.y, w) —v* — 3vD*x.y,w) + 32D(z, y. w]dyz ds} . (A22)
Jwn»0

Utilizando as Eqgs. (A.14), (A.20) e escrevendo as integrais em w-n > 0 de acordo com

as Eqgs. (A.17). (A.18), (A.19) e considerando ainda que, em 9R.

/2 3%
/ O(w -n)id; = / cos® dp = 5 (A.23)

w/2

obtém-se

3=, _
u= (97"~ 64) 12, (A.24)



APENDICE B

Determinacgao dos Coeficientes da Terceira Fungao de Base

A terceira funcao de base é dada por

-

az(z,y.¢) =r[Dir.y,w) — s][D(r.y, w) — .

(B.1)

onde r. s e t sao constantes. Considerando o esquema de Galerkin e aplicando a

condigdo de ortogonalidade expressa pela Eq. {2.15) para 1 <, j <3, tem-se

— [ / (2,5, 0) — s][D(z,y.w) — ldgpdrdy = 0.

/ ’ ur[D{z,y,w) —v][D(z.y,w) — s][D{z.y, w) — t}dpdzdy = 0,

),
74 Jr Jo

no

2 2 g
27“4// (,y,w) — 8" [D(x,y,w) — t] dpdrdy = 1,

que se reduzem a

/};\/0 W{D(I’ Yy, w) - SHD(J»'s Y, w)— f]d(pd:l:dy = (),

fR/O w[D(:E, y,w) — [ D{z,y,w) — §|[D(z.y.w) — tldpdedy = 0,

- {ﬁ /] " ID(a,y.0) — s [D(z,y.w) — t]2d¢d$dy}'1”,

Da Eq. (B.6) tem-se

2m
[ Diz,y,@)[D(z,y,w) — s][D{z, y,w) — f|ddrdy
RJO

- 'uf 7T[D(:r, y,w) — s|[D{z,y,w} - tldpdzdy = 0.
RJo

O segundo termo desta equac@o é nulo de acordo com a Eq. (B.2), portanto,

/ / (2,9, w)[D{z,y,w) — s][D(z,y,w) — t|dedzdy = 0.

o
ey ek .

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.9)
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Escrevendo a Eq; (B.2) como

/ /%[D(l‘, y,w)—v+ (- s)[D(z,y,w) — v+ (v—t)dsdedy = 0. (B.10)

tem-se

2w
/f (z.y,w) — v’ dpdrdy + (v —t) /f (z,y,w) — v]dpdady
27 2w
+ {v —9) / / [D(z,y, w) — ’U]d',:dasdy + (v — s){v — t)/ / dededy = 0. (B.11}
JRJO R0

Da Eq. (A.6),

2
/ Diz,y, w)d dxdy = 27 Av, (B.12)
0
portanto,
2%
/ / [D(z,y,w) — vidpdzdy = 0. (B.13)
RJ0
Da Eq. (A.3).
2 2
/ f [D(z,y,w) — v)*dpdzdy = ﬂj,;l— (B.14)
RJO u

Assim, da Eq. (B.11) resulta

(0= 8)(—t) = -é. (B.15)

Escrevendo a Eq. (B.9} como
2m
| [ 1D@y.w) = v+ oD y.w) vt o= )
R Jo
x [D(z,y,w) — v+ (v —t)|dpdedy = 0 (B.16)

e usando as Eqs. (B.13) e (B.14), obtém-se

27
(s+t) —v(v—s)(v—tu?=3v+ m/ / [D(z,y,w) — v’ dgdzdy.  (B.17)
Considerando a Eq. (B.15), pode-se escrever a Eq. (B.17) como
2
(s+1t)=2v+ ﬂf f (z,y,w) — v]*dedzdy (B.18)

e finalmente,

s+t=2u+q, (B.19)
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onde

u‘Z 2
q= 27#1/;{/0 [D(z, y,w) — v’ dzdzdy.

Assim obtém-se duas equacdes para o cdlculo de s e t:
1
(’U i S)(U - t) = __'IF

§=-—t+2v+gq.

Solucionando as Egs. (B.21) e (B.22), tem-se

f;—'u+1 + 2-!-4
2 2 q q UQ

t—’+1 \/?+4

88

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

Substituindo as Egs. (B.23) e (B.24) na Eq. (B.1), pode-se escrever a terceira funcio

de base como

ag(z,y, ) = r{[D(z,y,w) —][D(z,y,w) — v — ¢] — 1/u?}. (B.25)

Uma vez determinadas as constantes u e v da funcio . para

a definicdo da terceira

fungiao de base é necessiria a determinacio da constante r que ¢ mostrada a seguir.

Considerando a Eq. (B.25), a Eq. (B.7) pode ser escrita na forma

r={ss [ fo%{w(x,y,w)—vMD(z,y,w)—v—qJ—%}Qd;dxdy}_”z, (8.20)

N {ET%ZL/OQW{[D(z,y,w) —v]' = 2[D(z,y,w) =

2q

5 1 ~1/2
+ (q2 - Eﬁ)[D(x?y?w) - U]Q + E[D(z Y w) - ’U] + ;}dﬁ:dajdy} ’ (B27)

Utilizando as Egs. {(A.3), (A.4) e (B.20), tem-se

2¢2 1

1 2 ] 2, 1)
— D _ _ L oAyt _
T {27rA /R/(; [D(z,y,w) — v]'dpdzdy 7t (g )+ 11.4} (B.28)

u?
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. finalmente

1 ‘ 1 =172
{ A/f (2, y,w) — o' dpdrdy — 2(q%uu—g)} . (B.29)

Para um duto de secéo circular de raio p, o coeficiente g pode ser caleulado

fazendo

q=

2“ Pdodady (B.30)

o
87‘Aff w- V[D(z.y, w) — M dodedy (B.31)

e aplicando o teorema da divergéncia, para se obter

r
4
STAfaR/ w - n[D(x, vy, w) — v]*deds. (B.32)

Escrevendo a integral sobre ¢, separadamente para as partes w-n < 0ew-n > 0e¢

utilizando a Eq. (A.14) obtém-se

2,U4
2p( — v]'ded nd.- .
87rA /8}2/ n>0w n2p(w - n) — ¢v]'dpds + STA/ /.Kow nd,:-ds (B.33)

q =
w? 4 5 3 4 2,2 3
=z 0[16p (w - n)’ = 32p"v(wn) + 24p°v*(w.n)
wn>
— 8pv* (w - n)? + v*(w - n)]deds + uhet / / (w-n)dzds, (B.34)
STFA ar n<
ou

u? w/2 ; /2 /2 )
q = [16,0 f cos” pdyp — 32p3v/ cos* wdo + 24p%0? / cos® cdyp

4Trp w/2 —m/2 S —m]2
/2 /2 .y
- 8pv3/ cos® pdyp +v4/ COos (,Od\,ﬁ:| . (B.35)
—n/2 -7/2 2“
Resolvendo as integrais resulta
On 2
=8p| s — —|. )
1=op {5(%2‘ ~64) 3w} (B-36)

Para o coeficiente r,

! //%[D( ) — v)*dpdzd Ll 1\ B.37
T = _— — —_ N
o1 A s ,y,w v Laray 2 q +u2 ( )
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1 > : 1(,, 1\
= {IOWA/BR](; w-n[D{(z,y,w) — 7] dgpds-—z(q j——?)} (B.38)

= ! /f [2( Sdiod
T L1074 Sor u.n>ow nZp(w - n) - v deds

23 1 ) 1 —-1/2
~ 1o /E)R‘/“J.nww-ndg:ds-—u—?(q —E)} (B.39)

1 5 w2 6 . . T2 .
= {%[32‘0 / cos’ wdyg — 80p b/ cos” ody

m/2

. —71'/'2
/2 o /2
+ 80p1? / cos? cdp — 40{)2@"3/ cos® pod -
S —n /2 -2
] /2 ) . w/2 - 99:5 1 1 -1/2
+ 10pv° / cos® wdyp — v”/ Cos cpdgc] + i (q2 + —9> } . {B.40)
—n/2 /2 O u u

resultando em

re 20 i1 4 24 ) 94 -1/2 .
7 5(971’2*64)1/2 N 5(9m? _64)1/2 . ( .41)
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APENDICE C

Exemplos de Obtencao de Alguns Elementos das Matrizes A e B

Elemento as»

Conforme a Eq. (2.25), -

1 ' ,
Aoy = —‘{/ / W - HI32($, Y. '50)(1’2(&?, y. ?j)d@ds
2mA {Jar Juwnso
Dar
- [ e e et e}, (©1)
JRJ0

onde, no esquema de Galerkin,

92(35:@},9’3) :/32(3:?]‘?0): U[D(Iuy:w)_v}- (C2)

Portanto,

1/ / ) ,
gy = —— w-nu' Dz, y,w) — ) °deds
2 2mA {/HR w-n>0 [ ( }

_ /R o ﬂ{w - VulD{z.y,w) ~ ] H{u[D(z, y,w) - U]}df*cdmy} (©9

1 2 2 2
= . D + vt — 20D s ded
: {u /8 / . ('8} H[ (I,y,(.d) U v (.’E,y(.d)] Las

—u? /R /U%{w -V[D(z,y,w) — o] }[D{z,y,w) — v}d-,pd.v:dy}. (C.4)

Como w - V[D(z,y,w) - v] = 1 para (z,y) € R. a segunda integral é nula por ortogo-

nalidade. Portanto,

1
gy = m{uQ/ / w-nDQ(I,y,w)dgods+u2v2f / w - ndyds
2mA ok Jwn>0 8R Jwnz0

—QUQ’U/ / w-nD(:c,y,w)d';ds}. (C.5)
AR Jwn>0
Usando as Egs. (A.8), (A.12) e (A.17)

2,,2 2 2T
a2 u L _uv . ’
oy = 2u’v -+ — 7 faﬁ'/o w - nD(x,y, w)deds. (C.6)
Pelo teorema da divergéncia,
oL uv o
ag = 2uv + Y ./Rfo w - VD(x,y, w)dsdzdy, (C.7)
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portanto, empregando a Eq. {A.7), obtém-sc

vl

74

oo

-

Elemento by,

Conforme a Eq. (2.26),

1
b.. = e . 8 €T, dn sy . sz oy, o . ) ‘
2 dn A . []w-nd) |w - n|B(x, y, ) r} [~/¢.-.J-n>0d nas (T, y "r’)dy} ds, (C.9)

portanto tem-se, para o esquema de Galerkin,

Z;—IE - Uw.m w - nluD(z,y, w) ~ z‘]d;:} waow nulDiz.y,w) - U]d(pJ ds.
(C.10)

b22 =

Sendo D(z,y,w) =0 para (z,y) € Rew n < 0,

1
byg = —— {(—uw) / o - n|d'¢:| {u/ w-n[D{z,y, w) — v]dgc} ds, (C.11)
47 A Jar Jwn<o wn>0

by = 2LV / f [D( ) — v]dy bd C.12
22 — AnA R w.n>0w n .y w _'U] bt 5, ( . )

—ulv o
by = 5 A {/33/0 w-n[D(z,y, w) — v]dpds
- / / w-n[D(z,y, w) — v|deds. (C.13)
R Jw-n<0

Usando o teorema da divergéncia e a Eq. (A.8), obtém-se

wv?L
TA

bgg = —’LLQ’U +

_ (C.14)
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Elemento ags

Conforme a Eq. (2.25),

1
gz = ﬂ{/@ﬁ fw-n>0w ’ nﬁ?(‘rrya ‘f’)a:i(x:y: “f’)d:fgds
Pl
- [ [ e Vv ety Pdeddy ), (C15)
RJO,

onde, no esquema de Galerkin,

Gao(r,y.0) = aalz,y,¢) = u[D(z,y,w) — 1] (C.16)

0s(z.3.9) = Bo(, 4, 9) = { Dz v.0) — o){D{z, o) — ¢ — g] - —i} (€17)

Portanto,

X [D(z,y,w) —v—q] - ui}dtpds-— 1
X/R/O.ﬂw-V{U{D(LIJ,y,w)—U]}T{[D(:c,y,w)—v][D(:r,y,w)—y_q]_%}d{pdwdy:

(C.18)

_our ) _ R
oy = 297 A 8R/w-n>0w I’l[D(I, yaw) ’U]{[D(I,y,w) ’b:[

1
- Q[D($y w) - U} - ?}dcpds

- 21;1;4/13/0 " VID(z,y,w) = v]{[D(z,y,w) — o] ~ ¢[D(z, y,w) — ]

1
- E}d';da:dy. (C.19)

Notando que w - V{D{z,y,w)—v] =1, (z,y) € R,

N /aR fu.n“)o w - n{[D(z,y,w) = o]’ — ¢[D(z,y,w) — o]’

— %[D(x, Y, w) — v]}dcpds

- f / ”{[D(m,y,w)—v]z—q[D(x,y,w)—v]—ﬁ}dwdazdv- (G20

N e 21 8
:{ma‘r;w::: T e TR |

e e
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O segundo termo do lado direito da equagdo anterior é nulo por ortogonalidade. Por-

tanto
a23:II+IZ+IS

onde

ur

“wen[Dir.y. w) —v’dods.
o aR./u.m“’ n[D(e,y.w) — vdds

= urq]/ n[D(z, y. w) — v)’dads.
214 Jor n>0

T
13 = - al Dl e
3’ QUTFA /GR v/w-n>0w 1’1[ (1 U,QJ) ?]dvd?

A primeira integral pode ser escrita

2
= UT// w - n[D{z,y,w) — o dpds
aRr

Il =

w-n[D{z,y.w)—v]"deds
Q“A/E;R/n<0 [ s }

e pode ser resolvida utilizando a Eq. (A.11), reescrita como

27
/f w-n[D(z,y,w) — v]’dsds = 67“1
aR

e o fato que D(x,y,w) = 0 para w-n < 0 em dR. Portanto

1= 3_1 3 UTUSL'
U A

Analogamente, a segunda integral

urq

2= — // w-n[D?*(z,y, w) — 2uD(z,y, w) + v*|dpds
21 [ [ wnlne ) - 20Dy, + s

pode ser resolvida utilizando a Eq. (A.12). Tem-se

urg

I2= 4 Av — 21)/ / ‘nD(z,y, w)dpds + 2L2L}
271—"4{ 8R n)O ( )

2 4 xly

(C.21)

(C.23)

(C.24)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

-+ 211/ f w - nD(z,y, w)dpds + ZUZL}. (C.30)
IR n<l
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A segunda integral no lado direito da Eq. {C.30) é nula conforme a Eq. (A.8). Aplicando

o teorema da divergéncia obtém-se

2w
p J— {47TAU - 2vf / w - VD(z,y, w)dpdzdy + ‘21‘2L}. (C.31)
27 A rJo
Utilizando a Eq. (A.7) resulta
wirgl
12=- ) .32
— (C.32)

Finalmente, a terceira integral é reescrita como

27

- /m /‘,;.n<0w nD(r.y.w) - l‘}dwdS}. (C.33)

Usando o teorema da divergéncia e o fato que D(x,y,w)} = 0 para w - n < 0 em IR,

r r
_ —— . . o A _ 7 .
13 2urA {/R/o w - V[D(e,y,w) — vldpdzdy —bL}, (C.34)

Tendo em vista a Eq. (A.7)

r vrl
I3=—-— . C.35
u + umr A ( )
Portanto,
_ 2r  wurl { 5
(pg = " - A (U +Uq—l/u> (036)

Elemento bys

Conforme a Eq. (2.26), usando o esquema de VGalerkin,

1 f }
= — w-nlulD(z,y,w) - vld
— aR{ [ o nlulD () -l

A [ (1P 0) — - gDl vw) - o] - Hlagbas (€0

ur
= w - n|D{zx, ,wd;om’u/ w-nd]
4w A /cm [/c;-n<0| D) w-n<0| 42

X {fu.nmw - n{[D(a:,y,w) — v —q[D(z,y,w) —v] — Ell—g}dgo}ds. (C.38)

b23
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Usando o fato que D(z,y,w) = 0 para w - n < 0 em OR,

2uvr

=2 [ [ n{w(:c,y.w) o gDy w) o] - U—Z}dms
(C.39)

=—24t;:;/ ]n>0w-n[D(a:,y,w)—v}zd;dS
21.51;7"(;
cw) —vl|ded
Pt || e nlDte ) s

.
4Jt‘lfl bl >

ou
by = I1+ 12+ I3, (C.41)

A primeira integral

2yur
Il = — -n|[D(z. y. w) — v]*d 2ds, .
i d ];Rfum)ow n[D(z, y.w) — v]°dsds, (C.42)

2uvr 2
Il=-— {f / w - nD¥(z, y,w)dgods—i—-z."f / w - ndpds
dr A wn> IR Jwn>0

-—27,'/ f w-nD(:c,y.w)dgads}, (C.43)
R Jwn>0

Da Eq. (A.12), onde

/ / w-nD*(z,y, w)dsds = dm Av, (C.44)
JOR Jwn>0

e utilizando a Eq. {A.17) tem-se

In=—

2uur [

27
A7 Av + 207 L — 2U] / w-nD(r, y,w)deds
47TA R

]
2?)// w-nD(:c,y,w)dnpdsJ. (C.45)
AR Jw-n<0

Sendo D(z,y,w) = 0 para (z,y) € R e w-n < 0 e aplicando o teorema da divergéncia,

a equagao anterior pode ser expressa como

2uvr

2T
Il = — {47rAv + 202 L — 21}] / w-VD(z,y, w)dgodzdy}. (C.46)
47 A rJo

Considerando o fato que w - VD{z,y,w) =1 para (z,y) € R

2uvr

Il =~
4rA

(4v A+20°L - 4’U7TA) (C.47)
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ur’rL
Il =— C.48
wA ( )
A segunda integral
12 = 2uvrq / / [D( ) —wvldzd (C.49)
= ! . —v|d, ds, .
o wm‘ow n|D{z,y,w) — v|dds,

?117(1{]/ W - n[D'I:yw ) — v]dipds
OR

- / / w - n[D{z,y.w) — v]dgads}. {C.50)
OR Jwn<0

Usando o teorema da divergéncia e o fato que D(z,y,w) = 0 para w-n < 0 em IR,

2
uvTyg
2 = - - _
2=~ {// w - V[D{(z,y, w) ~ v]dedrdy QUL}. (C.51)

Considerando o fato que w - VD(z,y. w) =1 para {z,y) € R

12 = z”;lq (2m - 2LL> (C.52)
portanto,
2ral
I2 = wurg — ULWTAQ : (C.53)

Finalmente, a terceira integral

2uvr _
13 = Yo /ag /c;.mow - ndipds, (C.54)

de acordo com a Eq. (A.17}, resulta em

uvr L
I3 = A (C.55)
Portanto,
rL
bas :uv{q’r— a(vz—i-qv—l/ugﬂ. (C.56)

1
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APENDICE D

Modificagao Introduzida no Cédigo MCNP para Simulagio do Modelo de
Albedo Independente da Energia

Os cdleulos Monte Carlo independentes da energia foram feitos com uma
versdo modificada® do c6digo MCNP. O problema de duto vazio foi modelado usando
a opgao de reflexao “white” na parede interna do duto de secio circular. A reflexio
"white” fol amostrada considerando o vetor normal n no ponto da parede onde a
reflexio ocorre, orientado no sentido do interior do duto. O co-seno do adngulo polar e
o angulo azimutal de reflexdo em relacio & normal foram amostrados uniformemente
em {0.1] e [0,27], respectivdmente. Os correspondentes co-senos diretore;s da particula
refletida foram obtidos como discutido na Ref. 4. Em adicio, o modelo incluin uma
fonte cossenoidal na entrada do duto (z = 0), uniformemente distribuida ao longo da
secao transversal do duto.

A modificacao introduzida no MCNP é como segue. Um cartéo foi intro-
duzido na subrotina REFLECT para multiplicar o peso da particula pela probabilidade
de reflexao na parede, ¢, que aparece na Eq. (2.6). Esta quantidade é introduzida como
um dado de entrada do c¢édigo no cartdo DBCN. Desta maneira, a condigdo de reflexao
“white” no MCNP ¢ transformada em condicio de albedo.

Os resultados Monte Carlo publicados sdo dados com erros absolutos em
vez do desvio padrao usual que é fornecido pelo cédigo, com o propdsito de mostrar de

uma maneira mais direta a sua precisao.
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Modificacao Introduzida no Cédigo MCNP para Simulacao do Modelo de
Albedo Dependente da Energia

Para obter resultados de comparagio, com a finalidade de assegurar a
implementagao correta do método aproximado em multigrupo, modificou-se o cédigo
MCXNP.2* A modificagao consistiu em possibilitar que o codigo efetuasse os calculos,
em multigrupo, de um duto vazio, eliminando o transporte na parede. o que consegiien-
temente, reduz as dificuldades de andlise do problema. O procedimento consiste em
modificar o tratamento da condigdo de reflexao. introduzindo nesta uma matriz de
albedos que ¢ calculada, previamente. pelo método Monte Carlo ou qualquer método
deterministico, como ordenadas discretas ou harmonicos esféricos.!

Essencialmente, as alteracées foram feitas na sub-rotina REFLECT que
simula a reflexao especular e também a reflexo difusa de uma particula que incide em
uma superficie. Esta sub-rotina foi modificada para ler a matriz de albedos multigrupo,
efetnar a soma destes nos grupos finais para calcular a probabilidade de reflexio total
e construir as distribuigoes de probabilidades acumuladas para amostrar o grupo em
gue a particula é emitida. A simulagdo de transporte consiste, portanto, em calcular a
probabilidade de reflexao da particula na parede do duto. O céleulo é iniciado com a
amostragem de um grupo de energia e das coordenadas angulares da particula emitida,
sendo o peso diminuido pela probabilidade de reflexao. Novas diregdes e trajetérias sio
amostradas, sucessivamente, até que a particula escape do sistema.

No arquivo de entrada de dados é acrescentado o cartdo IDUM onde é
introduzido o niimero total de grupos de energia e o cartdo RDUM que contém a matriz
de albedos e a estrutura dos grupos de energia (o limite superior de cada grupo). A

versao modificada da sub-rotina REFLECT é dada a seguir.
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Sub-Rotina REFLECT Modificada

*define pcdos,cheap

*f —————————— e - e T e e e e reflect
=ident re
*i,re.5
dimensicn enr(6),albed(6,6),x1imgrp(6),abso(8}
*ident redb
*i,re4b.3
japassou=idum{2)
if(japassou.eq.1) go to 13
idum(2)=1
ngrupe=idum{1}
kk=0
de 16 iw=1,ngrupo
do 16 jw=1,ngrupo
kk=kk+1
albed(iw, jw)=rdum(kk}
c write(s,*) 7 +++’ dw, jw, albed(iw,jw)
16 continue
do 15 ig=1,ngrupe
xlimgrp(ig)=rdum(ngrupo*ngrupo + ig)
15 continue
enr (1)=xlimgrp(1}/2.
do 17 ig=2,ngrupo
enr(ig)=(xlimgrp{ig)+xlimgrp(ig-1))/2.
17 continue
do 200 i=1,ngrupo
sum=0.0
do 210 j=1,ngrupo
sum=albed(i, j)+sum
210 continue
abso{i)=sum
do 220 j=1,ngrupo
albed{i,jr=albed{i,j)/sum
220 continue
200 continue
do 230 i=1,ngrupo
do 240 j=2,ngrupo
albed(i,j)=albed(i,j)+albed(i,j-1)
240 continue
230 continue
de 300 i=1,ngrupo
write(*,*)} * ++',i, xlimgrp(i), enr{i), abso(i)
de 301 j=1,ngrupec
write(# ) ' ++’,i, j, albed(i,j)
301 centinue
300 continue
13 continue

do 12 ig=1,ngrupo
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if(erg.gt.xlimgrp(ig)) go to 12
ibex=ig
exit

12 continue
wgt=wgt*abso{ibex)
rnd=rang()
de 11 ji=1,ngrupo
if(rnd.gt.albed(ibex,j1)) go to 1t
ih = j1
exit

11 continue
erg=enr (ih)

*/
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Estruturas de Grupos de Energia e Composigao do Concreto Usado nos

As estruturas de grupos de energia e a composicao do concreto utilizadas

na defini¢do dos problemas resolvidos nas Se¢des 6.3 e 6.4 sdo apresentadas nas Tabelas

APENDICE F

Calculos Monte Carlo

F.1 e F.2, respectivamente.

Tabela F.1: Estruturas de Grupos de Energia

Grupo de | Faixa Térmica Faixa Réapida
] (eV) (MeV)
Energia
concreto/ferro concreto ferro
1 0,000 — 0,001 1 0.001 - 0,010 4,00 — 6,00
2 0,001 — 0,010 | 0.010 — 0,100| 6.00 — 8,00
3 0,010 — 1.000 | 0.100 — 1,000 | 8,00 — 10,00
4 1.000 — 10,00

Tabela F.2: Composi¢ao do Concreto
Usado nos Calculos Monte Carlo

Elemento | Densidade Atomica
(10%' dtomos/cm?)
H 13,75
O 45,87
Al 1,743
Si 20,15
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