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I N T E R P R E T A Ç Ã O Q U A N T I T A T I V A D E R E S U L T A D O S E X P E R I M E N T A I S 

L . T . A í a i l a 

R E S U M O 

U m d o s p o n t o s f u n d a m e n t a i s de q u a l q u e r t r a b a l h o e x p e r i m e n t a l , seja n o c a m p o d a q u í m i c a , f í s i c a , b i o l o g i a , 
e t c . é a m a n e i r a d e a p r e s e n t a r e analisar os resultados. U m t r a b a l h o c u j o s resultados n ã o são ana l isados e i n t e r p r e t a d o » 
q u a n t o à sua prec isão e e x a t i d ã o , p o r e x e m p l o , n ã o p o d e sar c o n s i d e r a d o c o m p l e t o , p o r q u e n ã o f o r n e c e ao le i to r u m a 
idéia o b j e t i v a da c r e d i b i l i d a d e q u e p o d e sar a t r i b u í d a aos v a l o r e s a p r e s e n t a d o s . 

A l é m d i sso , q u a n d o se d e s e n v o l v e u m m é t o d o e x p e r i m e n t a l , e m q u a l q u e r c a m p o , é n e c e s s á r i o f a z e r u m a 
c o m p a r a ç ã o c o m m é t o d o s já p a d r o n i z a d o s e d e s t i n a d o s à m e s m a f i n a l i d a d e para p o d e r sa l ien ta r o m é r i t o d o n o v o 
m é t o d o . 

Es tas c o n s i d e r a ç õ e s e x i g e m d o p e s q u i s a d o r u m c o n h e c i m e n t o b á s i c o da a p l i c a ç ã o d e testes e s t a t í s t i c o s . D e v e - s a 
n o t a r t a m b é m q u e o c o n h e c i m e n t o desses testes p e r m i t e n ã o só a i n t e r p r e t a ç ã o d o s r e s u l t a d o s o b t i d o s , m a s a j u d a a 
es tabe lecer p lanos de t r a b a l h o de m o d o r a c i o n a l . Os p lanos p r e v i a m e n t e o r g a n i z a d o s p o d e m r e d u z i r o t e m p o d a 
e x e c u ç ã o d o t r a b a l h o q u e se p r e t e n d e d e s e n v o l v e r e, ao m e s m o t e m p o , f a c i l i t a m a i n t e r p r e t a ç ã o p o s t e r i o r d o s 
r e s u l t a d o s o b t i d o s . 

A i n t e r p r e t a ç ã o q u a i t i t a t i v a de resultados e x p e r i m e n t a i s n ã o ó, e m g e r a l , t r a t a d a e m p r o f u n d i d a d e n o s c u r s o s 
d e g r a d u a ç ã o . É f r e q ü e n t e e n c o n t r a r pesqu isadores c o m o s imp les c o n h e c i m e n t o d o c á l c u l o d a p r o p a g a ç ã o de e r r o s , d o 
c á l c u l o d a m & í i a e d e s v i o p a d r ã o . Deve-se l e m b r a r q u e os testes e s t a t í s t i c o s t é m c u n h o s p e c u l i a r e s a cada c a m p o d e 
a p l i c a ç ã o ; e n g e n h a r i a , q u í m i c a , geodes ia , e tc . E i s p o r q u e t ra tados e c u r s o s s o b r e M a t e m á t i c a E s t a t í s t i c a n e m s e m p r e 
r s s p o n d e m o b j e t i v a m e n t e às necessidades dos t r d a a l h o s n o s v á r i o s c a m p o s de a p l i c a ç ã o . 

P r o c u r o u - s e , e m v i s t a d o q u e fo i e x p o s t o , c o n d e n s a r neste t r a b a l h o o s a s p e c t o s m a i s i m p o r t a n t e s d a a p l i c a ç ã o 
d a es ta t í s t i ca so t r a b a l h o e x p e r i m e n t a l . A f ina l idade n ã o f o i a a p r e s e n t a ç ã o d e u m t r a b a l h o c o m cons ideraç íSe í 
m a t e m á t i c a s e x t e n s a s , mas o s u f i c i e n t e para dar ao l e i t o r u m c o n h e c i m e n t o b á s i c o p a r a a a p l i c a ç ã o c o r r e t a dos testa t 
e s t a t í s t i c o s aos d a d o s c o l h i d o s n o l a b o r a t ó r i o . 

C o m p u s e r a m - s e e resolvsram-so v á r i o s e x e r c í c i o s p a r a t o m a r m a i s c la ra a c o m p r e e n s ã o a a p l i c a ç ã o d a t e o r i a 
E m b o r a estes e x e r c í c i o s se jam t od tM ap l icados a p r o b l e m a s q u í m i c o s , o r a c i o c í n i o e os testes u s a d o s n a s u a r e s o l u ç ã o 
p o d e m sar e x t e n d i d o s a q u a l q u e r t i p o de pesquisa q u a d e p e n d a d e c o l e t a de d a d o s . 

A a u t o r a espera , c o m este t r a b a l h o , d i f u n d i r a i m p o r t â n c i a d a i n t s r p r e t a ç S o d o s r a s u l t a d o s e x p a r í m a n t a i s em 
t r a b a l h o s de pesqu isa e agradece q u a l q u e r i n f o r m e ç a o s o b r e e r r o s q u e p o s s a m te r p a s s a d o d e s p e r c e b i d o s . 

C A P I T U L O 

N O Ç Õ E S D E P R O B A B I L I D A D E 

O c o n c e i t o de p r o b a b i l i d a d e é m u i t o a n t i g o e seu p r i m e i r o d e s e n v o l v i m e n t o f o i s i m p l e s m e n t e 

i n t u i t i v o . M e s m o ap l i cado i n t u i t i v a m e n t e , o c o n c e i t o d e p r o b a b i l i d a d e se baseia e m f a t o r e s d e o r d e m 

q u a n t i t a t i v a q u e p o d e m ser usados c o m o a r g u m e n t o p a r a a i n t e n s i d a d e d a c o n v i c ç ã o . P o r e x e m p l o , se 

u m m é d i c o a f i r m a q u e a p r o b a b i l i d a d e de r e c u p e r a ç ã o de u m d o e n t e á g r a n d e , ele se baseia e m 

e x p e r i ê n c i a s a n t e r i o r e s , m e s m o q u e não possa a t r i bu i r u m n ú m e r o a essa e x p e c t a t i v a . 

A p r o b a b i l i d a d e , v is ta de u m m o d o q u a n t i t a t i v o , p o d e ser ap l i cada a d u a s s i tuações b e m 

d i f e r e n t e s . P o r esse n x j t i v o , t e m o s a p r o b a b i l i d a d e clássica e a p r o b a b i l i d a d e e x p e r i m e n t a l . A p r i m e i r a . 



de u t i l i dade l im i t ada , se ap l i ca a s i t uações e m q u e a o c o r r ê n c i a de u m c e r t o e v e n t o p o d e ser p r e v i s t a p o r 

u m a anál ise, a p r i o r i , d o n ú m e r o de e v e n t o s q u e p o d e m o c o r r e r c o m a m e s m a poss ib i l i dade . É o caso 

dos j o g o s de aza r . P o r e x e m p l o , n o j o g o d e u m d a d o , cu jas faces são n u m e r a d a s d e 1 a 6, a 

p r o b a b i l i d a d e da o c o r r ê n c i a d o n ú m e r o 1 é igual à p robab i l i dade da o c o r r ê n c i a d o n ú m e r o 2 o u d e 

q u a l q u e r u m d o s o u t r o s n ú m e r o s p r e v i a m e n t e espec i f i cados . Pode-se a f i r m a r e n t ã o q u e a p r o b a b i l i d a d e 

de dar o n ú m e r o 1 é 1/6. A s e g u n d a , c h a m a d a p robab i l i dade e x p e r i m e n t a l , se ap l i ca a s i t uações o n d e o 

n ú m e r o de e v e n t o s i g u a l m e n t e poss í ve i s n ã o p o d e ser d e t e r m i n a d o . É o caso de todas as s i t uações da 

v i da r ea l , e m q u e se p o d e ap l i car o c o n c e i t o de p r o b a b i l i d a d e . D e v e - s e n o t a r q u e , nessas s i t uações , 

q u a n d o se c o n s i d e r a u m n ú m e r o g r a n d e d e e v e n t o s , observa-se u m c e r t o g r a u d e r e g u l a r i d a d e . C o m u m a 

d e f i n i ç ã o , a p o s t e r i o r i , d a p r o b a b i l i d a d e e x p e r i m e n t a l , p o d e m ser fe i tas p rev i sões de f u t u r o s e v e n t o s e, 

a l é m d i sso , é p o s s í v e l a t r i b u i r a essas p rev i sões u m c e r t o g r a u de s e g u r a n ç a . 

C h a m a m - s e a l e a t ó r i o s os t i p o s d e e v e n t o s q u e p o d e m ser i n t e r p r e t a d o s pe la anál ise es ta t í s t i ca e 

pela t eo r i a d a p r o b a b i l i d a d e ; são e v e n t o s q u e n ã o p o d e m ser p rev i s t os i n d i v i d u a l m e n t e mas s i m a pa r t i r 

de u m t o d o . P r a t i c a m e n t e , t o d a s as d i sc ip l i nas q u e d e p e n d e m d e re lações q u a n t i t a t i v a s — e c o n o m i a , 

soc io l og ia , b i o l o g i a , q u í m i c a , f í s i c a e t c — es tão re lac ionados c o m f e n ô m e n o s a l ea tó r i os . 

E m pa r t i cu l a r , a a r m a d e t o d a a c iênc ia e x p e r i m e n t a l é a m e d i d a e p r a t i c a m e n t e t o d a s as 

m e d i d a s p o d e m ser i n c l u í d a s n a classe d o s f e n ô m e n o s c h a m a d o s a l ea tó r i os . A s m e d i d a s d e v e m ser ass im 

c lassi f icadas p o r u m ( o u a m b o s ) dos segu in tes m o t i v o s : 

a) cada m e d i d a é u m a " a m o s t r a " de u m g rande n ú m e r o d e m e d i d a s poss í ve i s q u e d i f e r e m 

mais o u m e n o s e n t r e s i . E m o u t r a s pa lavras , o pesqu i sado r é i n c a p a z de c o n t r o l a r t o d o s os 

f a t o r e s q u e p r o v o c a m essas d i f e r e n ç a s ; 

b ) a g r a n d e z a q u e está s e n d o m e d i d a pode c o n t e r , c o m o c a r a c t e r í s t i c a p r ó p r i a , u m c e r t o 

g r a u de a lea to r i edade . 

1.1 - P r o b a b i l i d s d a C láss ica 

N u m j o g o s e m v í c i o s , a c h a n c e d e g a n h a r p o d e ser f a c i l m e n t e d e d u z i d a . P o r e x e m p l o , a 

p r o b a b i l i d a d e d e t i ra r u m a z d e c o p a s d a u m b a r a l h o c o m p l e t o (52 ca r tas ) é d e 1/52. A s c o n d i ç õ e s pa ra 

esse c á l c u l o s imp les d e p r o b a b i l i d a d e s ã o : 

a) deve-se c o n h e c e r o n ú m e r o t o t a l de poss ib i l i dades ; 

b ) cada r e s u l t a d o posss fve l d e v e t e r a m e s m a c h a n c e . C h a m a n d o - s e d e n o n ú m e r o t o t a l d e 

resu l tados poss í ve i s e w o n ú m w o de resu l t ados q u e c o n d u z e m à c o n d i ç ã o d e " g a n h a r " , a 

p r o b a b i l i d a d e d e g a n h a r á d e f i n i d a p o r : 

P = (1.1) 

e a p i o b a b i l í d a d e d e p e r d e r p o r : 

n - w 
q = ( 1 . 2 ) 

A e q u a ç ã o (1.1) c o n s t i t u e a d e f i n i ç ã o clássica de p r o b a b i l i d a d e . E s t a d e f i n i ç ã o não f o r n e c e u m 

a i t é r i o para achar os v a l o r e s de w a n o há s i tuações e m q u a essa d e t e r m i n a ç ã o é c o m p l e x a . C o m o 

e x e m p l o , v a m o s imaginai- o j o g o d a u m a m o e d a po r duas v e z e s sucessivas e c o n s i d e r a r o j o g o c o m o 

g a n h o , se aparece r p e l o m e n o s u m a ca ra . V a m o s c h a m a r as caras de C e as c o r o a s d e K , U m a r g u m e n t o 



para o c á l c u l o da p r o b a b i l i d a d e ser ia c o n s i d e r a r o j o g o p e r d i d o só na c o n d i ç ã o K K , is to é, c o r o a nas 

duas m o e d a s e g a n h o nas c o n d i ç õ e s C C , K C e C K . N e s t e caso , p = 3 /4 . E x i s t e o u t r o a r g u m e n t o q u e 

a f i r m a q u e pa ra os e v e n t o s C C e C K o j o g o já está g a n h o na p r i m e i r a j o g a d a e neste caso a segunda n ã o 

é necessár ia . D e a c o r d o c o m este a r g u m e n t o , só e x i s t e m t rês a l t e rna t i vas poss í ve i s C , K C e K K , s e n d o 

q u e os d o i s p r i m e i r o s r e s u l t a d o s c o n d u z e m à c o n d i ç ã o de g a n h a r . Pa ra este caso p = 2 / 3 . Q u a l é o 

c o r r e t o ? E s t e p a r a d o x o se r e s o l v e se a t r i b u i r m o s peso 2 ap e v e n t o C d o s e g u n d o a r g u m e n t o , p o r q u e C , 

K C e K K não são i g u a l m e n t e p r o v á v e i s , po is C t a n t o p o d e ser C K c o m o C C . C o n s e q u e n t e m e n t e , o 

p r i m e i r o a r g u m e n t o é o c o r r e t o . 

E s t e é u m e x e m p l o s i m p l e s , mas há c o n d i ç õ e s e m q u e é d i f í c i l acha r os n ú m e r o s w e n 

c o r r e t o s . 

1.2 — C o m b i n a ç ã o d e P r o b a b i l i d a d e s 

S e j a m A , B, C , . . . r e s u l t a d o s q u e c o n d u z e m à c o n d i ç ã o de " g a n h a r " , o n d e A p o d e ser cara de 

u m a m o e d a , B p o d e ser v a l e t e d e paus d e u m b a r a l h o , C p o d e ser ca r ta v e r m e l h a d e u m b a r a l h o , e t c . 

U m d o s e v e n t o s p o d e ser ma i s c o m p l e x o , c o m o p o r e x e m p l o , os n ú m e r o s 5 o u 6 d e u m d a d o . Os 

e v e n t o s c o m p o s t o s r e q u e r e m u m a anál ise c u i d a d o s a para o c á l c u l o d a p r o b a b i l i d a d e . D u a s c o m b i n a ç õ e s 

e n v o l v e m e v e n t o s m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s o u e v e n t o s i n d e p e n d e n t e s . 

D o i s e v e n t o s são m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s , se só u m de les p o d e o c o r r e r n u m a j o g a d a . Se A e B 

são d o i s e v e n t o s m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s t e m o s q u e : 

p ( A o u B ) = p ( A ) + p ( B ) (1.3) 

P o r e x e m p l o , n o j o g o d e u m d a d o , a p r o b a b i l i d a d e d e da r os n ú m e r o s d e 1 a 6 é m u t u a m e n t e 

e x c l u s i v a . Nes te caso , se o j o g o é c o n s i d e r a d o g a n h o , se d e r e m os n ú m e r o s 5 o u 6, t e m o s q u e : 

1 1 1 
p ( 5 o u 6) = p ( 5 ) + p ( 6 ) = - + — = — 

6 6 3 

Segue-se d a q u i . q u e a s o m a das p r o b a b i l i d a d e s d e t o d o s os e v e n t o s m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s é 1, 

i s to é : 

p t A ) - H p ( B ) + . . . - t - p ( N ) =• 1 . . . (1.4) 

D o i s e v e n t o s A e B são i n d e p e n d e n t e s se a o c o r r ê n c i a o u n ã o d e A , n ã o a f e t a a p r o b a b i l i d a d e 

d a o c o r r ê n c i a d e B . A p r o b a b i l i d a d e d a o c o r r ê n c i a de d o i s o u ma i s e v e n t o s i n d e p e n d e n t e s é o p r o d u t o 

das p r o b a b i l i d a d e s i n d i v i d u a i s , i s to é: 

p ( A e B e C . . . ) = p ( A ) . p ( B ) . p ( C ) . . . (1.5) 

P o r e x e m p l o , a p r o b a b i l i d a d e d e se o b t e r 3 caras e m 3 j ogadas d e u m a m o e d a é ( 1 / 2 ) ' . A 

p r o b a b i l i d a d e de se o b t e r d u a s caras e u m a c o r o a na t e r c e i r a j ogada t a m b é m é ( 1 / 2 ) ' , mas a 

p r o b a b i l i d a d e de se o b t e r d u a s caras e u m a c o r o a e m t rês j ogadas , s e m e s p e c i f i c a r a seqüênc ia dos 

e v e n t o s é ( 1 / 2 ) ' + ( 1 / 2 ) ' -•- ( 1 / 2 ) ' ^ 3 ( 1 / 2 ) ' . N o ú l t i m o caso t e m o s u m a c o m b i n a ç ã o d e e v e n t o s 

i nd f i penden tns e even tos m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s . 



A respe i t o da i n d e p e n d e n c i a d o s e v e n t o s , deve-se f a z e r u m a o b s e r v a ç ã o q u a n t o à p o p u l a r m e n t e 

c o n h e c i d a " l e i das m é d i a s " . A c r e d i t a - s e e r r o n e a m e n t e q u e após u m a seqüênc ia d e r e s u l t a d o s n e g a t i v o s 

d e v e h a v e r u m a seqüênc ia d e resu l tados p o s i t i v o s para h a v e r e q u i l í b r i o . Se os e v e n t o s são i n d e p e n d e n t e s , 

i s to n a o f a z s e n t i d o , p o r q u e a p r o b a b i l i d a d e é s e m p r e a m « m a . P o r e x e m p l o , se u m a pessoa f a z 1 J o g o 

d e C r $ 5 , 0 0 t o d a a s e m a n a na lo te r ia e s p o r t i v a ( p r o b a b i l i d a d e d e g a n h a r é 2 / 3 * ' ) , es ta pessoa n ã o p o d e 

esperar q u e e m 3 " / 2 semanas g a n h a r á u m a v e z , p o r q u e u m j o g o é i n d e p e n d e n t e d o o u t r o . 

1.3 - E v e n t o s C o m p o s t o s - T e o r e m a s G e r a i s d a A d i ç ã o 

V a m o s c o n s i d e r a r ago ra u m c o n j u n t o de e v e n t o s q u e se s o b r e p õ e m , is to é, q u e t ê m 

p r o b a b i l i d a d e s supe rpos tas . Es tes e v e n t o s n ã o são m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s p o r c o m p l e t o . P o r e x e m p l o , se • 

j o g a r m o s do is d a d o s u m b r a n c o e u m a z u l s i m u l t a n e a m e n t e , q u a l a p r o t w b i l i d a d e d e d a r p e l o m e n o s u m 

6? P o d e m o s t e r 6 n o d a d o b r a n c o , 6 n o d a d o a z u l e 6 e m a m b o s . A p r o b a b i l i d a d e p r o c u r a d a n ã o é a 

s o m a das p robab i l i dades d o s c o m p o n e n t e s , is to ó , — + - r " , p o r q u e esta s o m a I n c l u e d u a s v e z e s a 

p r o b a b i l i d a d e d e q u e a m b o s se jam o n ú m e r o 6. O p r o b l e m a d e v e ser e n c a r a d o d a s e g u i n t e m a n e i r a : 

P r o b a b i l i d a d e d e dar 6 n o d a d o a z u l e n ã o n o b r a n c o : 1/6 . 5 /6 

P r o b a b i l i d a d e d e n ã o da r 6 n o d a d o a z u l e s i m n o b r a n c o : 5 /6 . 1/6 

P r o b a b i l i d a d e d e dar 6 n o s d o i s d a d o s : 1/6. 1/6 

A p r o b a b i l i d a d e será e n t ã o : 

5 1 U 

q u e é e q u i v a l e n t e a: 

1 1 1 1 
p = - + - - ( - . - ) 

6 6 6 6 

o n d e o t e r m o e n t r e pa rên teses c o r r i g e a s o m a das duas p r o b a b i l i d a d e s q u a n t o á o c o r r ê n c i a s i m u l t â n e a 

( s o b r e p o s i ç ã o ) d o s d o i s e v e n t o s . 

D a d o s d o i s e v e n t o s A e B n ã o m u t u a m e n t e e x c l u s i v o s , t e m o s : 

P ( n e m A , n e m B) - [1 - p ( A ) ] . 11 - p ( B > j (1 -6) 

= 1 - p ( A ) - p ( B ) -t- p ( A ) . p ( B ) 

p ( A o u B , n ã o a m b o s ) == p ( A ) [1 - p ( B ) ] + p ( B ) [1 - p { A ) I ' 1 -7 ) 

= p ( A ) •̂  p ( B ) - 2 p ( A ) . p ( B ) 

p ( A o u B o u a m b o s ) = p ( A ) . p ( B ) + p ( A o u B , n l o a m b o s ) ^^^^ 

= p ( A ) + p ( B ) - p ( A ) . p ( B ) 

A s e q u a ç õ e s (1.6) , (1.7) e (1.8) são c o n h e c i d a s c o m o as equações gera is d e a d i ç ã o . 

1.4 - P r o b a b i l i d a d e C o n d i c i o n a l — T e o r e m a d a M u l t i p l i c a ç ã o 

D a d o s os e v e n t o s A e B , se o e v e n t o B só p o d e o c o r r e r após a o c o r r ê n c i a d e A , e n t S o a 

p r o b a b i l i d a d e de a c o n t e c e r B d e v e i n c l u i r a p r o b a b i l i d a d e de o c o r r e r A . Para este c a s o , t e m o s : 



p { A e B) = p ( A ) p ( B / A ) (1.9) 

C o m o s x e m p i o , v a m o s s u p o r d u a s c a i x a s i d ê n t i c a s : a p r i m e i r a c o m u m a b o l a b r a n c a , d u a s a z u i s 

e d u a s pre tas e a segunda c o m q u a t r o bo las b r a n c a s , u m a a z u ! e u m a p r e t a . Se u m a pessoa e s c o l h e u m a 

c a i x a a o acaso e re t i r a u m a b o l a s e m o l h a r , q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e q u e a b o l a seja b r a n c a ? 

A p r o b a b i l i d a d e de q u e a p r i m e i r a c a i x a seja e s c o l h i d a é 1/2 e a p r o b a b i l i d a d e de q u e de la seja 

r e t i r a d a u m a bo la b r a n c a é 1/5. E n t ã o a p r o b a b i l i d a d e de q u e seja r e t i r a d a u m a b o l a b r a n c a da p r i m e i r a 

c a i x a se rá : 1/2 . 1/5 = 1/10. D o m ^ m o m o d o , c o n c l u i - s e q u e a p r o b a b i l i d a d e d e t i r a r u m a b o l a b r a n c a 

da s e g u n d a c a i x a é: 1/2 . 4 / 6 = 1/3. A r e s p o s t a d o p r o b l e m a será e n t ã o a s o m a das d u a s p r o b a b i l i d a d e s , 

is to é : 1/3 + 1/10 = 4 / 3 0 . O u t r o e x e m p l o ; u m a pessoa q u e p o s s u e a bo las b r a n c a s ( B ) e a p r e t a s ( P ) 

pega duas ao acaso e c o l o o i n u m a c a i x a . P e r g u n t a - s e q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e r e t i r a r u m a b o l a b r a n c a 

des ta c a i x a ? 

P o d e m o s p r e s u m i r q u e e x i s t e m t rês poss ib i l i dades q u a n t o às c o r e s das d u a s b o l a s : B B ( b r a n c a e 

b r a n c a ) , 8P e P P . A s s i m t e m o s ; 

p ( B B ) = p ( B P ) = p ( P P ) = 1/3 

A p r o b a b i l i d a d e p r o c u r a d a é a s o m a das p r o b a b i l i d a d e s d a re t i r a r u m a b o l a b r a n c a d e t r ê s 

c a i x a s h ipo té t i cas ( B B , BP e P P ) , m u l t i p l i c a d a p o r 1/3. T e m o s e n t ã o q u e : 

1 1 3 1 
p ( B ) = 1 /3 (1 +—+Ü) = = -

2 3 2 2 

Deve -se sa l ien tar q u e , q u a n d o f o i a t r i b u í d a a m e s m a p r o b a b i l i d a d e p a r a as t r ê s poss ib i l i dades d a 

c o r e s das bo las , isto fo i f e i t o p o r q u e n ã o h a v i a n e n h u r r i a i n f o r m a ç ã o a d i c i o n a l q u e p u d e s s e o r i e n t a r p a r a 

u m j u l g a m e n t o m e l h o r . N e s t e e x e m p l o , c o m o f o i v i s t o a n t e r i o r m e n t e , pode -se a d m i t i r t a m b é m q u e as 

poss ib i l i dades se jam q u a t r o , is to é : 

p ( B 3 ) = p ( 8 P ) = p ( P B ) = p ( P P ) = 1/4 

e ass im t e m o s ; 

1 1 1 1 
p ( B ) = 1/4 (1 -t- - + - 0 ) = - (2 ) = -

2 2 4 2 

q u e é o m e s m o r e s u l t a d o o b t i d o pa ra o caso d a t r ê s poss ib i l i dades . 

A i n d a n o m e s m o e x e m p l o , s u p o n h a m o s q u a f o i t i r a d a u m a b o l a d a c a i x a ao a c a s o , e 

v e r i f i c o u - s e ser b r a n c a , A b o l a f o i r e p o s t a n a c a i x a , as d u a s bo las f o r a m m i s t u r a d a s e d e p o i s t i r o u - s e 

n o v a m e n t e u m a bo la . Q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e q u a seja b r a n c a ? 

C o m o sabemos a g o r a q u a , p®!o m e n o s u m a b o l a é b r a n c a , t e m o s só d u a s p o s s i b i l i d a d e s : ( B , B ) e 

( B , P ) . V a m o s c h a m a - de as p r o b a b i l i d a d e s a n t e r i o r e s a p^ as p r o b a b i l i d a d e s d e p o i s d e sat>er q u a u m a 

b o l a é b r a n c a . V a m o s t e r : 



P , ( B B ) = 

p ^ ( B B ) p , l B / B B ) 

P g ( B B ) p , ( B / B B ) + p ^ ( B P ) • p , ( B / B P ) 

p ^ ( B P ) - p , ( B / B P ) 

^^^^^^ ~ pJBB) p , ( B / B B ) + p^ , (BP) p , ( B / B P ) 

o n d e p , ( B / B P ) é a p r o b a b i l i d a d e de da r b o l a b r a n c a , c o n d i c i o n a d a à p r o b a b i l i d a d e d e h a v e r u m a b o l a 

b r a n c a e u m a p r e t a , v i s t o q u e a p r i m e i r a e x t r a ç ã o d e u b o l a b r a n c a . 

1 / 3 . 1 
p , ( B B ) = = 2 / 3 

' 1 / 3 . 1 + 1 / 3 . 1 / 2 

1 / 3 . 1 / 2 
p , { B P ) = = 1/3 

1 1 / 3 . 1 + 1 / 3 . 1 / 2 

A s s i m , a p r o b a b i l i d a d e q u e se t i r e u m a b o l a b r a n c a pe la s e g u n d a v e z será 

P 2 ( B ) = p , ( B B ) . p ( B / B B ) + p , ( B P ) p ( B / B P ) = 2 / 3 . 1 + 1 / 3 . 1 / 2 = 5 /6 

V a m o s s u p o r q u e a b o l a f o i r e p o s t a na c a i x a , ma is u m a v e z f o i r e t i r a d a u m a b o l a a o acaso e 

esta f o i b r a n c a . A p r o b a b i l i d a d e d e q u e a m b a s se jam b r a n c a s t o rna -se cada v e z m a i o r e neste caso t e m o s : 

P j í B B ) = 

p ^ ( B B ) . P 2 ( B / B B ) 

p ^ ( B B ) . P j í B / B B ) + p „ { B P ) . P j í B / B P ) 

1 / 3 . 1 
p - ( B B ) = = 4 / 5 

2 1 / 3 . 1 + 1 / 3 . 1 / 4 

P j í B P ) 

p ^ ( B P ) . P 2 { B / B P ) 

p ^ , ( B P ) . P j í B / B P ) + p „ ( B B ) . P j í B / B B ) 

P 2 ( B P ) = 
1/3 . 1/4 1 

1 / 3 . 1 + 1 / 3 . 1 / 4 5 



e a p r o b a b i l i d a d e de d a r bo la b r a n c a pela t e r ce i r a v e z será : 

4 1 1 9 
p J 8 ) = - . 1 + = — 

2 5 5 2 10 

Os r e s u l t a d o s d e todas as e x t r a ç õ e s são a s s u m i d o s c o m o s e n d o i n d e p e n d e n t e s . Para a n * ' " " ^ 

e x t r a ç ã o , se as ( n - 1) a n t e r i o r e s d s r a m b o l a b r a n c a , se o b t é m a f ó r m u l a : 

1 ' 2 ' 1 2 "+1 
p J B ) = - - - . 1 + 

para q u a l q u e r n i n t e i r o > 1 f p o r q u e na p r i m e i r a e x t r a ç ã o t í n h a m o s 3 h i pó teses e m v e z de d u a s ) . D e p o i s 

de o b s e r v a r b o l a b r a n c a ern n e x t r a ç õ e s ( n > 0 ) a p r o b a b i l i d a d e para a h i pó tese B B t o r n a - s e : 

2 n 
p^ iea) = 

2n- i - 1 

q u e se a p r o x i m a r a p i d a m e n t e d e 1, à m e d i d a q u e n a u m e n t a , mas n u n c a se t o r n a 1, p o r q u e a ( n - H ) * ' " " " 

e x t r a ç ã o p o d e da r bo la p re ta e a p r o b a b i l i d a d e de s e r e m d u a s bo las b rancas cai i m e d i a t a m e n t e para z e r o . 

E s t e e x e m p l o d e p r o b a b i l i d a d e c o n d i c i o n a l é u m a i l us t ração d o p r o b l e m a bás ico de i n f e r ê n c i a d e 

c o n h e c i m e n t o q u a se ap l i ca na c i ê n c i a . 

V i m o s q u e d e p o i s ds n e ,x t raçõss é q u a s e c e r t a a p r o b a b i l i d a d e d a e x i s t ê n c i a de duas bo las 

b r a n c a s . O m e s m o a c o n t e c e para q u a l q u e r t i p o de c o n h e c i m e n t o baseado n u m n ú m e r o l i m i t a d o d e 

o b s e r v a ç õ e s . 

T o d o o c o n h e c i m e n t o n u m a c iênc ia e x p e r i m e n t a l é o b t i d o p o r i n f e r ê n c i a fe i ta a pa r t i r d o s 

r e s u l t a d o s o b t i d o s . G e r a l m e n t e , p o r é m , a e v i d ê n c i a e m q u e u m a g e n e r a l i z a ç ã o c i e n t í f i c a se apo ia é t ã o 

c o m p l e x a q u e saõ necessár ios vá r i os r esu l t ados n ã o espe rados para d e s t r u í - l a c o m p l e t a m e n t e . U m a t e o r i a 

b e m f u n d a m e n t a d a , q u a n d o d e p a r a c o m u m r e s u l t a d o n ã o e s p e r a d o , e m v e z de ser a b a n d o n a d a , d e v e 

p o d e r ser a l t e rada d e m a h e i r a a i nc lu i r a n o v a i n f o r m a ç ã o c o m o " e s p e r a d a " . 

A s s i m p r o g r i d a o c o n h e c i m e n t o p o r i r í dução e o o n s t i t u e a base d o c á l c u l o d e t o d a a 

p r o b a b i l i d a d e e x p e r i m e n t a l , c o m o será v i s to mais t a r d e . 

E X E R C Í C I O II 

D u a s ca r tas são t i radas ao m e s m o t e m p o d e u m b a r a l h o . Q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e q u e : 

a) p e l o m e n o s u m a de las seja espadas? 

b ) a m b a s se jam v e r m e l h a s ? 

c ) u m a seja ás e o u t r a seja 10 p re to? 

R e s p o s t a s : 

a) P r o b a b i l i d a d e de a m b a s s e r e m espadas: 

13 12 158 12 

52 51 2652 204 



b) 

P r o b a b i l i d a d e d e u m a só ser espadas: 

39 j £ 12. i ? . - 2 X 1 3 x 3 9 78^ 

52 51 52 51 5 2 x 5 1 204 

7 8 + 12 90 15 
T o t a l : = = — 

204 204 34 

26 25 25 

52 51 102 

4 2 2 4 1 1 
c) + — = 2 . 

5 2 51 52 51 12 51 663 

E X E R C Í C I O 2 

U m a c a i x a c o n t é m 6 bo las b r a n c a s e 9 bo las v e r m e l h a s . 

a) Re t i ra -se u m a b o l a s e m v e r a c o r e ela não é r e p o s t a . Q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e r e t i r a r u m a 

b o l a b r a n c a na p r ó x i m a e x t r a ç ã o ? 

b ) Se a p r i m e i r a b o l a e x t r a í d a f o r b r a n c a e não f o r r e p o s t a , q u a l a p r o b a b i l i d a d e d a s e g u n d a 

ser b r a n c a ? 

c) S e a p r i m e i r a b o l a f o r b r a n c a , se não se c o n h e c e a c o r d a s e g u n d a b o l a e x t r a í d a e se 

n e n h u m a das d u a s f o i r e p o s t a , q u a ! a p r o b a b i l i d a d e d e r e t i r a r u m a b o l a b r a n c a na 

t e r c e i r a e x t r a ç ã o ? 

R e s p o s t a s : 

a) P r o b a b i l i d a d e d a p r i m e i r a b o l a ser b r a n c a : 6 / 1 5 

P r o b a b i l i d a d e d a s e g u n d a b o l a ser b r a n c a , se a p r i m e i r a f o r b r a n c a : 5 / 1 4 

P r o b a b i l i d a d e d a p r i m e i r a b o l a ser v e r m e l h a : 9 / 1 5 

P r o b a b i l i d a d e d a s e g u n d a b o l a ser b r a n c a , sa a p r i m e i r a f o r v e r m e l h a : 6 / 1 4 

6 5 9 6 30 + 54 2 
. T o t a l : + = — = T 

15 14 15 14 210 5 

5 
b ) — 

14 

c ) D e p o i s d e e x t r a í d a a p r i m e i r a bo la b r a n c a , f i c a m 5 bo las b r a n c a s e 9 v e r m e l h a s e o 

p r o b l e m a é igual a a) 

5 4 9 5 20 + 45 65 
+ 

14 13 14 13 182 182 



E X E R C l ' C i O 3 

A s 15 bo las d o p r o b l e m a a n t e r i o r f o r a m d i s t r i b u í d a s a m duas c a i x a s : a p r i m e i r a c o m 4 bo las 

b rancas e 1 v e r m e l h a e a s e g u n d a c o m 2 b rancas e 8 v e r m e l h a s . 

a) Q u a l a p r o b a b i l i d a d e de t i ra r u m a bo la b r a n c a ds u m a c a i x a e s c o l h i d a ao acaso? 

b> S e n ã o se c o n h e c e a co r da p r i m e i r a b o í a a ela n ã o é r e p o s t a , q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e , 

n u m a s e g u n d a e x t r a ç ã o , se o b t e r bo la b ranca? 

c ) Sg a p r i m e i r a b o l a f o r b r a n c a e não f o r r e p o s t a , q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e q u e a s e g u n d a 

b o l a seja b r a n c a ? 

R e s p o s t a s : 

a) S e a p r i m e i r a sa iu da p r i m s i r a c a i x a , a p r o b a b i l i d a d e de ser b r a n c a é : 

1 4 _ 4 

2 5 10 

S e sa iu d a s e g u n d a c a i x a é : 

1 2 1 

2 10 10 

A 1 1 
T o t a l : - — + = -

10 10 2 

b ) P r o b a b i l i d a d e da p r i m e i r a bo la ser b r a n c a = 1/2 = P r o b a b i l i d a d e d e ser v e r m e l h a 

( R e s p o s t a d e a ) ) . E s t a p r o b a b i l i d a d e está ass im d i s t r i b u í d a : 

P r i m e i r a b o l a b r a n c a e da p r i m e i r a c a i x a = 1/2 . 4 / 5 = 4 / 1 0 

P r i m e i r a b o l a b r a n c a s d a segunda c a i x a = 1/2 . 1/5 = 1/10 

P r i m e i r a b o l a v e r m e l h a e d a p r i m e i r a c a i x a = 1/2 . 1/5 ~ 1/10 

P r i m e i r a b o l a v e r m e l h a e da segunda c a i x a = 1/2 . 4 / 5 - 4 / 1 0 

Q u a n t o à e x t r a ç ã o d a ssgur?da b o l a , d e v s m o s c o n s i d e r a r ; 

P r o b a b i l i d a d e d a s e g u n d a b o l a ser b r a n c a a da I a . c a i x a ( p s i m e i r a b o l a b r a n c a ) : 

1 4 3 2 1 19 
• ( - + — ) = -

2 10 4 10 5 20 

Proba fa i l i dodñ d a s e g u n d a b o l a ser b r a n c a a d a s e g u n d a c a i x a (p r i nne i ra b o l a b r a n c a ) 

1 1 4 1 1 41 
- . — I — ) 

2 10 5 9 20 45 
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P r o b a b i l i d a d e d a s e g u n d a b o l a ser b r a n c a a d a p r i m e i r a c a i x a ( p r i m e i r a b o l a v e r m e l h a ) 

1 1 2 1 6 
(1 + — ) = ( - ) 

2 10 10 20 5 

P r o b a b i l i d a d e d a s e g u n d a b o l a ser brancada d a s e g u n d a c a i x a ( p r i m e i r a b o l a v e r m e l h a ) 

1 4 4 2 1 4 6 

( - + - ) = - (-2 10 5 9 5 45 

19 41 6 92 25 2 2 5 1 1 1 
T o t a l : + + + = + = _ + — = _ 

100 9 0 0 1100 4 5 0 100 9 0 0 4 4 2 

c ) P r o b a b i l i d a d e d a p r i m e i r a b o l a ( b r a n c a ) ser d a p r i m e i r a c a i x a = 4 / 6 e d a s e g u n d a c a i x a = 2 / 6 

A n t e s d e t i r a r a s e g u n d a b o l a , t e m o s d u a s poss ib i l i dades d e d i s t r i b u i ç ã o : 

l a . ) p r i m e i r a c a i x a : 3 B + 1 V e s e g u n d a c a i x a : 2 B + 8 V 

2a.) p r i m e i r a c a i x a : AB+^W e s e g u n d a c a i x a : 1 B + 8 V 

l a . ) Poss i b i l i dade : 

4 3 2 1 1 19 

6 4 10 2 3 20 

2a. ) P o s s i b i l i d a d e : 

2 4 1 1 1 41 
- ( - + — ) - = - ( — ) 
6 5 9 2 6 4 5 

1 19 41 1 8 5 5 + 4 1 0 1 1265 
T o t a l : - ( — + — ) = - ( ) = - • ( ) = 0 ,4685 

6 10 4 5 6 4 5 0 6 4 5 0 

1.5 — A n á l i s e C o m b i n a t ó r i a 

a) A r r a n j o s - O n ú m e r o t o t a l d e a r r a n j o s d e n o b j e t o s d i f e r e n t e s k a k é d a d o pe la f ó r m u l a : 

n i 
A . = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) . . . ( n - 1 + 1 ) = , , ^, 

" " ( n - k ) I 

o n d e k p o d e ser u m n ú m e r o i n t e i r o q u a l q u e r ta l q u e O < k < n . O caso p a r t i c u l a r e m q u e k = n á 

c h a m a d o p » m u t a ç ã o . O c á l c u l o d o f a t o r i a l d e u m n ú m e r o Z i n t e i r o p o d a ser f e i t o pe la f ó r m u l a d e 

S t e r l i n g q u e é: 



n 

, Z 1 1 139 

Z l = > / 2 Í Z (-Y- (1 + + 
e 1 2 Z 2 8 8 Z ' 5 1 8 4 0 Z ' 

Para Z > 9 , o p r i m e i r o t e r m o des ta e x p r e s s ã o já d á u m a b o a a p r o x i m a ç ã o , c o m u m e r r o m e n o r 

q u e 1%. 

O n ú m e r o das d i f e r e n t e s m a n e i r a s e m q u e l< o b j e t o s p o d e m ser d i s t r i b u í d a s e m n pos i ções 

d i f e r e n t e s é c h a m a d o a m o s t r a g e m s e m r e p o s i ç ã o . A s s i m é o n ú m e r o de a m o s t r a s d i f e r e n t e s de 

t a m a n h o k q u e p o d e m ser t i r adas d e u m a p o p u l a ç ã o de n e l e m e n t o s . N e s t e c a s o , " a m o s t r a " é u m a r r a n j o 

pa r t i cu la r dos k o b j e t o s . A p r o b a b i l i d a d e d e se o b t e r u m d e t e r m i n a d o a r r a n j o d e k o b j e t o s d e u m t o t a l 

de n é l / ^ A j ^ , a s s u m i n d o - s e a q u i q u e cada a r r a n j o p o s s í v e l t e n h a a m e s m a p r o b a b i l i d a d e . 

Se ao s e l e c i o n a r m o s u m o b j e t o tie u m c o n j u n t o de n o b j e t o s , o r e s u l t a d o f o r a n o t a d o e o 

o b j e t o f o r d e v o l v i d o ao c o n j u n t o a n t e s d a p r ó x i m a se leção , t e m o s u m t i p o d e a m o s t r a g e m c o m 

r e p o s i ç ã o . O m e s m o o b j e t o p o d e ser s o r t e a d o ma is q u e u m a v e z , is to é , são p e r m i t i d a s r e p e t i ç õ e s . N e s t e 

caso , o n ú m e r o t o ta l de esco lhas poss í ve i s de k o b j e t o s é n*^. N ã o se f a z n e n h u m a r e s t r i ç ã o a o . v a l o r d e 

k, pois p o d e ser m a i o r o u m e n o r q u e n . 

A s jogadas de u m a m o e d a são e x e m p l o s de a m o s t r a g e m c o m r e p o s i ç ã o . N u m a m o e d a , a 

p o p u l a ç ã o n é 2 (cara e c o r o a ) e o t a m a n h o d a a m o s t r a k é o n ú m e r o de j o g a d a s . 

Q u a n d o se f a z u m a a m o s t r a g e m a lea tó r i a c o m r e p o s i ç ã o , assume-se , a p r i o r i , q u e a 

p r o b a b i l i d a d e de q u a l q u e r u m a das a m o s t r a s poss í ve i s é a m e s m a . A s s i m para u m a a m o s t r a de 

t a m a n f K ) k, i n c l u i n d o as r e p e t i ç õ e s , a p r o b a b i l i d a d e é 1 / { n ) . P o r e x e m p l o , n o j o g o d e u m a m o e d a , se 

e s p e c i f i c a r m o s a o c o r r ê n c i a d e 6 ca ras segu idas , a p r o b a b i l i d a d e será ( 1 / 2 ) * , p o r q u e são 6 e v e n t o s 

i n d e p e n d e n t e s . A l g u n s p r o b l e m a s i n te ressan tes e n v o l v e m , de u m c e r t o m o d o , os d o i s t i p o s d e 

a m o s t r a g e m . 

P o r e x e m p l o , q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e se t e r u m n ú m a - o d e 5 a l g a r i s m o s , t o d o s eles d i f e r e n t e s ? 

N e s t e p r o b l e m a , apesar d e n ã o h a v e r r e p o s i ç ã o , assume-se q u e há u m n ú m e r o i n f i n i t o d e cada 

t i p o d e a lga r i smos e o p r o b l e m a é r e a l m e n t e d e a m o s t r a g e m c o m r e p o s i ç ã o . C o m o n = 1 0 e k = 5 , há 10^ 

poss íve i s a r r a n j o s , i n c l u i n d o as r e p e t i ç õ e s assumi r i do -se t o d o s eles i g u a l m e n t e p r o v á v e i s . H á ^ Q A J 

a r r a n j o s s e m r e p e t i ç ã o . A s s i m a r e s p o s t a à q u e s t ã o é : 

p = 3 0 ,3024 
1 0 ' 

b ) C o m b i n a ç õ e s 

C o n s i d e r e m o s a g o r a k e l e m e n t o s d e u m t o t a l d e n e l e m e n t o s a g r u p a d o s d e s o r d e n a d a m e n t e . E s t e 

t i p o de a g r u p a m e n t o é c h a m a d o c o m b i n a ç ã o . P o r e x e m p l o , t o m a n d o as p r i m e i r a s 4 le t ras d o a l f a b e t o , 

ag rupadas d u a s a duas , o g r u p o a b é o m e s m o d o g r u p o b a , c d e o m e s n x » q u e d c , e t c . O n ú m e r o t o t a l 

d e c o m b i n a ç õ e s q u e se p o d e m f a z e r c o m n e l e m e n t o s t o m a d o s e m g r u p o s de k e l e m e n t o s se r e p r e s e n t a 

p o r n*^k o u p o r (¡^). N e s t e , caso O < k < n . 

O n ú m e r o t o t a l d e p e r m u t a ç õ e s n u m a c o m b i n a ç ã o de k e l e m e n t o s é k l e o n ú m e r o t o t a l d e 

a r ran jos e m ( ) c o m b i n a ç õ e s é ( [ ' ) k l . A s s i m 
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8 e n t ã o : 

n ^ " ! 

k k l k l ( n - k ) I 

P o r esta e x p r e s s ã o , v e m o s q u e k l o ( n - k ) l p o d e m ser p e r m u t a d o s , i s to é : 

n 

Q = ( n - k ) 

O s í m b o l o (, ) é c h a m a d o c o e f i c i e n t e b i n o m i a l p o r q u e a p a r e c e na e x p a n s ã o d o b i n ô m i o d e 
k 

( a + b ) " = ( " ) a " + l " ) a " " b + ( " ) a " ' ^ b ' + . . . + ( " ) a ' ^ b " " " + . . . + ( " ) b " 
o 1 2 K n 

E X E R C Í C I O 4 

Q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e q u e as 10 p r i m e i r a s car tas t i r a d a s d e u m b a r a l h o s e j a m f i g u r a s ? T e m o s : 

12 f i g u r a s e m 5 2 ca r tas , p o r t a n t o : 

N e w t o n 

T 2 I 1 2 ! 12 i _ , 12 

12 11 10 3 21 ( 1 2 - 1 0 ) 1 1 0 1 ( 1 2 - 1 0 ) 1 Mo' 

51 51 5 0 4 3 5 2 ! 521 5 2 1 ( 5 
= 41 X 1 0 - ' ° 

4 2 1 ( 5 2 - 1 0 ) ! 1 0 1 ( 5 2 - 1 0 ) 1 

E X E R C C I O 5 

U m a u r n a c o n t é m a b o l a s e e x t r a i - s e u m g r u p o de las . Q u a l a p r o b a b i l i d a d e d e e x t r a i r u m 

n ú m e r o par d e bo las? 

P(par) 

1? C a s o : a é par 

S a b e m o s q u e 11+1)" = ( J + (,) + Ij) + • 
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e | 1 - 1 ) " = ( J ) - ( ; ) + ( J ) - . . . + 0 

S o m a n d o t e m o s : 2 " = 2[ f ^ ) + í ^ ) + . . . + 1^) ] 

T e m o s t a m b é m q u e : 

C o m o , n o c a s o , a é pa r , o n u m e r a d o r f i ca 

<^).(:)+... + 0 = f - ( J ) = 2 - - 1 

23-1 _ 

C o n c l u s ã o : P p a r 
2 ^ - 1 

2? C a s o : a é i m p a r 

N e s t e caso , q u a n d o s o m a r m o s ( 1 + 1 ) ^ c o m (1 — 1 ) ^ , o t e r m o (^) será c a n c e l a d o e a e x p r e s s ã o 

n ã o se a l t e ra rá . 

O p r o c e s s o d e t o d a a c iênc ia e x p e r i m e n t a l baseia-se na r e p e t i ç ã o c o n s t a n t e d e t r ê s e tapas : 

I a ) c r i ação de u m m o d e l o a pa r t i r de u m a c o n c e p ç ã o d o c o m p o r t a m e n t o d a n a t u r e z a d o 

m e l h o r m o d o q u e a p o s s a m o s c o m p r e e n d e r ; 

2a) c á l c u l o das p r o b a b i l i d a d e s a p r i o r i , baseado na c o n c e p ç ã o f e i t a ; 

3a) c o m p a r a ç ã o das p r o b a b i l i d a d e s a p r i o r i c o m m e d i d a s rea is , is to é , c o m as p r o b a b i l i d a d e s 

a p o s t e r i o r i o u e x p e r i m e n t a i s . A segu rança d e q u e a c o n c e p ç ã o f e i t a a p r i o r i está c e r t a 

c resce , q u a r x i o há u m a boa a p r o x i m a ç ã o e n t r e a t eo r i a e a p r á t i c a ; a c o n c e p ç ã o f e i t a 

p o r é m d e v e s e r m o d i f i c a d a , e n q u a n t o h o u v e r d i s c o r d â n c i a c o m os r e s u l t a d o s 

e x p e r i m e n t a i s . 

C A P I T U L O I I 

I N T R O D U Ç Ã O À E S T A T Í S T I C A 

A ap l i cação d e tes tes es ta t í s t i cos na i n t e r p r e t a ç ã o de r e s u l t a d o s f o i p r o v o c a d a p r i n c i p a l m e n t e 

p e l o g r a n d e n ú m e r o d e n o v o s m é t o d o s e x p e r i m e n t a i s d e s e n v o l v i d o s nas ú l t i m a s d é c a d a s . C o m o a 

i n t r o d u ç ã o desses m é t o d o s f o i m u i t o mais ráp ida q u e sua p a d r o n i z a ç ã o , s u r g i r a m p r o b l e m a s cu ja s o l u ç ã o 

ser ia d i f í c i l s e m a ap l i cação d e testes es ta t í s t i cos . 
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11.1 — C l a s s i f i c a ç ã o d o s E r r o s 

Para saber c o m o a teo r ia da p r o b a b i l i d a d e p o d e ser ap l i cada na i n t e r p r e t a ç ã o de r e s u l t a d o s 

e x p e r i m e n t a i s , é p r e c i s o c o n h e c e r os t i pos d e e r r o s q u e p o d e m a p a r e c e r nesses r e s u l t a d o s . E x i s t e m t r ê s 

t i p o s d e e r r o s : g rosse i ros o u ac iden ta is , s i s temá t i cos e a l ea tó r i os . 

O s e r r o s g rosse i ros são c o n s e q ü ê n c i a s d e e n g a n o s o u d e a c i d e n t e s q u e p o d e m o c o r r e r s e m o 

c o n h e c i m e n t o d o pesqu i sado r . N u m c o n j u n t o d e r e s u l t a d o s , se u m o u ma is são a f e t a d o s p o r e r r o s 

g r o s s e i r o s , e x i s t e a poss ib i l i dade de iden t i f i cá - los seja po r m e i o d e tes tes e s p e c í f i c o s , o u seja p e l o s e x t o 

s e n t i d o o u i n t u i ç ã o d o pesqu isado r , para s e r e m e l i m i n a d o s d o c o n j u n t o . 

N a p r á t i c a , e n t ã o , e x i s t e m os e r r o s s i s t e m á t i c o s o u d e m é t o d o q u e p r e j u d i c a m a e x a t i d ã o d o s 

r e s u l t a d o s e o s e r r o s a lea tó r i os o u de r e p r o d u t i b i l i d a d e d o s qua i s d e p e n d e a p r e c i s ã o d o s r e s u l t a d o s . 

O s e r r o s s i s temá t i cos são causados p o r u m o u mais f a t o r e s d e c o r r e n t e s , p o r e x e m p l o , d e u m 

d e f e i t o c o n s t a n t e d e u m a p a r e l h o de m e d i d a , o u d o u s o d e u m a d r o g a q u í m i c a n ã o s u f i c i e n t e m e n t e p u r a 

q u e c o n t é m o p r ó p r i o e l e m e n t o a ser ana l i sado . P o d e m resu l t a r t a m b é m d e u m a l e i t u ra s e m p r e e r r a d a , 

d e c o r r e r r t e d e u m v í c i o de le i tu ra causada p o r u m par d e ó c u l o s d e f e i t u o s o d o o p e r a d o r , e t c . P a r a 

d e t e r m i n a r a p r e s e n ç a e o v a l o r desses e r r o s ser ia p r e c i s o c o n h e c e r a q u e l a s causas . Nessas c o n d i ç õ e s , u m 

e r r o s i s t e m á t i c o , u m a v e z q u e se c o n h e ç a a c a u s a , p o d e ser c o n s i d e r a d o c o m o u m a c o r r e ç ã o d a m e d i d a . 

S e o s r e s u l t a d o s d e c o r r e n t e s d a r e p e t i ç ã o d e u m a m e s m a m e d i d a a s s u m e m v a l o r e s q u e 

d e p e n d e m u n i c a m e n t e d o acaso e, sa a esse c o n j u n t o d e v a l o r e s se p o d e assoc iar u m a f u n ç ã o d e 

d i s t r i b u i ç ã o , e n t ã o esses resu l tados p o d e m ser c o n s i d e r a d o s v a r i á v e i s a l e a t ó r i a s , i s to á , são a f e t a d o s d e 

e r r o s a l e a t ó r i o s . U m a c o n d i ç ã o para q u e se jam o b t i d o s r e s u l t a d o s a l e a t ó r i o s á o d e s c o n h e c i m e n t o das leis 

q u e c a u s a m as va r i ações responsáve is pe la f a l t a d a r e p r o d u t i b i l i d a d e d e u m n ú m e r o q u a n d o se f a z a 

m e s m a m e d i d a vár ias v e z e s . O u t r a c o n d i ç ã o é q u e , sa essas leis f o r a m c o n h e c i d a s , elas d e v e m d e p e n d e r 

d e m u i t o s f a t o r e s o q u e t o r n a d i f í c i l , o u m e s m o i m p o s s í v e l , na p r á t i c a , u m c á l c u l o r i g o r o s o e e x a t o . 

O s r e s u l t a d o s d e q u a l q u e r c o n j u n t o de m e d i d a s es tão su je i tos à i n t e r a ç ã o d e u m g r a n d e n ú m e r o 

de f a t o r e s q u e e s c a p a m ao c o n t r o l e d o pesqu i sado r . O s testes es ta t í s t i cos , ap l i cados aos resu l t ados 

f o r n e c i d o s p o r u m m é t o d o , p e r m i t e m c o n d e n s a r esses r e s u l t a d o s e f o r n e c e r u m a i n f o r m a ç ã o 

p r a t i c a m e n t e c o m p l e t a s o b r e a e x a t i d ã o e p rec i são das med idas q u e o m é t o d o p o d e o f e r e c e r . 

D e u m m o d o ge ra l , o n ú m e r o de resu l t ados é p e q u e n o e esses r e s u l t a d o s d e v e m ser 

i n t e r p r e t a d o s c o m o s e n d o u m a a m o s t r a a lea tó r ia de u rn c o n j u n t o i n f i n i t o ( p o p u l a ç ã o ) q u e é o m o d e l o 

d a d i s t r i b u i ç ã o m a t e m á t i c a d e o n d e f o r a m t i r a d o s a lguns v a l o r e s . 

A i n f o r m a ç ã o q u e se deseja a par t i r dos r e s u l t a d o s o b t i d o s base ia-se , de u m p o n t o d e v is ta 

m a t e m á t i c o , n o f a t o de q u e os p a r â m e t r o s ( m é d i a e v a r i â n c i a , p o r e x e m p l o ) c a l c u l a d o s a p a r t i r d a 

a m o s t r a são es t ima t i vas d o s p a r â m e t r o s reais , mas d e s c o n h e c i d o s , d a f u n ç ã o d e d i s t r i b u i ç ã o d o c o n j u n t o 

t o d o . 

O s p a r â m e t r o s d o c o n j u n t o , ca l cu lados a par t i r da a m o s t r a , v a r i a m d e n t r o d e u m c e r t o 

i n t e r v a l o , c u j o s l im i tes d e p e n d e m d o n ú m e r o de e l e m e n t o s d e q u e é c o n s t i t u í d a a a m o s t r a e d o g r a u d e 

c o n f i a n ç a c o m q u e esses p a r â m e t r o s p o d e m ser ace i t os . O s l im i tes d o s i n t e r v a l o s de v a r i a ç ã o para o s 

p a r â m e t r o s são o b t i d o s p o r i n t e r m é d i o de v a l o r e s c a l c u l a d o s a pa r t i r d a t e o r i a das p r o b a b i l i d a d e s 

assoc iada à f u n ç ã o d e d i s t r i b u i ç ã o da p o p u l a ç ã o . H á a l g u m t e m p o , a l g u n s p e s q u i s a d o r e s não a c e i t a v a m a 

m a t e m á t i c a es ta t í s t i ca ap l i cada a amos t ras c o m p o u c o s e l e m e n t o s . E n t r e t a n t o , esse p o n t o d e v is ta está 

h o j e u l t r apassado e a m a t e m á t i c a es ta t í s t i ca f o r n e c e e l e m e n t o s pa ra d e t e r m i n a ç ã o e c á l c u l o d o s 

p a r â m e t r o s r e l a t i v o s a u m a m e d i d a c o m g r a u de s e g u r a n ç a d e s e j a d o , c o n f o r m e será v i s t o p o s t e r i o r m e n t e , 

m e s m o se as a m o s t r a s são m u i t o pequenas . É c l a r o , p o r é m , q u e , q u a n t o m e n o r a a m o s t r a , m a i o r será o 

i n t e r v a l o d e v a r i a ç ã o d o s p a r â m e t r o s , isto é, m e n o s p rec isa será a sua e s t i m a t i v a . 
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11.2 — V a r i á v e i s A l e a t ó r i a s 

P o d e m o s d i z e r q u e c o n h e c e m o s u m a v a r i á v e l a l ea tó r i a x se s o u b e r m o s qua l é a sua f u n ç ã o d e 

d i s t r i b u i ç ã o . P o r e x e m p l o . 

F ( x J = P { - " < x < x J (11.1) 

i nd i ca a p r o b a b i l i d a d e da va r i áve l a lea tó r i a x a s s u m i r v a l o r e s e n t r e - < » e x ^ . S o x a s s u m i r s o m e n t e v a l o r e s 

d i sc re tos x , , X j . . . x ^ , a p r o b a b i l i d a d e d a o c o r r ê n c i a d e cada v a l o r , i s to é , P ( x ^ ) , P I X j ) , . . . P l x ^ ^ ) é 

d e f i n i d a de m a n e i r a q u e 

2 P ( x , ) = 1 (11.2) 

N o caso d e u m a va r i áve l a lea tó r ia d i s c r e t a , a f u n ç ã o d e d i s t r i b u i ç ã o é d e f i n i d a p o r : 

F ( x ) = 2 P ( x . ) (11.3) 

8 1 = - « . ' 

0 o g r á f i c o q u e rep resen ta esta funç%> é d o t i p o a p r e s e n t a d o n a F i g u r a 2 .1 . S e a v a r i á v e l a lea tó r i a f o r 

c o n t í n u a , sua f u n ç ã o de d i s t r i b u i ç ã o é 

F ( x J = / % ( x ) d x (11.4) 

Pela d e f i n i ç ã o d e p robab i l i dade t e m o s q u e 

; ¥ ' ( x ) d x = 1 (11.5) 

A f u n ç ã o <^(x) ó c h a m a d a d e n s i d a d e d a p r o b a b i l i d a d e o u d i f e r e n c i a l d a lei d e d i s t r i b u i ç ã o . 

N a F i g u r a 2.2 a o r d e n a d a n o p o n t o x ^ dá a p r o b a b i l i d a d e d o s v a l o r e s e x p e r i m e n t a i s s e r e m m e n o r e s 

q u e x ^ . A d i f e r e n ç a das o r d e n a d a s q u e c o r r e s p o n d e m aos p o n t o s x^^ e x ^ dá a p r o b a b i l i d a d e dos 

v a l o r e s e s t a r e m n o i n t e r v a l o - \ 

É i m p o r t a n t e observa r q u e á c lass i f icação d o s e r r o s c o m o s i s t emá t i cos o u a lea tó r i os é m u l t o 

r e l a t i v a ; d e p e n d e d o c o n j u n t o de resu l tados a sor c o n s i d e r a d o e d o p r o b l e m a a p r e s e n t a d o ao 

e x p e r i m e n t a d o r . 

Po r e x e m p l o , s u p o n h a m o s u m a série d e r e s u l t a d o s o b t i d o s s e m levar e m c o n t a as poss í ve i s 

va r i ações de t e m p e r a t u r a o c o r r i d a s d u r a n t e o e x p e r i m e n t o . N e s t e caso , o en^o i n t r o d u z i d o pelas va r i ações 

d e t e m p e r a t u r a é u m a va r i áve l a lea tó r ia . S e , p o r é m , os r e s u l t a d o s f o r e m o b t i d o s e m t e m p e r a t u r a s b e m 

de f i n i das e h o u v e r u m a lei de va r i ação dos resu l t ados c o m a t e m p e r a t u r a , o e r r o i n t r o d u z i d o n o 

c o n j u n t o d e v e ser c o n s i d e r a d o c o m o s i s t e m á t i c o , is to é , c o m o u m a c o r r e ç ã o q u e d e v e ser f e i t a nas 

m e d i d a s . 
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P ( x ^ < x < x ¡ j ) = P ( x ^ ) - P ( X g ) ( 1 1 . 6 ) 

F i g u r a 2.1 - I n t e g r a l da f u n ç ã o de d i s t r i b u i ç ã o d e u m a v a r i á v e l a l ea tó r i a d i s c r e t a . 

F i g u r a 2 .2 - I n t e g r a l d a f u n ç ã o d e d i s t r i b u i ç ã o d a u m a v a r i á v e l a l ea tó r i a c o n t í n u a . 

A c u r v a d i f e r e n c i a l y = <|p(x) e a abc issa l i m i t a m u m a á rea igua l à u n i d a d e ( F i g u r a 2 . 3 ) . A área s o b 

a c u r v a , à e s q u e r d a d a o n j o n a d a d e t e r m i n a a poss ib i l i dade d e x sar m e n o r q u e x ^ . A s 

o r d e n a d a s q u e passam p o r x^ e Xj^ l i m i t a m u m a á rea q u e c o r r e s p o n d a à p r o b a b i l i d a d e da 

o c o r r ê n c i a do x e n t r a x ^ a Xj^, 

P ( x <x<xj = S d x a " V 

( 1 1 . 7 ) 
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F i g u r a Z 3 — D i f e r e n c i a l da f u n ç ã o d e d i s í r i b u i ç ã o d e u m a v a r i a v a ! a l ea tó r i a c o n t C n u a . 

A p r o b a b i l i d a d e d e o c o r r ê n c i a de u m a va r i áve l a le i r tór ia c o n t í n u a x só p o d e ser d e f i n i d a n u m i n t e r v a l o 

A x , p e l o p r o d u t o i p U ) A x . I s to não q u e r d i z e r q u e não seja p o s s í v e l o b t e r u m v a l o r x = X g , mas s im q u e 

x ^ está c o m p r e e n d i d o n u m i n t e r v a l o A x , e para A x - * 0 , P ( x . ) = 0. 

A f u n ç ã o d e d i s t r i b u i ç ã o é u m m o d e l o m a t e m á t i c o a b s t r a t o p o r m e i o d o q u a l p o d e m ser 

d e s c r i t o s os va lo res e x p e r i m e n t a i s o b s e r v a d o s . 

U m a das f i n a l i d a d e s d o p r o c e d i m e n t o es ta t í s t i co cons i s te e m achar u m a f u n ç ã o de d i s t r i b u i ç ã o 

q u e , p o r u m l a d o , d e s c r e v a s u f i c i e n t e m e n t e b e m a d i s t r i b u i ç ã o d o s v a l o r e s e x p e r i m e n t a i s o b s e r v a d o s e , 

p o r o u t r o l a d o , seja d e f o r m a ta l a p e r m i t i r anál ises es ta t í s t i cas p o s t e r i o r e s . A s e x p r e s s õ e s ana l í t i cas d e 

u m a f u n ç ã o d e d i s t r i b u i ç ã o c o n t é m u m a o u mais c o n s t a n t e s c h a m a d a s p a r â m e t r o s d a d i s t r i b u i ç ã o . A s s i m , 

p o r e x e m p l o , a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l o u d e G a u s s t e m d o i s p a r â m e t r o s : a m é d i a o u e x p e c t â r K i a 

m a t e m á t i c a e a v a r i â n c i a . Se c o n h e c e r m o s a lei de d i s t r i b u i ç ã o , a v a r i á v e l a lea tó r i a p o d e ser 

c o m p l e t a m e n t e c a r a c t e r i z a d a pe los va lo res n u m é r i c o s d o s p a r â m e t r o s . 

Si.3 — MMia o u E x p e c í â n c j a M a t a s T ^ i c a 

O v a l o r d a m á d i a d s u m a va r i áve l a lea tó r ia c o n t í n u a á d e f i n i d o p o r : 

/ x i p ( x ) d x 

/ fM d x 

- = / x i ^ ( x ) d x ( Ü . 8 ) 

e para u m a d i s t r i b u i ç ã o d i s c r e t a ; 

X, P ( x , ) 

• = 2 x¡ P{x^) ( 1 1 . 9 ) 
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o n d e P ( x . ) é a p r o b a b i l i d a d e d e o c o r r ê n c i a d o va lo r x . . 

A m é d i a de n v a l o r e s e x p e r i m e n t a i s x ^ x^, . . . é d e f i n i d a p o r : 

X, + X j + . . . X 

X = 

n 1 n 
- = - S X. 

n n 1 = 1 ' 
(11.10) 

X é a méd ia da a m o s t r a , q u e n ã o é a m é d i a / i d a p o p u l a ç ã o ( c o n j u n t o d e n v a l o r e s q u a n d o n - » • < » ) . A 

m é d i a x da a m o s t r a é u m a e s t i m a t i v a da m é d i a ju da p o p u l a ç ã o . T a m b é m se e x p r i m e a m é d i a p o r M 

{ x } o u E { x } 

11.3.1 - P r o p r i e d a d e s d a M é d i a 

V a m o s s u p o r x u m a v a r i á v e l a lea tó r i a d i sc re ta . Para e s t e n d e r o e s t u d o a u m a d i s t r i b u i ç ã o 

c o n t í n u a d e x bas ta s u b s t i t u i r o s ina l d e s o m a t ó r i o p e l o sinal de i n t e g r a l . 

a) A m é d i a d e u m a c o n s t a n t e é a p r ó p r i a cons tan te 

E { K } = S K P ( x . ) = K 2 P ( x . ) = K 
i i 

(11.11) 

b ) A m é d i a de u m a v a r i á v e l a lea tó r ia mu l t i p l i cada p o r u m a c o n s t a n t e é a m é d i a m u l t i p l i c a d a 

p o r essa m e s m a c o n s t a n t e . 

E { K x } = 2 ; K X ¡ P ( X ¡ ) = K Z x ¡ P ( x . ) = K E { x } = Kju (11.12) 

C o m o 

c ) A m é d i a da s o m a d e d u a s va r i áve i s a leatór ias x e y é a s o m a das m é d i a s 

E { x + y } = 2 2;(Xj + y j ) P ( x ¡ , y j ) 

= S 2 x . P ( x . , y . ) + S £ y i P ( x . , y , ) 

= S x . 2 P ( x y . ) + 2 y , i ; P ( x , , y . ) 

2 P ( x . , y ^ ) = P ( x j ) 
4 

2 P ( x j , y j ) = P ( y , ) t e m o s : 
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E { x + y } = S X j P ( x ¡ ) + 2 y j P ( y j ) = E { x } + E { y } = + M y ( 1 1 . 1 3 ) 

d) A m é d i a d a d i f e r e n ç a de duas var iáve is a lea tó r ias é a d i f e r e n ç a das m é d i a s . D e m o n s t r a - s e 

c o m o n o caso da s o m a . 

e ) S o m a n d o o u s u b t r a i n d o u m a cons tan te de u m a v a r i á v e l a l e a t ó r i a , a sua m é d i a f i ca s o m a d a 

o u s u b t r a í d a d a m e s m a c o n s t a n t e . 

E { x ± K } = E { x } ± K ( 1 1 . 1 4 ) 

R e s u l t a das p r o p r i e d a d e s c e d f a z e n d o y = k 

f ) A m é d i a da d i s t r i b u i ç ã o x - / i ( x ) , cu ja va r i áve l á c h a m a d a " v a r i á v e l c e n t r a d a " , é igual a 

z e r o . Basta ap l i ca r a p r o p r i e d a d e d . 

E { x - M ( x ) } = E { x } - M í x ) = O ( 1 1 . 1 5 ) 

g ) A m é d i a d o p r o d u t o de d u a s var iáve is a lea tór ias i n d e p e n d e n t e s é o p r o d u t o das m é d i a s 

E { x y } = 2 2 x . Vj P ( x . , X j ) ( 1 1 . 1 6 ) 

C o m o , po r h i p ó t e s e , x e y são i n d e p e n d e n t e s pode-se e s c r e v e r : 

P ( X j , y j ) = P{x.) . P{y.) 

S u b s t i t u i n d o 

E [ x y } = 2 2 X . y , P ( x . ) . P ( y . ) 
I j I ) j 

= 2 L x . P ( x ¡ ) . 2 y . P ( y . ) = E { x } . E { y } ( 1 1 . 1 7 ) 

E X E R C f C l O S 

C á l c u l o d e u 'a M é d i a 

S u p o n h a m o s q u e t e n h a m s ido fe i tas seis d e t e r m i n a ç õ e s d e u r â n i o n u m m i n é r i o p a d r ã o q u e 

c o n t é m 0,318% de U e q u e os resu l t ados , e m p o r c e n t a g e m , s ã o : 0 ,318 ; 0 ,314 ; 0 , 3 2 3 ; 0 , 3 0 0 ; 0 ,314 e 

0 ,327 . C a l c u l a r a e s t i m a t i v a x da m é d i a v e r d a d e i r a n. O c á l c u l o d a m é d i a é f e i t o pe la f ó r m u l a (11.10): 

0 ,318 + 0 ,314 + 0 ,323 + 0 ,3 (X) -i- 0 ,314 + 0,327 
X = = 0 ,316 
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1̂ n ^'^1+'' 
z = £ — = S = a x + b 

i n i n 

A s s i m 

z - b 
X = 

F a z e n d o n o e x e m p l o a n t e r i o r z¡ = (x^ - 0 ,300) 1000 = 1000 x . - 300 v a m o s t e r : 

18 + 14 + 2 3 + 0 + 14 + 27 
2 = •— = 16 

E n t a õ 

16 + 3 0 0 
X = = 0 ,316 

1000 

!S.4 — V a r i â n c i a a D e s v i o P a d r ã o 

C h a m a m o s de m o m e n t o c e n t r a d o d e o r d e m k ao m o m e n t o e m re lação à m é d i a 

M ^ ( x ) = E { ( X - M I X ) ) " } (11.18) 

A va r i ânc ia é o m o m e n t o c e n t r a d o de s e g u n d a o r d e m e des igna-se p o r a ^ ( x ) , o u ^ o u 

s i m p l e s m e n t e . A v a r i â n c i a de u m a v a r i á v e l a l e a t ó r i a x c o m d i s t r i b u i ç ã o c o n t í n u a 6 

( x ) = { X - M ( x ) } ' <f{x) d x (11.19) 

8 para d i s t r i b u i ç ã o d i sc re ta 

X = 0 ,316 6 u m a es t ima t i va eje M = 0 ,318 

O c á l c u l o da m é d i a p o d e ser s i m p l i f i c a d o f a z e n d o u m a t r a n s f o r m a ç ã o l inear d e va r i áve i s d o 

t i p o : 

z. = a x . .+ b 

Pa ra se o b t e r e m n ú m e r o s i n te i r os e p e q u e n o s , f a z e m o s : ' 
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a ^ ( x ) = 2 { x . - M ( x ) P . P ( X j ) (11.20) 

Para u m n ú m e r o l i m i t a d o d e v a l o r e s x ^ , X j . . . x ^ , a v a r i â n c i a é d e f i n i d a p o r s ( x ) , s ^ p u 

s i m p l e s m e n t e 

2 ( x . - x ) ^ 

= - (11.21) , 
* n - 1 

o n d e s^ é u m a e s t i m a t i v a d e , va r i ânc ia da p o p u l a ç ã o . N o d e n o m i n a d o r a p a r e c e o v a l o r n — 1 p o r q u e , 

d e p o i s de ca lcu lada a m é d i a , t e m o s n — 1 v a l o r e s i n d e p e n d e n t e s , is to é , p e r d e m o s u m g r a u d e l i b e r d a d e . 

Se a méd ia v e r d a d e i r a f o r c o n h e c i d a , (caso d e u m a a m o s t r a p a d r ã o , c u j o v a l o r da g r a n d e z a e m e s t u d o 

é , s u p o s t a m e n t e , o v a l o r r e a l ) , a e s t i m a t i v a da v a r i â n c i a é d a d a p o r : 

2 ( x , - ^ ) ^ 

s ' = - ( 1 1 . 2 2 ) 

n 

p o r q u e , neste cas(j, n ã o io'. c a l c u l a d a a ined ia x e p o r t a n t o n ã o se p e r d e u u m g r a u de l i b e r d a d e . 

O valor p o s i t i v o da raiz quadrada da v a r i â n c i a é o desvio p a d r ã o d a p o p u l a ç ã o o u s^ da a m o s t r a 

( n ú m e r o f ini to de e l e m e n t o s ) que é uma e s t i m a t i v a d e a. 

O d e s v i o padrão e x p r e s s o c o m o p o r c e n t a g e m d a m é d i a é o c o e f i c i e n t e (|e v a r i a ç ã o V ^ ^ , V ( x ) o u 

s i m p l e s m e n t e V . 

\ 
V ( x ) = — 1 0 0 ( 1 1 . 2 3 ) 

11.4.1 - P r o p r i e d a d e s da V a r i â n c i a 

a) Mu i t as v e z e s n o c á l c u l o da v a r i â n c i a é mais c o n v e n i e n t e usar a f ó r m u l a q u e se o b t é m 

e x p a n d i n d o o q u a d r a d o e a p l i c a n d o p r o p r i e d a d e s d a s o m a e d i f e r e n ç a da m é d i a . 

= £ {(x-¡sf } = E { x ' - 2 M X + M ' } = E { x ' } - 2 M E [ X } + M ' 

C o m o E { x } = jj., 

= E [ x M - M ^ ( 1 1 . 2 4 ) 

b) A va r i ânc ia de uma c o n s t a n t e é z e r o 
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c r ' l k ) = E { k - M ( k ) P = E { k - k p = o (11.25) 

c ) M u l t i p l i c a n d o - S 8 u m a va r i áve l a lea tó r ia p o r u m a o o n s t a n t e , a sua v a r i â n c i a f i c a 

m u l t i p l i c a d a p e l o q u a d r a d o d a c o n s t a n t e 

ff'(kx) = E { { k x - E ( k x ) ) M = E { [ k ( x - / i ( x ) p } 

= E { k^ ( X - M l x ) ) ^ } = k^ E { ( X - M ( x ) ) ^ } = k^ ( x ) 

d ) A v a r i â n c i a da s o m a o u d i f e r e n ç a d e d u a s va r i áve i s a lea tó r i as i n d e p e n d e n t e s é i gua l à s o m a 

das respec t i vas va r iânc ias . 

o ^ ( x ± y ) = E { [ ( x ± y ) - (n^±n^)f} 

= E { [ ( x - u ) ± ( y - M J ] M 

E í ( X - M ^ ) ' } ± 2 E { ( x - M j . ( y - M y ) } + E { ( y - M / } 

A e x p r e s s ã o E { ( x - A<^) . (y - M y ) } 6 a co -va r i ânc ia d e x e y . S e x e y são i n d e p e n d e n t e s . 

E { ( x - M j . ( y - M y ) } = E { x - M ^ } . fe { y - M y } = O 

E n t ã o 

a ^ ( x ± y ) = a ^ í x ) + ( y ) (11.27) 

e ) Se a d i c i o n a r m o s o u s u b t r a i r m o s u m a c o n s t a n t e a u m a va r i áve l a lea tó r i a , a sua v a r i â n c i a 

n ã o se a l t e ra . S u b s t i t u i n d o y n a p r o p r i e d a d e a n t e r i o r p o r k t e m o s 

<P{x + W) = alM + CT^(k) = a^{x) 

p o r q u e a ^ { k ) = 0 

N a p r á t i c a , o uso da p r o p r i e d a d e a) é mais v a n t a j o s a , p o r q u e ev i t a p r o b l e m a s d e a p r o x i m a ç ã o 

n u m é r i c a . C o n s i d e r a n d o a s o m a d o s q u a d r a d o s 

S Q , = Z ; ( x , - x ) ^ 

t e m o s : 



S ( x . - x]^ = 2 (x j " - 2 x X j + x ' ) 

= 2 x ; ' - 2 x E x , + n x ^ 

2 3 

2 x , 

= S x ^ - 2( ) 2 x . + n ( f 
\ ' n I ' n 

= 2 x f 

E n t ã o 

S x f - CLx.y/n 
2 

n - 1 ' 
( I L 2 8 ) 

E X E R C Í C I O 7 

U s a n d o os m e s m o s va lo res d o e x e r c í c i o 1 c o m a t r a n s f o r m a ç ã o l inear de v a r i á v e i s 

z. = a x . + b 

t e m o s : 

s ! = 2 = 2 [ ( a x . - b ) - ( a x . - b ) f 
I n - 1 I n - 1 i 

= 2 
i n - 1 

2 1 2 

O v a l o r d e b n ã o a p a r e c e nos r a s u l t a d o s , e m v i r t u d e da p r o p r i e d a d e e ) . N o no .wo e x e m p l o 

t e m o s e n t ã o : 

2^ + 2 ^ + 7 ^ + 1 6 ' -1-2^ + 1 1 ^ 
s = = 0 ,0000876 
" 1000 X 5 

= 0 ,0099 
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s^ = 0 ,0088 

E X E R C Í C I O 8 

O i t o r e s u l t a d o s d e u m a m e d i d a f o r a m os segu in tes : 

4 ,23 

4 ,12 

4,18 

4 ,09 

4,15 

4,21 

4,08 

4 ,16 

C á l c u l o d a m é d i a : 

Pa ra s i m p l i f i c a r , f a z e m o s : 

z¡ = ( X i - 4 , 0 0 ) 100. 

E n t ã o : 

I z , ( I X , - 4 , 0 0 ) 100 

z = 

d e o n d e : 

X = 4 ,00 + 

8 
2 z . 
1 ' 

8 x 1 0 0 

2 3 + 1 2 + 18 + 9 + 1 5 + 2 1 + 8 + 1 6 
7 = 4 00 + • = 4 ,00 + 0 ,1525 

100 X 8 

X è ' 4 , 1 5 

F a z e n d o a g o r a a t r a n s f o r m a ç ã o z , = ( x , - 4 ,15) 100 , v a m o s o b t e r pe la f ó r m u l a (11.21): 

, 8 ' + 3 ' + 3^ + 6 ' + O + 6 ' + 7 ' + 1 ' ^ ? 2 1 = 29 14 

h - 7 7 ' 

C o m o a m é d i a v e r d a d e i r a é c o n h e c i d a = 0 , 3 1 8 ) é ma i s c o r r e t o c a l c u l a r a v a r i â n c i a a d e s v i o 

p a d r i o e m r e l a ç ã o a (jl. A s s i m : 

j O * + 4 ^ + 5 ^ + 1 8 ' + 4 ' + 9 * 
s = = 0 ,000077 

" 1 0 0 0 ' x 6 



2 5 

î 29,14 
il = = 0 ,002914 

" 100^ 

e pela f ó r m u l a (11.28) se o b t é m : 

2 (64 + 9 + 3 + 36 + 0 + 3 6 + 49 + 1 ) - 2 V 8 2 0 4 - 4 / 8 203 ,5 
= 29,07 

s^. = = 0 ,002907 
100^ 

O s e g u n d o caso é mais c o r r e t o p o r q u e n ã o f o i usada a a p r o x i m a ç ã o d a m é d i a . 

11.4.2 — V a r i â n c i a de R e s u l t a d o s de R o t i n a 

T e m m u i t a ap l i cação na p r o s p e c ç ã o de m i n é r i o s , é m q u í m i c a a n a l í t i c a , n o c o n t r o l e de 

p r o d u ç ã o , e t c , o n d e é necessár io f a z e r n u m e r o s a s anál ises d e a m o s t r a s de c o r p p o s i ç ã o s e m e l h a n t e , 

d u r a n t e u m i n t e r v a l o de t e m p o mais o u m e n o s p r o l o n g a d o . 

U m m o d o de se o b t e r o e r r o de r e p r o d u t i b i l i d a d e d o m é t o d o a d o t a d o , n o l a b o r a t ó r i o o n d e está 

s e n d o a p l i c a d o , é f a z e r a anál ise es ta t ís t i ca de t o d o s os r e s u l t a d o s . 

N o d e c o r r e r d o t r a b a l h o , c o m o o t e m p o e x i g i d o é l o n g o , a d i s t r i b u i ç ã o das méd ias p o d e v a r i a r 

de m a n e i r a i n c o n t r o l á v e l , m e s m o q u e a a m o s t r a ana l isada seja s e m p r e a m e s m a . M u i t o s f a t o r e s p o d e m 

c o n c o r r e r para essas f l u t u a ç õ e s , tais c o m o : i m p u r e z a s d o s r e a g e n t e s , v a r i a ç õ e s d e t e m p e r a t u r a , p ressão , 

u m i d a d e , i l u m i n a ç ã o , e t c . P o r esse m o t i v o , é ma i s c o n v e n i e n t e ca l cu la r o e r r o d e r e p r o d u t i b i l i d a d e 

( va r i ânc ia ) a par t i r de t o d o s os resu l tados . 

S u p o n h a m o s q u e t e m o s m a m o s t r a s para anál ises e q u e t e n h a m s i d o fe i tas n d e t e r m i n a ç õ e s 

parale las d e cada u m a . Os resu l tados d e v e m ser a p r e s e n t a d o s s e g u n d o a T a b e l a 11.1. 

T a b e l a 11.1 

A p r e s e n t a ç ã o da R e s u l t a d o s d e A n á l i s e s d e A m o s t r a s S e m e l h a n t e s 

1? D e t e r m . 

2? D e t e r m . 

j? D e t e r m . 

n? D e t e r m . 

T o t a i s 

A m o s t r a 1 A m o s t r a 2 — A m o s t r a 1 

"21 
*22 

^2] 

"2n 

N2 

I n 

A m o s t r a m 

'^m2 
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Para a c h a r a v a r i â n c i a q u e c a r a c t e r i z a a r e p r o d u t i b i l i d a d e d o m é t o d o nesse l a b o r a t ó r i o , acha-se a 

va r i ânc ia para cada a m o s t r a s e p a r a d a m e n t e e depo is d e t e r m i n a - s e a m é d i a das v a r i â n c i a s , d e a c o r d o c o m 

a e x p r e s s ã o : 

i = l 1 = 1 , " ' 

m ( n - 1 ) 
(11.29) 

o n d e X. = X . / n é a m é d i a de cada c o l u n a . É mais c o n v e n i e n t e ca lcu la r pela f ó r m u l a e q u i v a l e n t e e m q u e 

X | é a s o m a d o s e l e m e n t o s da c o l u n a i 

m n m 

2 2 X . . J - 2 X ? / n 
, ^ 1 = 1 J = 1 " i = 1 ' 

m ( n - 1 ) 
(11.30) 

N e s t e caso , o n ú m e r o d e g r a u s d e l i be rdade é m ( n — 1 ) , p o r q u e f o r a m i m p o s t a s m re lações n o 

c o n j u n t o d e m e d i d a s ao ca l cu la r m m é d i a s . 

N o caso e m q u e o n ú m e r o n d e d e t e r m i n a ç õ e s e m cada c o l u n a n ã o é o m e s m o , a v a r i â n c i a t o t a l 

d e v e ser d e t e r m i n a d a p o r u m a f ó r m u l a q u e se o b t é m t o m a n d o a s o m a das v a r i â n c i a s p o n d e r a d a s de 

a c o r d o c o m seus g r a u s d e l i be rdade e d i v i d i n d o a s o m a pe lo n ú m e r o t o t a l d e g r a u s d e l i b e r d a d e . 

m 

o n ú m e r o d e g r a u s d e l i b e r d a d e é igual a o n ú m e r o t o t a l d e r e s u l t a d o s 2 n j m e n p s o n ú m e r o 

d e re lações usadas para a d e t e r m i n a ç ã o das méd ias 

2 

2 ( n . - 1 ) s . ; 
1 = 1 ' ' 

2 n . - m 
1 = 1 ' 

(11.31) 

P o r u m a t r a n s f o r m a ç ã o s e m e l h a n t e à fe i ta a n t e r i o r m e n t e o b t é m - s e a segu in te e x p r e s s ã o 

c o n v e n i e n t e p a r a os c á l c u l o s : 

2 2 x ' - 2 X j / n . 
, i = 1 j = 1 " - ' ' i = 1 

( 1 1 . 3 2 ) 

m 
2 n. - m 

1 = 1 ' 

E X E R C f C l O 9 

R e s u l t a d o s d e d e t e r m i n a ç õ e s d e t ó r i o e m c i n c o a m o s t r a s d e u m mesr r io m i n é r i o , ( e m 

p o r c e n t a g e m ) : 
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( D ( 2 ) (3 ) (4) (5 ) 

2,51 2 ,93 2,31 2,10 2,84 

2,47 2,80 2,40 2,28 2 ,63 

2,38 2,85 2,51 2,15 2,71 

2,41 2,70 2,21 2,68 

2 ,49 2,78 

Para s imp l i f i ca r os cá l cu los usamos a t r a n s f o r m a ç ã o 

X . . - b. 
1) I 

C o m o a va r i ânc ia i n d e p e n d e dos va lo res b., estes p o d e m ser d i f e r e n t e s e m cada c o l u n a : 

(1) 

12) 
(3) 

(4 ) 

(5) 

'2i 
^31 

X , , - 2 , 4 5 ) 1 0 0 ; va lo res de z , : 6, 2 , - 7 , - 4 , 4 

- 2 , 8 0 ) 1 0 0 ; va lo res de z ^ : 1 3 , O , 5 , - 1 0 

- 2 , 4 0 ) 1 0 0 ; va lo res de Z g : - 9 , O , 11 

- 2 , 1 5 ) 1 0 0 ; va lo res d e z ^ : - 5 , 13, O, 6 

- 2 , 7 0 ) 1 0 0 ; va lo res de Z g : 1 4 , - 7 , 1, - 2 , 8 

V a m o s t e r : 

36 + 4 + 4 9 + . . . + 4 + 64 - ( 
(6 + 2 - 7 - 4 + 4 ) ^ 

s . = 

+ . . . + • 
( 1 4 - 7 + 1 - 2 + 8 ) ' 

2 1 - 5 

s , = 

, 2 g 2 2 ' 1 4 ' 1 1 ' 
1161 - ( — + — + — + + 

5 4 3 4 5 

16 

1161 - 9 0 , 7 3 3 3 

16 
= 66 ,8917 

2 66 ,8917 
$ = = 0 ,00668917 

( 1 0 0 ) ' 

s^ = 0 ,082 

Pa ra o c á l c u l o d a v a r i â n c i a de resu l tados desse t i p o , p a r t i m o s da h i pó tese q u e os resu l t ados das 

m a m o s t r a s p o d e m ser c o n s i d e r a d o s va r iáve is a lea tó r ias d e m p o p u l a ç õ e s . Pe la p r ó p r i a n a t u r e z a d o 

p r o b l e m a , essas p o p u l a ç õ e s p o d e m t e r méd ias d i f e r e n t e s , m a s a m e s m a v a r i â n c i a . A s s i m , cada u m d o s 

v a l o r e s s | , S j , . . . s ^ p o d e m ser c o n s i d e r a d o s es t ima t i vas d o m e s m o e s p a l h a m e n t o t o t a l . 

Uma c o m b i n a ç ã o d e a m o s t r a s q u e d i f e r e m na sua c o n s t i t u i ç ã o só é p o s s í v e l d e n t r o d e c e r t o s 

l im i tes , is to é, desde q u e o e r r o d e r e p r o d u t i b i l i d a d e i n d e p e n d a da m é d i a . A d m i t e - s e , na p r á t i c a , q u e esta 

c o n d i ç ã o é sat is fe i ta q u a n d o os v a l o r e s e x t r e m o s d o c o m p o n e n t e a ser ana l i sado m a n t é m e n t r e si u m a 

re lação a t é 1:3. 

O c á l c u l o d o e r r o d e r e p r o d u t i b i l i d a d e da anál ises e m sér ia t o r n a - s e mais s i m p l e s se, s m cada 
a m o s t r a , f o r e m fe i tas d u a s d e t e r m i n a ç õ e s parale las c o n f o r m o será v i s t o ma i s ad i an te . 
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y = f ( x ) 

S u p o n h a m o s q u e a m e d i d a x seja a fe tada de u m e r r o A x . C o m o y é f u n ç ã o d e x , o r e s u l t a d o y 

será a f e t a d o de u m e r r o A y . N a p r á t i c a , os e r r o s são g e r a l m e n t e p e q u e n o s , q u a n d o c o m p a r a d o s c o m x 

e y . C o m b o a a p r o x i m a ç ã o , p o d e m o s a d m i t i r q u e a re lação A y / A x se a p r o x i m a da d e r i v a d a n u m p o n t o , 

( x . y ) g e n é r i c o . T e m o s : 

A y d y 

A x ~ d x 

Pa ra u m p o n t o ( x . , y . ) pode-se a d m i t i r q u e : 

, d y 

o n d e d y j e d x . são os e r r o s de y e x , r e s p e c t i v a m e n t e , n o p o n t o c o n s i d e r a d o . G e n e r a l i z a n d o , v a m o s 

c o n s i d e r a r y c o m o f u n ç ã o de va r iáve is i n d e p e n d e n t e s : 

y = f ( x , , X 2 , . . . x J 

3f d f 9f 

ax. 

E l e v a n d o a o q u a d r a d o , v a m o s t e r : 

d / " = ( — ) ' d x ^ + dxl + . 
òx. 

O s t e r m o s d o t i p o 

3f 3f 
( — ) ( — ) d x . d x . ( pa ra i ^ j ) 

o x , 9 x j ' ' 

se a n u l a m , p o r q u e os e r r o s e m re l ação â m é d i a são a fe tados de sinais p o s i t i v o s o u n e g a t i v o s c o m igua l 

p r o b a b i l i d a d e . E m t e r m o s de v a r i â n c i a , v a m o s t e r : 

al = ( )' al + ( — P al ( — ) ' a[ 
dx. ax„ 3 x . 

( 1 1 . 3 3 ) 

11.4.3 — L e i da P r o p a g a ç ã o d e E r r o s 

S e u m r e s u l t a d o y d e p e n d e d e u m a m e d i d a x , t e m o s : 



a) V a r i â n c i a d e u m a S o m a o u D i f e r e n ç a 

y = X , ± x ^ 

2 9 

y « 1 ^ 2 

E s t e r e s u l t a d o c o r r e s p o n d e à p r o p r i e d a d e d ) d a v a r i â n c i a 

( 1 1 . 3 4 ) 

b ) V a r i â n c i a d e u m P r o d u t o 

y = k X., X j 

a ^ ' = ( k x , ) ' a ' M k x ^ ) ' ol 

a ' = k ' ( x ^ + xlol) ( 1 1 . 3 5 ) 

c ) V a r i â n c i a d e u m Q u o c i e n t e 

y = k — 

ol = ( — ) ' ol + ( - k 4 ) ' < 
^ X j *1 x ^ ''2 

x. , a ' x - CT'X_ 

= k M - ) M — + — ] 
X j X ^ X j 

d ) V a r i â n c i a d e P o t ê n c i a s e R a i z e s 

y = . b + k x " 

( 1 1 . 3 6 ) 

al = n ' ( x " - ^ ' a ' 
V ^ 

( 1 1 . 3 7 ) 

e) V a r i â n c i a d a L o g a r i t m o s 

y = k log X 

V v 2 " 

f ) V a r i â n c i a d e u m a M é d i a 

S e j a m x . , , X j , . . . x ^ m e d i d a s d e m e s m a g r a n d e z a fe i tas c o m a m e s m a p r e c i s ã o . V i m o s q u e : 



m 

3 0 

X , + X 2 + . . . X „ 

X = 

4 
9 x , , 9 x , , 3 x , 2 

;—)' o\ + (—)' a'^ +. . . .+ ( — P < 
3 x , " i d x . , ' '2 3 x „ ' ' r 

a i = { - P (a: + o„ +...+ al 

C o m o p o r h i p ó t e s e os a* são t o d o s igua is , t e m o s : 

2 
2 ' 'X 

( 1 1 . 3 9 ) 

n 

11.4.4 — A p l i c a ç õ e s d a L e i d e P r o p a g a ç ã o d o s E r r o s 

V a m o s c o n s i d e r a r os segu in tes e x e m p l o s : 

a) Pe la e q u a ç ã o (11.39), pode -se v e r q u e o a u m e n t o d o n ú m e r o d e d e t e r m i n a ç õ e s para le las 

para a u m e n t a r a p rec i são de u m a m é d i a só t e m s e n t i d o a té u m c e r t o l i m i t e . S e t e m o s u m 

v a l o r d e a- para n = 3 e q u i s e r m o s a u m e n t a r a p rec i são duas v e z e s , t e m o s q u e f a z e r 

3 x 2 ' . = 12 d e t e r m i n a ç õ e s . Pa ra te r u m a p rec i são 10 v e z e s m a i o r são necessár ias 

3 X 1 0 ' = 300 d e t e r m i n a ç õ e s o q u e , d o p o n t o d e v i s ta p r á t i c o , n ã o t e m s e n t i d o . 

b ) A i n d a peia e q u a ç ã o (11.39), d e v e m o s c o n s i d e r a r o s e g u i n t e : se t e m o s , p o r e x e m p l o , d o i s 

m é t o d o s e x p e r i m e n t a i s , o p r i m e i r o c o m c o e f i c i e n t e de v a r i a ç ã o d e 5% a o s e g u n d o c o m 

c o e f i c i e n t e de v a r i a ç ã o d e 10% e este p e r m i t e o b t e r q u a t r o r e s u l t a d o s n u m t e m p o t e m 

q u e o p r i m e i r o só p e r m i t e o b t e r u m , pode -se d i z e r q u e o s d o i s m é t o d o s s l ò i g u a l m e n t e 

p rec i sos , se l e v a r m o s e m c o n t a o f a t o r t e m p o . E m aná l i ses de r o t i n a , e m q u e o f a t o r 

t e m p o é i m p o r t a n t e , s o m o s f o r ç a d o s a a d m i t i r q u e os m é t o d o s ma is r á p i d o s , m u i t a s v e z e s , 

são ma i s p rec isos q u e os m é t o d o s c láss icos , g e r a l m e n t e l e n t o s . 

c ) O u t r a ap l i cação i m p o r t a n t e d a lei de p r o p a g a ç ã o d e enros é a o b t e n ç ã o d e c o n g r u ê n c i a 

n o s resu l t ados . Se u m r e s u l t a d o d e p e n d e d e vá r ias m e d i d a s e u m a de las só p o d e ser o b t i d a 

c o m p rec i são r e l a t i v a m e n t e b a i x a , é i nú t i l o b t e r as d e m a i s c o m b o a p r e c i s ã o , p o r q u e , n o 

r e s u l t a d o , va i p reva lece r o e r r o da p r i m e i r a . C o m o e x e m p l o , v a m o s c o n s i d e r a r a 

d e t e r m i n a ç ã o d o peso m o l e c u l a r de u m a s u b s t â n c i a p e l o m é t o d o d e B a c k m a n . Para 

s o l u ç õ e s d i l u í d a s é vá l i da a r e i a ç S o : 

M = K 
w 



— 

o n d a : 
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M = peso m o l e c u l a r d o s o l u t o 

w = massa e m g r a m a s d o s o l u t o 

W = massa e m g r a m a s d o s o l v e n t e 

D = d i f e r e n ç a ( a b a i x a m e n t o ) d o p o n t o da c o n g e l a m e n t o d o s o l v e n t e p r o d u z i d o p o r w 

g ramas de s o l u t o e m W g ramas de so l ve r í t e . ' -í u m a c o n s t a n t e t e ó r i c a a v a m o s 

c o n s i d é r a l a l i v re d e e r ros . 

T e m o s : 

w 

( + 
w ' 

D W 
- + ) 

w ' 

JL 

w ' D ' c W ' 

M u l t i p l i c a n d o p o r I O O ' , t e m o s e m t e r m o s d o c o e f i c i e n t e d e v a r i a ç ã o : 

O s va lo res g e r a l m e n t e usados são : 

w = 0 ,5000 g ± 0 ,0002 g 

W = 25 ,0000 g ± 0 ,0002 g 

para p r o d u z i r u m a b a i x a m e n t o de t e m p e r a t u r a de 0 ,5 °C . S u p o n h a m o s q u e q u e r e m o s pa ra o p e s o 

m o l e c u l a r u m a prec isão de ± 0 ,1%. C o m q u e p rec i são d e v e r á ser l ida a t e m p e r a t u r a ? 

V = v'~\/* - V* — v ' 

= ^ ^ ( 0 , 1 ) ' - ( 0 , 0 4 ) ' - ( 0 , 0 0 0 8 ) ' 

Vp 5í 0 ,09% 

A s s i m o e r r o na le i t u ra da t e m p e r a t u r a d e v e r i a ser n o m á x i m o de 0 ,0000045°C o q u e só 

p o d e r i a ser o b t i d o c o m a p a r e l h o s especia is d e a l t í s s i m a p r e c i s ã o . C o m a p a r e l h o s c o n s i d e r a d o s de b o a 
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p rec i são se c o n s e g u e o b s e r v a r u m a va r i ação de ± 0 ,002°C o q u e dá u m c o e f i c i e n t e de v a r i a ç ã o d e ± 0,4%. 

A d m i t i n d o a g o r a q u e a l e i t u ra da t e m p e r a t u r a t e n h a s ido f e i t a c o m u m a p a r e l h o des te t i p o v a m o s 

ca l cu l a r c o m q u e p rec i são se o b t é m o v a l o r d o peso m o l e c u l a r . T e m o s : 

= ^{O.OA)^ + ( 0 , 4 ) ' + ( 0 , 0 0 0 8 ) ' 

^ 0 ,4% 

> t 

I s to m o s t r a q u e a g r a n d e p rec i são na pesagem d o s o l v e n t e n ã o t e m s e n t i d o . Bas ta r ia usar u m a 

ba lança c o m p r e c i s ã o d e ± 0,01 g, o q u e p e r m i t i r i a u m a p e s a g e m m a i s r á p i d a , s e m a fe ta r a p rec i são d o 

r e s u l t a d o f i n a l . 

d ) P e l o u s o da f ó r m u l a (11.34), pode-se o b t e r u m m e i o p r á t i c o pa ra o c á l c u l o d o e r r o d e 

reprodutibilidade de u m m é t o d o u s a d o para anál ises de r o t i n a , q u a n d o são fe i tas d u a s 

d e t e r m i n a ç õ e s para le las . S e j a m x e y os r e s u l t a d o s d e d u a s d e t e r m i n a ç õ e s para le las : 

2 2 , 2 .2 

o n d e d j = x - y . S e t e m o s n d e t e r m i n a ç õ e s para le las : 

* ( x - v ) - ¡1 , n 

A q u i , o n ú m e r o d e g r a u s de l i b e r d a d e é n p o r q u e os d . são i n d e p e n d e n t e s ( n ã o h o u v e c á l c u l o 

d a m é d i a ) . C o m o o m é t o d o u s a d o é s e m p r e o m e s m o e as c o n d i ç õ e s t a m b é m : 

e t e m o s : 

s = (11.40) 

e ) Q u a n d o u s a m o s as f ó r m u l a s d a lei de p r o p a g a ç ã o d e e r r o s , d e v e m o s o b s e r v a r u m d e t a l h a 

m u i t o i m p o r t a n t e : as v a r i á v e i s d e v e m ser i n d e p e n d e n t e s . N o c a s o d a f ó r m u l a (11.34), p o r 

e x e m p l o , se h o u v e r u m a d e p e n d ê n c i a f u n c i o n a l e n t r e as m e d i d a s , a v a r i a n ç a s e r á : 

= ^ * 2 r s^ »v ' ( X ± V ) 
+ s.. (11.41) 
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o n d e r^^ é o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a ç ã o e n t r e as va r i áve i s . O c o e f i c i e n t e d e c o r r e l a ç ã o é u r n a nnedida da 

r e l a ç ã o l inear e n t r e as duas var iáve is a lea tór ias e seu v a l o r va r i a e n t r e +1 e - 1 . Se não h o u v e r c o r r e l a ç ã o 

e n t r e as v a r i á v e i s , ' '^^^=0. O va lo r p o s i t i v o d o c o e f i c i e n t e de c o r r e l a ç ã o i nd i ca q u e as d u a s v a r i á v e i s 

v a r i a m n o m e s m o s e n t i d o , ao passo q u e , u m v a l o r n e g a t i v o i nd i ca q u e se u m a va r i áve l a u m e n t a , a o u t r a 

d i m i n u e . 

C A P l Y U L O I I I 

D I S T R I B U I Ç Ã O N O R M A L E B I N O M I A L 

I I I .1 - D i s t r i b u i ç ã o d e R e s u l t a d o s e de E r r o s 

S u p o n h a m o s u m n ú m e r o m u i t o g r a n d e de resu l t ados d e u m a m e d i d a . Se os r e s u l t a d o s o b t i d o s 

o b e d e c e m a u m c e r t o m o d e l o de d i s t r i b u i ç ã o , segue-se q u e os e r ros q u e a f e t a m esses r e s u l t a d o s se 

d i s t r i b u e m s e g u n d o esse m e s m o m o d e l o . V a m o s c o n s i d e r a r u m e x e m p l o t e ó r i c o , ( T a b e l a I I I . 1 ) , c o m o 

i l u s t r a ç ã o , e m q u e x . são os r e s u l t a d o s , f. as f r e q ü ê n c i a ^ ( n ú m e r o de resu l t ados c o m o v a l o r x ^ ) e d^ os 

d e s v i o s , ( e r r o s ) , e m re lação à m é d i a x , dos v a l o r e s x ¡ 

T a b e l a I I 1.1 

E x e m p l o T e ó r i c o d e D i s t r i b u i ç ã o d e R e s u l t a d o s e E r r o s 

I 

«1 1̂ d, X 10 

9,7 10 - 3 

9.8 20 - 2 

9,9 4 0 -1 
10,0 7 0 0 
10,1 4 0 1 
10,2 20 2 
10,3 10 3 

A s F i g u r a s 3.1 e 3.2 i l u s t r a m a d i s t r i b u i ç ã o dos r e s u l t a d o s e d o s e r r o s . 

S e e x i s t e u m a e q u a ç ã o m a t e m á t i c a q u e d e s c r e v e a p r i m e i r a d i s t r i b u i ç ã o , u m a s imp les m u d a n ç a 

de escala f a rá c o m q u e a m e s m a e q u a ç ã o m a t e m á t i c a seja vá l i da para a s e g u n d a . A e q u a ç ã o des te t i p o d e 

d i s t r i b u i ç ã o f o i d e d u z i d a a par t i r de c o n s i d e r a ç õ e s m a t e m á t i c a s de p r o b a b i l i d a d e . 

111.2 - D i s t r i b u i ç ã o B i n ô m i a ! 

V a m o s t o m a r a e x p r e s s ã o ( p + q ) " o n d e p é a p r o b a b i l i d a d e da o c o r r ê n c i a de u m f a t o e q a 

p r o b a b i l i d a d e da não o c o r r ê n c i a desse m e s m o f a t o . N o caso JMr t i cu la r de u m a m o e d a , seja p a 

p r o b a b i l i d a d e de dar cara a q a p r o b a b i l i d a d e de dar c o r o a . A s o m a de p-Kj é u m a c e r t e z a e va le 1. 
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7 0 

4 0 

2 0 

1 0 

•g^—^-~^§r' íò i b . i i t i i i lfcL3 

F i g u r a 3.1 - D i s t r i b u i ç ã o dos resu l t ados . 

7 0 4 

A O 

2 0 

1 0 

F i g u r a 3.2 - D i s t r i b u i ç ã o dos e r r o s . 
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ü u p o n h a m o s q u e se j o g u e m ao m e s m o t e m p o n m o e d a s . E x p a n d i n d o ( p + q ) " , o b t e m o s u m tabe la d o 

f r e q ü ê n c i a s p r o v á v e i s . V a m o s t e r : 

( p + q ) " = p " + „ C , p " - ' + ^ C 2 p " - 2 q 2 ^ 2 p 2 q n - 2 + ^ C ^ _ ^ p q n - 1 + q n { , „ 2 _ n - 2 , 

o n d e p " r e p r e s e n t a a f r e q ü ê n c i a p r o v á v e l das n m o e d a s d a r e m c a r a , ^^C^ p " ^ q , a f r e q ü ê n c i a p r o v á v e l 

de a p a r e c e r u m a v e z c o r o a e m u m a ( q u a l q u e r ) das n m o e d a s , e t c . 

Pe la f ó r m u l a da c o m b i n a ç ã o de n e l e m e n t o s r a r s a b e m o s q u e : 

C = 
" ' ( n - r ) ! r! 

o a sér ie se t o r n a : 

( p + q ) " = p " + n p " - 1 q + p " - 2 q 2 + . . . p 2 q n - 2 + ^ p ^ n ^ l ^ ( I I I . 2 ) 

I I I .2 .1 - M é d i a d a D i s t r i b u i ç ã o 

S a b e m o s q u e para a ocor rê rH: ia d e r caras e m n m o e d a s , t e m o s a p r o b a b i l i d a d e : 

P ( r ) = 
( n - r ) l r l 

P q 

A m é d i a é d e f i n i d a c o m o : 

= £ r P ( r ) 
r=0 ( I I I . 3 ) 

V a m o s c o n s i d e r a r o d e s e n v o l v i m e n t o de ( p x + q ) " , o n d e p + q = 1 e x é u m v a l o r q u a l q u a - : 

( p x + q ) " = Z - - p ^ x ' q " ' ' = £ x ^ P ( r ) 

r = 0 ( n - r ) l r l r = 0 

D i f e r e n c i a n d o e m re l ação a x , v a m o s t e r : 

n p ( p x + q ) " " ' = Z r x ' ' ^ P ( r ) 
r = 0 

(111.4) 
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E m pa r t i cu la r , para x = 1, a e x p r e s s ã o se t o r n a 

n p = S r P I r ) 
r = 0 

O 2? m e m b r o des ta e q u a ç ã o é a m é d i a M -̂ E n t ã o : 

M^ = n p <lll.5) 

I I I . 2 . 2 - V a r i â n c i a a D e s v i o P a d r ã o 

Se d i f e r e n c i a r m o s ma i s u m a v e z , e m r e l a ç ã o a x , a e x p r e s s ã o ( I I 1.4), v a m o s t e r : 

n ( n - 1 ) p 2 ( p x + q ) " 2 = j r^ P ( r ) - I r P ( r ) 
r = 0 r = 0 

o n d e o ú l t i m o t e r m o é a m e d i a fi^ e o p e n ú l t i m o é a m e d i a d o s q u a d r a d o s r ' , i s to é : 

n ( n - 1) p 2 = r ^ - ( I I I . 6 ) 

é : 

S a b e m o s q u e a v a r i â n c i a é a d i f e r e n ç a e n t r e a m é d i a d o s q u a d r a d o s e o q u a d r a d o d a m é d i a , i s to 

7^ = r 2 - (111.7) 

C o m b i n a n d o ( I I I . 6 ) e ( I I I . 7 ) v a m o s t e r : 

= n ( n - 1 ) p^ + M^ " t\ 

C o m o a c h a m o s q u e M, = n p , s u b s t i t u i n d o v a m o s t a r : 

a' = n ( n - 1) p^ + n p - n ^ p^ 

= n p - n p ^ = np (1 - p ) 

= npq 

a, = Vñpq 

( I I I . 8 ) 

( I I I . 9 ) 
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I I I . 3 — C u r v a d a E r r o s — D i s t r i b u i ç ã o N o r m a l o u d e G a u s s 

C o m a o b t e n ç ã o d o d e s e n v o l v i m e n t o d a e x p r e s s ã o ( p + q ) " , é p o s s í v e l o b t e r u m a e x p r e s s ã o gera l 

para a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a ! d o s c o e f i c i e n t e s de f r e q ü ê n c i a . Pode-se d e f i n i r u m e r r o c o m o a d i s c r e p â n c i a 

e n t r e u m v a l o r o b s e r v a d o e o v a l o r v e r d a d e i r o . D i f i c i l m e n t e t e m o s o v a l o r v e r d a d e i r o , mas s o m e n t e u m a 

e s t i m a t i v a q u e seria a m é d i a de u m n ú m e r o f i n i t o de o b s e r v a ç õ e s . O s e r r o s das m e d i d a s r e s u l t a m da u m a 

sér ie de f a t o r e s n ã o p e r f e i t a m e n t e c o n t r o l a d o s e q u e a t u a m s o b r e os resu l t ados de m o d o p r a t i c a m e n t e 

i n d e p e n d e n t e uns d o s o u t r o s . 

C o l o c a n d o n u m g r á f i c o ( F i g u r a 3.3) o s t e r m o s da e x p r e s s ã o ( p - i - q ) ^ " , 

p e q u e n o , v a m o s t e r u m a l i nha p o l i g o n a l e n ã o u m a c u r v a c o n t í n u a . 

se n é u m n ú m e r o 

T E R M O S 

F i g u r a 3.3 — R e p r e s e n t a ç ã o de t e r m o s d o d e s e n v o l v i m e n t o da e x p r e s s ã o ( p + q ) 
2 n 
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V a m o s c o n s i d e r a r a e x p a n s ã o de ( 1 / 2 + 1 / 2 ) ^ " . E s c o l h e m o s 2 n c o m o e x p o e n t e p o r 

c o n v e n i ê n c i a , p o r q u e o n ú m e r o de t e r m o s da e x p a n s ã o é s e m p r e o e x p o e n t e ma is u m e ass im t e r í a m o s 

2n+1 t e r m o s o q u e assegura u m t e r m o m e d i o . A p l i c a n d o (111.91 a o caso c o n s i d e r a d o t e m o s : 

a = V 2 n 1 / 2 . 1/2 = nl2 . 1 . 1 

P U 

2 a ' = n ( A x ) ' (111.10) 

Saja n u m n ú m e r o f i n i t o q u a l q u e r e v a m o s c o n s i d e r a r d o i s t e r m o s c o n s e c u t i v o s d a sé - i e 

e x p a n d i d a : o t e r m o r * * ™ ° e (r+1 ) " ' " " * a pa r t i r d o c e n t r o . ( F i g u r a 3 . 3 ) . E m P t e m o s : 

y = 2 „ C ( - ) 2 " = ( - ) 2 " 
2 n n+r o o 

2 n l 

( n - 1 ) l ( n + f ) ! 
(111.11) 

E m Q t e m o s : 

(111.12) 

D i v i d i n d o (111.12) p o r (111.11) t e m o s : 

n r 

n + r + 1 

2 r + 1 
A y - y 

n + r + 1 

D i v i d i n d o o s d o i s m e m b i ' o s de (111.13) p o r A x , v a m o s o b t e r : 

(111.13) 

A y 

A x 

2 r + 1 

n + r + 1 A x 

M u l t i p l i c a n d o o 29 M e m b r o p o r A x / A x se o b t ó m : 

2 r A x + A x A y 

A x n í A x ) ' + r ( A x ) ' + ( A x ) ' 

(111.14) 

O v a l o r d e x e m P , c o n s i d e r a n d o o t a r m o can t ra l n+1 = 0 , é : x ' = r A x . S u b s t i t u i n d o este v a l o r e o v a l o r 

de ff' d e (111.10) e m (111.14) t a m o s : 

2 x + A x A y 

A x 20* + x A x + ( A x ) ' 



F a z e n d o n ->• <» e x O , n o l im i te t e r e m o s : 

o u 

cu ja in teg ra l d á : 

o u 

d y _ 2 x y _ x y 

d y x d x 

In y = + In C 

2CT' 
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y = C e 2 a - (111.15) 

I I I .3 .1 — P r o p r i e d ^ e s d a C u r v a d a E r r o î 

1) C o m o X n o e x p o e n t e está e l e v a d o ao q u a d r a d o , para x = a o u x = - a , o v a l o r d e y é o 

m e s m o , isto é a c u r v a é s i m é t r i c a e m re l ação a x = 0 ( c e n t r o ) . 

2 ) Para x = 0 ; 

y = C 

3) E x a m i n a n d o a f o r m a da c u r v a , o b s e r v a m - s e p o n t o s de i n f l e x ã o e m re lação a x = 0 . Para 

l oca l i zá- los i g u á l a m e , . ; .j s ^ i . - m i J a d e r i v i i d n *i 

d y 

d x 
= C e 

C x 2 a ' 

d ^ 

d x ' 
[ , e ( - - ) + e 2 c ' ^ 

2 

d x ^ c '7 - " 
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Para q u e a s e g u n d a d e r i v a d a se a n u l e , t e m o s duas poss ib i l i dades : 

w2 

q u e é sa t is fe i ta para x = ± <» o u e n t ã o : 

e 2«^ ' = O, 

^ - 1 = 0 

a ' 

cu ja s o l u ç ã o é : 

x = ± a (111.16) 

isto é, o s p o n t o s de i n f l e x ã o es tão l oca l i zados n o s p o n t o s da c u r v a q u e c a r a c t e r i z a m a d i s p e r s ã o . D e 

a c o r d o c o m a d e d u ç ã o de (111.15), u m e r r o de v a l o r x t e m c o m o c o e f i c i e n t e d e f r e q ü ê n c i a o v a l o r da 

o r d e n a d a c o r r e s p o n d e n t e , y . Pode -se c o n c l u i r e n t ã o q u e u m e r r o x , c o m p r e e n d i d o n u m i n t e r v a l o 

i n f i n i t e s i m a l d x , t e m c o m o p r o b a b i l i d a d e a área d o r e t á n g u l o d e a l t u r a y e l a r g u r a d x o u : 

P l = y , d x 

C o n » a o c o r r ê n c i a de u m v a l o r x n o i n t e r v a l o - < » + <» é c e r t a , i s to é, a p r o b a b i l i d a d e é 1, 

t e m o s q u e : 

/ y d x = C ; e d x = 1 

Sabe-se q u e 

+ " - z ' r -
f e d z = yfn 

X d x 
N o nosso caso z = e d z = 

E n t ã o : 

ay/2 

+- >y„2 d x , 

ay/2 

:• e 2 « ' ' d x = 
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C o m o Cay/2-n = 1, segue-se q u e : 

C = 

o\f2ñ 
(111.17) 

e t e m o s a e q u a ç ã o f i n a l : 

y = 
2 a ' (111.18) 

O b s e r v a - s e pela e q u a ç ã o (111.17) q u e o va lo r de C q u e dá o v a l o r m á x i m o para y , o r d e n a d a d e x = 0 , é 

i n v e r s a m e n t e p r o p o r c i o n a l a a, is to é, q u a n t o m a i o r a d i s p e r s ã o d o s e r r o s , mais acha tada é a c u r v a . 

111.3.2 - D e m o n s t r a ç ã o pe lo M é t o d o d o s M í n i m o s Q u a d r a d o s q u e a M é d i a A r i t m é t i c a é o V a l o r 

mais P r o v á v e l 

S u p o n h a m o s u m a sér ie de m e d i d a s x . | , X j , . . . x ^ o b t i d a s c o m a m e s m a p rec i são e seja z o 

v a l o r ma is p r o v á v e l . O s desv ios das m e d i d a s se rão ( x ^ - z ) , (X j - z ) . . . ( x ^ - z ) r e s p e c t i v a m e n t e . 

A d m i t i n d o esses desv ios c o m o sendo e r r o s , a p r o b a b i l i d a d e de u m d e s v i o (Xj — z ) é : 

y . = C e 

( x . - z ) 

20^ 

C o m o os e r r o s são i n d e p e n d e n t e s , a p r o b a b i l i d a d e de te r t o d o s os e r r o s é o p r o d u t o das 

p r o b a b i l i d a d e s . 

(x . , - z ) ' ( x j - z ) ' ( x „ - z ) ' 

P = C e 2 a ' C e 2 a ' _ _ _ ^ e 2 a ' 

- — [ ( x , - z ) ' + . . . + ( x „ - z ) ' ] 

P = C " e 2<^' 

A p r o b a b i l i d a d e será m á x i m a , q u a n d o o e x p o e n t e d e e f o r m í n i m o , i s to é. 

• ) = ( x , - z ) ' + ( X j - z ) ' + . . . + ( x ^ - z ) ' 

d e v e ser m í n i m o 

A s c o n d i ç õ e s de m í n i m o s s ã o : 

d Q 

d Z 
= O 

d ' Q 

d Z ' 
> O 
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T e m o s : 
d Q 

d Z 
= - 2 ( x , - í ) - 2 ( x 2 - z ) - . . - 2 ( x „ - z ) = O 

d ' Q 

d Z ' 
= 2 + 2 + . . . + 2 = 2 n > 0 .". m f n i m o 

d Q 
Para — ser z e r o , d e v e m o s t e r : 

d Z 

n Z = 2 X, 
i = 1 ' 

n 
2 X, 

i = l • 
Z = = " x 

I s to d e m o n s t r a q u e o v a l o r ma i s p r o v á v e l das m e d i d a s é a m é d i a a r i t m é t i c a e a s o m a d o s 

q u a d r a d o s dos desv ios e m re lação à m é d i a a r i t m é t i c a é m e n o r q u e a s o m a d o s q u a d r a d o s d o s desv ios 

t o m a d o s e m r e l a ç ã o a q u a l q u e r o u t r o v a l o r . 

111.3.3 - D e n s i d a d e N o r m a l i z a d a d a D i s t r i b u i ç ã o d e Gauss 

A t é a q u i v i m o s a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l d e f i n i d a pe los p a r â m e t r o s M = O e a . A e x p r e s s ã o ma i s 

gera l é e n t ã o : 

( x j U ) ' 

, . 1 2 a ' 
y = fix) = e ( - « < X < + « » ) (111.19) 

(X - ^ ) ^ 

' r è 2 a ' d x = 1 (111.20) 

A p r o b a b i l i d a d e q u e a v a r i á v e l x assuma u m va lo r c o m p r e e n d i d o e n t r e x ^ e x ^ s e r á : 

1 XJ O„2 
^ ( x - ) - ^ ( x , ) = / e 2 a 

<^/2Í^ 

(111.21) 

P a r a s i m p l i f i c a r , pode-se d e f i n i r u m a n o v a va r i áve l u c o m o s e n d o : 

X - u (111.22) 
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N e s t e c a s o , v a m o s t e r : 

fiu) =• 

_ 
2 

( 1 1 1 . 2 3 ) 

y/2ñ 

q u e é c h a m a d a a dens idade n o r m a l i z a d a da d i s t r i b u i ç ã o de G a u s s c u j o s p a r â m e t r o s são ( 0 , 1 ) . 

A i n teg ra l da f u n ç ã o n o r m a l i z a d a é d e f i n i d a pela e x p r e s s ã o : 

1 u - u ' / 2 
0 ( u ) = / e d u (111.24) 

q u e dá a p r o b a b i l i d a d e da v a r i á v e l a s s u m i r q u a l q u e r v a l o r n o i n t e r v a l o -°° ~ u 

E X E R C Í C I O 10 

A c h a r a p r o b a b i l i d a d e q u e u a s s u m a v a l o r e s e n t r e - 0 , 9 0 e + 0 ,70. 

P ( - 0 , 9 0 < u < 0 ,70) = <t>{0.70) - 0 ( - O , 9 O ) 

= 0 ,7580 - 0,1841 = 0 ,5739 

= 57 ,39% 

O s v a l o r e s usados são e n c o n t r a d o s e m T a b e l a s . E x i s t e m t a m b é m T a b e l a s q u e l e v a m e m c o n t a a 

s i m e t r i a da c u r v a e os va lo res t a b e l a d o s c o r r e s p o n d e m a: 

1 u 2 
2 0 ( u ) = - / e d u 

C o m os v a l o r e s t a b e l a d o s d a f u n ç ã o da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l p o d e m ser es tabe lec idos l im i tes de 

c o n f i a n ç a para resu l t ados e x p e r i m e n t a i s , se c o n h e c e r m o s o d e s v i o p a d r ã o d o m é t o d o u s a d o . 

E X E R C Í C I O 11 

Q u a l a p r o b a b i l i d a d e de o b t e r u m r e s u l t a d o x c u j o v a l o r es te ja c o m p r e e n d i d o e n t r e os l im i tes 

es tabe lec i dos p o r ± 2 o , i s to é : 

x-^l = ±2a 

O s l im i tes dos v a l o r e s a s s u m i d o s s ã o : 

Ã 
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x , - I l 
= - 2 

X j - M 

" 2 = • 
= 2 

N a t a b e l a , a c h a m o s q u e : 

P ( - 2 , 0 < y < 2,0) = 0,9545 

Is to é, a p r o b a b i l i d a d e é de 9 5 , 4 5 % 

E m m u i t a s ap l i cações p rá t i cas , o i n t e r v a l o l i m i t a d o p o r ±2 o d e f i n e o s v a l o r e s ( m f n i m o ) e 

X 2 ( m á x i m o ) q u e p o d e m ser espe rados , is to é: 

I 2CT I = x , - ,1 = X , - í i 

é o e r r o m á x i m o p e r m i s s f v e l . O c o n c e i t o de e r r o m á x i m o ass im d e f i n i d o é v á l i d o só n o caso d e ser 

c o n h e c i d o o v a l o r de o d o m é t o d o u s a d o . N a p r á t i c a , conhece -se s ( e s t i m a t i v a de a ) e s e u v a l o r d e p e n d e 

d o n ú m e r o de r e s u l t a d o s para le los o b t i d o s . 

I I I . 3 .4 — P r o p r i e d a d e s A d i t i v a s d a D i s t r i b u i ç ã o N o r m a l 

A s o m a de duas d i s t r i b u i ç õ e s n o r m a i s c u j o s p a r â m e t r o s são in , o\) e [a, a ' ) é t a m b é m u m a 

X X Y Y 

d i s t r i b u i ç ã o n o m i a l c o m ps p a r â m e t r o s ( M j ^ + y ) - ° ( x + v ) ^ o n d e : 

a ' ( x -H y ) = ( 7 , + a „ 

I s to é v á l i d o t a m b é m pa ra o s o m a t ó r i o de n va r i áve i s a lea tó r ias de u m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . 

Segue-se q u e a m é d i a de n va r i áve i s a lea tó r ias i n d e p e n d e n t e s de u m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l c o m p a r â m e t r o s 

(M„. a ' ) se d i s t r i b u e c o m o u m a n o r m a l c o m p a r â m e t r o s ( u , o i ) o n d e a— = a^/n. N o r m a l i z a n d o esta n o v a 

* ^ X X X 

v a r i á v e l , t e m o s : 

X - M 
u = 

t l l l . 2 5 ) 
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LOOCJ 
V = (111.26) 

N e s t e caso c o n h e c e m o s : lu = 0 , 3 0 0 e a^= 0 ,03. E n t ã o : 

0,03 
o~ =F = 0,006 

\ / ? 5 

'^l ^ 0 , 2 9 7 - 0 , 3 0 0 

^ a- 0,006 

^2 ^ 0 ,303 - 0 ,300 
u = = = 0,5 

^ a- 0 ,006 

P ( - 0 , 5 < u < 0,5) = 2 9 (0 ,5 ) = 0 ,3830 

is to é, a p r o b a b i l i d a d e é de 38 ,30% 

C A P l Y U L O I V 

D I S T R I B U I Ç Õ E S R E L A C I O N A D A S C O M A D I S T R I B U I Ç Ã O N O R M A L - A P L I C A Ç Õ E S 

N e s t e C a p í t u l o são anal isadas as d i s t r i b u i ç õ e s q u e se a p l i c a m aos casos p r á t i c o s , is to é , q u a n d o 

o n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s é l i m i t a d o . Es tas d i s t r i b u i ç õ e s estão r e l a c i o n a d a s c o m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , 

p o r q u e se a p l i c a m a c o n j u n t o s de n ú m e r o s o u de resu l t ados e x p e r i m e n t a i s q u e o b e d e c e m à d i s t r i b u i ç ã o 

n o r m a l . 

A d i s t r i b u i ç ã o de P o i s s o n q u e se ap l i ca , e n t r e o u t r o s , ê i n t e r p r e t a ç ã o d o s f e n ô m e n o s r a d i o a t i v o s , 

será e x a m i n a d a n u m C a p í t u l o a p a r t e . 

I V . 1 - D i s t r i b u i ç ã o t de S t u d e n t 

G e r a l m e n t e na p r á t i c a , n ã o se c o n h e c e o v a l o r v e r d a d e i r o de a. O n ú m e r o de r e s u l t a d o s 

e x p e r i m e n t a i s de u m a m e d i d a é quase s e m p r e p e q u e n o e ca lcu la-se s, e s t i m a t i v a de a, a par t i r d o s 

resu l tados o b t i d o s . Se s u b s t i t u i r m o s a p o r s, c a l c u l a d o nossas c o n d i ç õ e s , n ã o se o b t é m u m a d i s t r i b u i ç ã o 

E X E R C Í C I O 1 2 

Sabe-se q u e u m c e r t o p a d r ã o de u r â n i o c o n t é m 0,300% d e U a O a - N a d e t e r m i n a ç ã o de u r â n i o 

neste p a d r ã o f o i u s a d o u m m é t o d o c u j o c o e f i c i e n t e de v a r i a ç ã o é de 10%. Dese ja -se saber q u a l a 

p r o b a b i l i d a d e da m é d i a de 25 d e t e r m i n a ç õ e s estar n o i n t e r v a l o 0 ,297 — 0 ,303%. 

O B S E R V A Ç Ã O - O c o e f i c i e n t e de va r i ação é d e f i n i d o p o r 
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X - p 
u = 

' ' x 

q u a n d o n ã o se c o n h e c e a-, t o r n a - s e : 

t = Í I V . D 

O v a l o r de t é ca l cu lado pela d i s t r i b u i ç ã o de S t u d e n t cu ja d e n s i d a d e de p r o b a b i l i d a d e é d a d a 

pela e x p r e s s ã o : 

F-H f-t-1 
r ( — ) , 

1 2 t ' ' 2 
¥j(t) = {1 + — ) 

2 

( I V . 2 ) 

para va lo res de t v a r i a n d o de - < » a + • » 

O n ú m e r o de g raus de l i be rdade c o m q u e o v a l o r de s ' f o i c a l c u l a d o é i n d i c a d o p o r f e T { f ) é a 

f u n ç ã o g a m a d e f i n i d a pela in tegra l 

r i u - H l ) = / e " x " d x 
o 

q u e p o d e ser c o n s i d e r a d a c o m o a g e n e r a l i z a ç ã o d o f a t o r i a l de u m n ú m e r o n a t u r a l . S e u é i n t e i r o e 
p o s i t i v o 

r < u - H ) = ul 

A s re lações 

r i u - H ) = u! 

n o r m a l , p o r q u e o v a l o r v e r d a d e i r o de u m dos p a r â m e t r o s da, cj is^tr ibuição, is to é, da v a r i â n c i a , n ã o é 
c o n h e c i d o . C o n s e q u e n t e m e n t e , a t e o r i a dos e r r o s , baseada na d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , n ã o p o d e r i a ser 

ap l i cada a u m n ú m e r o p e q u e n o de r e s u l t a d o s . E s t e p f o b l e m a f o i r e s o l v i d o c o m a d i s t r i b u i ç ã o t de 

S t u d e n t e p e r m i t i u o d e s e n v o l v i m e n t o da m i c r o e s t a t T s t i c a o u es ta t í s t i ca ap l i cada a u m n ú m e r o p e q u e n o 

de o b s e r v a ç õ e s . A e s t i m a t i v a de CT' po r s ' é t a n t o mais vál i ida, quanto m a i o r f o r o n ú m e r o n d e 

resu l t ados , o u m e l h o r , q u a n t o m a i o r f o r o n ú m e r o de g raus de l i b e r d a d e y s a d p para o c á l c u l o de s ' . A 

e x p r e s s ã o : 
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p e r m i t e m ca lcu la r a f u n ç ã o g a m a de q u a l q u e r v a l o r de u m ú l t i p l o de 1/2. 

A s s i m : 

3 1 1 1 

n| , = r ( I + i ) = - r ( - ) ~ 

Pe la e x p r e s s ã o ( I V . 1 ) v e m o s q u e a d i s t r i b u i ç ã o t só d e p e n d e d o n ú m e r o d e g r a u s de l i be rdade 

c o m q u e o v a l o r de s ' f o i c a l c u l a d o . A c u r v a da f u n ç ã o t é s e m e l h a n t e a u m a gauss iana . Pa ra v a l o r e s de 

f p e q u e n o s a c u r v a se a p r o x i m a da abcissa b e m l e n t a m e n t e e para v a l o r e s de a c u r v a se a p r o x i m a à 

c u r v a da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . A p r o b a b i l i d a d e q u e a v a r i á v e l t caia n u m i n t e r v a l o X^^^ ~ * i - p / ? ^ 

d e f i n i d a pe la e x p r e s s ã o : 

I I V . 3 ) 

o q u e p o d e ser v i s t o pela F i g u r a 4 .1 . 

F i g u r a 4.1 - P r o b a b i l i d a d e de t < t < t , ,^ . 
p/2 1-p/2 

T e s t e B i c a u d a l 

Pela s i m e t r i a da c u r v a de d i s t r i b u i ç ã o segue-se q u e ; 

*p/2 ~ " ^ i - p / a 



s e r á : 

A s s i m a p r o b a b i l i d a d e q u e t esteja f o r a dos l imi tes d o I n t e r v a l o d e f i n i d o p o r t^^^ * * i - p / 2 

p = / ' ' ' ^ ^ ( t ) d t + / " fit) d t = 2 / " ifiit) d t = 2 / ^'^ fit) d t ( I V . 4 ) 

q u e é o c o m p l e m e n t o de ( I V . 3 ) . 

E m a lguns t i p o s d e p r o b l e m a s , in teressa saber a p r o b a b i l i d a d e d e t ser m a i o r o u m e n o r q u e u m 

c e r t o v a l o r t p . Esse é u m t i p o de tes te c h a m a d o m o n o c a u d a l , ( F i g u r a 4 .2) e n q u a n t o q u e , n o caso 

a n t e r i o r , o tes te é b i c a u d a l . E m v i r t u d e de e x i s t i r e m esses do i s t i p o s d e tes tes , e n c x 3 n t r a m - s e t abe las d o s 

v a l o r e s de t pa ra o c r i t é r i o m o n o c a u d a l o u b i cauda l . A o p r o c u r a r o v a l o r de t nas tabe las , é p r e c i s o 

v e r i f i c a r q u a l o c r i t é r i o a d o t a d o na c o n s t r u ç ã o da tabe la . 

G e r a l m e n t e usa-se pa ra t a n o t a ç ã o t^ ^ o n d e f = g raus d e l i b e r d a d e e p é a p r o b a b i l i d a d e de 

n ã o ca i r n o i n t e r v a l o c o n s i d e r a d o ( n f v e l de s i gn i f i canc ia ) . O s v a l o r e s de t e m f u n ç ã o d o s g r a u s d e 

l i be rdade são t a b e l a d o s para as p r o b a b i l i d a d e s p = 0,20, 0 ,10, 0,05 . . . e t c . P o r e x e m p l o , se p = 0 ,10 e 

f = 10 p o d e m o s te r do i s casos : 

F i g u r a 4 .2 - P r o b a b i l i d a d e de t < t ^ _ p . 

T e s t e M o n o c a u d a l 



"mtmmnãmmmi 

4 9 

1?) T e s t a B i c a u d a l 

P r o c u r a - s e n u m a tabe la c o n s t r u í d a s e g u n d o o c r i t é r i o b i c a u d a l o va lo r de t pa ra p = 0,10 e 

f = 10 . A c h a - s e t = 1,81 o q u e s ign i f i ca q u e : 

P ( t < 1,81) = 0 ,95 

P ( t < - 1 , 8 1 ) = 0 ,05 

P ( - 1 , 8 1 < t < 1,81) = 0 ,90 

P ( l t l > 1,81) = 0 ,10 

2 ^ T e s t e M o n o c a u d a l 

Q u a n d o d i s p o m o s só de tabe las c o n s t r u í d a s s e g u n d o o c r i t é r i o b i c a u d a l , is to é p /2 d e cada l a d o , 

deve-se p r o c u r a r o v a l o r de t c o r r e s p o n d e n t e a p = 0,20 c o m 10 g r a u s de l i be rdade . O b v i a m e n t e o v a l o r 

de t neste caso será m e n o r q u e n o caso a n t e r i o r e t e r e m o s d i r e t a m e n t e . 

P ( t > 1,37) = 0 ,10 

P ( t < 1,37) = 0 ,90 

O U se o tes te f o r p^r.) o l^tdo dos va lo res de t n e g a t i v o s t a r e m o s : 

P ( t > - 1 , 3 7 ) = 0,90 

P ( t < - 1 , 3 7 ) = 0 ,10 

O B S E R V A Ç Ã O 

S e a tabe la de t c o n s u l t a d a f o r c o n s t r u i d a s e g u n d o o c r i t é r i o m o n o c a u d a l , para o p r i m e i r o caso 

( t es te b i c a u d a l ) pa ra p = 0,10 deve-se p r o c u r a r o v a l o r da t na c o l u n a de p = 0,05 e n o 2? caso 

d i r e t a m e n t e para p = 0 ,10. 

A pa r t i r de f = 2 0 , a d i s t r i b u i ç ã o t se a p r o x i m a da n o r m a l , m a s p a r a v a l o r e s p e q u e n o s de f a 

d i s c r e p â n c i a á g r a n d e . 

Pe las e q u a ç õ e s ( I V . 1 ) e ( I V . 3 ) t e m o s : 

( I V . S í 

de o n d e se p o d e m t i r a r os l imi teç He c o n f i a n ç a para a média v e r d a d e i r a n n o n i v e l da s ign i f i canc ia p. 

P''^ - * p / 2 ^ < ^ < X - t , ,2^5^) = 1 - p ( I V . 6 ) 
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A anál ise de u m m i n é r i o d e t ó r i o d e u os segu in tes r e s u l t a d o s e m p o r c e n t a g e m : 2 , 5 2 , 2 , 6 0 , 2 , 4 3 , 

e 2 ,41 . C a l c u l a r os l im i tes de c o n f i a n ç a pa ra a méd ia n u m n í v e l de c o n f i a n ç a de 0 ,95 . 

Ca lcu la -se a m é d i a x , e s t i m a t i v a de 

2,52 + 2 , 6 0 - I - 2 , 4 3 + 2,41 
X = = 2 ,49 

Ca lcu la -se o d e s v i o p a d r ã o 

( 2 , 4 9 - X . ) ' 

^ = V — = 0 ,088 

Ca lcu la -se c d e s v i o p a d r ã o da m é d i a 

0,088 0 ,088 
s = = = 0 ,44 

O v a l o r de t pa ra f = 3 e p = 0,05 é t^, ^r, ~ 3 18 ( b i c a u d a l ) . E n t ã o : 

t s - = 3 , 1 8 x 0 , 0 4 4 = 0 ,14 

A c h a - s e e n t ã o q u e n u m n í v e l de c o n f i a n ç a de 0,95 o u 9 5 % 

Ai = 2,49 ± 0 , 1 4 

OM 2 ,35 < Al < 2 ,63 

E X E R C Í C I O 14 

S u p o n h a m o s ago ra q u e o m i n é r i o de t ó r i o ana l i sado é u m p a d r ã o a sabe-sa q u e c o n t é m 2 ,39% 

de t ó r i o . Deseja-se saber se a d i v e r g ê n c i a en t ra o v a l o r rea l e a m é d i a a c h a d a ó e s t a t i s t i c a m e n t e 

s i gn i f i ca t i va n u m n í v e l de c o n f i a n ç a d e 0 ,95 . 

D e v o - s e ca lcu la r o v a l o r de t c (•cm<',í\'.' r r o r n o v ; i i n r r .^belado 

i x - A i l 2 , 4 9 - 2 , 3 9 
t = = = 2 ,77 

s - 0 ,044 

A p r o b a b i l i d a d e a = 1 - p é c h a m a d o n i v e l de c o n f i a n ç a q u e é o c o m p l e m e n t o d o n í v e l de 

s ign i f i canc ia p. O n í v e l de c o n f i a n ç a c o r r e s p o n d e à p r o b a b i l i d a d e de e n c o n t r a r o v a l o r v e r d a d e i r o n o 

i n t e r v a l o c a l c u l a d o e o n í v e l de s ign i f i cânc ia c o r r e s p o n d e à p r o b a b i l i d a d e desse v a l o r ca i r f o r a d o 

i n t e r v a l o . 
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N a tabe la a c h a m o s q u e ÍQ 05 3 " 2 , 3 5 . C o m o o v a l o r c a l c u l a d o é m e n o r q u e o v a l o r t a b e l a d o 

acei ta-se o v a l o r 2,49 c o m o e s t i m a t i v a de ^ = 2,39. 

N o t e - s e q u e nes te caso o tes te f o i m o n o c a u d a l , i s to é, t e s t a m o s se 2 ,49 > 2 ,39 nas c o n d i ç õ e s 

d o p r o b l e m a . 

E X E R C l ' C i O 15 

O m e s m o p r o b l e m a p o d e ser e x a m i n a d o p o r u m o u t r o a s p e c t o . V a m o s a d m i t i r q u e as anál ises 

d e t ó r i o f o r a m fe i tas p o r u m m é t o d o b e m p a d r o n i z a d o c u j o c o e f i c i e n t e d e v a r i a ç ã o é d e 2%. N e s t e caso , 

pode-se s u p o r a c o n h e c i d o , is to é , ( 2 , 4 9 x 2 ) 7 1 0 0 = 0,05 e e n t ã o d e v e m ser usados os v a l o r e s d a " 

p r o b a b i l i d a d e da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . Deve-se ca lcu la r : 

I X - m I 2 , 4 9 - 2 , 3 9 
u = = = 4 ,00 

. / ^ a ^ / ^ ^ • 0 ,05 /2 

N a t abe la a c h a m o s q u e P ( m < 4,0) = 0,999968 o q u e c o r r e s p o n d e a u m n f v e l de s i gn i f i canc ia 

0 ,000032 . Nes tas c o n d i ç õ e s não se p o d e acei tar 2,49 c o m o e s t i m a t i v a d e / i = 2 ,39 e deve -se r e c o n h e c e r a 

e x i s t ê n c i a d e u m e r r o s i s t e m á t i c o nas c o n d i ç õ e s e m q u e f o r a m o b t i d o s os r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a i s . 

E m ap l i cações p rá t i cas , é c o s t u m e ado ta r o n f v e l de s i gn i f i canc ia d e 5%, mas e m casos especia is 

pode-se ace i ta r u m n í v e l d e s ign i f i cânc ia de 1%. N a p r á t i c a , q u a n d o se o b t é m u m r e s u l t a d o pa ra t 

e x p e r i m e n t a l m u i t o p r ó x i m o de tg j , é c o n v e n i e n t e o b t e r ma i s r e s u l t a d o s pa ra e v i t a r e r r o s na 

a c e i t a ç ã o o u re je i ção d a h i p ó t e s e f o r m u l a d a . Nesse t i p o de p r o b l e m a s , é c o s t u m e f o r m u l a r a h i pó tese 

n u l a e a a l t e r n a t i v a H ^ . N o caso d o ú l t i m o e x e r c í c i o , p o r e x e m p l o , as h i p ó t e s e s s ã o : 

° } ( I V . 7 ) 
H , : X > f i 

A h i p ó t e s e n u l a c o r r e s p o n d e s e m p r e a a d m i t i r q u e o e f e i t o o b s e r v a d o é i n s i g n i f i c a n t e , n o n í v e l 

d e c o n f i a n ç a a d o t a d o . A s h ipó teses d e ( I V . 7 ) c o r r e s p o n d e m a u m tes te m o n o c a u d a l . N o caso de tes te 

b i c a u d a l as h i pó teses c o r r e s p o n d e n t e s s e r i a m : 

H - : X = M 
° } ( I V . 8 ) 

H , : X ^ M 

A h i p ó t e s e a l t e r n a t i v a H., é q u e estabelece o t i p o d o t es te . 

I V . 2 - D i s t r i b u i ç ã o x' 

A s s i m c o m o é p r e c i s o es tabe lecer u m i n t e r v a l o de c o n f i a n ç a pa ra M, u s a n d o sua es t in^a t iva x , 

deve-se t a m b é m es tabe lece r u m i n t e r v a l o de c o n f i a n ç a pa ra cr, q u a n d o ó c o n h e c i d a sua e s t i m a t i v a s. Para 

o caso d a m é d i a u t i l i za -sa a d i s t r i b u i ç ã o t e para o caso d o d e s v i o p a d r ã o u t i l i za -se a d i s t r i b u i ç ã o x ' . 

Se t e m o s f va r iáve is a lea tó r ias u , , U j , . . • q u e se d i s t r i b u e m s e g u n d o a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l 

c o m p a r â m e t r o s /i = 0 e a ' = 1, o s o m a t ó r i o u ' , á c h a m a d o x ' ( f g r a u s de l i b e r d a d e ) . E s t e é u m 
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n n - 1 
X » = 2 ( ) ' : s ; I I V . 9 ) 

' = 1 o ' x al 

c o m n — 1 g raus da l i b e r d a d e 

A d e n s i d a d e d e p r o b a b i l i d a d e d a d i s t r i b u i ç ã o d o s v a l o r e s d e x* é d e f i n i d a pe la e x p r e s s ã o 

fix') = ' (x') " e - ( 0 < x ' < H ( I V . 1 0 ) 

2^'^ r\f/2) 

o n d e f e o n ú m e r o de g r a u s d e l i b e r d a d e . A s c u r v a s da d e n s i d a d e d e p r o b a b i l i d a d e d a d i s t r i b u i ç ã o x ' são 

ass imét r i cas . A ass ime t r i a d i m i n u e c o m o a u m e n t o d o n ú m e r o de g r a u s d e l i be rdade ( F i g u r a 4 . 3 ) . P o r 

( I V . 10) pode-se ve r q u e o v a l o r d e x ' ^ d e p e n d e d o n ú m o ' o d e g r a u s d e l i b e r d a d e e g e r a l m e n t e 6 

r e p r e s e n t a d o p o r X p f P o r e x e m p l o , o 5 6 ~ ^ ^ , 6 s ign i f i ca q u e 

P ( X 6 > 12,6) = 0,05 

Pela r e l a ç ã o : 

P ( X p , < < x j j = P , - P j ( I V . 1 1 ) 

p o d e m ser o b t i d o s os l im i tes d e c o n f i a n ç a p a r a x ' c o m u m n i v e l d e c o n f i a n ç a a = p , - p^- P o r e x e m p l o , 

o s l im i t es d e c o n f i a n ç a p a r a c o m 5 g r a u s d e l i b e r d a d e , n u m n í v e l d e c o n f i a n ç a d e 8 0 % , são 

d e t e r m i n a d o s p r o c u r a n d o n a T a b e l a de x ' os v a l o r e s 

Xo,90,5 = I ' S ! E Xo,,o,5 = 

P(1,61 < X g < 9,2) = 0 , 9 0 - 0 , 1 0 = 0 ,80 

P o r m e i o das e x p r e s s õ e s ( I V . 9 ) e ( I V . 1 1 ) o b t e m o s os l im i tes d a c o n f i a n ç a d a v a r i â n c i a d a 

p o p u l a ç ã o 

( n - D s ' ' ( n - l ) s ' 
p( . < < = P i - P 2 < ' V - 1 2 ) 

caso p a r t i c u l a r m a s , de u m m o d o ma is g e r a l , v a m o s s u p o r q u a n v a r i á v e i s a lea tó r i as , X j . . . x^^ s i o 

i n d e p e n d e n t e s a c o m d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . Pode -se d e m o n s t r a r q u e : 

http://IV.11
http://IV.11
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I T 

F i g u r a 4 .3 - D e n s i d a d e d e p r o b a b i l i d a d e da d i s t r i b u i ç ã o para < f j < f j . 

E X E R C Í C I O 16 

F o r a m o b t i d o s 10 r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a i s de u m a m e d i d a e f o i a c h a d o pa ra s o v a l o r 0 ,25 . 

Q u a i s os l imi tes de c o n f i a n ç a p a r a a n u m n f v e l de c o n f i a n ç a a = 0,90? 

N a T a b e l a a c h a m o s : X ^ o B . g = '•^-^ e X ^ . g s . g = 3 - 9 4 

O s l im i tes p r o c u r a d o s são d a d o s p o r ; 

18,3 
. 0 ,25 < a < J -

3,94 
. 0 ,25 

0 ,175 < a < 0,378 

Pode-se n o t a r q u e os l im i tes são a s s i m é t r i c o s . Pa ra n > 3 0 os l im i tes são p r a t i c a m e n t e 
s i m é t r i c o s , p o r q u e a v a r i á v e l a lea tó r i a ŝ ^ passa a o b e d e c e r à d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l c o m m á d i a ï e d e s v i o 
p a d r ã o : 

yJlÃ 
( I V . 1 3 ) 
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N e s t e c a s o , os l im i tes d e c o n f i a n ç a para o d e s v i o p a d r ã o são d e f i n i d o s p o r : 

v ^ 2 f 

I IV .14 ) 

E X E R C Í C I O 17 

A c h a r os l im i tes d e c o n f i a n ç a pa ra o d e s v i o p a d r ã o , s^ = 0 , 4 0 , o b t i d o a p a r t i r de 3 0 r e s u l t a d o s , 

n u m n f v e l d e c o n f i a n ç a de 0 ,90 . 

N a T a b e l a da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , acha-se q u e para a c o n d i ç ã o 2 ô ( u ) = 0 , 9 0 , o v a l o r 

c o r r e s p o n d e n t e de u é 1,645. A s s i m os l im i tes de c o n f i a n ç a para a são d e f i n i d o s p o r 

1 . 6 4 5 x 0 , 4 0 1 , 6 4 5 x 0 , 4 0 
0 4 0 < o < 0,40 + — 

V ^ T 2 9 

0,40 - 0 ,086 < ff < 0,40 + 0 ,086 

0 ,314 < o < 0 ,486 

S e u s a r m o s a f ó r m u l a ( I V . 12 ) , o v a l o r a c h a d o s e r á : 

Xo,95,29 = 1 ^ ' ^ « Xo,05,29 = '*3,2 

29 

43 ,2 
. 0 ,40 < o < 

29 

17.7 
. 0.40 

i 

0,328 < CT < 0,512 

V e m o s e n t ã o q u e o uso d o s v a l o r e s de u da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l d ã o u m r e s u l t a d o q u e 

a p r o x i m a r a z o a v e l m e n t e d o o b t i d o p o r m e i o de x'- E s t e r e s u l t a d o será i d â n t i c o p a r a f - + o o 

i V . 3 - D i s t r i b u i ç ã o F 

É usada pa ra c o m p a r a r as va r i ânc ias s ' , ^ <^alculadas a p a r t i r d a 2 sér ies d e r a s u l t a d o s x ^ , 

X j , . . . x ^ e y ^ , V j , . . . y ^ . A c o m p a r a ç ã o e n t r a va r i ânc ias p o d e i nd i ca r q u a l o m é t o d o ma is p r e c i s o 

p a r a u m c e r t o t i p o d e t r a b a l h o , se d o i s o p e r a d o r e s t r a b a l h a m c o m o m e s m o c u i d a d o , e t c . 

A d e n s i d a d e de p r o b a b i l i d a d e d a d i s t r i b u i ç ã o F é d e f i n i d a p o r : 

f , f I , 
•) 

, ( F ) = ? , <V2. _ _ F 
U ' a 

n — ) r ( — ) 
2 2 

« l - 2 ) / 2 

' ( f , . f , F ) ' ' ' * ' ' ' ' ^ 
(O < F < 00) 

(JV .15 ) 
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A s c u r v a s são ass imét r i cas a a f o r m a { F i g u r a 4 .4 ) só d e p e n d e d o n ú m e r o de g r a u s de l i b e r d a d e 

f^ e f j das duas va r iânc ias . O s v a l o r e s de F são e n c o n t r a d o s e m tabelas o n d e , na p r i m e i r a l i n h a , es tão os 

v a l o r e s de f^ ( n ú m e r o de g raus de l i be rdade da v a r i â n c i a n u m e r i c a m e n t e m a i o r ) e na p r i m e i r a c o l u n a a 

e s q u e r d a os va lo res de f j . C a d a tabe la c o r r e s p o n d e a u m nCvel de s ign i f i cânc ia pa ra o v a l o r d e F . Pode -se 

n o t a r q u e F 

a r e l a ç ã o 
( f i - f2 ) '^ ' ' ( f î . f i l -

Para ap l icar o teste F n a c o m p a r a ç ã o de duas v a r i â n c i a s , testa-se s o m e n t e 

— > 1 

^2 

i s to é , n o n u m e r a d o r co loca-se s e m p r e o v a l o r da v a r i â n c i a n u m e r i c a m e n t e m a i o r . M e s m o a s s i m , c o m o 

pa ra o teste t, e x i s t e m os testes m o n o c a u d a l e b i c a u d a l , c o n f o r m e será i l u s t r a d o p e l o s s e g u i n t e s 

e x e m p l o s . 

( 1 0 . 5 0 ) 

F i g u r a 4 .4 - D e n s i d a d e d e p r o b a b i l i d a d e da d i s t r i b u i ç ã o F para do is v a l o r e s d a (f., , f ^ ) -

E X E R C Í C I O 18 

Suspe i ta -se da p rec i são de u m a p a r e l h o A q u e já t e m m u i t o s anos d a u s o . Pa ra t es ta r seu 

f u n c i o n a m e n t o , f o r a m fe i tas n^ m e d i d a s c o m esse a p a r e l h o e n j m e d i d a s c o m u m a p a r e l h o B igual a o 
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p r i m e i r o , mas e m pe r fe i t as c o n d i ç õ e s de f u n c i o n a m e n t o . A v a r i â n c i a ca l cu lada c o m as n.| = 10 m e d i d a s 

fe i t as c o m A d e u 0,36 e a va r iânc ia o b t i d a c o m as n j = 8 m e d i d a s fe i t as c o m B d e u 0 ,21 . Deseja-se saber 

se as va r i ânc ias são es ta t i s t i camen te iguais n u m n í v e l de s ign i f i cânc ia 0 ,05 . 

N e s t e c a s o , s a b e m o s " a p r i o r i " q u e a v a r i â n c i a das m e d i d a s o b t i d a s c o m o a p a r e l h o A só p o d e 

ser igual o u m a i o r q u e a va r i ânc ia das m e d i d a s o b t i d a s c o m o a p a r e l h o B . T e m o s e n t ã o u m tes te 

m o n o c a u d a l e as h i p ó t e s e s são : 

A h i p ó t e s e n u l a será re je i tada se : 

( i V . 1 6 ) 

V a m o s o b t e r pa ra F o v a l o r : 

0,36 
F = = 1,714 

0,21 

P r o c u r a m o s n a T a b e l a o v a l o r de F 0 , 0 5 ( 9 , 7 ) 
e a c h a m o s o v a l o r 3 ,7 . C o m o o v a l o r d e F 

t a b e l a d o é m a i o r q u e o v a l o r de F c a l c u l a d o , ace i ta-se H ^ , i s to á , as v a r i â n c i a s são e s t a t i s t i c a m e n t e iguais 

e n ã o há r a z ã o para suspe i ta r d o a p a r e l h o A . É c o n v e n i e n t e o b s e r v a r q u e , n u m p r o b l e m a des te t i p o , e m 

q u e o f u n c i o n a m e n t o de u m a p a r e l h o é de v i t a l i m p o r t â n c i a , deve -se o b t e r o m a i o r n í j m e r o p o s s í v e l d e 

r e s u l t a d o s ( n ^ e g r a n d e s ) o u e n t ã o usar u m n í v e l de s i g n i f i c â n c i a m a i o r . 

E X E R C Í C I O 19 

F o r a m ap l i cados do i s m é t o d o s ( A e B ) na m e d i d a d e u m a g r a n d e z a a deseja-se saber se os d o i s 

m é t o d o s são i g u a l m e n t e p rec isos . Nes te c a s o , n ã o se sabe n a d a s o b r o a p r e c i s ã o d o s m é t o d o s e as 

h ipó teses f o r m u l a d a s s e r ã o : 

• " A = 

S u p o n h a m o s s ' ^ > s ' g n u m e r i c a m e n t e . N e s t a c a s o , t e m o s u m tes to b i c a u d a l e a h i pó tese n u l a 

será re je i t ada se : 

2 > %/2<f^. fB> 
( I V . 1 7 ) 
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« A 

Sg A B 

D a re l ação : 

segue-se q u e : 

2 

B 

2 
h 1 P 

p ( - < - p ) = 7 

e é s u f i c i e n t e testar a des igua ldade ( I V . 1 7 ) . 

S u p o n h a m o s , n o c a s o , q u e f o r a m o b t i d o s 13 r e s u l t a d o s c o m o m é t o d o A e a v a r i â n c i a d e u 0,58 

a 10 resu l t ados c o m o m é t o d o B d a n d o u m a variância 0,26. A r e l a ç ã o s e r á : 

0 ,58 
F = = 2 ,23 

0,26 

S e q u i s e r m o s tes tar a igua ldade das va r i ânc ias n u m nCve l d e s i g n i f i c â n c i a 0 ,10 , p r o c u r a m o s o 

v a l o r de 05(12 9) " " ' " a T a b e l a c o n s t r u í d a s e g u n d o o c r i t é r i o m o n o c a u d a l o u f^ ( ) io(12 9) " " ' " a 

T a b e l a e m q u e os v a l o r e s de F s e g u e m o c r i t é r i o b i c a u d a l . A c h a - s e o v a l o r 3 ,1 . N ã o p o d e m o s e n t ã o 

re je i t a r H g , is to é, os do i s m é t o d o s são i g u a l m e n t e p r e c i s o s , nesse n í v e l de s i g n i f i c â n c i a . 

Pode-se d e m o n s t r a r q u e as d i s t r i b u i ç õ e s t e são casos p a r t i c u l a r e s da d i s t r i b u i ç ã o F. A s s i m : 

( I V . 1 9 ) 

E x e m p l o s : 

p ^ ^ , 0 5 ( 4 ) 9,5 
*^0,50(4,oo) - 2 , 4 e = — = 2 , 4 . 

• " c O B d . l O ) - 5.0 e ^l,o5,^o = < 2 , 2 3 ) ' = 5,0 
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I V . 4 — C r i t é r i o para V e r i f i c a r se u m C o n j u n t o d e R e s u l t a d o s E x p e r i m e n t a i s O b e d e c e à D i s t r i b u i ç ã o 

N o r m a l 

P o d e m o s e n c o n t r a r d o i s t i p o s de p r o b l e m a s : 

1) V e r i f i c a r se a d i s t r i b u i ç ã o dos resu l tados p o d e ser c o n s i d e r a d a u m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , 

n o n í v e l de c o n f i a n ç a d e s e j a d o . Se o teste p e r m i t i r a ace i t ação da h i p ó t e s e n u m n í v e l de 

s i gn i f i cânc ia m a i s b a i x o , is to é, se o a f a s t a m e n t o d a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l n ã o f o r m u i t o 

g r a n d e , é p r e c i s o i nves t i ga r as causas pa ra a l te ra r as c o n d i ç õ e s e x p e r i m e n t a i s de ta l 

m a n e i r a q u e essas causas se jam e l im inadas . Se o n ú m e r o de r e s u l t a d o s o b t i d o s f o r m u i t o 

g r a n d e , é p o s s í v e l ap l i ca r os testes F , t e x ' m e s m o q u e ha ja u m a f a s t a m e n t o n ã o m u i t o 

g r a n d e d a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . 

2) R e s o l v e r o p r o b l e m a se a d i s t r i b u i ç ã o f o r essenc ia lmen te d i f e r e n t e da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , 

o q u e só é p o s s í v e l p o r c o m p a r a ç ã o da d i s t r i b u i ç ã o o b t i d a e x p e r i m e n t a l m e n t e c o m o u t r a s 

d i s t r i b u i ç õ e s t e ó r i c a s . N e s t e caso n ã o é p o s s í v e l u m a i n t e r p r e t a ç ã o es ta t í s t i ca a não ser 

q u e , p o r m e i o de t r a n s f o r m a ç õ e s c o n v e n i e n t e s ap l i cadas aos r e s u l t a d o s o b t i d o s , seja 

p o s s í v e l o b t e r u m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . 

É p r e c i s o l e m b r a r q u e , g e r a l m e n t e o n ú m e r o de resu l t ados e x p e r i m e n t a i s é p e q u e n o e acei ta-se a 

h ipó tese da n o r m a l i d a d e n ã o p o r ser a d i s t r i b u i ç ã o q u e m e l h o r d e s c r e v a esses r e s u l t a d o s , mas p o r ser o 

m o d e l o ma i s c o n v e n i e n t e p a r a anál ises es ta t í s t i cas . 

O c r i t é r i o ma is u s a d o para r e s o l v e r se u m a d i s t r i b u i ç ã o segue a n o r m a l é o c r i t é r i o d o x^ • 

S u p o n h a m o s n resu l t ados x ¡ ( i = 1,2, . . . n) o r d e n a d o s de m o d o não d e c r e s c e n t e is to é : x , < X 2 < 

X 3 < . . . < x ^ . O c o n j u n t o de x^ p o d e ser d i s t r i b u í d o e m m i n t e r v a l o s c o n v e n i e n t e s t^ , t j , • • - ^ m ' ^ "^ 

cada i n t e r v a l o há v. o b s e r v a ç õ e s . C o m o e s t a m o s in te ressados na d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , d e v e m o s ca l cu la r as 

p robab i l i dades p., , • • • P m n ú m e r o t e ó r i c o »'j = " P j o c o r r ê n c i a s e m cada i n t e r v a l o . Pode-se 

d e m o n s t r a r q u e a s o m a p o n d e r a d a dos q u a d r a d o s dos desv ios (v.^ - v'.) se d i s t r i b u i a p r o x i m a d a m e n t e 

c o m o u m x^, i s to é-

m m 

+ . . . + 3 X ' ( I V . 2 0 ) 

O n ú m e r o de g r a u s d e l i b e r d a d e d o x ' é f = m - k - 1 o n d e k é o n ú m e r o de c o n e c ç õ e s 

i m p o s t a s aos r e s u l t a d o s para p o d e r ca l cu l a r as f r e q ü ê n c i a s teó r i cas . S e na T a b e l a de p r o b a b i l i d a d e s d e 

v a l o r e s de x^ a c h a r m o s q u e o v a l o r de x ' e x p e r i m e n t a l c o r r e s p o n d e a u m a p r o b a b i l i d a d e m e n o r q u e o 

n í v e l d e s ign i f i canc ia t o l e r a d o , 0,01 o u 0,05 d e p e n d e n d o d o r i go r e x i g i d o , deve -se re je i ta r a h i p ó t e s e da 

n o r m a l i d a d e . 

E X E R C f C l O 2 0 

F o i p r e p a r a d a u m a c h a p a m e t á l i c a de a l u m i n i o - c o b a l t o ( 0 , 5 % d e C o ) e m c o n d i ç õ e s 

e x p e r i m e n t a i s b e m d e f i n i d a s . P a r a v e r i f i c a r a h o m o g e n e i d a d e d a d i s t r i b u i ç ã o d o c o b a l t o na liga 

d e p o i s de p r o n t a , f o r a m c o l h i d a s a m o s t r a s ao l o n g o da chapa e s u b m e t i d a s à anál ise p o r a t i v a ç ã o . 

O s 200 r e s u l t a d o s o b t i d o s d e r a m c o m o m é d i a 0,520 ± 0 ,050. T o m a n d o os i n t e r v a l o s c o m v a l o r de 

0 ,2 s e m r e d o r d a m é d i a i s to é : 

n o 1° i n t e r v a l o : v a l o r e s d e 0,51 — 

n o 2°. i n t e r v a l o : v a l o r e s de 0,60 — 

- 0 ,53 

~ 0,51 e 0 ,53 0,54 
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n o 3? i n t e r v a l o : va lo res de 0,49 0,50 e 0,54 0,55 
* t I f f f 

n o 10? i n t e r v a l o : va lo res de 0,42 0,43 e 0,61 0,62 

n o n ? z i n t e r v a l o : va lo res < 0,42 e > 0,62 

f o r a m ob t i das as f r e q ü ê n c i a s e x p e r i m e n t a i s v e teó r i cas v' q u e c o n s t a m da T a b e l a I V . 1 . 

T a b e l a I V . 1 

D i s t r i b u i ç ã o de R e s u l t a d o s d e C o e m L iga de A l - C o 

I n t e r v a l o s e m 

f u n ç ã o d e 1 s 1 

F r e q ü ê n c i a s I n t e r v a l o s e m 

f u n ç ã o d e 1 s 1 V v' v' 

< G , 2 28 31 ,72 0 ,4363 
0,2 - 0,4 32 30 ,44 0 ,0800 
0,4 - 0,6 25 28 ,12 0 ,3462 
0,6 - 0,8 21 24 ,96 0 ,6283 
0 , 8 - 1,0 23 21 ,28 0 ,1390 
1 , 0 - 1 , 2 15 17,44 0,3414 
1,2 - 1,4 16 13,736 0 ,3732 
1 , 4 - 1 , 6 8 10,384 0 ,5473 
1 , 6 - 1,8 12 7,548 2 ,6259 
1 , 8 - 2 , 0 4 5,272 

2 ,2039 
> 2 , 0 16 9,100 

2 ,2039 

t o t a l 200 200 .000 7 ,7213 

A esco lha dos i n te r va los é a rb i t r á r i a . Nas c o l u n a s 2 e 3 es tão as f r e q ü ê n c i a s e x p e r i m e n t a i s 

e as f r e q ü ê n c i a s teó r i cas de u m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . P o r e x e m p l o , pa ra o i n t e r v a l o 0,8 a 1,0 s 

a c h a m o s , na T a b e l a dos va lo res da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , o v a l o r p = 0 ,6826 — 0,5762 = 0,1064 q u e 

m u l t i p l i c a d o p o r 200 va i dar 21 ,28 . N o p e n ú l t i m o i n t e r v a l o c o n s i d e r a d o , f o i o b t i d o v^A. C o m o 

u m a c o n d i ç ã o é q u a a f r e q ü ê n c i a n ã o p o d e ser m e n o r q u e 5, os do i s ú l t i m o s in te rva los f o r a m 

r e u n i d o s n u m ú n i c o . N a ú l t i m a c o l u n a da T a b e l a I V . 1 es tão os va lo res c o r r e s p o n d e n t e s de . N o 

c á l c u l o dos g raus de l i be rdade f = m — k — 1 , k = 2 , p o r q u e f o i ca lcu lada a m é d i a e o d e s v i o 

p a d r ã o dos resu l tados . T e m o s e n t ã o f = 1 0 - 2 - 1 = 7 . Píx^ > 7 ,7213) = 0,4. H á e n t ã o g rande 

e v i d ê n c i a de q u e a d i s t r i b u i ç ã o d o c o b a l t o na liga é h o m o g ê n e a . 

Q u a n t o m a i o r f o r o n ú m e r o de resu l tados , t a n t o mais poss í ve l se t o r n a a o b s e r v a ç ã o de 

f a t o r e s q u e p r o v o c a m e r r o s s i s temá t i cos , m e s m o p e q u e n o s . U m a v e z o b t i d a a i n f o r m a ç ã o de q u e 

e x i s t e u m e r r o s i s t e m á t i c o , cabe ao pesqu isado r d e s c o b r i r as causas e p r o c u r a r e l im iná- las . T o d a v i a , 

a e x p e r i ê n c i a m o s t r a q u e , na p resença de f a t o r e s q u e p r o v o c a m e fe i t os p e q u e n o s q u e só p o d e m ser 

de tec tados p o r u m g rande n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s , é v á l i d o a d m i t i r q u e os resu l t ados e x p e r i m e n t a i s 

se a p r o x i m a m da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l e ap l icar os c r i t é r i os q u e se a d o t a m para essa d i s t r i bu i ção . 

I 
í 
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I V . 4 . 1 — Causas q u e P r o v o c a m D e s v i o s da D i s t r i b u i ç ã o N o r m a l 

É m u i t o i m p o r t a n t e d e t e r m i n a r e m q u e cond i ções se pode esperar u m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l pa ra 

u m c o n j u n t o de resu l t ados e x p e r i m e n t a i s . 

P e l o " T e o r e m a d o L i m i t e C e n t r a l " , se t> f o r s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e , a s o m a de u v a r i á v e i s 

i n d e p e n d e n t e s x , , X j , . . . x ^ , t e m d i s t r i bu i ção n o r m a l m e s m o q u a n d o as va r i áve i s a lea tó r ias 

i n d e p e n d e n t e s X j t e m u m a d i s t r i b u i ç ã o a rb i t r á r i a , desde q u e en t re as var iáve is c o n s i d e r a d a s n ã o e x i s t a 

n e n h u m a c u j o v a l o r se c o m p a r e , e m o r d e m de g r a n d e z a , c o m a s o m a das d e m a i s . E m o u t r a s p a l a v r a s , a 

va r iânc ia de cada X j deve te r p e q u e n a i n f l uênc ia na va r iânc ia t o t a l . 

E m t r a b a l h o s e x p e r i m e n t a i s , m u i t o s f a to res i ndependen tes p o d e m c o n t r i b u i r pa ra os e r r o s 

a lea tó r ios e s i s temát i cos . N o d e s e n v o l v i m e n t o de u m m é t o d o e x p e r i m e n t a l , ao e x a m i n a r o c o n j u n t o dos 

resu l t ados o b t i d o s , é p rec i so o b s e r v a r qua is as causas q u e p o d e m p r o v o c a r u m a f a s t a m e n t o da 

d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , de m o d o q u e , q u a n d o o m é t o d o f o r p a d r o n i z a d o , n ã o e x i s t a m f a t o r e s de 

i m p o r t â n c i a d o m i n a n t e . 

L e v a n d o e m c o n s i d e r a ç ã o a e x p e r i ê n c i a a c u m u l a d a p o r t r a b a l h o s e x p e r i m e n t a i s , pode-se esperar 

u m a f a s t a m e n t o da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l nas segu in tes c i r cuns tânc ias : 

1) q u a n d o o m é t o d o e x p e r i m e n t a l é ap l i cado e m c o n d i ç õ e s tais e m q u e a p a r e c e m f a t o r e s 

d o m i n a n t e s cu jas va r i áve i s não estão suje i tas à d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . P o r e x e m p l o , n o 

e x e r c í c i o a n t e r i o r , e m q u e f o i cons ide rada u m a liga de a l u m i n i o - c o b a l t o , a t e m p e r a t u r a , o 

t e m p o d e f u s ã o , e tc . p o d e m ser fa to res d o m i n a n t e s para causar u m a fa l ta de 

h o m o g e n e i d a d e de cohia l to na liga e, c o n s e q u e n t e m e n t e , p r o v o c a r u m a d i s t r i b u i ç ã o (te 

resu l t ados q u e se afasta da n o r m a l . 

2) e m anál ises q u í m i c a s , a d i s t r i bu i ção n o r m a l o c o r r e , q u a n d o se c o m b i n a m , n u m s ó 

c o n j u n t o , anál ises de a m o s t r a s e m q u e a c o n c e n t r a ç ã o d o c o m p o n e n t e a ser d e t e r m i n a d o , 

va r ia n o m á x i m o de 3 a 4 v e z e s . C a s o c o n t r á r i o , pode-se o b t e r u m a d i s t r i b u i ç ã o 

ass imé t r i ca , causada pela c o r r e l a ç ã o e n t r e a m é d i a e o d e s v i o p a d r ã o q ü e p o d e ser 

e x p r e s s a p o r : 

= s bx -̂ a ( 1 V . 2 I ) 

E s t a s i t uação se o b s e r v a p a r t i c u l a r m e n t e na análise da v a r i â n c i a , o n d e f r e q u e n t e m e n t e é 

necessár io c o m b i n a r , n u m c o n j u n t o e s t a t í s t i c o , resu l tados c o r r e s p o n d e n t e s a u m i n t e r v a l o m u i t o g r a n d e 

de c o n c e n t r a ç õ e s . Nes te c a s o , é p r e c i s o achar u m a f u n ç ã o de t r a n s f o r m a ç ã o q u e p e r m i t a igua lar as 

var iânc ias . 

S u p o n h a m o s m p o p u l a ç õ e s c o m d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l cu jos p a r â m e t r o s são (M^ O^), 02^' • • 

. ( / i ^ a^) e q u e e n t r e o d e s v i o p a d r ã o e a m é d i a ex i s ta u m a re lação q u e p o d e ser e x p r e s s a p o r : 

= f(M) ( I V . 2 2 ) 

S e s u b s t i t u i r m o s a va r i áve l x p o r u m f u n ç ã o de t r a n s f o r m a ç ã o g ( x ) , pe la lei de p r o p a g a ç ã o de 

e r ros v a m o s t e r : 

( I V . 2 3 ) 



t e m o s : 
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C o m o iJ.é u m a f u n ç ã o de x , a e x p r e s s ã o ( i V . 2 2 ) pode ser esc r i t a na f o r m a = f ( x ) e e n t ã o 

Deve-se e s c o l h e r u m a f u n ç ã o de t r a n s f o r m a ç ã o g ! x ) ta l q u e O g j j , ) seja a m e s m a para t o d a s as 
p o p u l a ç õ e s , isto é : 

f ( x ) gMx ) = C ( I V . 2 5 ) 

A f u n ç ã o g ( x ¡ p r o c u r a d a será e n t ã o u m a i n tegra l i n d e f i n i d a e x p r e s s a p o r : 

d x 

g ( x ) = C / ( I V . 2 6 ) 
f ( K ) 

Conc lu i -se e n t ã o q u e , se h o u v e r u m a c o r r e s p o n d ê n c i a l inear s n t r a e ^ c o n f o r m e ( I V . 2 1 ) a 
t r a n s f o r m a ç ã o p o d e ser fe i ta p^ela f u n ç ã o 

g ( x ) = log ( b x -̂  a) 

N o caso ma is s imp les e m q u e = b^l, a f u n ç ã o de t r a n s f o r m a ç ã o é g ( x ) = l o g ( x ) . 

3) E m v á r i o s c a m p o s e x p e r i m e n t a i s , p o d e m ser o b t i d o s c o n j u n t o s de m e d i d a s q u e p e r t e n c e m 
a p o p u l a ç õ e s n ã o h o m o g ê n e a s , f o r m a d a s pela m i s t u r a de duas o u ma is p o p u l a ç õ e s 
n o r m a i s . D i s t r i b u i ç õ e s desse t i p o p o d e m ser e n c o n t r a d a s , q u a n d o se e s t u d a a 
r s p r o d u í i b i l i d a d e de cer tas med idas d u r a n t e u m p e r í o d o de t e m p o l o n g o , n o q u a l p o d e m 
S u r g i r f a t o r e s q u e d e s l o c a m o c e n t r o de e s p a l h a m e n t o ( m é d i a ) . Q u a n d o sa m i s t u r a m , n u m 
só c o n j u n t o , resu l tados o b t i d o s po r l a b o r a t ó r i o s d i f e r e n t e s t a m b é m p o d e m a p a r e c e r 
d i s t r i b u i ç ã o mis tas o q u e ind ica u m d e s c o n t r o l e n o m é t o d o de t r a b a l h o e m a l guns dos 
l a b o r a t ó r i o s c o n s i d e r a d o s . 

4) N a p rá t i ca , o b t e m o s v a l o r e s d i s c r e t o s , p o r q u s d e p e n d e m da sens ib i l i dade dos a p a r e l h o s 

usados nas m e d i d a s e da a p r o x i m a ç ã o fe i ta nos resu l t ados f i na i s . C o m o a d i s t r i b u i ç ã o 

n o r m a l á c o n t í n u a , esses do is f a to res p o d e m ter g rande i n f l u ê n c i a n o t i p o de d i s t r i b u i ç ã o 

o b t i d a , p r i n c i p a l m e n t e q u a n d o as f l u t u a ç õ e s dos rasu l t ados são da m e s m a o r d e m de 

g r a n d e z a d o seu p r ó p r i o v a l o r . I s t o se o b s e r v a , e m q u í m i c a a n a l í t i c a , n o caso d a anál ises 

de t r a ç o s , q u a n d o se e n c o n t r a m desv ios de atá 9 a ern c e r c a d e 150 d e t e r m i n a ç õ e s . P o r 

c o n s i d e r a ç õ e s m a t e m á t i c a s , nestes casos se o b t é m p o p u l a ç õ a s c o m d i s t r i b u i ç ã o q u a sa 

a p r o x i m a da d i s t r i b u i ç ã o da P o i s s o n e as anál ises são cons ic teradas s e m i - q u a n t i t a t i v a s . N o 

caso de anál ises qua l i t a t i vas , a d i s t r i b u i ç ã o pode ser c c n s i d a r a d a b i n o m i a l , p o r q u e a x i s t s m 

duas poss ib i l i dades ; p resença o u ausênc ia d o a l i m e n t o p r o c u r a d o . 

i V . 5 — A p l i c a ç õ e s doa T e s t a s a R e s u l t a d o s E x p e r i m e n t a i ? 

IV.5.1 - C o m p ^ s ç ã o d a D u a s Méd iaa pe lo C r i t é r i o t 

S u p o n h a m o s do is c o n j u n t o s da resu l tados x ^ , X j , . . . x ^ e , V2'---^m ° '^ t 'dos para a 
m e s m a m e d i d a p o r do is ' m é t o d o s d i f e r e n t e s . Dsseja-sa saber se e x i s t e ' u m a d i f e r e n ç a e s t a t i s t i c a m e n t e 

s ign i f i ca t i va e n t r s as respostas dos do is m é t o d o s ( m é d i a s ) . 
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V a m o s a d m i t i r q u e os d o i s c o n j u n t o s o b e d e c e m a d i s t r i b u i ç õ e s n o r m a i s c o m m a d i a s M^ e / í y o 

va r i ânc ias a^o a^. A s es t ima t i vas das m é d i a s e va r i ânc ias são r e s p e c t i v a m e n t e : x , y e a S y . 

h ipó teses 

A f i n a l i d a d e d o tes te é v e r i f i c a r sa as m é d i a s ub u são igua is a e n t ã o d e v a m sar f o r m u l a d a s as 
X y 

^ ^ x ^ ^ 

E m p r i m e i r o lugar , ver i f i ca -se se as v a r i â n c i a s s ' e s ' n ã o d i f e r e m s i g n i f i c a t i v a m e n t e u m a d a o u t r a , 
Y 

p e l o tes te F ( b i c a u d a l ) . D e v e m e n t ã o ser c o n s i d e r a d o s d o i s casos : 

1? c a s o : s ' = $ ' 
x -y 

U m a v e z v e r i f i c a d a a i gua ldade das v a r i â n c i a s , ca lcu la -se a v a r i â n c i a p o d e r a d a 

s ' = 

( n - l ) s í ^ -i- ( m - l ) s j 

n •̂  m — 1 
( I V . 2 7 ) 

a ca lcu la-sa o v a i o r d e t : 

m n 

m + n 
( f = m + n - 2 ) ( I V . 2 8 ) 

S e o v a l o r de t a c h a d o f o r m a i o r q u e o t t a b e l a d o n o n f v e l d e s i g n i f i c â n c i a d e s e j a d o , . re je i ta-sa a 

h i p ó t e s e da igua ldade das duas m é d i a s . O tes te é b i c a u d a l , p o r q u e , " a p r i o r i " , n ã o t e m o s e l e m e n t o s p a r a 

s u p o r q u a l das duas méd ias é m a i o r . N o c a s o de m = n a e x p r e s s ã o se s i m p l i f i c a e se t o m a 

t = 
I x - y l / n 

E X E R C r C I O 21 

F o r a m o b t i d o s 10 r e s u l t a d o s p a r a a m e d i d a de u m a g r a n d e z a , u s a n d o u m m é t o d o A e 8 

r e s u l t a d o s p o r u m m é t o d o B . A s m é d i a s e r e s p e c t i v a s v a r i â n c i a s f o r a m : 

2,43 

2,61 

í\ = 0 ,0169 

s | = 0 ,0256 

V e r i f i c a r , n u m nCvel da s i gn i f i cânc i a do 0 ,10 sa as m é d i a s s ã o Igua is . 

T e s t a p a r a a Igua ldade das v a r i â n c i a s : 



0,0256 
F = = 1,515 

0 ,0169 

F q , Q , 7 g | = ^ 3,25 ( tes te b i c a u d a ! ) 

•63^ 

C o m o Fg j^p < F jg j ^ , conc l u i - se q u e as va r i ânc ias são igua is . 

Ca lcu la -sa a va r i ânc ia m é d i a : 

_j 0 ,0169 X 9 -H 0 ,0256 x 7 
s = 

16 
= 0,0207 

s = 0 ,1434 

tes te pa ra a igua ldade das m é d i a s : 

12,43-2 ,61 I / l O x 8 
t = y' = 2, 

Q,1439 -10 + 8 
64 

^ 0 , 1 0 , 1 6 = ^ ' ^ 5 

C o m o t e x p e r i m e n t a l é m a i o r q u e o t t a b e l a d o c o n c l u i - s e q u e , n u m ni 've l de s i gn i f i canc i a de 

0 ,10 , as m é d i a s são d i f e r e n t e s . 

N o caso das méd ias e v a r i â n c i a s s e r e m igua is , as m + n a m e s t r a s p c x i e m ser c o n s i d e r a d a s c o m o 

p e r t e n c e n t e s à m e s m a p o p u l a ç ã o c o m m á d i a : 

E X. + Z Y. 

m -1- n 
(1V..29) 

e v a r i â n c i a : 

( n - 1) 5 + ¡m - 1) s ; 

X y 
m + n - 1 

( I V . 3 0 ) 

2? c a s o : s ' ^ s ' 
X y 

S e , ao ap l i ca rmos o teste F , v e r i f i c a r m o s q u s as v a r i â n c i a s n ã o são e s t a t i s t i c a m e n t e iguais n o 

n í v e l da s ign i f i canc ia dese jado , o c r i t é r i o t p o d e ser a p l i c a d o c o m a p r o x i m a ç ã o . V a m o s if.v 

t = I V . 3 1 ) 
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n - 1 

C + (1 - O ' 
( I V . 3 2 ) 

o n d e : C = 
s ' + s ' 

( I V . 3 3 ) 

F a z e n d o C ' + (1 — C ) ' = a, ve r i f i ca -se q u e os v a l o r e s p o s s í v e i s de a s ã o : 0,5 a 1. Nes tas 

c o n d i ç õ e s , o n ú m e r o de g r a u s de l i be rdade f v a r i a de ( n - 1 ) a té 2 ( n - 1 ) . E s t e tes te só p o d e í e r 

a p l i c a d o , q u a n d o o n ú m e r o de d e t e r m i n a ç õ e s é o m e s m o pa ra a o b t e n ç ã o de x e y , i s to é, n / 2 . 

E X E R C f C l O 2 2 

F o r a m ap l i cados d o i s m é t o d o s pa ra a d e t e r m i n a ç ã o de t ó r i o n u m a s o l u ç ã o e f o r a m o b t i d o s 8 

r e s u l t a d o s p a r a cada m é t o d o . Dese ja-se saber se as méd ias o b t i d a s são e s t a t i s t i c a m e n t e igua is , n u m ní 've l 

de s i g n i f i c a n c i a d e 0 ,10 . 

M é t o d o A : X = 1,29 ; s^ = ± 0,05 

M é t o d o B : y = 1 , 0 2 ; s^ = ± 0 , 1 9 

A p l i c a - s a o tes te F p a r a v e r i f i c a r a i gua ldade das v a r i â n c i a s : 

( 0 , 1 9 ) ' 
F = r = 14,44 

( 0 , 0 5 ) ' 

O tes te é b i c a u d a l , p o r q u e a p r i o r i n ã o se sabe se u m a v a r i â n c i a é m a i o r q u e a o u t r a . O v a l o r de 

F c o m f^ - ^2 ~ ^ vaus de l i b e r d a d e , n o n f v e l de s i gn i f i cânc ia 0,10 ( b i c a u d a l ) é ~ 3,8. C o n c l u i - s e q u e 

* x ^ * y - A p l i c a - s e o tes ta t c o n f o r m e ( I V . 3 1 ) e t e m o s : 

t 2S 
( 1 , 2 9 - 1,02) 

V ( 0 , 0 5 ) ' + ( 0 . 1 9 ) ' 

VÎ6 = 5 ,50 

C = 
( 0 , 0 5 ) ' 

= 0 ,065 

f = 

( 0 , 0 5 ) ' + ( 0 , 1 9 ) ' 

1 6 - 1 

( 0 , 0 6 5 ) ' + (1 - 0 , 0 6 5 ) ' 
= 17,08 

o n d e n ó o n ú m e r o t d t a l de d e t e r m i n a ç õ e s . 

O n ú m e r o de g r a u s de l i be rdade f nes te caso s e r á : 
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^ 0 , 0 0 1 , 1 7 " 2 ' ^ ^ 

Conclui-s8 que, mesmo num nCvel de significância de 0,001 nâio se pode acaitar a igualdade das 
m é d i a s . 

I V . 5 . 2 - C o m p a r a ç ã o d e M é t o d o s pelas Diferenças entre nesuí tsdos 

Esta técnica é usada para comparar dois métodos exper imeníals ou o trabalho da dois íácnicos 
que apl icam o mesmo método . Usa-se quando se quer comparar resultados da medidas di fsrsntss, mas do 
mesmo t ipo. Aplica-sa mais f requentements, pala própria natureza do prob lema, em qi.i:'mica analít ica. 

Os resultados devem siír dispostos conf.--me a Tabsl- i I V . 2 . 

T a b a i i i i y . 2 

D i s p o s i ç ã o dos Besuitadoi án 2 Métodos para Comparação de Rsíul tados 

Rasuitados 
Amostras Diferença 

Método A 

1 
^1 - y i 

2 

3 ^3 
•? 

n 

Se cs dois métodos fo rem equivalentes, é óbv io qus, para um número graneis de resulíado-S 

£ d. = O, isto é, d = O, então as hipóteses são: 

: d = O 

É portanto urn teste bicaudal a calcula-se a variância da» diferenças pela fórmula 

Z d ^ - ( Z d , ) - / n 

n - 1 
I V . 3 4 ) 
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ca lcu la-se t^^^p pe la e x p r e s s ã o : 

li 

t = 
l d - 0 I vATT I d I y/~ñ 

( I V . 3 5 ) 

c o m ( n - 1 ) g r a u s de l i be rdade . D e s t e m o d o p o d e m ser c o m p a r a d o s d o i s m é t o d o s , i n d e p e n d e n t e m e n t e 

das va r i ânc ias s e r e m iguais o u n ã o . É u m a v a n t a g e m , n o caso das v a r i â n c i a s s e r e m d i f e r e n t e s , p o r q u e n ã o 

é necessár io ap l i ca r o tes te t, a p r o x i m a d o . P o r o u t r o lado é u m a d e s v a n t a g e m , p o r q u e n ã o p e r m i t o u m a 

c o m p a r a ç ã o e n t r o as va r i ânc ias dos do i s m é t o d o s . 

E X E R C Í C I O 2 3 

F o r a m fe i tas d e t e r m i n a ç õ e s de o u r o e m ligas de a l u m í n i o - o u r o c o m vá r i as c o n c e n t r a ç õ e s des te 

m e t a l p o r do i s m é t o d o s d i f e r e n t e s . O s resu l t ados o b t i d o s estão na T a b e l a I V . 3 . 

T a b e l a I V . 3 

R e s u l t a d o s d e D e t e r m i n a ç õ e s do O u r o p o r 2 M é t o d o s 

A m o s t r a M é t o d o 1 M é t o d o I I D i f e r e n ç a s 

1 0,08 0 ,13 - 0 , 0 5 

2 0 ,13 0 ,10 + 0 , 0 3 

3 0,16 0 ,14 +0 ,02 

4 0,22 0,17 + 0 , 0 5 

5 0,27 0,31 - 0 , 0 4 

6 0 ,34 0 ,29 +0 ,05 

7 0 ,30 0 ,32 - 0 , 0 2 

8 0 ,46 0 ,40 +0 ,06 

T o t a l 1,96 1,86 + 0 , 1 0 

- 0,10 
d = = 0,0125 

8 

= 0,001878 

s^ = 0,043 

0,00125 
t = -— = 0,82 

0,043 
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O tes te á b i cauda l e t e m o s : 

^ , 0 5 . 7 = 2.37 

V i 0 .7 = 1-90 

E n t ã o acaita-se a i gua ldade das médias m e s m o n u r n n i V a l d a c o n f i a n ç a de 0,90 i s to á : 

P ( l t 1 > 0,82) > 0,10 

N e s t e e x e m p l o se f a z u n i c a m e n t e a c o m p a r a ç ã o das d u a s m é d i a s . O tes ta n ã o f o r n e c e n e n h u m a 

i n f o r m a ç ã o sob re as d i ve rgênc ias dos resu l tados , is to é, n ã o se p o d e saber se são causadas p o r d e s v i o 

p a d r ã o a l to de u m o u de a m b o s os c o n j u n t o s . Es ta p r o b l e m a só p o d e ser r e s o l v i d o pe la anáí iss da 

v a r i â n c i a . 

I V . 5 . 3 — C o m p a i r a ç ã o d e Ma is d e D u a s V a r i â n c i a s 

S u p o n h a m o s q u e t e m o s k m é t o d o s para m e d i r u m a g r a n d e z a e q u e r e m o s u m a c o m p a r a ç ã o e n t r a 

esses m é t o d o s q u a n t o â sua p r e c i s ã o . E x i s t e m dois casos a c o n s i d e r a r q u e d e p e n d e m d o n ú m e r o da g raus 

efe l i be rdade c o m q u e as va r i ânc ias f o r a m d e t e r m i n a d a s . 

1? C a s o 

Q u a n d o as va r i ânc ias f o r e m ca lcu ladas c o m n ú m e r o s de g r a u s de l i b e r d a d e d i f e r e n t e s , usa-se o 

c r i t é r i o de B a r t i e t t . S e j a m s ' , S j . . . s^ as var iânc ias o b t i d a s p o r k m é t o d o s , r e s p e c t i v a m ^ t e c o m f , , 

f j . . . f^ g raus de l i be rdade . A v a r i â n c i a da méd ia p o n d e r a d a é d e f i n i d a p o r : 

V = 
f 

( I V . 3 6 ) 

o n d a f = 2 
1 

Ca lcu la -se e n t ã o o v a l o r da B pela f ó r m u l a : 

B = 
2,303 

( f log s 3 _ 
k 

l o g s f (SV .37 Í 

o n d a 

0 = 1 + 
1 k 1 1 

( 2 ) 
3 ( k - 1 ) 1 f, f 

( I V . 3 8 ) 
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Bar le t t d e m o n s t r o u q u e a d i s t r i b u i ç ã o d e B á a p r o x i m a d a m e n t e a d e u m x ' c o m k — 1 g r a u s d e 

i m e r d a d e , desde q u e t o d o s os f | se jam m a i o r e s q u e 2. Se B>x* ( |<_^ ) . n o n f v e l de s ign i f i cânc ia 

e s c o l h i d o , re je i ta-se a h i pó tese da h o m o g e n e i d a d e das va r iânc ias . Para este t es te , as h ipó teses são 

H, -.s] = s ^ = . . . = s ' , 

: p e l o m e n o s u m d o s s? é d i f e r e n t e d o s d e m a i s . 

E X E R C Í C I O 24 

T e m o s 4 t i pos d e m i s t u r a d o r e s q u e d e v e m ser tes tados para saber q u a l o ma is e f i c i e n t e . N o 
tes te é usada u m a s u b s t â n c i a i ne r te e d i u r a n a t o de a m ó n i o e m p r o p o r ç õ e s c o n h e c i d a s . O t e m p o T u s a d o 
para a m i s t u r a fo i o m e s m o e m cada a p a r e l h o . D e cada m i s t u r a f o i d e p o i s t i r ada u m a a m o s t r a e fe i tas 
vár ias anál ises de u r â n i o . F o r a m o b t i d o s os r e s u l t a d o s da T a b e l a I V . 4 . 

T a b e l a I V . 4 

V a r i â n c i a s de A n á l i s e s d e U e C á l c u l o s para A p l i c a ç ã o d o T e s t e d e B a r t i e t t 

A p a r e l h o «i 
l o g s f 1/f, 

A , 
A j 

A3 

0,012 

0 ,019 

0 ,023 

0 ,015 

6 

7 

9 

5 

0 ,000144 

0,000361 

0 ,000529 

0 ,000225 

0 ,000864 

0 ,002527 

0,004761 

0 ,001125 

- 3 , 8 4 1 6 

- 3 , 4 4 2 5 

- 3 , 2 7 6 5 

- 3 , 6 4 7 8 

0 ,1617 

0 ,1429 

0,1111 

0 ,2000 

27 0 ,009277 - 1 4 , 2 0 8 5 0 ,6206 

0 ,009277 
s ' = = 0 ,000344 

27 

1 1 
C = 1 -̂  ( 0 , 6206 - — ) 

3 ( 4 - 1 ) 27 

C = 1 + - (0 ,5836 ) 
9 

C = 1,06484 

2 ,303 
B = (27 log 0 ,000344 - ( - 9 4 , 8 7 4 6 ) ) 

1,06484 

B = 
2 ,303 

1,06484 

B = 2,94 

' 4 , 0 5 ( 3 ) ^ ^-^ 

- ( 1 ,3617 ) 

I 



C o m o B c a l c u l a d o é m e n o r q u e X'Q 0 5 3 c o n c l u i - s e pe la i gua ldade das v a r i â n c i a s n o n i v e l de 

s i gn i f i canc ia 0,05. I s t o q u e r d i z e r q u e a e f i c i e n c i a dos a p a r e l h o s n o t e m p o T é a m e s m a . 

2? C a s o 

Q u a n d o o n ú m e r o de g r a u s de l i be rdade para todas as v a r i â n c i a s a s e r e m c o m p a r a d a s f o r o 

m e s m o , e m v e z de usar o c r i t é r i o a p r o x i m a d o de B a r t i e t t , ado ta -se o c r i t é r i o de C o c h r a n e . Baseia-se na 

lei de d i s t r i b u i ç ã o da re lação e n t r e o v a l o r da m a i o r v a r i â n c i a a c h a d a c o m a s o m a de t o d a s as va r i ânc ias . 

A s h i p ó t e s e s HQ e H.| são as m e s m a s d o caso a n t e r i o r 

s ' 
max 

' ^ - a x = - ¡ T 
S^ + s'2 + . , . + s ' . 

E x i s t e m tabe las de G ^ ^ ^ e os v a l o r e s são e n c o n t r a d o s para k, ( n — 1) g raus de l i be rdade o n d e k 

é o n ú m e r o de v a r i â n c i a s a s e r e m c o m p a r a d a s e n — 1 é o n ú m e r o de g raus de l i be rdade de cada 

v a r i â n c i a . S e o v a l o r de G ^ ^ ^ c a l c u l a d o f o r m a i o r q u e o de G ^ ^ ^ t a b e l a d o , n o n i v e l de s ign i f i cânc ia 

e s c o l h i d o , rejei ta-se a h i p ó t e s e da igua ldade das va r i ânc i as . 

E X E R C f C l O 25 

Deseja-se c o m p a r a r a p r e c i s ã o de 6 m é t o d o s para m e d i r u m a gr; in i le?; i F n r n m fe i tas 10 m e d i d a s 

c o m cada m é t o d o e f o r a m o b t i d o s os segu in tes va lo res pa ra os desv ios p a d i õ t ü . 

s , = 0 ,23 ; S j = 0 ,15 ; S3 = 0,12 ; s^ = 0,28 ; s ^ = 0,31 ; Sg = 0 ,25 

G = 
(0 ,31) = 

( 0 , 2 3 ) ' + ( 0 , 1 5 ) ' + (0 ,12)2 + ( 0 , 2 8 ) ' + ( 0 , 3 1 ) ' + ( 0 , 2 5 ) ' 

G = 0,294 

N a T a b e l a , p r o c u r a - s e o v a l o r de G ^ ^ ^ para k = 6 e n - 1 = 9 . Pa ra o n i v e l de s i gn i f i canc ia 

0 ,05 , o v a l o r t a b e l a d o é 0 ,368. 

C o m o G c a l c u l a d o é m e n o r q u e o G „ , , t a b e l a d o , acei ta-se a i gua ldade das v a r i â n c i a s . 
m a x 

I V . 5 . 4 — H o m o g e n e i d a d e d e R e s u l t a d o s 

E x i s t e m c r i t é r i os para r e c o n h e c e r r e s u l t a d o s a f e t a d o s de e r r o s ac iden ta i s q u e e s c a p a r a m à 

o b s e r v a ç ã o d o p e s q u i s a d o r , d u r a n t e a e x e c u ç ã o d o t r a b a l h o . O s c r i t é r i o s e s t a t í s t i c o s pa ra a e s t i m a t i v a 

desses e r r o s baseiam-se na d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l q u e a d m i t e a o c o r r ê n c i a desses e r r o s , m e s m o q u e a 

p r o b a b i l i d a d e seja m u i t o p e q u e n a . 

1? M é t o d o 

S e j a m os resu l t ados x ^ , x ^ , . . . x^^ e n t r e os qua is s u s p e i t a m o s de u m r e s u l t a d o x^ . Ca lcu la -se x 

e s^ c o m os n resu l tados e apl ica-se o c r i té i 10 r a x¡ de a c o r d o c o m a f ó r m u l a ; 
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l x ¡ - x l 

n 

O s v a l o r e s r. es tão su je i tos à d i s t r i b u i ç ã o r c o m f = n — 2 g r a u s de l i be rdade , p o r q u e e x i s t e m 

duas re l ações e n t r e os q u e são : 

S r , = 0 

E r ^ = n 

S e o v a l o r de r c a l c u l a d o para x , f o r m e n o r q u e o de r t a b e l a d o n o n f v e l de s i g n i f i c a n c i a 

p r é - e s t a b e l e c i d o , acei ta-se x . c o m o p e r t e n c e n t e à p o p u l a ç ã o . Pa ra v a l o r e s g randes de f , a d i s t r i b u i ç ã o r se 

a p r o x i m a m u i t o d a n o r m a l . P o r esse m o t i v o , u m v a l o r r. m a i o r q u e o r t a b e l a d o , q u a n d o n é g r a n d e , n ã o 

é s u f i c i e n t e para ace i t a r o u re je i ta r X j . O c r i t é r i o r s ó é v á l i d o p a r a a m e d i d a X j c o n s i d e r a d a . 

2? M é t o d o 

A p l i c a - s e aos v a l o r e s m á x i m o s e m f n i m o de u m a p o p u l a ç ã o . D e v e - s e c o n s i d e r a r : 

e r _ : . = ( I V . 4 0 ) 
' m a x I 7 m i n / - 1 

s„ 

A t a b e l a d e r ^^^ o u r^ . ^ s ó t e m v a l o r e s pa ra n = 2 5 , i s to é , pa ra u m n ú m e r o de g raus da 

l i be rdade f = n - 2 = 2 3 . 

A t é esse v a l o r de f , se r_ o u r_. c a l c u l a d o s f o r e m m a i o r e s q u e os t a b e l a d o s , deve-se re j e i t a r 
m a x m m 

0 r e s u l t a d o . P a r a n > 25 , adota-se o c r i t é r i o de 3 a para v e r i f i c a r se os resu l t ados são h o m o g ê n e o s . 

E X E R C Í C I O 26 

T e m o s 15 r e s u l t a d o s de u m a m e d i d a . A m é d i a a c h a d a f o i x = 1,45 e ŝ ^ = 0 , 0 7 . Suspe i t a - se de 

u m r e s u l t a d o c u j o v a l o r é 1,28 e deseja-se saber se d e v e ser r e j e i t a d o n u m n f v e l de s i g n i f i c a n c i a d e 0 ,05 

1 1 , 2 8 - 1,45 1 0,17 
- = 2,51 

0 ,0676 

N a T a b e l a , para 13 g raus de l i be rdade e n f v e l de s ign i f i cânc ia 0 ,05, acha-se o v a l o r 

t a b e l a d o . 

•^min = 2 , 4 9 3 . O r e s u l t a d o 1,28 d e v e ser r e j e i t a d o , p o r q u e o v a l o r de r ^ . ^ e x p e r i m e n t a l é m a i o r q u e o 

O b s e r v a ç ã o 

P o d e a c o n t e c e r q u e do is resu l t ados se jam suspe i tos po r s e r e m m u i t o a l tos o u m u i t o b a i x o s . 
S u p o n h a m o s q u e t e m o s do is resu l t ados a p a r e n t e m e n t e a l tos . Re je i ta -se a r b r i t a r i a m e n t e o ma i s a l t o . 
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calcula-se a m é d i a e o d e s v i o p a d r ã o c o m os n — 1 resu l tados restantes e testa-se o v a l o r e m q u e s t ã o . S e 

f o r r e j e i t a d o , c o m m a i o r r a z ã o deve-se re je i ta r o p r i m e i r o . Se f o r a c e i t o , testa-se o q u e t i n h a s ido 

r e j e i t a d o a r b i t r a r i a m e n t e , neste caso c o m os n r esu l t ados . A T a b e l a t e m v a l o r e s pa ra n = 3 a té n = 2 5 , 

p o r q u e para n m a i o r q u e 25 , a ace i tação o u re j e i ção de u m resu l t ado n ã o a l te ra a p r e c i a v e l m e n t e a m é d i a 

e o d e s v i o p a d r ã o . 

I V . 5 . 5 - I n t e r v a l o d e C o n f i a n ç a pa ra u m R e s u l t a d o x ^ ^ , 

S e t e m o s n r e s u l t a d o s X j e q u e r e m o s saber d a n t r o de q u e i n t e r v a l o daye -sa espera r u m r s s u l t a d o 

x ^ . ^ . | , ca lcula-se x e s^ dos n r e s u l t a d o s . U m r e s u l t a d o x ^ ^ ^ deve estar n u m i n t a r v a l o d e f i n i d o p o r ; 

^ + 1 = « * 

n + 1 
( ) V . 4 1 ) 

o n d e o t t e m ( n — 1) g r a u s de l i be rdade e m 'vs l de c o n f i a n ç a dese jado . 

E X E R C Í C I O 27 

U m a sér ie de 10 resu l t ados d e j c o m o m é d i a 7,70 s o d e s v i o p a d r ã o f o i 0 ,32 . D e n t r o ds q u e 

i n t e r v a l o deve-se espera r u m r e s u l t a d o ad ic iona l? 

X , , = 7,70 ± 2,26 X 0. 

x . , ^ = 7,70 ± 0,76 

I V . 6 — D e s i g u a l d a d e d e T s c h e b y s c h e f f 

À s vezes é di fCci l es tabe lecer qua l a lei de d i s t r i b u i ç ã o a q u e o t>edecem os r e s u l t a d o s 

e x p e r i m e n t a i s q u e f o r m a m u m c o n j u n t o . T s c h e b y s c h e f f d e m o n s t r o u q u e o d e s v i o p a d r ã o a é uma 

m e d i d a de d i spe rsão da v a r i á v e l a lea tó r i a , i n d a p e n d a n t e m e n t e d o tipo da d i s t r i b u i ç ã o . 

A f ó r m u l a da v a r i â n c i a de u m a va r i áve l a lea tó r i a c o n t í n u a p o d e ser r e p r e s e n t a d a da s e g u i n í a 

m a n e i r a ; 

7^ = ( X - A i ) - f ' ' * ' d x + r ( x - A l ) ' f ( x ) d x + / " ( x - , u ) ' f í x ) d x 

A i - k 1^*^ 

( I V . 4 2 ) 

c o n f o r m e a F i g u r a 4.5. 

S e n ã o c o n s i d e r a r m o s a segunda in tegra l v a m o s ta r ; 

o ' > / (x - A i ) ' f ( x ) d x -t- / " (x - A O ' f ( x ) d x ( I V . 4 3 ) 
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F i g u r a 4 .5 - D i s t r i b u i ç l o c o n t í n u a q u a l q u a r . 

Q u a n d o x - iJ.± k a, o va io r da ( x - M ) ^ sa rá : 

( x - A i ) ' = k ' a ' ( 1 V . 4 4 ! 

C o m o ou i n t a r v a l o s ião-'^ ^ ^ - ka s u ^ ka - t o m o s ( x - j i ) ^ > '^^ o^ 

E n t ã o : 

( X - A i ) ' f i x ) d x > k ' a ' A ' ' ' ' f ( x ) d x | i V . 4 5 ) 

O m a s m o r e s u l t a d o é v á l i d o para a s e g u n d a i n í s g r a l d s ( I V . 4 3 ) . A s s i m t e m o s : 

o ' > k ' o M / ^° ^Màx + r f ( x ) d x 
( ¡V.46) 
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) ^-ka 
-—> f f ( x ) d x + / f ( x ) d x ( I V . 4 7 ) 

O s e g u n d o t e r m o da des igua ldade ( i V . 4 7 ) é a área s o b a c u r v a f ( x ) n o s i n t a r v a l o s -«> - / i - k a 

a M + !<o — °°- A p r o b a b i l i d a d e de sa a s s u m i r u m v a l o r f o r a d o i n t a r v a l o ¡i — ka — n + ka será a n í ã o ; 

1 
P( l x - / i I > kc; ) < — 

k ' 

e < I V . 4 3 ) 

P( I x - M I < k o ) > 1 -

I s t o p r o v a q u a a meda a d i spe rsão da v a r i á v e l a l ea tó r i a q u a l q u e r q u s seja o t i p o ca d i s t r i b u i ç ã o 

d e s d e q u e t a n h a m é d i a e va r i ânc ia . 

P o r e x e m p l o , para k = 2 

P( l x - A i 1 2» 2 0 ) < 0 ,25 

N o c a s o da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , esta p r o b a b i l i d a d e á 0 ,05. 

Pa ra a m é d i a de u m a va r i áve l a l ea tó r i a , t e m o s : 

ka 1 
P( I x - p I > ) < — 

y ^ k ' 

( i V . 4 9 ) 

F a z e n d o : 

k a 

7^ = d 

t e m o s : 

n d ' 

( I V . 50) 

E X E R C f C Í O 28 

A c h a r o n ú m e r o da resu l t ados necessár ios pa ra q u e a d i f e r e n ç a e n t r a a m é d i a x da p o p u l a ç ã o e 

a m é d i a v e r d a d e i r a /i n ã o saja m a i o r q u e 0,5 a c o m u m a p r o b a b i l i d a d e de 0 ,95 . T e m o s q u e : d = 0 ,5 . 

E n t ã o : 
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Pelas c o n d i ç õ e s i m p o s t a s deve -se t e r : 

J L g ' 1 

k ' { 0 , 5 a ) ' n 0 ,25 n 

1 
= 0 ,05 

0,25 n 

1 
n = = 8 0 

0,25 X 0 ,05 

N o caso da d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , acha-se n = 16. 

I V . 7 - M é d i a E s t a t i s t i c a m e n t e P o n d e r a d a 

Q u a n d o t e m o s sér ies de m e d i d a s de u m a m e s m a a m o s t r a , o b t i d a s p o r m é t o d o s o u o p e r a d o r e s 

d i f e r e n t e s , os v a l o r e s da x e s . de c a d a c o n j u n t o p o d e m ser c o m b i n a d o s p a r a se o b t e r u m v a l o r x ma is 

r e p r e s e n t a t i v o de fi. 

S u p o n h a m o s e n t ã o q u e t e m o s n m é d i a s x , , )c_, . . . x „ c o m as r e s p e c t i v a s v a r i â n c i a s s i , s i , . 

S e os v a l o r e s de x s e g u e m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l , a e x p r e s s ã o : 

( X i - Í ) ' 

P = 1 e Í ' V . S D 

' s - v ^ 
" i 

dá a poss ib i l i dade de se o b t e r u m a m é d i a x , , q u a n d o o v a l o r ma i s p r o v á v e l á x . O s v a l o r e s x , são 

i n d e p e n d e n t e s e e n t ã o a p r o b a b i l i d a d e de se e n c o n t r a r os v a l o r e s x , , x ^ . . . x ^ é o p r o d u t o das 

p r o b a b i l i d a d e s 

( 5 f , - X ) ' ( X j - x ) ' 

1 1 1 2 s L 

p = l e ^ . - e 2 ] e " n (iv.52) 
s - v / l J T s - y/W s - y/lñ 

» 1 '<2 

P a r a q u e a p r o b a b i l i d a d e P possa sar m á x i m a , a s o m a d o s e x p o e n t e s d e v e ser m C n i m a o u : 

< x , - X ) ' ( J r ^ - x ) ' 

2 s L 2 s L 2 s?-
•«1 "a 

d e v e p r e e n c h e r as c o n d i ç õ e s : 
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d O d ' Q 
— = O e - — > o 
d x d x ' 

d Q ^ (s-, - x ) ( x 2 - i í) (5r̂  - x ) 

P e r a q u e ( I V . 5 4 ) seja Igual a z e r o d e v e m o s t e r : 

_ 1 1 1 
— ) 

« 2 1 
— ) — + -— 

+ 

ou 

n 

n 
V 

( I V . 5 4 ) 

X = ( I V . 5 5 ) 

i = i s L 
" i 

d ^ Q 
A c o n d i ç ã o _ > O é ó b v i a , se d e r i v a r m o s a e x p r e s s ã o ( I V . 5 4 ) . A e x p r e s s ã o ( I V . 5 5 ) é 

s e m e l h a n t e a u m a m é d i a p o n d e r a d a e o v a l o r ma is p r o v á v e l de x é a m é d i a p o n d e r a d a dos X | cu jos pesos 

são os i n v e r s o s das respec t i vas va r iânc ias . 

i V . 7 . 1 — D e s v i o P a d r ã o d a M á d i a P o n d e r a d a 

F a z e n d o : 

c! -• X . • X 

a e x p r e s s ã o I ^ ^\ ^ 

{ I V . 5 6 ) 
2 1 / s ; 

i 

é o d e s v i o p a d r ã o e x p e r i m e n t a l da m é d i a p o n d e r a d a . D i f e r e n c i a n d o a e x p r e s s ã o ( I V . 5 5 ) chega-se b u m a 

f ó r m u l a s e m e l h a n t e a s;il)<tr-

1 ^ x , 1 '^x , T 3x , 

4 = ( — )^ j i + ( — )^ s - + . . . + ( — ? a s , "1 O x j " 2 a x ; 
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= ( 
s 1 / s i 

+ { 

1 /sL 
2 

) s i 
2 1/sL '<2 

+ ( 4 

2 1/s 

(S 1/sl f 2 1/si 

1 
S:= = ( I V . 5 7 ) 

1/4 

E s t e é o d e s v i o p a d r ã o t e ó r i c o da m é d i a p o n d e r a d a . Se as p r e c i s õ e s dos v á r i o s x , f o r a m t o d a s d a 

m e s m a o r d e m de g r a n d e z a e n ã o h o u v e r e r r o s i s t emá t i co , a r e l ação e n t r e s ^ e x p e r i m e n t a l e s= t e ó r i c o 

d e v e ser ~ 1. 

N a p r á t i c a , pode-se espera r v a l o r e s e n t r a 0,5 a 2. S e a r e l a ç ã o f o r m u i t o m a i o r q u a 2 , o 

c o n j u n t o das m é d i a s está a f e t a d o de u m e r r o s i s temá t i co . Nes te c a s o , deve -se e x a m i n a r os v a l o r e s x . a 

re je i ta r aque les q u e f o r e m d i s c o r d a n t e s . S e após a re je i ção , o n o v o c á l c u l o l e v a r a u m q u o c i e n t a c u j o 

v a l o r es t i ve r n o i n t e r v a l o 0,5 - 2 , pode -se ace i ta r a m é d i a p o n d e r a d a c o m o o v a l o r ma i s p r o v á v e l . 

I 
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F o r a m usados sais m é t o d o s n a m e d i d a de u m a g r a n d e z a e f o r a m o b t i d o s os r e s u l t a d o s d a 

T a b e l a ( I V . 5 ) . 

T a b e l a IV.5 

R e s u l t a d o s d e u m a Med ida p o r 6 M é t o d o s D i f e r e n t e s 

M é t o d o Méd ia ( X | ) D e s v i o P a d r ã o s -
"1 

1 30,1 1,2 

2 29,7 0,9 

3 30,3 1,1 

4 28,9 1,0 

5 29,5 0,8 

6 29,4 0,6 

,1 , 29,7 , 30,3 , , 2 8 , 9 . , 29 ,5 . 29 ,4 

0,9 1,1 1,0 0,8 0,6 

1,2 0,9 • 1,1 1.0 0,8 0,6 

X = 29 ,56 



s _ 
" ^ t e ó r i c o 

S _ 

e x p 

= 0 ,3515 y ( 1 - ) ' M — ) ^ + 

1,2 0,9 1,1 1,0 

1 , 
)̂  + 

0,8 0 ,6 

/ 0,54 , 0,14 , 

( ) ' + ( ) ' + 
1,2 0,9 

0,74 , 

1,1 

0,66 , 

( ) ' + 
1,0 

0,8 

0,18 , 
+ ( — P 

0,6 • 1,091602 

( — ) 2 + { — ) ' + 
1,2 0,9 1,1 

; — ) ' + ( 
1,0 

' 
0,8 0,6 

2 , 0 4 4 9 5 0 

s = = 0 ,3837 

axp 

S -
= 1,09 

A n e l t a - s e e n t ã o x - 29,56 c o m o o v a l o r mais r e p r e ^ n t a t i v o da m e d i a . 

C A P I Y U L O V 

D I S T R I B U I Ç Ã O D E P O I S S O N 

M u i t o s r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a i s são o b t i d o s p-or m e i o de m e d i d a s de q u a n t i d a d e s d i sc re tas . É o 

caso , p o r e x e m p l o , da r a d i o a t i v i d a d e e m análises r a d i o q u í m i c a s , m e d i d a s da ra ios x , e s p e c t r o s c o p i a ó t i c a , 

e tc . 

O s resu l t ados de análL^es sem i -quan t i t a t i vas são s e m p r e s e q ü ê n c i a s de v a l o r e s d i s c r e t o s 

i n d e p e n d e n t e m e n t e d o m é t o d o u s a d o . E m todos esses casos , os r e s u l t a d o s s e g u e m a d i s í r i b u i ç ã o de 

P o i s s o n . 

U m a v a r i á v e l a l ea tó r i a x ( v a l o r e s d i sc re tos : x = O, 1, 2 , 3 . . . ) segue a d i s t r i b u i ç ã o ds P o i s s o n ss 

a p r o b a b i l i d a d e de dar o v a l o r x é d e f i n i d a p o r : 

P ^ ( x ) = i V . 1 ) 

» = O xl 
= 1 Í V . 2 ) 

para q u a l q u e r v a l o r de /.¡. 

A d i s t r i b u i ç ã o de P o i s s o n só t e m u m p a r â m e t r o q u e é a m é d i a , p o r q u e ¡j. - e sa c a r a c t e r i z a 

p e l o s e g u i n t e : se n u m i n t e r v a l o T , ( u n i d a d e de med ida ) a va r i áve l a l e a t ó r i a a s s u m a u m v a l o r N , n u m 

i n t e r v a l o t, a v a r i á v e l a lea tó r ia va i assumi r u m va lo r n protX)rcional a t. E n t ã o a média do u m a 

d i s t r i b u i ç ã o da P o i s s o n p o d e ser r e p r e s e n t a d a po r p kt ondu 



7 8 

N 
k = — 

T 
I V . 3 ) 

i s t o 6, k é o v a l o r da v a r i á v e l a l ea tó r i a p o r u n i d a d e de m e d i d a . A lei de P o i s s o n p o d e ser e n t ã o 

r e p r e s e n t a d a p o r : 

{kx)" e 

^ x ! 

X - k t 

( V . 4 ) 

o n d e t p o d e r e p r e s e n t a r i n t e r v a l o s de t e m p o iguais e m q u e são fe i tas as m e d i d a s , s e q ü ê n c i a s de i n t a r v a l o s 

de igua l c o m p r i m e n t o , área o u v o l u m e e m q u e a v a r i á v e l a l ea tó r i a o c o r r a , e t c . 

V .1 - A p r o x i m a ç ã o da D i s t r i b u i ç ã o d e P o i s s o n d a D i s t r i b u i ç ã o N o r m a l 

Pa ra f i ns p r á t i c o s , a d i s t r i b u i ç ã o d e P o i s s o n segue r a z o a v e l m e n t e b e m a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l 

p a r t i r do ; Í = 9, c o m o se p o d e v e r pe la F i g u r a V . 1 . Pa ra x = 0 t e m o s : 

PA(0) = 
9" e - ' 

01 
= 0,000123 

Os o u t r o s v a l o r e s de P ( x ) e s t ã o na T a b e l a V . 1 . 

A poss ib i l i dade do s u b s t i t u i r a d i s t r i b u i ç ã o de P o i s s o n pe la N o r m a l f ac i l i t a m u i t o o c á l c u l o 

e s t a t í s t i c o . 

PlX) 

0.12 

O J 0 8 

aC4 

I 

F i g u r a 5.1 - D i s t r i b u i ç ã o de P o i s s o n ( j i = 9 ) . 



T a b s i a V . 1 

V a l o r e s d e P ( x ) q u a n d o {x = Q 

p (1 ) = 0,001111 P { 1 2 ) 0 , 0 7 2 7 6 5 

P ( 2 ) = 0 ,004998 P ( 1 3 ) 0 ,050376 

P (3 ) = . 0 ,014994 P ( 1 4 ) 0 , 0 3 2 3 8 4 

P (4 ) = 0 ,033737 P ( 1 5 ) 0 ,019431 

P (5 ) - 0 ,060727 P { 1 6 ) = 0 , 0 1 0 9 3 0 

P (6 ) = 0 , 0 9 1 0 9 0 P ( 1 7 ) 0 , 0 0 5 7 8 6 

P ( 7 ) = 0 , 1 1 7 1 1 6 P ( 1 8 ) 0 , 0 0 2 8 9 3 

P (8 ) 0 , 1 3 1 7 5 5 P ( 1 9 ) 0 , 0 0 1 3 7 0 

P (9 ) = 0 , 1 3 1 7 5 6 P ( 2 0 ) = 0 , 0 0 0 6 1 7 

P ( 1 0 ) = 0 , 1 1 8 5 8 0 P ( 2 1 ) 0 , 0 0 0 2 6 4 

P ( 1 1 ) = 0,CB7020 P ( 2 2 ) = 0 ,000108 

E X E R C Í C I O 30 

A c h a r a p r o b a b i l i d a d e de x ca i r n o i n t a r v a l o l i m i t a d o p o r = 8 e = 2 2 , q u a n d o a m é d i a é 

í u = 1 6 . 

C o m o a d i s t r i b u i ç ã o n ã o é c o n t í n u a , i s to é , t e m o s áreas l im i t adas p o r r e t â n g u l o s , p o d e m o s f a z e r 

u rna a p r o x i m a ç ã o c o m a c u r v a i n t r o d u z i n d o u m a c o r r e ç ã o q u e c o n s i s t e e m s u b s t i t u i r os l im i tes x , e x ^ 

pe los l im i tes de i n t e g r a ç ã o — 1/2 e x ^ + 1/2 

( x - M ) ' 

P ( x , < x < x , ) = Z ^ PJx) S 
1 -

s e d x 

(X2 + I / 2 - A Í ) ( x , - 1 / 2 - M ) 

: 0 

Para jc, = 8 e x ^ = 22í ;om M = 16 t e m o s : 

2 2 + 1 / 2 - 1 6 6 , 0 
u , = = = 1,625 

^ 16 4 

8 - 1 / 2 - 1 6 8 ,5 
u , = = = 2 ,125 

^ 16 4 

Pala d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l acha-se q u e p a r a : 

= 1,625 P ( x < 22) = 0 ,9479 
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u , = 2,125 P ( x < 8) = 0 ,0168 

P Í 8 < X < 2 2 ) = 0 ,9479 - 0 ,0168 = 0,9311 

A par t i r da f ó r m u l a de P o i s s o n t e m o s : 

P ( x < 22) = P , g ( 0 ) + P ^ e d ) +. . . + P i g i ^ S ) = 0 ,9454 

P ( x < 8) = P , g ( 0 ) + P , 5 ( 1 ) + . . . + P i 6 < 7) = 0 ,0218 

P(8 < X < 22) = 0 ,9454 - 0 ,0218 = 0 ,9236 

o que p rova que a a p r o x i m a ç ã o pela N o r m a l é sa t i s fa tó r ia . 

Para c m o s t i pos da cá l cu los , c o m o e m par t i cu la r a c o m p a r a ç ã o de vár ias méd ias pela aná l ise de 

var iânc ia , o dasv io p a d r ã o n ã o p o d e ser u m a f u n ç ã o da m é d i a , c o m o j á f o i v i s t o n o c a p í t u l o a n t e r i o r . N o 

caso da d i - ; r : ; b L : i ç ã o da P o i s s o n , t e m o s a d e p e n d ê n c i a : a^=y/x. N e s t e c a s o , deve-se usar u m a f u n ç ã o de 

t r a n s f o r m a ç ã o 

y = g ( x ) = c / 
d x 

f ( x ) -
( V . 5 ) 

C o m o a = f ( x ) = \/~k , t e m o s q u e ; 

g ( x ) = c / 
d x 

( V . 6 ) 

y = g í x ) = 2 \ ^ (a m e n o s d a c o n s t a n t e C ) 

Sa 2 v a r i á v e l a l ea tó r i a x se d i s t r i b u i n o r m a l m e n t e c o m m á d i a /a e v a r i â n c i a o ' - fx, a r i ova 

v a r i á v » ! y = 2 y*^ t a m b é m se d i s t r i bu i n o r m a l m e n t e c o m m é d i a 2 s/Ji e v a r i â n c i a o ' = 1 , p o r q u e 

a ^ , ^ , . , ( x ) g ' ( x ) = _ = 1 ( V . 8 ) 

C o m esta t r a n s f o r m a ç ã o , poda-se esc reve r u m a o u t r a e q u a ç ã o a p r o x i m a d a para a o c o r r ê n c i a d a 

va r iáve l x n o i n t e r v a i o x . < x 

P ( x ^ < X < X J ) = 0 { 2 > / Í ~ M 7 2 - 2 V A ' ) - 0(2 V x , - 1 / 2 - V 2 / 1 ) ( V . 9 ) 

S u b s t i t u i n d o x ^ , x ^ e p pelos va lo res n u m é r i c o s d o e x e r c í c i o t e m o s : 



= 2 K / 2 2 + 1 / 2 - ^ / l 6 ' ) = 1,487 

u , = 2 ( V 8 - 1 / 2 - V l 6 " = 2 ,523 

81 

P(x < 1,487) = 0 ,9312 

P(x < -2,523) = 0,0058 

Ap l i cando a distr ibuição Normal à nova variável acha-se que: 

i'(8 < X < 22) = 0,9312 - 0,0058 = 0,S2õ'> 

que também é uma boa aprox imação ds 0,9236 achado pela distr ibuição de Poií.ior,, 

V . 2 — L i m i t a i d a C o n f i a n ç a p a r a a 'íAmla 

A distr ibuição de Poi ison só t sm vaícra.í discretos, e, pyra uma distr ibuição d iscrs ía, existe a 
relação 

P(;< > + 1 ) = 1 - P(x < k J 

con fo rme 3 representação gráfica da F igu ia 5.2. 

Figura 5.2 - R . 9 p r a s . ' í n t 3 ç S u da P í x > st̂  + 1). 
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E n t ã o os l im i tes d e c o n f i a n ç a e X j para a m é d i a / i p o d e m ser o b t i d o s pelas segu in tes 

e x p r e s s õ e s . 

U p ^ 2 = 2 ( V x ' + 1 -

{ V . 1 0 ) 

l - p / 2 = 2 > / 7 ' - xTkT^) 

o n d e : x ' = k x 

s e n d o k o n ú m e r o de un idades de m e d i d a c o n s i d e r a d o e U p ^ j ^ " i - p / 2 °^ v a l o r e s d a d i s t r i b u i ç ã o 

n o r m a l . 

E X E R C Í C I O 31 

N u m a c o n t a g e m de " b a c k g r o u n d " f o r a m ob t i das 8 0 c o n t a g e n s e m 2 0 m i n u t o s , is to é A¡ = 4 c p m . 

C a l c u l a r os l im i tes d e c o n f i a n ç a para a m é d i a n u m n í v e l de c o n f i a n ç a d e 0 ,95 . 

(1) 

(2) 

2 (V 80 + 1 - sA2Õ71) = 1,96 

2 ( V 8 0 - \ / 2 Õ x 7 ) = 1,96 

D e (1) : - 2 0 x 2 " " " " ^ ' ^ ^ 

D e (2) : - 2 0 x , = 0,98 - 8,94 = 7,96 

.-. X j = 4 ,98 

. . X , = 3,16 

T e m o s ass im q u e , n u m n f v e l de c o n f i a n ç a de 0 ,95 , o i n t e r v a l o d e c o n f i a n ç a para ^ é: 

3,16 — 4 ,98 . O i n t e r v a l o não é s i m é t r i c o . 

E X E R C Í C I O 32 

S u p o n h a m o s agora q u e u m a a m o s t r a r a d i o a t i v a d e u 10000 c o n t a g e n s e m 10 m i n u t o s , is to é, 

^ = 1000 c p m . O i n t e r v a l o de c o n f i a n ç a para a m é d i a , n u m n í v e l de c o n f i a n ç a d e 0,95 s e r á : 

2 (V 1 0 0 0 0 + 1 - s/lÕx^) = - 1 , 9 5 

2{s/ 10000 - \ílÕx^) = 1,96 

R e s o l v e n d o essas e q u a ç õ e s para x , e o b t e m o s o i n t e r v a l o 

980 — 1020. N e s t e caso e x i s t e s i m e t r i a , p o r q u e a m é d i a é s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e . 

V . 3 - IH ipótase d a i gua ldade d e D u a s Méd ias 

S u p o n h a m o s duas m é d i a s : x , o b t i d a po r n , d e t e r m i n a ç õ e s e X j o b t i d a p o r n ^ d e t e r m i n a ç õ e s e 

seja x^ < x ^ n u m e r i c a m e n t e . 
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Para c o m p a r a r as duas médias , calcula-se a m é d i a gera l x f a z e n d o : 

n , X , + n j X 2 
( V . 1 1 ) 

C a l c u l a m - s e os v a l o r e s c o r r e s p o n d e n t e s d a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l : 

AJ, = 2 ( V n , X , + 1 - y/l^A • 
( V , 1 2 ) 

11^ = 2 ( V n^ - V n j X ) 

A d i f e r e n ç a U j — se d is t r ibu i a p r o x i m a d a m e n t e c o m o a d i f e r e n ç a d e duas va r i áve i s q u s se 

d i s t r i b u e m s e g u n d o a N o r m a l . Deve-se e n t ã o c o n s i d e r a r q u e as duas m é d i a s d i f e r e m e n t r e si n u m n f v e l 

d a c o n f i a n ç a 0,05 o u 0,01 se — fo r m a i o r q u e : 

1,96 V ^ " = 2,77 (n ívGl 0 ,05) 

2,58 v ^ = 3,64 ( n f v e l 0 ,01) 

E X E R C I C S O 3 3 

F o r a m t i radas d u a s a l í q u o t a s de u m a so lução r a d i o a t i v a e c o l o c a d a s e m t u b o s d e c o n t a g e m . A 

p r i m e i r a a l í q u o t a f o i de 0,2 m i l i l i t r os , a c o n t a g e m f o i de 50 m i n u t o s e d e u u m t o t a l d e 5210 c o n t a g e n s . 

A segunda a l í q u o t a f o i de 0,5 m i l i l i t r os , a c o n t a g e m f o i de 20 m i n u t o s e d e u 5 1 4 2 c o n t a g e n s . V e r i f i c a r 

se a p ipe ta de 0,2 m i l i l i t r o s está ce r ta , sabendo-se q u e a de 0,5 m i l i l i t r o s f o i a f e r i d a . 

Nes te caso , c o m o os t e m p o s de c o n t a g e m e v o l u m e s usados se c o m p e n s a m , pode-se usar c o m o 

m é d i a x , a m é d i a das dna^ ronf.iofn'í 

H i p ó t e s e s : Ml = '-'2 

_ 5210 + 5142 
= 5176 

U j = 2 ( V 5 2 1 0 - V ^ 5 Í 7 6 ) = 0 ,472 

u , = 2 ( V 5142 + 1 - V 5 Ï 7 6 ) = - 0 , 4 5 9 

U j - u , = 0 , 9 3 ! 

C o m o 0,931 < 2,77, aceita-se a igua ldade das c o n t a g e n s n u m n í v e l de c o n f i a n ç a de 0,95 e 

p o r t a n t o a p ipe ta d e 0,2 m i l i l i t r os está ce r ta . 
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x' =1 

o' 
( V . 1 4 ) 

o n d e se s u b s t i t u i o ' ^ p o r x q u e é e s t i m a t i v a de ^ e t e m o s : 

E X E R C Í C I O 3 4 

Suspe i t a - se q u e u m c e r t o m i n e r a l seja r a d i o a t i v o . F o i f e i t a u m a c o n t a g e m d o " b a c k g r o u r x J " 

d u r a n t e 200 m i n u t o s o b t e n d o - s e u m t o t a l de 11280 c o n t a g e n s . E m segu ida f o i f e i t a u m a c o n t a g e m d e 

u m a massa m d o m i n é r i o d u r a n t e 150 m i n u t o s c o m u m r e s u l t a d o d e 9 4 8 0 c o n t a g e n s . V e r i f i c a r , n u m 

ni 'vel d e c o n f i a n ç a d e 0 ,95 , se o m i n e r a l é r a d i o a t i v o . 

H i p ó t e s e s : = ^ 

Ml ^ 

11280 + 9480 
X = = 59 ,314 

150 + 200 

U2 = 2 ( v ' 9 4 8 0 - V 150 X 5 9 , 3 1 4 ) = 6 ,082 

u ^ = 2 ( V 11280-1- 1 - s/lOOx 5 9 , 3 1 4 ) = 5,409 

- u , = 11,491 

C o m o { u 2 — u , ) > 3 ,64 , re je i ta -se H ^ m e s m o n u m n í v e l d e c o n f i a n ç a de 0 ,01 . Pode -se e n t ã o 

a f i r m a r q u e o m i n é r i o é r a d i o a t i v o . 

V . 4 - M é t o d o p a r a V e r i f i c a r se u m C o n j u n t o de M e d i d a s se D i s t r i b u i S e g u n d o P o i s s o n 

N a anál ise es ta t í s t i ca d e r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a i s , é p r e c i s o às v e z e s v e r i f i c a r se esses r e s u l t a d o s , 

pelas suas f r e q ü ê n c i a s , o b e d e c e m à d i s t r i b u i ç ã o de P o i s s o n , c o n f o r m e se espe ra t e o r i c a m e n t e . Pa ra esta 

v e r i f i c a ç ã o , ado ta -se o c r i t é r i o d o já v i s t o para a d i s t r i b u i ç ã o N o r m a l : 

X ' = S ( V . 1 3 ) 
i = 1 

o n d e 03 t'. são as f r e q ü ê n c i a s e x p e r i m e n t a i s e i'j são as f r e q ü ê n c i a s t e ó r i c a s ca l cu ladas pe la f ó r m u l a ( V . 1 ) . 

C o m o n ã o se c o n h e c e a m é d i a v e r d a d e i r a M . usa-se sua e s t i m a t i v a x . 

A d i s t r i b u i ç ã o d o s o m a t ó r i o d e ( V . 1 3 ) é a p r o x i m a d a m e n t e a de u m x^ c o m f = k - m - 1 g r a u s 

de l i b e r d a d e . N e s t e c a s o , m = 1, p o r q u e só o p a r â m e t r o M — x d e v e ser d e f i n i d o para o c á l c u l o das 

f r e q ü ê n c i a s t eó r i cas . 

Q u a n d o o n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s f o r m e n o r q u e 50 , n ã o se p o d e usar a f ó r m u l a ( V . 1 3 ) . N e s t e 

caso , usa-se 
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x ' n ( x r ^ ^ 
s — = — ( V . 1 5 ) 

n - 1 1 ( n - 1)5< X 

N e s t a f ó r m u l a , os X j são os va lo res o b s e r v a d o s da va r i áve l x . 

Se a re lação ( s ' / x ) > 1, ve r i f i ca -sa q u a l a p r o b a b i l i d a d e 

S e ( s ' / x ) < 1, p r o c u r a - s e a p r o b a b i l i d a d e 

3 

O s v a l o r e s são e n c o n t r a d o s e m T a b e l a s q u e d ã o a p r o b a b i l i d a d e e m f u n ç ã o d o s g raus de 

l i t?erdade. Q u a n d o as p r o b a b i l i d a d e s achadas c o r r e s p o n d e m a u m ni 've l de s i g n i f i c â n c i a m e n o r d o q u e 

0 ,01 , deve -se a d m i t i r a e x i s t ê n c i a de u m a d i v e r g ê n c i a e n t r e o c o n j u n t o e x a m i n a d o e a d i s í r i b u i ç ã o de 

P o i s s o n . O s v a l o r e s da d i s t r i b u i ç ã o de x ' / f p o d e m ser e n c o n t r a d o s n o " S t a t i s t i c a l T a b l e s a n d F o r m u l a s " 

- A . H a l d - ( 1952 ) o n d e se a c h a m v a l o r e s atá f = 1000. 

A r e l a ç ã o ( V . 1 5 ) p o d e ser usada t a m b é m para v a l o r e s p e q u e n o s de M , is to é , (1 < x < 5 ; 

Q u a n d o M é da o r d e m de 1, o n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s d e v e ser m a i o r q u e 15. 

E X E R O ' C i O 35 

Para tes ta r o f u n c i o n a m e n t o d e u m a p a r e l h o para c o n t a g e m de b a i x a a t i v i d a d e , f o r a m fe i tas 200 

c o n t a g e n s d e u m a a m o s t r a , c a d a u m a de 10 m i n u t o s e f o r a m o b t i d o s os r e s u l t a d o s q u e sa e n c o n t r a m na 

T a b e l a c o m as respec t i vas f r e q ü ê n c i a s e x p e r i m e n t a i s v e t eó r i cas v'. 

A m á d i a x das c o n t a g e n s f o i : 7,41 

A s f r e q ü ê n c i a s t e ó r i c a s f o r a m ca lcu ladas pela f ó r m u l a ( V . 1 ) , u s a n d o 7,41 c o m o e s t i m a t i v a de / i -

Po r e x e m p l o , a f r e q ü ê n c i a t e ó r i c a para o va lo r 5 q u a n d o a rnéd ia é 7,41 é: 

2 0 0 x 7,41 5 -7 4 , 
= e ' = 22 ,53 

^ 51 

E n c o n t r a m o s n a T a b e l a q u e p ( x ' > 24,3) = 0,002. 

O r e s u l t a d o a c h a d o para x ^ c o r r e s p o n d e e n t ã o a u m a p r o b a b i l i d a d e d e ~ 0 , 0 0 2 o q u e nos leva 

a c o n c l u i r q u a o a p a r e l h o e m q u e s t ã o d e v e ter a l g u m d e f e i t o . 

E X E R C Í C I O 36 

O m e s m o a p a r e l h o f o i t e s t a d o c o m o u t r a a m o s t r a d a q u a l f o r a m fe i tas 29 c o n t a g e n s d e 20 

m i n u t o s e c u j o s r esu l t ados são os da T a b e l a V . 3 . A méd ia dos resu l t ados fo i 12,27. 
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T a b e l a V . 2 

R e s u l t a d o s d e 2 0 0 C o n t a g e n s d e u m a A m o s t r a c o m A t i v i d a d e B a i x a 

R e s u l t a d o s F r e q ü ê n c i a s 

da C o n t a g e m V v' 
v-v' p' 

0 0 0,12 

1 2 0,90 

2 1 3,32 4 ,55 1,65 

3 5 8,21 

4 10 15,20 5,20 1.78 

5 18 22,53 4 ,53 0.91 

6 25 27,83 2 ,83 0 ,29 

7 40 29,46 10,54 3 .77 

8 4 2 27,28 14 ,72 7,94 

9 2 8 22,47 5,53 1,36 

10 14 16,65 2,65 0 ,42 

11 8 11,21 3.21 . 0 , 9 2 

12 4 6,92 

13 1 3,95 

14 1 2,09 

15 0 1,03 9.1 5 .14 

16 1 0,48 

17 0 0,21 

1S 0 0,09 

19 0 0 ,03 

20 0 0,01 

2 0 0 199,99 2 = 2 4 , 1 8 

T a b e l a V . 3 

R e s u l t a d o s d e 29 C o n t a g e n s de u m a A m o s t r a 

R e s u l t a d o s 

das C o n t a g e n s 

F r e q ü ê n c i a s 1 X| — X 1 

8 1 4 .27 

9 0 3,27 

10 4 2,27 

11 6 1,27 

12 7 0,27 

13 5 0 ,73 

14 1 1.73 

15 3 2 ,73 

16 1 3 ,73 

17 0 4 ,73 

18 1 5 ,73 
m 
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Z {x. - x ) ' = 123,2538 

123,2838 

28 2 8 x 12,27 
= 0,3588 

x'' = 10,05 

C o m o li < 1, deve-se acha r q u a l a p r o b a b i l i d a d e de X ' 2 8 m e n o r q u s 10,0& 

V a l o r e s t abe lados 

P{x\g > 13,6) = 0,99 

.-. Píx' jg < 13,6) = 0,01 

C o m o o valor achado ( x ' ^ . . ^ , = 10,05) é msnor que 13,5 temos que : 

P Í X % g < 10,05) < 0,01 

Este resultado conf i rma o do axsrc íc io anterior e concluímos que o contador é defe i tuoso. 

V.5 — Aval iação de Resultados Semi-Quant i tat ivos pela Distr ibuição de Poisson 

Ex is tem certos tipos de resultados que dependem das escalas do.í aparelhos usados nas medidas. 
P o r exemplo , os resultados semi-quaníitativos de análises espectroscópicas são representados, e m geral, 
po r números discretos, porque são obtidos po'- meio ds uma escala especialmente const ru ída para Bsse 
f i m . Se uma amostra com 0,01 % de um compongnts á analisada de acordo coir. uma escala que 
corresponde aos valores de 0,001, 0,003, 0,01, 0,03, 0,10 etc, 0.5 re.s^jlíados só podem ssr representados 
por esta série de números discretos. Poda-3-:-; di.?er que os re5uií.9dos sã'o qusnt izados pela escala de 
medidas. Quando a quan t i zaç io , provocada po r uma escala de medidas deste t ipo , é imposta a fatores 
su je i tos aos requisitos q u a obedecem ao T e o r s m a do ü m i t e Central d e . L iapunov , pode-se esperar a 
distribuição de Poisson. Os desvios são reorese.-itados po r i ü t i código sspèciai q u e co<isi,5ts ds uma séria 
de números inteiros posit ivos: O, 1, 2, 3 . . . 

Suponhamos que temos uma amostra com 0,01 % d 3 Uí 'anio e usamos uma escala de medidas 

p r o p o r c i o n a i s a 1, 3, 10, 30, etc . . . 

N u m a série de análises podemos obter: 0,01 % 0,03 % 0,f;X!3 % aíc, T-árísmos então q u s : 

•J) 0,01% seria codif icado como ;iero (não há dasvio); 
2) 0,03% o u 0,003^> ~ ssíe resultado -cai no p r ó x i m o intervalo (abaino e acima d o valor 

verdadeiro) e neste caso o código é 1; 
3) 0,1% o u 0,C01% - nests caso o códi.:;o é 2, etc. 

C o m o resultado, achamos uma série de núrrieros: O, O, 2, O, 1,0, 1, 3, O, O . . . 

Acha-se o valor médio desíss númsros achado.5 e sübsíitui-ja n;. fórmula da disír ibuição de 
Po i sson pa ra obter os valores teóricos das freqüências. 
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0,384^ O 384 

P ( 3 ) = e 146 = 0,94 

F r e q ü ê n c i a s 

R e s u l t a d o F r e q ü ê n c i a C h d i g o 

E x p e r i m e n t a l P o i s s o n 

0,01 9 2 0 92 99 ,44 0,557 

0,03 2 3 

1 4 9 38 ,18 3,060 

0,003 2 6 

0,10 2 

2 5 7 ,33 

0,001 3 

0 ,30 0 

3 0 0,94 1,350 

0 ,0003 0 

1,00 0 

4 0 0,09 

0,0001 0 

M s ' d i a ( a n d i i s f : ) 0,013% 146 145,9 4 ,973 

M i k l i a ( c ó d i g o ) 0,384 

P!0) -
0.3Í-14- 0 , 3 3 . . 
- • - e 146 

01 
= 99,44 

P d ) -
0 ,384 ' 0,38.1 

e 146 
11 

= 38 ,18 

P ( 2 ) = 
0.384^ 0 , 3 3 4 

e 146 
21 

= 7,33 

1 
* % 

31 

E X E R C Í C I O 37 

D e t e r m i n a ç ã o e s p e c t r o g r á f i c a d e t u n g s t é n i o n u m p a d r ã o c o m 0,01 % d e W p o r u m a p a r e l h o cu ja 

escala d e m e d i d a s é p r o p o r c i o n a l a 1, 3, 10, 3 0 , e t c . 

F o r a m o b t i d o s 146 resu l tados d i s t r i b u í d o s c o n f o r m e a T a b e l a V . 4 . 

T a b e l a V . 4 

R e s u l t a d o s de D e t e r m i n a ç ã o E s p e c t r o g r á f i c a de t u n ^ t á n i o 
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0 ,384" -o 384 
P(4 ) = - e • 146 = 0,09 

41 

Plxl > 4 ,973) 3£ 0,09 

O teste ind ica q u e os resu l t ados e x p e r i m e n t a i s o b e d e c e m à d i s t r i b u i ç ã o d c P o i s s o n (smo e ra 

e s p e r a d o o q u e p r o v a q u e o m é t o d o a n a l í t i c o a d o t a d o é c o n v e n i e n t e para a d 3 í i ; r m i r í 3 i ; J o ás p e i c 

m e n o s nessa c o n c e n t r a ç ã o . C o m o a m é d i a nes te caso fo i 0 ,384, n ã o hà p o s s í b i l i d a d s de usar s 

d i s t r i b u i ç ã o N o r m a l c o m o a p r o x i m a ç ã o . 

Deve-se no ta r q u e a d i s t r i b u i ç ã o o c o r r e s o m e n t e n a s í s c a i o e m q u s a m a n e i r a de c o d i f i c a r os 

e r ros é b e m d e f i n i d a . P o r e x e m p l o , ss os n ú m e r o s O, 1, 2 , 3, . . . f o r e m usados pa ra c o d i f i c a r os 

r e s u l t a d o s , b t o é, a t r i b u i r o n ú m e r o z e r o para u rn c e r t o i n t e r v a l o de rasul tado.s , o n ú n - i s m 1 para 

i n t e r v a l o s i m e d i a t a m e n t e s u p e r i o r e i n f e r i o r , e t c . v a m o s ter u m a s e q ü ê n c i a d s n ú m e r o s d i s c r e t e s , m s s 

q u e n ã o o b e d s c s m à d i s t r i b u i ç ã o de P o i s s o n . 

S u p o n h a m o s ago ra q u e u m a a m o s t r a c o n t e n d o C,2 ug de U foi ana l i sada p o r m a i o d s u m 

a p a r e l h o q u e t e m u m a escala q u e só dá os r e s u l t a d o s 0,4 e 0 ,01. N o s do i s casos o e r r o é d a 

a p r o x i m a d a m e n t e 1 0 0 % is to é : 

0,4 - 0,2 
19 caso : x 100 = 100% 

0,2 

0 , 2 - 0 , 0 1 
2 ? caso : x 100 = 96% 

0,2 

e p o d e r í a m o s esperar a o c o r r ê n c i a desses e r r o s c o m igual p r o b a b i l i d a d e . 

De a c o r d o c o m a m a n e i r a e x p o s t a pára c o d i f i c a r e r r o s , a escala d e v e r i a sar 0,4 - 0 ,2 - 0,1 — 

0,04 — 0,02 — 0,01, is to é, ao r e s u l t a d o 0,4 d e v e r i a ser a t r i b u í d o o c ó d i g o 1 s ao r a s u l í a d o 0,01 o 

c ó d i g o 4 8 a p r o b a b i l i d a d e de o c o r r ê n c i a desses d o i s e r roü d e v e r i a ssr e s s e n c i a l m e n t e d i f e r e n t e . N o 

primeiro caso, o r e s u l t a d o e o v a l o r real são da m a s m a o r d e m de g r a n d a z a , e n q u a n t o q u s n o s e g u n d o 

caso eles d i f e r e m de mais de u m a o r d e m de g r a n d e z a , o q u e n ã o p e r m i t e a d m i t i r q u a a m b o s t s n h a m a 

m a s m a p r o b a b i l i d a d e de o c o r r ê n c i a . 

C A P Í T U L O V 3 

C O M P A R A Ç Ã O D E V Á R I A S Î W É D J A S P E L A A N Á L I S E D A V A R i A ' N C S A 

E m t raba lhos e x p e r i m e n t a i s , m u i t a s v e z e s á d e in te resse a c o m p a r a ç ã o da r e s u l t a d o s o b t i d o s .oor 

vá r i os m é t o d o s . O p r o b l e m a ss r e s u m e na c o m p a r a ç ã o das mad ias o b t i d a s para v e r i f i c a r se p o d s m ssr 

c o n s i d e r a d a s es ta t i s t i camen te iguais n o n í v e l de s i gn i f i cânc i a d e s e j a d o . O t e s t â t só p e r m i t s a cc-rripsi-açao 

das méd ias duas a duas . Q u a n d o q u i s e r m o s c o m p a r a r 10 méd ias , p o r exsmplo, i'.3rno5 q u e f o r m a r 
1 0 x 9 
— - — = 45 pares d i s t i n t os para tes tes . Sa o n f v e l de s i gn i f i cânc ia a d o t s d o f o r 0 ,05 , deva -ss esperar q u s , 
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e m m é d i a , u m a e m cada v i n t e dec isões seja e r r a d a . Nes te caso , t e r í a m o s pela lei das p robab i l i dades duas 

respostas e r radas o q u e t o r n a r i a a ap l i cação d o tes te t, a l é m de t r a b a l h o s a , de r e s u l t a d o d u v i d o s o . 

A f i n a l i d a d e da anál ise da v a r i â n c i a é separar a va r i ânc ia e m duas o u mais par tes : u m a 

c o n s e q u e n t e da t é c n i c a e x p e r i m e n t a l a d o t a d a ( e r r o a lea tó r io d o m é t o d o ) e a o u t r a o u o u t r a s p r o d u z i d a s 

p o r u m o u mais f a t o r e s cu ja i n f l u ê n c i a se q u e r es tudar . Para ser poss í ve l a c o m p a r a ç ã o das méd ias pelas 

anál ise da v a r i â n c i a , é necessá r io q u e as va r iânc ias dos c o n j u n t o s se jam es ta t i s t i camen te iguais. O 

p r i m e i r o passo d e v e ser e n t ã o a v e r i f i c a ç ã o da igua ldade das va r iânc ias p o r u m dos m.étodcs v is tos n o 

C a p í t u l o I V . 

V I . 1 — D e t e r m i n a ç ã o d a V a r i â n c i a P r o d u z i d a p o r u m Ú n i c o F a t o r 

É f r e q ü e n t e , e m t r a b a l h o s e x p e r i m e n t a i s , o e s t u d o d o c o m p o r t a m e n t o de u m s is tama e m v á r i o s 

n í v e i s de t e m p e r a t u r a . N e s t a caso , n ã o são os resu l t ados de vá r ios m é t o d o s q u e serão c o m p a r a d o s , mas o 

m e s m o m é t o d o a p l i c a d o nas m e s m a s c o n d i ç õ e s , a não ser a va r iação d o f a t o r t e m p e r a t u r a . S u p o n h a m o s 

q u e se dese je e x a m i n a r m n í v e i s de t e m p e r a t u r a . D e v e m ser o b t i d o s n^ r esu l t ados n o n í v e l T , , 

, n resu l tados n o n í v e l T e os resu l t ados são tabe lados c o n f o r m e o 

m m 

T a b e l a V I . 1 

D i s p o s i ç ã o d o s R e s u l t a d o s E x p e r i m e n t a i s 

01^ 

resu l t ados n o n í v e l 

m o d e l o d a T a b e l a V I . 1 . 

D e t e r m i n a ç ã o 1 2 

N íveis 

m 

l a . 
« 2 1 — « 1 1 

. 
«ml 

2a. 
« 1 2 « 1 2 « m 2 

- i • 

•* * 

« l i 

« 2 n , 

A s méd ias parc ia is de cada c o l u n a s ã o ' 

( i = 1,2 m ) Í V I . I ) 

A m é d i a gera l de t o d o s os resu l t ados é : 

2. 2. X 
j = 1 1 = 1 

X = 
m 
S n. 
1 ' 

Z n ¡ x , 

m 
I n 
1 

Z n ¡ x . 

I V I . 2 ) 
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A s h ipó teses f o r m u l a d a s para este caso , d e v e m se r : 

HQ — T o d a s as a m o s t r a s p r o v e m de u m a m e s m a p o p u l a ç ã o n o r m a l 

N ( / j , C T ^ ) , is to é : = ^ 2 = • • • = = P 

— P e l o m e n o s u m a das méd ias / i | é d i f s r e n t a das d e m a i s 

Se a s e g u n d a a l t e r n a t i v a f o r c e r t a , pe los m e n o s u m a das méd ias ¡i. d i f s f í í da m é d i a JJ d s u r n 

c e r t o v a l o r e^, is to é : 

= y-í ~ / i j ( y i , 3 í 

C o m i s t o , as h ipó teses p o d e m ser f o r m u l a d a s d a s e g u i n t e m a n e i r a : 

Hq — = 0 ( p a r a q u a l q u e r v a l o r de i) 

H.J — e^=^ O ( p e l o m e n o s para u m v a l o r de i) 

Sa H Q f o r v e r d a d e i r a , x e t o d o s os Xj são e s t i m a t i v a s v e r d a d e i r a s d a / j . 

P o r h i p ó t e s e , a v a r i â n c i a cr^ é a m e s m a para os m c o n j u n t o s e p o d e m o s es t imá- la de t rês 

m a n e i r a s . 

1 ) A p a r t i r d e t o d o s os r e s u l t a d o s . 

Sa H g f o r v e r d a d e i r a , o s N r e s u l t a d o s p e r t e n c e m à m e s m a p o p u l a ç ã o e t a m o s a s e g u i n t e 

e s t i m a t i v a para a v a r i â n c i a : 

S i = 

2 2 {x,.-x) 
i = l ( = 1 

( V i , 4 ) 

o u 

( N - D S . ^ 

m 
2 

i = l j = i 
2 ( X i j - 5 ? ) ^ 

S Q T 
( V Î . 5 ) 

q u a á u m c o m N — 1 g r a u s d e l i b e r d a d e . A a b r a v i a ç S o S Q T s i g n i f i c a " s o m a d o s q u a d r s d c í í o í a i í " . 

2) T o m a n d o c o m o basa o c o n f u n t o das m é d i a s Xj da cada urm das m e m o s t r a s . 

C a d a m é d i a x , p e r t a n c a a u m a p o p u l a c h o d o m é d i a s q u a p o d a ssr r s p r a s e n t a d a p o r 

N ( / J . o ' / n j ) , se ( o r v e r d a d e i r a . 
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P o r o u t r o l a d o , a v a r i â n c i a de u m a méd ia gené r i ca X | e m r e l a ç ã o á m é d i a ge ra l x p o d e ser 

e x p r e s s a p o r : 
I 
•i 

s - = ( x . - x ) ' ( V I . 6 ) 

q u e é u m a e s t i m a t i v a j us ta de a ^ / n . . E n t ã o : 

( V I . 7 ) 

é u m a e s t i m a t i v a j u s t a d e o ^ . 

T e m o s m c o n j u n t o s e p o r t a n t o m es t imat i vas des te t i p o cu ja m é d i a será u m a e s t i m a t i v a m e l h o r 

de a ' . C o m o u m a destas e s t i m a t i v a s n ã o é i n d e p e n d e n t e p o r q u e x é a m é d i a das X j t e m o s : 

s l - ^ ^ ^ 
^ m - 1 

( V I . 8 ) 

o n d e S ' g é a v a r i â n c i a e n t r e as a m o s t r a s . Se f o r v e r d a d e i r a , d e ( V I . 8 ) t e m o s : 

S Q E 
( V I . 9 ) 

q u e é u m c o m ( m - 1) g r a u s de l i be rdade e S Q E é a b r e v i a ç ã o d e " s o m a d o s q u a d r a d o s e n t r e as 

a m o s t r a s " . 

3) O u t r a m a n e i r a d e e s t i m a r é d i r e t a m e n t e s o b r e cada a m o s t r a . P a r a a a m o s t r a g e n é r i c a 

X. t e m o s : 

( V I . I O ) 

q u e t a m b é m á u m a e s t i m a t i v a j us ta de a ' , p o r q u e por h i p ó t e s e a v a r i â n c i a é a m e s m a pa ra t o d a s as 

a m o s t r a s . C o m o t e m o s m a m o s t r a s e p o r t a n t o m es t ima t i vas des te t i p o , a c o m b i n a ç ã o d e t o d a s va i d a r : 

" i 
2 2 ( x , , - X 

• 2 m ( n , . - l ) 
1 = 1 ' 

(n n^ 
2 2 ( x . , - x.y 

1=1 1 = 1 " ' 

N - m 

( V I . 1 1 ) 
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e p o d e m o s e s c r e v e r : 

( N - m) S^p 
S 2 ( x „ - X , ) 

¡ = 1 i = 1 ii -̂ 1' S Q R 
( V I . 1 2 ) 

q u e á u m c o m ( N — m ) g r a u s de l iberdade. A a b r e v i a ç ã o S Q . R s i g n i f i c a " s o m a dos quadrados dos 

r e s í d u o s " . 

A ra lação bás ica d e anál ise da var iânc ia é : 

S Q T = S Q E + S Q R ( V i . 1 3 ) 

o u 

2 S ( x „ - x î ^ = î . i | f S . - x ) ^ + 2 S ÍK..-'^y ( V ) . 1 4 ) 
! = 1 1 = 1 = 1 ! - 1 j 1 

Para s i m p l i f i c a r essa d e m o n s t r a ç ã s v ã m o s e í í a b e l s c s r q u e : 

a s o m a d o s r e s u i í a d o s d a a m e s t r a i á: 2 x.¡ = T , 
j = 1 " ' 

a m é d i a d a a m o s t r a i é: X . = 

a som,a d e t o d o s o s r e s u l t a d o s é ; 2 T , = 2 2 x . . = T 
i = 1 ' i = 1 ) = 1 " 

a m é d i a gera l á : K = T / N 

s indicar nos s o m a t ó r i o s -ió os í n d i c e s de va r i ação . 

D e s e n v o l v e n d o S O T ':.•.••.•>• 

£ 2 ( x „ - ï ) " ' = 2 2 ( X j j 3 - 2 x . j ? ' > -
i ! 

2 2 x,.3 - 2 x 2 :S K,, + N x ^ 
I I 1 í 

2 2 x , ; s - 2 T V N + T V N 
I I 

- 2 Zi. _ I ! 
i n H 
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Para S Q E , v a m o s t e r : 

f n , ( x , - x ) ' = Z n , x i ' - 2 Z n . x . x + 2 n , x 
I '^i 

S 2 

2 n . x.^ - 2 X E T , + 2 n 

= 2 n, x ¡ ' - 2 T V N + T V N 

= 2 T ^ / n . - T V N 

Para S Q R , t e m o s : 

2 2 (X - x . ) ^ = 2 2 x j * - 2 2 2 x , . x , + 2 2 x.^ 

= 2 2 X ^ - . 2 2 ; T , X , . 2 n , x ^ 

= 2 2 X?, - 2 2 — - I - E — 
I i 

= 2 2 x ' . 
i I " 

i n , i n , 

- 2 

S o m a n d o ( V I . 1 5 ) e ( V I . 1 6 ) f i c a d e m o n s t r a d o ( V I . 1 2 ) : 

S Q E + S Q R = 2 
i n , N 

+ 2 2 x?, - 2 — 

= 2 H xf: 
f i 

3 _ 

I i 'i I n . 

= S Q T 

(VI .15) 

( V I . 1 6 ) 

V I .2 - T e o r e m a d e C o c h r a n e 

Se d i v i d i r m o s u m xl e m r pa rce las , cada u m a c o m d i s t r i b u i ç ã o xl. d e ta l m o d o q u e 2 k j = k, 

as parce las são i n d e p e n d e n t e s . E m o u t r a s p a l a v r a s , se: 

2 k, = k 

E n t ã o o» são i n d e p e n d e n t e s . 
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N o n o s s o caso t e m o s : 

S Q T S Q E S Q R 

cada u m c o m d i s t r i b u i ç ã o d e (se HQ f o r v e r d a d e i r a ) r e s p e c t i v a m e n t e c o m (N - 1 ) , ( m - 1) e (N - m ) 

g r a u s de l i be rdade . C o m o : 

( N - 1 ) = ( m - 1 ) + ( N - m ) 

segue-se q u e os x^ são i n d e p e n d e n t e s . E m c o n s e q ü ê n c i a o q u o c i e n t e : 

S Q E / , m - t ) s | 
( V I . 1 7 ) 

será u m F c o m 

v e r d a d e i r o : 

| m — 1) e (N — m ) g raus de l i be rdade e p o d e m o s usá- lo pa ra tes ta r HQ. Se n ã o f o r 

mas E { S | } = a 
2 n. e 

m - 1 
( V I . 1 8 ) 

O tes te F = S E ^ / S p é ^ m o n o c a u d a l , p o r q u e a p r i o r i sabe-se q u e , se n ã o f o r v e r d a d e i r a , 

S | > S p , p o r q u e S ^ é a v a r i â n c i a d e v i d a a e r r o s a lea tó r i os e S | é a v a r i â n c i a d e v i d a a e r r o s a l e a t ó r i o s e 

e r r o s s i s t e m á t i c o s , se h o u v e r e m . Para a aná l ise d e v a r i â n c i a é c o n v e n i e n t e d i s p o r os e l e m e n t o s c o n f o r m e 

a T a b e l a ( V I . 2 ) . 

Se os r e s u l t a d o s da T a b e l a V I . 1 f o r e m n ú m e r o s m u i t o g r a n d e s o u m u i t o p e q u e n o s , pode-se 

sub t ra i r o u s o m a r q u a l q u e r n ú m e r o a t o d o s , s e m a l t e ra r a v a r i â n c i a . Se os r e s u l t a d o s f o r e m n ú m e r o s 

f r a c i o n á r i o s , pode-se m u l t i p l i c a r t o d o s p o r u m m e s m o n ú m e r o , p o r q u e as v a r i â n c i a s f i c a m m u l t i p l i c a d a s 

p e l o q u a d r a d o d o n ú m e r o , m a s o F c a l c u l a d o , s e n d o o q u o c i e n t e d e d u a s va r i ânc ias c o n t i n u a o m e s m o . 

P o r e x e m p l o , se t i v e r m o s n ú m e r o s c o m o 0 ,057 ; 0 ,068 ; 0,061 e 0 ,070 , pode -se m u l t i p l i c a r p o r 

1000 e s u b t r a i r 57 de t o d o s e t r a b a l h a r c o m o c o n j u n t o : 0 ; 11 ; 4 ; 13 . 

E X E R C f C l O 38 

F o i f e i t o u m e s t u d o da e x t r a ç ã o d e u m e l e m e n t o M p o r u m s o l v e n t e X e m f u n ç ã o da 

a c i d e z d a fase a q u o s a . F o r a m e x a m i n a d o s v á r i o s n í v e i s de p H pa ra d e t e r m i n a r a f a i x a e m q u e a 

e x t r a ç ã o é m a i o r , n u m n í v e l d e c o n f i a n ç a d e 0,90. O s r e s u l t a d o s e m f u n ç ã o d o s p H : A , B , . . . F 

es tão na T a b e l a ( V I . 3 ) . 

O tes te d e B a r t i e t t a p l i c a d o às va r i ânc ias d e u c o m o r e s u l t a d o q u e são e s t a t i s t i c a m e n t e 
i g u a i s n u m n í v e l d e s i gn i f i canc ia de 0 ,05. Para s imp l i f i ca r os cá l cu los os r e s u l t a d o s f o r a m 
s u b m e t i d o s à s e g u i n t e t r a n s f o r m a ç ã o : 
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T a b e l a V I . 2 

D i s p o s i ç ã o d o s E l e m e n t o s pa ra a A n á l i s e da V a r i â n c i a 

Y | ¡ = 5 ( x , j - 90 ,0 ) 

e fo i o b t i d o o q u a d r o d e n ú m e r o s c o m os respec t i vos q u a d r a d o s q u e estão na T a b e l a ( V I . 4 ) . 

F o n t e d e G r a u s d e Q u a d r a d o 

S o m a d e Q u a d r a d o s F 

V a r i a ç ã o L i b e r d a d e M é d i o 

E n t r e T f T ' 

a m o s t r a s 

S Q E = Z -
1 " i N 

m - 1 S Q E 

m - 1 

Dentro das S Q R 
a m o s t r a s S Q R ( p o r d i f e r e n ç a ) N - m Kl m 
( r e s í d u o ) 1 ^ — m 

T ' 
Total S Q T = 1 2 

i j 
x ' 

'i N 
N - 1 

T a b e l a V I . 3 

R e s u l t a d o s d a % d e E x t r a ç ã 0 de M e m f u n ç ã o d o p H 

p H 

D e t e r m i n a ç õ e s p H , p H j PH3 PH4 p H g p H g 

1 87 ,2 80 ,2 90,8 89,8 90,8 88 ,8 
2 90 ,0 89 ,6 91,2 93,6 94 ,6 90 ,0 
3 89 ,4 88 ,2 89,4 92,4 93 ,2 87 ,6 
4 88 ,6 89,6 92,6 94 ,0 95 ,0 89 ,2 
5 88 ,8 87 ,0 91,8 91,8 92 ,8 88 ,4 
8 87 ,4 88,8 92,4 93,2 94 ,0 87 ,8 
7 87 ,2 91 ,8 

X 8 8 , 2 3 88 ,66 91,37 92,47 93 ,17 8 8 , 6 3 

l » x l 1,30 1,24 1,08 1,53 1,51 0 ,82 



T a h e í a V1 .4 

R a s u l t a d o s da T a b e l a ( I V . 3 ) D e p o i s da T r a n s f o r m a d o s 

Para S i m p l i f i c a r os Cá l cu l os 
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Dst8rmlr>8ç3es pH^j p H ^ P H 3 

1 r. 14 1S6 1 1 4 18 - 1 1 4 16 - e 36 

• 3 0 0 - 2 4 6 36 18 324 23 529 0 0 

3 - 3 9 - 9 81 - 3 9 12 144 16 256 - 12 144 

4 - 7 4 9 - 2 4 13 169 SO 400 2B 625 - 4 18 

5 - 16 2 E 6 - 15 225 9 81 9 81 14 I S S - 3 e4 

8 - 13 169 - 6 36 12 144 16 256 20 400 - 11 121 

? - 1 4 196 9 81 

T | - 53 - 4 7 41 74 111 - 4 1 T - 6 5 

679 647 4 5 5 12C5 2103 381 
1 i H 

= 5371 

468 ,2 315,6 280,2 912,7 1760,1 2 S 0 , 2 2 T ' , / n , = 
1 ' 1 

= 4016 ,9 

- 8.83 - 6.71 6,83 12.33 15,9 - 6 ,83 

N = 3tí 
T ^ 

— = 190,13 
N 

S Q T = 5.371 - 190,13 = 5180,87 

S Q E = 4016 ,9 - 190 ,13 = 3825 ,77 

S Q R = 5180 ,87 - 3825 ,77 = 1355,10 

T a b e l a V S . 5 

A n á l i a da V a r i â n c i a d o a R e s u l t a d o s d a T a b e l a S V I . 3 ) 

F c n t a d e G r a u s d e Q u a d r a d o 

S o m a d o s Q u a d r a d o s F 

V a r i a ç ã o L i b e r d a d e M é d i o 

E n t r a o s 

3825,77 5 785 .154 F = 18,07 

R a s u l t a d o s 

Rs iS Íduo 1355,10 3 2 42 ,347 ^ 0 , 0 5 ( 5 , 3 2 ) 2,5 

T o t a ! 5180,87 37 
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C o m o F e x p e r i m e n t a l é m a i o r q u e o F t a b e l a d o , c o n c l u í m o s q u e as méd ias das c o l u n a s da 

T a b e l a ( V I . 3 ) n ã o são iguais . Para saber qua is são as méd ias e s t a t i s t i c a m e n t e d i f e r e n t e s apl ica-se o tes te 

de S c h e f f é q u e t e m a v a n t a g e m de usar os p r ó p r i o s e l e m e n t o s da anál ise da v a r i â n c i a . S c h e f f é 

d e m o n s t r o u q u e se p o d e a d o t a r c o m o c r i t é r i o a m e n o r d i f e r e n ç a s i g n i f i c a t i v a n o n í v e l d e s e j a d o , pe la 

segu in te f ó r m u l a : 

n, n. 
m ) -

( V I . 1 9 ) 

N o caso d o e x e r c í c i o t e r í a m o s para os n . e a os v a l o r e s 6 e 6 , 6 e 7 e 7 e 7 , is to é: 

C o m p a r a ç ã o e n t r e c o l u n a s c o m : 

0 ,05 = 42 ,347 ( ^ + ^ ) 5 x 2 , 5 = 13,28 6 e 6 e l e m e n t o s 
6 6 

0,05 = 42 ,347 ( ; ; + : ; ) 5 x 2,5 = 12,80 6 e 7 e l e m e n t o s 
6 7 

0,05 = 42 ,347 ( ^ H- :^ ) 5 x 2,5 = 12,30 7 e 7 e l e m e n t o s 

Es tes r esu l t ados s i gn i f i cam q u e a m a i o r d i f e r e n ç a e n t r e as m é d i a s de d u a s c o l u n a s c o m seis 

e l e m e n t o s d e v e ser 13,28, de sete e l e m e n t o s é 12,30 e e n t r e d u a s c o l u n a s c o m 6 e 7 e l e m e n t o s 

r e s p e c t i v a m e n t e d e v e ser 12,30. 

N a T a b e l a V I . 4 , a d i f e r e n ç a e n t r e as c o l u n a s B e C , p o r e x e m p l o , é 6 ,83 - ( - 6 , 7 1 ) = 13,54 

m a i o r q u e 12,80 e p o r t a n t o são d i f e r e n t e s . F a z e n d o u m a c o m p a r a ç ã o e n t r e t o d a s as c o l u n a s , d u a s a duas 

c o n c l u í m o s q u e a f a i x a de p H de C a E é f a v o r á v e l pa ra a e x t r a ç ã o d e M , n o n í v e l d e s i gn i f i cânc ia 

a d o t a d o . A anál ise da v a r i â n c i a é usada n ã o só para es tuda r as m e l h o r e s c o n d i ç õ e s para u m d e t e r m i n a d o 

p r o c e s s o , mas t a m b é m para c o n t r o l e s r o t i n e i r o s de f u n c i o n a m e n t o d e a p a r e l h o s , r eagen tes , e t c . . . 

U m e x e m p l o p r á t i c o de ap l i cação d a anál ise d a v a r i â n c i a p o d e ser e n c o n t r a d o na p u b l i c a ç ã o 

l E A 205 o n d e se ap resen ta u m p r o b l e m a de i d e n t i f i c a ç ã o d e v i d r o s d e in te resse ás C iênc ias F o r e n s e s . 

V i . 3 — C o n d i ç õ e s pa ra q u e a Aná l i se da V a r i â n c i a possa ser A p l i c a d a 

O m é t o d o da anál ise da v a r i â n c i a é u m a g e n e r a l i z a ç ã o d o m é t o d o da c o m p a r a ç ã o d e d u a s 

méd ias p e l o c r i t é r i o t. A anál ise da v a r i â n c i a b e m c o m o a c o m p a r a ç ã o d e d u a s m é d i a s e x i g e as segu in tes 

c o n d i ç õ e s para p o d e r ser ap l i cada : 

1) A s sér ies de m o l i d a s d e v e m p o d e r ser c o n s i d e r a d a s c o m o a m o s t r a s a lea tó r ias d e 

d i s t r i b u i ç õ e s n o r m a i s . 

2) A s va r i ânc ias d e v e m ser e s t a t i s t i c a m e n t e iguais para t o d a s as m e d i d a s . 

A p r i m e i r a c o n d i ç ã o não é m i í t o r i g o r o s a a n ã o ser q u e se t r a t e d e u m a d i s t r i b u i ç ã o b e m 

d e f i n i d a e s u b s t a n c i a l m e n t e d i f e r e n t e d<t i i » t r i b u i ç ã o n o r m a l . 

A l g u m a s v e z e s a c o n t e c e q u e cer tas méd ias d i f e r e m m u i t o das d e m a i s . E s t a s i t uação se 

e n c o n t r a , p o r e x e m p l o , n o e s t u d o da r e p r o d u t i b i l i d a d e dos r e s u l t a d o s de u m m e s m o m é t o d o . 
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o b t i d o s e m l abo ra tó r i os d i f e r e n t e s . Nes te caso , essas m e d i d a s d e v e m ser e x c l u í d a s d a anál ise d a 

v a r i â n c i a e as c o n d i ç õ e s de t r a b a l h o nos l a b o r a t ó r i o s c o r r e s p o n d e n t e s d e v e m ser e x a m i n a d a s . 

A segunda c o n d i ç ã o é mais r i g o r o s a e é necessá r io f a z e r u m a i nves t i gação s o b r e as v a r i â n c i a s po r 

u m c r i t é r i o an tes de ap l icar o tes te . Q u a n d o as va r i ânc ias n ã o são e s t a t i s t i c a m e n t e igua is , é p o s s í v e l 

r e c o r r e r a a r t i f í c i o s c o n f o r m e os segu in tes e x e m p l o s : 

a) E m q u í m i c a ana l í t i ca , se r e u n i r m o s n u m só c o n j u n t o a m o s t r a s e m q u e a c o n c e n t r a ç ã o d o 

c o m p o n e n t e var ia m u i t o , apl ica-se u m a t r a n s f o r m a ç ã o de v a r i á v e l d o t i p o y = l c g x , 

c o n f o r m e já fo i v i s t o a n t e r i o r m e n t e . 

b ) N o caso de med idas r a d i o a t i v a s , os r e s u l t a d o s d e v e m ser t r a n s f o r m a d o s c o m o a u x i l i o da 

f u n ç ã o y = 2 •/x para o b t e r u m a v a r i á v e l a l e a t ó r i a e m q u e a v a r i â n c i a n ã o d e p e n d e d a 

m é d i a . 

c) N o e s t u d o c o m p a r a t i v o de v á r i o s m é t o d o s e x p e r i m e n t a i s , pode-se achar q u e as p rec i sões 

d i f e r e m c o n s i d e r a v e l m e n t e . N e s t e c a s o , é p o s s í v e l a d o t a r d o i s a r t i f í c i o s : 

1) separar os resu l t ados e m g r u p o s d e tal m a n e i r a q u e e m cada g r u p o a p r e c i s ã o d o s 

m é t o d o s seja a m e s m a . 

2) para os g r u p o s de resu l t ados c o m m e n o r p r e c i s ã o , o b t e r r esu l t ados para le los e usar as 

méd ias c o m o resu l t ados i n d i v i d u a i s . 

VIA — A p l i c a ç ã o d a A n á l i s e da V a r i â n c i a n o E s t u d o d a I n f l u ê n c i a d e 2 F a t o r e s 

N o d e s e n v o l v i m e n t o de u m m é t o d o e x p e r i m e n t a l , v á r i o s f a t o r e s p o d e m i n f l u i r n o s r e s u l t a d o s . 

N o e x e r c í c i o v i s t o , c o n s i d e r a m o s a v a r i a ç ã o d o p H , mas a c o n c e n t r a ç ã o d o s r eagen tes , p ressão , 

t e m p e r a t u r a , e t c , t a m b é m p o d e m causar a l t e rações n o s r e s u l t a d o s . 

Q u a n d o se es tuda a v a r i a ç ã o causada p o r d o i s f a t o r e s , os r e s u l t a d o s são d i s p o s t o s n u m a T a b e l a 

s e m e l h a n t e à T a b e l a I V I . 1 ) , mas c o m e n t r a d a s h o r i z o n t a i s e v e r t i c a i s e as respec t i vas m é d i a s . Para 

d i f e r e n c i a r os resu l tados de u m a l i nha d o s r e s u l t a d o s de u m a c o l u n a , ado ta -se a segu in te n o m e n c l a t u r a : 

T o t a l da c o l u n a i : T; = 2 X ( i = 1 ,2 m ) 

Méd ia da c o l u n a i : x ! = J'./m 

T o t a l da l inha j : 
m 

T, = s 
1 1 = 1 

(j = 1 , 2 , . . . n ) 

Méd ia d a l i nha j : Xj = T j / n 

T o t a l G e r a l : T = 2 2 x „ = r T; = 2 T, 

Média G e r a l : = 2 X = 2 X, 

m n I 
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H i p ó t e s e » : 

ju. = /i pa ra q u a l q u e r i ( i - 1, 2 , . . . m ) 

^ . = /i pa ra q u a l q u e r j ( j - 1, 2 , . . . n) 

H , - Pe lo m e n o s u m a das o u n- é d i f e r e n t e das dema is 

P o d e m o s s u p o r u m e f e i t o 5. n o s resu l t ados das c o l u n a s i e u m e f e i t o e nas l i nhas j s o b r e a 

méd ia ge ra l n, is to é : 

E ( x . . ) = p + 5, + e 

IX; = H + 5. 

A<= = M + 6: 

C o m o M é a m é d i a gera l d a p o p u l a ç ã o , se H ^ é v e r d a d e i r a t e m o s : 

S 5 . = O 

S 6 j = O 

T e m o s e n t ã o d u a s h ipó teses pa ra t es ta r : 

H g , : 6, = O i ^ 1 , 2 . . . . m 

H ^ ^ : S.^ t O P 6 ' ° " l e n o s pa ra u m 

H 0 2 = ° 

H 
1 2 • " I 

j = 1,2 n 

: e =^ O p e l o m e n o s p a r a u m j 

A e q u a ç ã o 
ã o f u n d a m e n t a l da anál ise da va r i ânc ia n o caso da i n f l u ê n c i a d e d o i s f a t o r e s é : 

2 S ( x „ - ï ) ^ = I n ( x , - ï ) + £ m r i í , - x ) + S 2 ( x , j - x , - x , + x ) ^ 
( V I . 20) 
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q u e se o b t é m p e l o d e s e n v o l v i m e n t o da segu in te i g u a l d a d e : 

I 2 {x..-xf 
i j '> 

Z Z [ O i | - x ) + ( x ^ - x ) + ( X | | - X | - X j + x ) ] ^ 

Z 2 ( x . - . 5 ) ' + 2 2 ( x , - x ) ' + 2 2 ( x , . - x . - x . + x ) ' 
1 1 i i ' , , n. I I 1 I 

= 2 m ( x , - 5 ) ' + 2 n a - x ) ' + Z 2 (x , - x , . - x . + i ) ' 

O s d u p l o s p r o d u t o s se a n u l a m , p o r q u e os s inais p o d e m ser p o s i t i v o s o u n e g a t i v o s c o m igual 

p r o b a b i l i d a d e . 

O p r i m e i r o m e m b r o d a e q u a ç ã o ( V I . 1 9 ) é a so rna d o s q u a d r a d o s totai.í ( S Q T ) q u e div id id-a p e l o 

n ú m e r o d e g r a u s de l i b e r d a d e ( m n — 1) é S^ . j - , e s t i m a t i v a de . 

O p r i m e i r o te rmo d o seg t i ndo m e m b r o é a s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s às l inhas ( S Q L ) 

q u e d i v i d i d o pe lo n ú m e r o d e g raus de liberdade ( n — 1) da ^ t a m b é m e s t i m a t i v a d e o ^ . O segurado 

t e r m o d o s e g u n d o m e m b r o é a s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s às c o l u n a s ( S Q C ) q u e d i v i d i d o p e l o 

n ú m e r o de g.raus d e l i b e r d a d e ( m — 1) é t a m b é m e s t i m a t i v a de . . F i n a l m e n t e , o ú l t i m o te rmo é o 

r e s i ' d u o ( S Q R ) q u e d i v i d i d o pe lo n ú m e r o de g raus de lilDerdade (m — 1 ) ( n — 1) é e s t i m a t i v a de cr' e 

r e p r e s e n t a a va r i ânc ia devida a e r r o s a l ea tó r i os . 

P o r d i f e r e n ç a t e m o s q u e : 

S Q R = S Q T - S Q L - S Q C 

S Q R , S Q L e S Q C f o r m a r n u m a p a r t i ç ã o de S Q T , são i n d e p e n d e n t e s e p o d e m p o r t a n t o ser 

u s a d o s para t es ta r as h i p ó t e s e s : 

H 
'01 • = 

S O L / í n - D 

S Q R / ( m - 1 ) ( n - 1 ) S'^, 
( V i . 2 1 ) 

S Q C / ( m - 1) 
H n _ p o r : F _ = 

°2 C S Q R / ( m - 1 ) ( n - 1 ) 

( V 1 . 2 2 ) 

c o m as reg iões c r í t i cas m o n o c a u d a i s . 

O q u a d r o d a aná l ise d a v a r i â n c i a nes te caso , é o d a T a b e l a V I . 6 . 

Para achar qua i s as l inhas o u c o l u n a s são d i f e r a n t e s , caso o tes te d e r s i g n i f i c a t i v o , apüca-se o 

teste d e S c h e í f é c o m o f o i f e i t o n o e x e r c í c i o a n t e r i o r . 
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T a b e l a V I . 6 

D i s p o s i ç ã o d o s E l e m e n t o s d a A n á l i s e d a V a r i â n c i a D e v i d a a D o i s F a t o r e s 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

S o m a d e Q u a d r a d o s 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M é d i o 

F 

E n t r e as 

L i n h a s 

S Q L n - 1 
S ' S Q L 

' n - 1 

S? 

E n t r e as 

C o l u n a s 

S Q C m - 1 
3 , = S Q C • 

^ m - 1 

R e s í d u o D i f e r e n ç a < m - 1) ( n - 1 ) 
S Q R 

= 
" ( m - 1 ) ( n - 1 ) 

T o t a l S Q T m n — 1 

n u r 

e f< 

E X E R C Í C I O 3 9 

Para i nves t i ga r a i n f l u ê n c i a d o t e m p o d e u s o n o f u n c i o n a m e n t o d e u m c o n j u n t o d e 5 a p a r e l h o s 

( A , B , . . . E ) f o r a m fe i tas 8 m e d i d a s sucess ivas de u m p a d r ã o ( va lo r e s p e r a d o : / i = 10,0) u m a v e z cada 

do is meses , d u r a n t e 16 meses . ( T ^ , T j , 

a p a r e l h o s , n u m n f v e l d e c o n f i a n ç a 0 ,95. 

T g ) . V e r i f i c a r se o t e m p o i n f l u i u i g u a l m e n t e e m t o d o s os 

O s resu l t ados o b t i d o s es tão na T a b e l a ( V I . 7 ) . 

T a b e l a V I . 7 

R e s u l t a d o s d e M e d i d a s O b t i d a s c o m 5 A p a r e l h o s 

A B C D E X 

10,1 9,99 9,8 10,2 9,8 9,96 ± 0 , 1 8 

"^2 9,8 10,1 9 ,4 9,7 10.2 9 ,84 ± 0 .32 

^3 9,9 10,2 9,6 9,9 9,9 9 ,90 ± 0,21 

T 4 10,2 9,8 10,0 9,5 10,1 9 ,92 ± 0 ,23 

T g 9,7 10,0 9 ,3 10,1 10,2 9 ,86 ± 0 , 3 6 

9,8 10,2 9 ,5 9,4 10,0 9 ,78 ± 0 ,33 

10,0 9,9 9 . 2 9,8 9,6 9 ,70 ± 0 ,32 

T a 9,7 9,8 9 , 6 9,6 9,9 9 ,72 ± 0 ,13 

X 9,90 ± 0 ,18 9,99 ± 0 , 1 6 9 ,55 ± 0,26 9,77 ± 0,28 9,96 ± 0,21 
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O c r i t é r i o d e C o c h r a n e a p l i c a d o as va r iânc ias d e u c o m o r e s u l t a d o q u e são e s t a t i s t i c a m e n t e iguais 

n u m n f v e l de c o n f i a n ç a 0 ,95. F o i f e i t a u m a t r a n s f o r m a ç ã o de v a r i á v e l d e a c o r d o c o m : 

Y . J = ( X , . - 10) 10 

e fo i o b t i d o o c o n j u n t o da T a b e l a ( V I . 8 ) . 

T a b e l a V I . S 

T r a n s f o r m a ç ã o dos R e s u l t a d o s da T a b e l a ( V I . 7 ) e C á l c u l o s 

A B C D E T ' i ' ] / m 

1(1) - 1 ( 1 ) - 2 ( 4 ) 2( 4) - 2 ( 4) - 2 0,8 

- 2 ( 4 ) 1 (1 ) - 6 ( 3 6 ) - 3 ( 9 ) 2( 4) - 8 12,8 

T 3 - 1 ( 1 ) 2 ( 4 ) - 4 ( 1 6 ) - K 1) - K 1) - 5 5,0 

T 4 2 ( 4 ) - 2 ( 4 ) 0( 0 ) - 5 ( 2 5 ) K 1) - 4 3,2 

T 5 - 3 ( 9 ) 0 ( 0 ) - 7 ( 4 9 ) K 1) 2 ( 4) - 7 9,8 

^ 6 - 2 ( 4 ) 2 ( 4 ) - 5 ( 2 5 ) - 6 ( 3 6 ) 0( 0) - 1 1 24 ,2 

T 7 0 ( 0 ) - 1 ( 1 ) - 8 ( 6 4 ) - 2 ( 4) - 4 ( 1 6 ) - 1 5 4 5 , 0 

T a - 3 ( 9 ) - 2 ( 4 ) - 4 ( 1 6 ) - 4 ( 1 6 ) - K 1) - 1 4 39 ,2 

T , - 8 -1 - 3 6 - 1 8 - 3 - 6 6 140,0 

1 'i 
(32 ) ( 19 ) (210 ) (96) ( 31 ) ( 3 8 8 ) 

T V n 8 0 ,125 162 40,5 1,125 2 1 1 , 7 5 

L - ! 5 : 
N 4 0 

= 108,9 

S Q T = 388 - 108,9 = 279,1 

S Q C = 211 ,75 - 108,9 = 102,75 

S Q L = 140,0 - 108,9 = 31,1 

S Q R = 279,1 - 133 ,85 = 145,25 

V a l o r e s t e ó r i c o s d e F n u m n í v e l d e s ign i f i cânc ia 0 ,05 : 

S , 2 8 = 

^4,28 = 
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T a b e l a V I . 9 

E l e m e n t o s pa ra a A n á l i s e d a V a r i S n c i a 

F o n t e d e 

S o m a d e Q u a d r a d o s 

N ú m e r o d e 

G r a u s d e 

Q u a d r a d o 

F 

V a r i a ç ã o L i b e r d a d e M é d i o • 

E n t r e o s 

T e m p o s 

23 ,2 7 3 ,314 
3 ,314 

3 ,29 

E n t r a o s 

154,065 4 38 ,516 = 1,007 

A p a r e l h o s 

R e s í d u o 92 ,135 28 3 ,290 
38 ,516 

3,29 

T o t a l 269 ,4 39 = 11,706 

C o n c l u í m o s q u e o t e m p o de uso n ã o a f e t o u os a p a r e l h o s , p o r q u e 

\ = 1 , 0 0 7 < F Q 05,7 = 2,4 

A p e s a r d i sso , o f u n c i o n a m e n t o d o s a p a r e l h o s a p r e s e n t o u u m a a n o m a l i a p o r q u e : 

= 2 , 7 = 1 1 , 7 0 6 > F, 0 , 0 5 ( 4 , 2 8 ) 

Para saber qua i s os a p a r e l h o s a f e t a d o s de e r r o , ap l ica-se o T e s t e d e S c h e f f é às co lu r tas 

A g Qg = v / 3 , 2 9 X ( i + ¿ ) ( 5 - 1) X 2,7 = ±2 ,98 ^ ± 3 

A s méd ias das c o l u n a s d a T a b e l a ( V I . 9 ) s ã o : 

A B C 

X : -1 - 0 , 1 2 5 - 4 , 5 

D E 

- 2 , 2 5 - 0 , 3 7 5 

Se e x c l u i r m o s o r e s u l t a d o d o a p a r e l h o C , t o d o s os d e m a i s d i f e r e m e n t r e si e t a m b é m d o p a d r ã o 

O i = O , pela t r a n s f o r m a ç ã o fe i ta ) d e u m n ú m e r o i n f e r i o r a ± 3 . Pode-se c o n c l u i r e n t ã o q u e o a p a r e l h o C 

t e m u m d e f e i t o de f a b r i c a ç ã o o u h o u v e a l g u m p r o b l e m a q u a n t o à m a n e i r a d e ser usado d u r a n t e o 

p e r í o d o c o n s i d e r a d o . 

F : 
r-
F 
C 

t ' 

e 

f 

t 
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V I . 5 — P l a n o E x p e r i m e n t a l p a r a M e l h o r a r a P r e c i s ã o d o s R e s u l t a d o s 

Mu i tas v e z e s u m e x p e r i m e n t o é r e a l i z a d o s e m u m p l a n o p r é - e s t a b e l e c i d o . C o m o c o n s e q ü ê n c i a , o 

e r r o e x p e r i m e n t a l p o d e ser g r a n d e o u te r n ú m e r o p e q u e n o d e g raus de l i be rdade . E s t e f a t o t o r n a o tes te 

p o u c o s e n s í v e l , q u a n d o se q u e r i n t e r p r e t a r os r esu l t ados pela anál ise d a v a r i â n c i a . E x i s t e m vá r ias 

mane i ras q u e p e r m i t e m d i m i n u i r o e r r o e x p e r i m e n t a l , se e x a m i n a r m o s , " a p r i o r i " , o p l a n o e x p e r i m e n t a l 

para p reve r o aspec to q u e a aná l ise d o s resu l t ados o b t i d o s va i t o m a r . S u p o n h a m o s q u e , n u m a p r o d u ç ã o 

d e l a b o r a t ó r i o , se q u e i r a e s t u d a r a i n f l u ê n c i a das c o n c e n t r a ç õ e s A , B e C de u m r e a g e n t e . Dec ide -se f a z e r 

t rês p rovas parale las c o m cada u m a das c o n c e n t r a ç õ e s para p o d e r te r u m a ç s t i m a t i v a d o e r r o 

e x p e r i m e n t a l baseado s o b r e a v a r i â n c i a d e cada u m d o s t rês g r u p o s . O t r a b a l h o e n v o l v i d o n a r e a l i z a ç ã o 

destas p r o v a s p e r m i t e q u e s e j a m rea l i zadas só 3 p o r d i a , e m s e q ü ê n c i a , de m o d o q u e p o d e r i a m ser 

d i s t r i b u í d a s da segu in te m a n e i r a : 

1? d i a A A A 

2? d ia B B B 

3? d ia C C C 

(1) 

E s t a d i spos i ção n ã o leva e m c o n s i d e r a ç ã o as v a r i a ç õ e s poss í ve i s q u e p o d e m o c o r r e r d e u m d ia 

para o u t r o . P o d e a c o n t e c e r , p o r e x e m p l o , q u e , n o t e r c e i r o d i a , a t e m p e r a t u r a a m b i e n t e seja b e m ma is 

a l ta q u e nos dias a n t e r i o r e s . Se n ã o h o u v e r d i s p o n i b i l i d a d e de u m t e r m o s t a t o , a i n f l u ê n c i a da 

t e m p e r a t u r a se c o n f u n d e c o m a d a c o n c e n t r a ç ã o C e será i m p o s s í v e l d i z e r , n o caso de te r h a v i d o 

m e l h o r a de r e n d i m e n t o , se esta é causada pela c o n c e n t r a ç ã o . E m t o d o s os e x p e r i m e n t o s e m q u e se ap l i ca 

anál ise es ta t í s t i ca , deve-se r espe i t a r o f a t o r " s o r t e " , i s to é , n ã o se d e v e es tabe lecer u m a o r d e m . N o c a s o , 

a d i spos i ção das p r o v a s p o d e r i a ser s o r t e a d a e p o d e r í a m o s t e r : 

1? d i a B A B 

2? d ia C A A 

3°. d ia B C C 

(2) 

A anál ise da v a r i â n c i a ser ia f e i t a d e a c o r d o c o m o segu in te q u a d r o 

F o n t e de V a r i a ç ã o G r a u s d e L i b e r d a d e 

E n t r e C o n c e n t r a ç õ e s 2 

E r r o E x p e r i m e n t a l 6 

T o t a l 8 

M e s m o nes te caso , o e x p e r i m e n t o n ã o é t ã o s e n s í v e l c o m o p o d e r i a ser , p o r q u e h o u v e r e p e t i ç ã o 

d e c o n c e n t r a ç õ e s n u m m e s m o d ia e o e f e i t o d o d i a ( t e m p e r a t u r a , p o r e x e m p l o ) a i n d a p o d e r i a ser 

s e n s í v e l . 

V l . 5 . 1 - M é t o d o dos B l o c o s 

F o i usado i n i c i a l m e n t e e m e x p e r i m e n t o s a g r í c o l a s , mas , de u m m o d o g e r a l , c h a m a m - s e 

b l o c o s t o d o s os a g r u p a m e n t o s de p r o v a s i m p o s t o s pela necess idade d e a u m e n t a r a p rec i são 
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e x p e r i m e n t a l . N o n o s s o caso , os d ias c o n s t i t u e m 3 b l o c o s e pode-se imag ina r q u e , se cada 

c o n c e n t r a ç ã o f o r t es tada e m t rês d ias d i f e r e n t e s , a i n f l u ê n c i a d o d ia p o d e ser e l i m i n a d a . 

M e s m o a s s i m , n ã o se d e v e o b e d e c e r à seqüênc ia A B C e m cada d i a , p o r q u e e x i s t e nes te c a s o 

u m a o r d e m s i s t e m á t i c a . Para have r a l e a t o r i e d a d e , as seqüênc ias d e v e r i a m ser sor teadas e p o d e r í a m o s t e r : 

1? d ia A C B 

2? d i a B C A 

3? d ia B A C 

(3) 

e a anál ise d a v a r i â n c i a t e r i a o segu in te q u a d r o 

F o n t e de V a r i a ç ã o G r a u s d e L i b e r d a d e V a r i â n c i a 

E n t r e C o n c e n t r a ç õ e s 2 

E n t r e D ias 2 4 
E r r o E x p e r i m e n t a l 4 

T o t a l 8 

N a o r g a n i z a ç ã o (3) no ta -se q u e há u m a r e p e t i ç ã o nas c o l u n a s . N a p r i m e i r a c o l u n a , há duas v e z e s 

a c o n c e n t r a ç ã o B , is to é, nas p r i m e i r a s h o r a s d e t r a b a l h o de do i s d ias se tes ta a m e s m a c o n c e n t r a ç ã o o 

q u e t a m b é m p o d e r i a ser u m a f o n t e de e r r o . 

C o m p a r a n d o o p l a n o (2) c o m o p l a n o |3 ) no ta -se q u e , n e s t e , o e r r o e x p e r i m e n t a l p e r d e 

d o i s g raus de l i be rdade o q u e dá idéia d e u m a p e r d a de sens ib i l i dade . P o r o u t r o l a d o , o tes te F = S 2 / s ^ 

vai p e r m i t i r d e c i d i r se a v a r i â n c i a e n t r e os d ias é o u n ã o s i gn i f i ca t i va . Se o r e s u l t a d o não f o r s i g n i f i c a t i v o , 

as va r i ânc ias s^ e S j p o d e m ser e n g l o b a d a s e o e r r o e x p e r i m e n t a l t e rá n o v a m e n t e 6 g raus de l i b e r d a d e . 

A m e l h o r o r g a n i z a ç ã o para u m e x p e r i m e n t o des te t i p o se f a z p e l o c h a m a d o " q u a d r a d o l a t i n o " 

o n d e cada c o n c e n t r a ç ã o p o d e ser r ea l i zada e m dias d i f e r e n t e s p o r u m o p e r a d o r d i f e r e n t e . T e r í a m o s 

<T :s im: 

O p e r a d o r e s 

I II I I I 

1° d ia A B C 

2° d ia C A B 

3? d i a B C A 

N e s t e c a s o , as c o m p a r a ç õ e s fe i tas e n t r e as méd ias dos resu l t ados das t rês c o n c e n t r a ç õ e s A , B e 

C são i n d e p e n d e n t e s das va r iações d e v i d g s aos dias e das va r i ações d e v i d a s aos o p e r a d o r e s . A anál ise d a 

v a r i â n c i a será e n t ã o de a c o r d o c o m o q u a d r o q u e segue . 

Es te p l a n o só dá 2 g raus de l i be rdade para o e r r o e x p f i r i m e n t a l mas este e r r o será b e m p e q u e n o 

se a i n f l u ê n c i a das l i nhas e c o l u n a s fo r i m p o r t a n t e sobre a va r i ação dos r e n d i m e n t o s . 
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F o n t e de V a r i a ç ã o G r a u s da L i b e r d a d e V a r i â n c i a . 

E n t r e O p e r a d o r e s ( c o l u n a s ) 2 

E n t r e D ias ( l i nhas ) 2 

E n t r e C o n c e n t r a ç õ e s ( le t ras ) 2 

R e s í d u o ( e r r o e x p e r i m e n t a l ) 2 

T o t a l 8 

E X E R C f C l O 40 

O e x p e r i m e n t o cons is te e m v e r i f i c a r , n u m n í v e l de s ign i f i canc ia 0 ,05 , se a c o n c e n t r a ç ã o de 

u r â n i o t e m i n f l u ê n c i a na p o r c e n t a g e m da e x t r a ç ã o c o m u m c e r t o agente e x t r a t o r . Para i s to f o r a m usados 

4 n í v e i s de c o n c e n t r a ç ã o : A , B , C e D. N o m e s m o d ia é poss í ve l f a z e r 6 p r o v a s e m s e q ü ê n c i a , mas pa ra 

usar o p l a n o d o " q u a d r a d o l a t i n o " são fei tas s o m e n t e 4, na segu in te o r d e c n : 

A B C D 

C D B A 

D C A B 

B A D 

O s resu l t ados o b t i d o s , c o m o p o r c e n t a g e m da e x t r a ç ã o , c o r r e s p o n d e n t e s a esta o r d e m f o r a m : 

1 I I I I I I V 

1? d ia : 8 9 88 91 94 

2? d ia : 90 92 90 90 

3° d ia 95 93 89 89 

4? d ia : 91 90 94 92 

N e s t e p r o b l e m a , p o d e m o s v e r i f i c a r a i n f l u ê n c i a d o s d ias ( l i n h a s ) , dos p e r í o d o s d o d ia ( c o l u n a s ) 

e rn q u e f o i o e x p e r i m e n t o e das c o n c e n t r a ç õ e s ( l e t r a s ) . Para s imp l i f i ca r , s u b t r a í m o s 90 d e t o d o ã os 

r c i i i l l nd í . i s p o h t o m o s os n ú m e r o s da T a b e l a V I . I O , o n d e c o n s t u m l ; i m b á m ns rpspr. 'ctivor. quíid:at.l-.)s 

T a b e l a V J . 1 0 

R e s u l t a d o s d o E j a r c i c i o 4 0 d e p o i s de T r a n s f o n r i s d o s 

1 II I I I I V E x 

- K 1) - 2 ( 4) K 1) 4 (16 ) • 2 22 
0( 0) 2( 4) 0( 0) 0( 0) 2 4 
5 (25 ) 3( 9 ) - 1 ( 1) - K 1) § 38 

K 1) Oí 0) 4 ( 1 6 ) 2( 4) 7 21 

2 x 5 3 4 5 l i 

(27 ) (17) (18) (21) 53 
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= - 2 

Z X g = - 2 

= 6 

E x „ = 15 
17 

S x | = 6 

E x ^ = 14 

S « D = ^ 
83 

Ca lcu la -se : 

a) A s o m a d o s q u a d r a d o s das 16 o b s e r v a ç õ e s . R e s u l t a d o : 8 3 

b) O f a t o r de c o r r e ç ã o d a m é d i a : T V N = 17^ /16 = 18 ,0625 

c) A s o m a d o s q u a d r a d o s das somas das c o l u n a s , d i v i d i d a p e l o n ú m e r o d e o b s e r v a ç õ e s e m 

cada c o l u n a 

= 18,75 

d ) A s o m a dos q u a d r a d o s das somas das l inhas, d i v i d i d a p e l o n ú m e r o d e o b s e r v a ç õ e s e m 

cada l i nha 

e) A s o m a d o s q u a d r a d o s da s o m a dos resu l tados d e cada c o n c e n t r a ç ã o d i v i d i d a p e l o n ú m e r o 

de o b s e r v a ç õ e s para cada c o n c e n t r a ç ã o . 

( - 2 ) - + ( - 2 ) - 6- + 15-
—• = 67 ,25 

4 

C o m esses resu l t ados , o rgan iza -se a T a b e l a ( V I . 1 1 ) para a aná l ise da v a r i â n c i a . 

V e r i f i c a - s e q u e o ú n i c o v a l o r de F ma io r q u e o t a b e l a d o é a q u e l e c a l c u l a d o c o m a v a r i â n c i a 

causada pelas c o n c e n t r a ç õ e s . C o n c l u i - s e en tão q u e os p e r í o d o s e os d ias n ã o i n t e r f e r e m e a aná l ise d a 

v a r i â n c i a p o d e ser fe i ta l e v a n d o e m c o n t a só o f a t o r c o n c e n t r a ç ã o . 

V l . 5 . 2 - B l o c o s I n c o m p l e t o i 

S u p o n h a m o s q u e , n o e x e r c í c i o a n t e r i o r , t e m o s q u e c o m p a r a r a p o r c e n t a g e m d e e x t r a ç ã o 
c o r r e s p o n d e n t e a 7 n í v e i s de c o n c e n t r a ç ã o de U a d i s p o m o s de 3 e x t r a t o r e s a d a p t a d o s a ag i t ado res u m 
p o u c o d i f e r e n t e s . Se q u i s e r m o s e l i m i n a r o f a t o r ag i tação d o e r r o e x p e r i m e n t a l , deve -se tes ta r cada 
c o n c e n t r a ç ã o n o s t rês e x t r a t o r e s , c o n s i d e r a n d o cada e x t r a t o r c o m o u m b l o c o a d i s t r i b u i n d o ao acaso os 
7 t r a t a m e n t o s ( c o n c e n t r a ç õ e s ) d e A a G . Po r e x e m p l o ; o q u a d r o q u e segue a T a b e l a V I . 1 1 . 
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T a b e l a V l . 1 1 

A n á l i s e da V a r i â n c i a d o s V a l o r e s d a T a b e l a V I . I O 

F o n t e d e 

S o m a d o s Q u a d r a d o s 

G r a u s de Q u a d r a d o 

F , 

V a r i a ç ã o L i b e r d a d e M é d i o 

E n t r a C o n c e n -

ções 

49 ,1875(e -b ) 3 15 ,3958 ' "cone 
16,.3958 

• 1,8125 
0,04 

E n t r e D i a s 

( l i nhas ) 

4 ,1875(d -b ) 3. 1,3958 
1,3958 

1,8125 
0,77 

E n t r e P e r í o d o s 

( c o l u n a s ) 

0 ,6875(c -b ) 3 0 ,2292 ' ^ p e r í o d o 

0 ,2292 

1,8125 
0,13 

R e s í d u o 

( e r r o e x p e 10,875 6 1,8125 

m e n t a l ) 

T o t a l 64 ,9375(a -b ) 15 ' ' 3 ; 6 ( 0 , 0 5 ) ^-^ 

E x t r a t o r C o n c e n t r a ç õ e s 

1 B E D A F G , C 

I I G A D C F B E 

I I I A F G C E B D 

O e r r o e x p e r i m e n t a l nes te caso va i t a r ( 3 - 1 ) ( 7 - 1 ) = 12 g r a u s d e l i b e r d a d e . L e v a n d o - s e e m 

c o n t a q u e cada p r o v a e x i g e 2 d ias para ser e x e c u t a d a e q u e só p o d e m ser fe i tas 3 d e cada v e z , o 

e x p e r i m e n t o c o m p l e t o va i e x i g i r 14 dias d e t r a b a l h o , is to é, q u a s e 3 s e m a n a s , se h o u v e r i n t e r r u p ç ã o n o 

s á b a d o e d o m i n g o . C o m o a lguns f a t o r e s p o d e m v a r i a r d u r a n t e es te p e r í o d o , é c o n v e n i e n t e , pa ra e v i t a r 

f l u t u a ç õ e s , d i s t r i b u i r n o t e m p o o t o ta l das p r o v a s , e m u m c e r t o n ú m e r o d e b l o c o s m e n o r e s . Pa ra l eva r 

e m c o n t a os 2 f a t o r e s ( t e m p o e e x t r a t o r ) d i v i d e m - s e as 21 p r o v a s e m 7 b l o c o s sucess ivos da 3 p r o v a s 

c a i a u m , p o r q u e estas são fe i tas s i m u l t a n e a m e n t e e m 3 e x t r a t o r e s . Pa ra c o n s t r u i r u m e s q u e m a des ta 

t i p o , c h a m a d o " q u a d r a d o da Y o u d e n " é necessá r io q u e : 

a) o n ú m e r o d e b l o c o s seja igual ao n ú m e r o d e t r a t a m e n t o s ; 

b ) o n ú m e r o d e repe t i ções de ceda p r o v a seja igua l ao n ú m e r o d a u n i d a d e s p o r b l o c o ; 

http://Vl.11


110 

c) cada t r a t a m e n t o ( c o n c e n t r a ç ã o ) apa reça u m a só v e z e m cada l i nha ( e x t r a t o r ) ; 

d ) cada t r a t a m e n t o s ó a p a r e ç a u m a v e z e m cada b l o c o n a m e s m a p o s i ç ã o . 

Pode-se t e r , p o r e x e m p l o , o s e g u i n t e e s q u e m a : 

B l o c o s 

E x t r a t o r e s 1 2 3 4 5 6 7 

1 B E D A F G C 

I I G A C D B F E 

I I I A F G C E B D 

O b s e r v a - s e q u e cada e x t r a t o r c o r r e s p o n d e a u m a l i nha e apa rece u m a só v e z e m cada b l o c o 

( c o l u n a ) . D o m e s m o m o d o , cada c o n c e n t r a ç ã o só aparece u m a v e z e m cada c o l u n a ( b l o c o ) o u l i nha 

( e x t r a t o r ) . 

O p r o b l e m a p o d e r á ser c o m p r e e n d i d o ma is f a c i l m e n t e p o r m e i o de u m e x e m p l o p r á t i c o , o n d e 

os b l o c o s (d ias) c o n s t i t u e m as c o l u n a s e os t r a t a m e n t o s ( c o n c e n t r a ç õ e s ) c o n s t i t u e m as l i nhas . 

E X E R C f C l O 41 

F o i r e a l i z a d o u m e x p e r i m e n t o d e e x t r a ç ã o d e u m e l e m e n t o M , o n d e se v a r i o u a c o n c e n t r a ç ã o 

de M ( A , B , . . . G ) e f o r a m usados 3 t i p o s de ag i tação ( I , I I , I I I ) . Pa ra a e x e c u ç ã o d o t r a b a l h o f o r a m 

necessár ios 14 d ias ( b l o c o s ) . A d i s t r i b u i ç ã o das p r o v a s e os resu l t ados e m p o r c e n t a g e m d e e x t r a ç ã o 

( d e d u z i d o s 9099 es tão n a T a b e l a V I . 1 2 . 

m a n e i r a : 

A i n f l u ê n c i a d e v i d a à c o n c e n t r a ç ã o , l i v re d a i n f l u ê n c i a dos b l o c o s , p o d e ser ava l iada d a segu in te 

Pa ra cada T ^ ^ ( s o m a d a l i nha ) ca lcu la-se u m v a l o r Q c o r r e s p o n d e n t e : 

Q = k ( T | _ ) - s o m a d o s t o ta i s d o s k b l o c o s q u e c o n t é m o t r a t a m e n t o c o n s i d e r a d o 

P o r e x e m p l o : 

Q . = 3 X 1,5 - (4 ,4 + 5,3 + 3,3) = - 8 , 5 

o n d e , en t re pa rén tes i s , es tão os t o t a i s das c o l u n a s q u e e n v o l v e m o t r a t a m e n t o A . 

Ca lcu la -se d e p o i s P q u e é u m a e s t i m a t i v a d o d e s v i o m é d i o p r o v o c a d o pela v a r i a ç ã o da 

c o n c e n t r a ç ã o , a pa r t i r da m é d i a gera l das 21 p r o v a s . O b t é m - s e d i v i d i n d o cada v a l o r d e Q p o r 

N ( k - J ) / { t - 1) o n d e k é o n ú m e r o d e e x t r a t o r e s e t é o n ú m e r o de c o n c e n t r a ç õ e s . N o n o s s o caso 

t e m o s : 

N ( k - 1 ) 2 1 x 2 

t - 1 
= 7 

> 
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E n t i o : 

8 ,5 
P . = = - 1,21 

* 7 

A m é d i a gera l é : x = 31,7/21 = 1,51 

A s méd ias d o s r e s u l t a d o s para as c o n c e n t r a ç õ e s A , B , . . . G d e p o i s d e a jus tadas sSo 

A = 1,51 - 1,21 = 0 ,30 

B = 1,51 - 1,33 = 0,18 

C = 1,51 - 0 ,13 = 1,38 

D = 1,51 + 0,08 = 1,59 

Ê = 1,51 + 0 ,76 = 2 ,27 

F = 1,51 + 0 .56 = 2 ,07 

G = 1.51 + 1,27 = 2 ,78 

Pa ra ana l isar os r e s u l t a d o s ca lcu la -se c o m o d e c o s t u m e : 

a) A s o m a d o s q u a d r a d o s d o s r e s u l t a d o s 

1,44 + 0,36 + . . . + 3,61 •̂  6 ,25 = 63.41 

b ) A s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s aos b l o c o s 

4 , 4 - • » • 5 , 3 - + . . . + 4 . 2 * 3 1 , 7 * 

21 
1.11 

c) A s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s aos e x t r a t o r e s I , I I . M I 

T o t a i s p o r e x t r a t o r : 

I ) - 0 , 5 + 0 , 6 - f . . . + 2.5 = 9,1 

I I ) 0 , 8 + 0 , 0 • ! • . . . + 2 , 6 = 10,8 

I I I ) 1 , 2 - ^ 0 , 9 • ^ . . . + 2,8 = 11,8 

9 ,1 - + 10 ,8 ' + 11,8- 3 1 , 7 -
— 0,53 

7 21 

d ) A j o m a d o * q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s às c o n c e n t r a ç õ e s a jus tadas 

¿ d a d a pe la f ó r m u l a : 
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N K ( K - 1 ) / ( Î - 1 ) 

E n î e o t a m o s : 

( - 8 . 5 ) - + ( - 9 , 3 ) - + . . . + 8 , 9 -

21 
= 13,45. 

A s o m a d o s q u a d r a d o s d o s r r o e x p e r i m e n t a l é achada p o r d i f e r e n ç a . A aná l ise d a v a r i â n c i a é 

<:a)culeda ris a c o r d o c o m a T a b e l a V I . 1 3 . 

T a b s i a V ! . 1 3 

A n á í i í o da V a r i â n c i a doa Resui - íados da T a b s í a V i , 1 2 

^ 
F o n t s d a 

V a r Í 3 s ; Í o 

S o m a d03 

Quadrsd<Ds 

G r a u s da 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M é d i o 
F 

E n í r a C o n c e n t r a ç õ e s 

A j u s t t d a s 

13,45 6 2 ,24 
2 ,24 

^ o n c = 8 ,05 = 

E n t r e E x t r a t o r e s 0 ,53 2 0 ,26 
0 ,26 

f " » . . . = = 0 ,03 

E n t r a Bioc-oá (1 ,11 ) (6 ) ( 0 ,18 ) 
1,11 

( F , = = 0 ,13 ) 
1 8 ,05 

R s a t a u o ( E r r o 

E í íp t i f íri3£i;vial 

48 ,32 8 8 ,05 

To;v3 l 63,41 2 0 ^2,8(0,05) ~ 
'^6,6(0,05) ~ ^'^ 

V s o i o a q u « -nenhum dos fatores inf lue sobre o rendimer i ío. A soma dos quadrados entre blocos 
é uma função comp lexa ; ela é usada para obter a soma dos quadrados d o er ro mas, qua.^do as outras 
VBfJávais t è m uvn efeito signif icat ivo, não se pods ter csrteza de sua inf luência por maio de u m tests F . 
F's;- ei'sa mo t i vo os va îcH ' os correspondentes estão entra parsntesis. 0 desvio padrão da di farença entre as 
rriàdisi ajustadaî da 2 t raîamantos é dada pela fó rmu la ; 

• l i t r * M , . _ 11 N ( k - 1) 
05 X 0 ,85 = 2 ,62 

•C^;Ú3 à o quadr i í jo rnôdio do resíduo. 
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P r o c u r a - s e n u m a tabe la o v a l o r de t pa ra p = 0 ,05 e 6 g r a u s d e l i b e r d a d e ( n ú m e r o d e g r a u s d e 

l i b e r d a d e d o r e s í d u o ) . A c h a - s e t = 2 ,45 . 

Pa ra q ü e a d i f e r e n ç a e n t r e as m é d i a s a jus tadas seja s i g n i f i c a t i v a é p r e c i s o q u e d u a s m é d i a s 

c o n s i d e r a d a s d i f i r a m e n t r e s i , d e p e l o m e n o s : 

2 ,45 X 2 ,62 = 6 ,42 

V1 .6 - V a l o r A p r o x i m a d o d e R e s u l t a d o P e r d i d o s 

P o d e a c o n t e c e r q u e d u r a n t e u m e x p e r i m e n t o se p e r c a u m o u m a i s r e s u l t a d o s p o r u m a c i d e n t a 

q u a l q u e r , é p o s s í v e l , p r i n c i p a l m e n t e n o c a s o da f a l t a d e u m s ó r e s u l t a d o , s u b s t i t u í - l o p o r u m v a l o r 

a p r o x i m a d o , q u a n d o o p l a n o e x p e r i m e n t a l f o i o r g a n i z a d o d e u m m o d o c o r r e t o . O g r a u d e c o n f i a n ç a 

a t r i b u í d o a este r e s u l t a d o será e v i d e n t e m e n t e m e n o r q u e K i u e l e q u e se a t r i b u i r i a ss f o s s e o b t i d o 

e x p e r i m e n t a l m e n t e . 

S u p o n h a m o s q u e n o e x e r c í c i o 4 0 t e n h a s i d o p e r d i d o o r e s u l t a d o c o r r e s p o n d e n t e à c o l u n a E e 

l i n h a T g ( 1 0 , 2 ) q u e n a T a b e l a V I . 8 , d e p o i s d a t r a n s f o r m a ç ã o d e v a r i á v e l , a p a r e c e c o m o v a l o r 2 . E s t a 

r e s u l t a d o p e r d i d o , p o r h i pó tese p o d e r á s e r s u b s t i t u í d o p o r u m v a l o r c a l c u l a d o pe la f ó r m u l a : 

y = 
r R • ^ c C - S 

( r - 1 ) ( c - 1 ) 

o n d e r é o n ú m e r o d e l inhas ( 8 ) 

c é o n ú m e r o de c o l u n a s ( 5 ) 

R é a s o m a da l i nha o n d e f a l t a o r e s u l t a d o : - 7 - 2 = - 9 

C é a s o m a da c o l u n a o n d e f a l t a o r e s u l t a d o : - 3 - 2 = - 5 

S é o t o t a l : - 6 6 - 2 = - 6 8 

T e m o s e n t ã o : 

V = 
8 ( - 9 ) - ) - 5 ( - 5 ) + 68 

( 8 - 1 ) ( 5 - 1 ) 

- 9 7 + 6 3 _ 2 9 

28 ~ 28 
ss -1 

N a anál ise d a v a r i â n c i a , o r e s í d u o p e r d e 1 g r a u d e l i b e r d a d e . Q u a n d o o p r o b l e m a se t r a t a d e u m 

q u a d r a d o l a t i n o , a f ó r m u l a é: 

V = 
r ( R + C + T ) - 2 S 

( r - 1 ) ( r - 2 ) 

o n d a : 

R , C e S t ê m o m e s m o s i g n i f i c a d o a n t e r i o r 

r é o n ú m e r o de l inhas ( = c o l u n a s = t r a t a m e n t o ) 

T é a t o m a d e resu l t ados d o f a t o r o n d e fa l ta a o b s e r v a ç ã o y 
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13 
y - ^ „ ^ 4 

I n t r o d u z i n d o este v a l o r p r o v i s ó r i o y ' ^ n o c o n j u n t o d o s o u t r o s , ca lcu la-se y ' j : 

4 ( 7 + 6 + ( - 1 ) ) - 2 x 16 4 a - 3 2 
y ' = = = 2,7 s 3 

2 ( 4 _ - i ) ( 4 _ 2 ) 6 

I n t r o d u z i n d o o v a i c r a p r o x í m a l o y ' ^ = 3 , reca l cu la -se o v a l o r d e y ' , p a r a s u b s t i t u i r o v a l o r 

h i p o t é t i c o a c h a d o e t e m o s : 

4 (0+1 + 13) - 2 X 15 26 
v V = — = = 4 ,333 s 4 

O v a l o r de y " , á u s a d o para c a l c u l a r u m n o v o v a l o r y"^ e ass im p o r d i a n t e a té q u e os v a l o r e s 

d e y. j s y ^ a c h a d o s p e r m s n e t ^ m c o n s t a n t e s . 

C A P i t U L O V H 

E S T A T Í S T S C A A P L I C A D A A D U A S V A R I Á V E I S C O H R E L A C I O i f y A D A S 

V 1 Í . 1 - i 

Q u a n d o , n u m c e r t o t i p o d e e x p e r i e n c i a s , es tão e n v o l v i d a s duas v a r i á v e i s , deva -so v e r i f i c a r se eias 

e s t ã o c o r r e l a c i o n a d a s , isto ó, se elas n ã o são i r x J e p e n d e n t e s . D e f i n e - s e o c o e f i c i e n t a de c o r r e l a ç ã o p das 

v a r i á v e i s x e y c o m o s e n d o : 

c o v ( x , y ) 
p = ( V I ! . 1 ) 

o a 
a V 

P o r e x e m p l o , n o e x e r c í c i o 4 0 v a m o s a d m i t i r q u e o r e s u l t a d o c o r r e s p o n d e n t e á c o l u n a M e a 

l i n h a " 2 ? d i a " t e n h a s ido p e r d i d o . P o r t r a n s f o r m a ç ã o d e v a r i á v e l este r e s u l t a d o , n o p r o b l e m a v i s t o e ra 2 . 

P o d e r á ser c a l c u l a d o p o r : 

4 ( 0 4 - 1 + 9 ) - 3 0 10 
y = - - - = — = 1,67 2 í 2 

( 4 - 1 ) ( 4 - 2 ) 6 

O n ú m e r o d e g raus de l i b e r d a d e d o r e s i d u o será 5 e m v e z d s 6. 

Q u a n d o se p e r d e m 2 r e s u l t a d o s , o p r o c e s s o é u m p o u c o ma is c o m p l i c a d o . S e , a l á m d o r e s u l t a d o 

a n t e r i o r , t a m b é m t ivesse s ido p e r d i d o o r e s u l t a d o d a c o l u n a I V e l i nha " 3 9 d i a " , dever ia- 'sa t o m a r pa ra y , 

a íTÍédia d o s o u t r o s 3 r e s u l t a d o s d a m e s m a c o n c e n t r a ç ã o , a sabe r : 
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Se X e y sSo i n d e p e n d e n t e s , a c o v ( x , y ) = 0 e p o r t a n t o p = 0. 

Se as v a r i á v e i s x e y es tão l igadas p o r ü m a re lação l inear q u e p o d e ser e x p r e s s a p o r y = a + |3 x , 

es ta m e s m a r e l a ç ã o á v á l i d a p a r a as m é d i a s de x e y , is to é, u =o t + /3 u. N e s t e c a s o , a c o v ( x , y ) ó : 
y 

f 

c o v ( x , y ) = E [{x - ly - fi^)] 

= E lix-}!^) ia + px-a-pn^) 

= E [ ^ ( X - M J ' L 

(Vil.2) 

D e r i v a n d o y = a + ^ x e e l e v a n d o ao q u a d r a d o t e m o s q u e : 

v X 

S u b s t i t u i n d o o s v a l o r e s d e ( V I I . 2 ) e ( V i l . 3 ) e m ( V I I . 1 ) t e m o s : 

( V I I . 3 ) 

P = 

p = — = ± 1 ( V I I . 4 ) 

Pode -se d e m o n s t r a r q u e -1 < p < 1. 

O v a l o r v e r d a d e i r o d o c o e f i c i e n t e d e c o r r e l a ç ã o p n ã o é c o n h e c i d o , m a s s i m a sua e s t i m a t i v a r 

c u j o v a l o r é : 

r = 

Z ( x . - x ) ( y . - y ) 
1 = 1 ' ' 

n - 1 

Z ( x , - x ) - Z ( V i - y ) -
i = i ' 1=1 ' 

n - 1 n - 1 



117 

Z ( x , - x ) ( y . - y ) 
1 = 1 ' ' y Z ( x , - x ) - Z ( y , - v ) * 

1=1 ' 1=1 ' 

( V I I . 5 ) 

P a r a s i m p l i f i c a r , os í n d i c a s d o s s o m a t ó r i o s se rão o m i t i d o s . 

D e s e n v o l v e n d o o p r o d u t o d o d e n o m i n a d o r e os q u a d r a d o s d o d e n o m i n a d o r chsga-se à 

e x p r e s s ã o : 

n Z x . y , - Z X, 2 y , 
r = - - ( V I I . 6 ) 

v / [ n Z x ' - ( Z x , ) - ] [ n Z y - - ( Z y ¡ ) - ] 

V a l o r e s p o s i t i v o s d e r i n d i c a m q u e x e y t e n d e m a v a r i a r n o m e s m o s e n t i d o , i s to é , p a r a v a l o r a s 

c r e s c e n t e s d e x t e m o s v a l e r e s c rescen tes d e y o u v i c s - v e r s a . V a l o r a n e g a t i v o s i n d i c a m o c o n t r á r i o . 

V a i o r s s igua is o u p r ó x i m o s d e 1 i n d i c a m u m a r e l a ç ã o l inear . 

- ReSsç6®a L i n o a r s s 

V a m o s a j n s i d e r a r u m t i p o d s e x p e r i ê n c i a e m q u e a p a r e ç a m d u a s v a r i á v e i s o o r r s i a d o n s d a s , i s t o 

é, o v a i o r d a v a r i á v e l y d e p e n d e d o v a l o r d a v a r i á v e l x . P o r e x e m p l o , sa irrEdiarrríca a massa d a um 

e i e m s n î o M v a m o s o b t e r u m a a t i v i d a d e y . j , pa ra massa o b í a m o s a e t i v i d a d e y ^ , . . . a pa ra a massa x^, 

a a t i v i d í s J a y ^ . T e m o s e n t ã o d o i s c o n j u n t o s d a v a l o r a s : 

X , , X j , X 3 , . . . x ^ 

V r V j . Va- • • • v„ 

D s n t r o d a um c e r t o i n t e r v a l o , é v á l i d a a a x p r s s s ã o 

V , = a^bx, ( V H . 7 ) 

N e s t a a x e m p l o , t a m o s q u a a a t i v i d a J a é p r o p o r c i o n a l à massa i r r a d i a d a , a m s n c s d a u m c a r i o 

v a i o r a q u a ser ia a a t i v i d a d e d a f u n d o ( b a d < g r o u n d ¡ . S a f i z s r m c s u m g r á f i c o c o m 03 v a l o r a s d® x nas 

abcissas e 03 d a y n s s o r d e n a d a s , v a m o s o b t e r u m a r a í a . D a i / s m ser a>ns lda radoâ ácm p o n t o s 

i m p o r t a n t e s : 
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1) c o m o t e m o s n e q u a ç õ e s c o m d u a s incógn i tas (a a b ) , deve -se c a l c u l a r a e q u a ç ã o d a r e t a 

q u e m e l h o r se a d a p t a aos n p o n t o s e x p e r i m e n t a i s . 

2 ) d e v e ser f e i t a u m a e s t i m a t i v a d o s p a r â m e t r o s a e b d a r e t a . 

V l l . 2 . 1 - M é t o d o d o s M í n i m o s Q u a d r a d o s 

D e u m m o d o g e r a l , u m a das v a r i á v e i s ( x ) é a fe tada d e e r r o d e s p r e z í v e l d i a n t ç d o e r r o d a o u t r a 

( y ) . A v a r i á v e l x , e m pesqu isas r e l a c i o n a d a s c o m a q u í m i c a , p o d e ser m a s s a , c o n c e n t r a ç ã o , e t c . , q u e 

p o d e m ser o b t i d a s c o m b o a p r e c i s ã o , q u a n d o se d i spõe de ba lanças a n a l í t i c a s e b a l õ e s v o l u m é t r i c o s 

a f e r i d o s . A v a r i á v e l y é o r e s u l t a d o e x p e r i m e n t a l e é a fe tada d e e r r o s d e c o r r e n t e s d e u m a sér ie d e f a t o r e s 

i n c o n t r o l á v e i s q u e ( x x J e m t e r u m e f e i t o m a i s o u m e n o s p r o n u n c i a d o n a p r e c i s ã o d o r e s u l t a d o . O 

c o n j u n t o d e v a l o r e s x , e y , p o d e ser r e p r e s e n t a d o pela sér ie de e q u a ç õ e s 

e í 

o u 

V i 

^2 

a , + b , X , 

= a j + b j 

a„ + b „ x „ 
n n n 

( V I I . 8 ) 

e 

( V 

o n d e os a , e b , d i f e r e m p o r causa d o e r r o i n t r o d u z i d o na d e t e r m i n a ç ã o d o s O p r o b l e m a c o n s i s t e e m 

a c h a r os m e l h o r e s v a l o r e s d e a e d e b q u e sa t i s f açam todas as e q u a ç õ e s d e ta l m a n e i r a q u e a s o m a d o s 

q u a d r a d o s das d i f e r e n ç a s e n t r e os p o n t o s e x p e r i m e n t a i s ( x , , y , ) a o s p o n t o s c o r r e s p o n d e n t e s d a r e t a , 

0<J, Y | ) se ja m í n i m a , i s to é : 

| y , - Y , ) - = k ( m f n i m o ) ( V I 1 . 9 ) 

S e j a : 

Y = a + bx 

a e q u a ç i o d a ra ta q u e sa t i s faz a c o n d i ç ã o d e u m v a l o r m í n i m o p a r a k . A c o n d i ç ã o d e m í n i m o p a r a k 

d e v e sa t i s faze r as segu in tes c o n d i ç õ e s : 

— { Z ( y , - 8 - b x , ) ' } 
da 

( V I 1.10) 

db 

{ 2 ( y , - a - b x , ) ' } = O ( V I I . I I ) 

ve 



e a s e g u n d a d e r i v a d a n o s d o i s casos d e v e ser m a i o r q u a z e r o . 

D e r i v a n d o ( V I I . 1 0 ) v a m o s t e r : 

119 

± 

- S y , + na + b 2 X , = O ( V I I . 1 2 ) 

e a s e g u n d a d e r i v a d a e m r e l a ç ã o a a va i d a r n q u e é m a i o r q u e z e r o . 

F a z e n d o o m e s m o e m re lação a ( V I I . I I ) v a m o s t e r : 

- Z X , ( y , - a - b x , ) = O 

o u 

- 2 x , y , + a 2 x , + b 2 x * = 0 ( V I I . 1 3 ) 

B a s e g u n d a d e r i v a d a e m r e l a ç ã o a b va i d a r 2 x? q u e é m a i o r q u s z e r o . R e s o h i e n d o as e q u a ç õ e s 

( V I I . 1 2 ) e ( V i l . 1 3 ) e m r e l a ç ã o a a e a b v a m o s te r , o m i t i n d o os i n d i c a s i das v a r i á v e i s : 

a = 
2 x * 2 y - 2 x 2 x y 

n 2 X - - ( 2 x ) ' 
( V I I . 1 4 ) 

b = 
n 2 x y - 2 x 2 y 

n 2 x ' - ( 2 x ) ' 
( V I I . 1 5 ) 

O s v a l o r e s a e b a c h a d o s são os p a r â m e t r o s d a reg ressão e s ã o e s t i m a t i v a s d o s p a r â m e t r o s 

v i^ -dsde i ros a e 0 da e q u a ç ã o : 

Y = a + U x ( V I I . 1 6 ) 

A e q u a ç ã o Y = a + b x ( V I ! . 1 7 ) 

a c h a d a p e l o m é t o d o d o s m í n i m o s q u a d r a d o s ó a q u e m e l h o r sa a d a p t a ás n e q u a ç õ e s ( V l i . 8 ) se y ^ , 

^2 • • • Vf i ^ o " ^ * " r e s u l t a d o s i n d e p e n d e n t e s , sa o b e d e c e r e m à d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l a se a h i p ó t e s e d a 

l i n e a r i d a d e f o r v e r d a d e i r a . A v a r i â n c i a q u e c a r a c t e r i z a a d i s p e r s ã o d o s v a l o r e s y , a c h a d o s e m r e l a ç l o aos 

Y , d a re ta se d e f i n a pat: 

2 ( y , - Y , ) * 

n - 2 
( V H . 1 8 ) 

N o t s - « « q u a o n ú m e r o de g r a u s de l i be rdade de s ' ^ é n - 2 , p o r q u e , p a r a e c h a r os v a l o r a s Y , , 

f o i p r e c i s o ca l cu l a r a a b , i s to é, p e r d e r a m - s e d o i s g raus d a l i b e r d a d e . 
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A i m p r e c i s ã o q u e a fe ta o s p a r â m e t r o s a e b p o d e ser ca l cu l ada a p l i c a n d o a lei d e p r o p a g a ç ã o d e 

e r r o s . T e m o s : 

s; ̂ = ( — ) * sí + ( - ^ ) ' s * + . . . + ( - ^ ) ^ s* 

^ = ( — ) ' s + ( — ) - s- ( — ) * s* 
3 y , ay j 3 y „ 

P o r h i p ó t e s e , os p w n t o s são o b t i d o s c o m a m e s m a p r e c i s ã o , is to é : 

s^ = s - = . . . = s- = s * 

A s s i m , as e q u a ç õ e s se t o r n a m : 

, 1 -
' n Z x ' - ( Z x ) -

. l i 

( V I 1.20) 

n Z x ' - ( Z x ) -

Se d i v i d i r m o s o n u m e r a d o r e d e n o m i n a d o r d e ( V I I . 2 1 ) p o r n , v a m o s t e r : 

( V I I . 2 1 ) 

Z ( x - x ) ' 

( V I I . 2 2 ) 

E s t e r e s u l t a d o i n d i c a q u e a d e t e r m i n a ç ã o d o c o e f i c i e n t e a n g u l a r b é t a n t o ma is p rec isa q u a n t o 

m a i o r f o r o i n t e r v a l o e n t r e os p o n t o s x ^ e x ^ , ao l o n g o d o e i x o d o s x . P o r e x e m p l o , se q u i s e r m o s f a z e r 

m e d i d a s c u j o s r esu l t ados es ta rão n u m i n t e r v a l o d e f i n i d o p o r y ^ e y ^ , a c u r v a p a d r ã o d e v e ser c o n s t r u í d a 

d a ta l m a n e i r a q u e a x ^ c o r r e s p o n d a y ^ < y ^ e a x ^ c o r r e s p o n d a y ^ > y ^ 

V i i . 3 - V e r i f i c s ç i o d a H I p ó t a M d a L i n e a r i d a d e 

S e m p r e q u e se d e s e n v o l v e u m n o v o m é t o d o e x p e r i m e n t a l é p r e c i s o v e r i f i c a r se o$ r e s u l t a d o s são 
l ineares o u se e x i s t e o u t r a c u r v a q u e se adap te m e l h o r aos px^ntos a c h a d o s . 

S u b s t i t u i n d o e m ( V I I . 1 8 ) os v a l o r e s d e Y , t i r a d o s d e ( V I I . 1 7 ) a j p e l o s e u v a l o r d e ( V I I . 1 4 ) 

chega-se a o r e s u l t a d o : 

( n - 2 ) s * ^ = Z y - - y Z y - b ( Z x y - x Z y ) ( V I I . 1 9 ) 
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V l l . 3 . 1 — T e s t a d e L i n e a r i d a d e p o r D e t e r m i n a ç õ e s Para le las 

S u p o n h a m o s q u e t e m o s m p a d r õ e s , a pa r t i r dos q u a i s v a i ser c o n s t r u í d a u m a c u r v a p a d r ã o para 

u m a c e r t a m e d i d a . E m v e z d e o b t e r u m só r e s u l t a d o pars; cada p a d r ã o , o tes te e x i g e q u e ' se o b t e n h a m n 

r e s u l t a d o s c o m os qua i s se d e v e c a l c u l a r o v a l o r m é d i o y ¡ e a r e s p e c t i v a v a r i â n c i a . T e m o s ass im m v a l o r e s 

y", e m v a r i â n c i a s q u e d e v e m ser tes tadas q u a n t o à h o m o g e n e i d a d e pe los c r i t é r i o s d e B a r t i e t t o u de 

C o c h r a n e . P o r h i p ó t e s e , e las d e v e m ser igua is , p o r q u e o m é t o d o u s a d o é o m e s m o p a r a t o d o s . S e h o u v e r 

a l g u m a v a r i â n c i a d i f e r e n t e , r e p e t e m - s e as m e d i d a s c o r r e s p o n d e n t e s a esse p o n t o o u s i m p l e s m e n t e 

e l im ina -se esse p o n t o . S u p o n h a m o s q u e as m v a r i â n c i a s se jam e s t a t i s t i c a m e n t e igua is . Ca lcu la -se a 

v a r i â n c i a t o t a l d e v i d a ao m é t o d o pe la f ó r m u l a : 

Z 2 ( y | j - y ) 

^ l = - '• ( j = 1 . . . n ; l = 1 . . . m ) ( V I I . 2 3 ) 

^ m ( n - 1 ) 

A v a r i â n c i a q u e c o r r e s p o n d e à d i s p e r s ã o d o s v a l o r e s m é d i o s y . e m r e l a ç ã o à l i n h a de reg ressão é 

c a l c u l a d a pe la f ó r m u l a 

E x i s t e o f a t o r n , p o r q u e f o r a m fe i tas n d e t e r m i n a ç õ e s c u j a m é d i a éy. A h i p ó t e s e da l i nea r i dade 

se tes ta pe la r e l a ç ã o : 

S R 

F = — ( V I I . 2 5 ) 

o n d e s ^ t e m ( m - 2 ) g r a u s d e l i b e r d a d e e s ' t e m m ( n - 1) g r a u s d e l i b e r d a d e . P r o c u r a - s e n a T a b e l a d e 

F o v a l o r t e ó r i c o , n o n í v e l de s i g n i f i c a n c i a d e s e j a d o , O teste é m o n o c a u d a l , p o r q u e as h i p ó t e s e s s ã o : 

2 

N o caso de ser ace i t a a h i p ó t e s e d a l i n e a r i d a d e , s ^ e s * são e s t a t i s t i c a m e n t e igua is e a m b a s são 

e s t i m a t i v a s d e o * . Nessas c o n d i ç õ e s , s^^ e s^ p o d e m ser c o m b i n a d a s p a r a se o b t e r u m a m e l h o r e s t i m a t i v a 

d e a * q u e é : 

m ( n - 1) s^ + ( m - 2) 
Jl = 1 - ( V I I . 2 6 ) 

° m n - 2 

E x i s t e m duas m a n e i r a s de f a z e r esta v e r i f i c a ç ã o ; a p r i m e i r a c o n s i s t e e m f a z e r vár ias 

d e t e r m i n a ç õ e s parale las de cada p o n t o e d e p o i s c o m p a r a r a v a r i â n c i a d o m é t o d o c o m a v a r i â n c i a d e v i d a 

à reg ressão e a s e g u n d a baseia-se n a aná l ise d a v a r i â n c i a , d e s d o b r a n d o a v a r i â n c i a t o t a l e m d u a s p a r t e s : 

u m a d e v i d a à reg ressão e a o u t r a c h a m a d a r e s i d u a l . 
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c o m f = m n — 2 g r a u s d e l i b e r d a d e . 

V l l . 3 . 2 — C o m p a r a ç ã o d o s P a r â m e t r o s a a b da R a t a c o m V a l o r e s E s p e r a d o s 

Q u a n d o se tes ta u m m é t o d o d e m e d i d a s , ó c o s t u m e usar p a d r õ e s , is to é , c o n h e c e - s e " a p r i o r i " o 
r e s u l t a d o da m e d i d a . Pode-se e n t ã o c o n s t r u i r u m a c u r v a , c o l o c a n d o nas abcissas os r e s u l t a d o s e s p e r a d o s e 
nas o r d e n a d a s os r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a i s . Nes tas c o n d i ç õ e s , a e q u a ç ã o d a re ta d e v e ser y = x , i s to é , 
d e v e m o s te r a = O e b = 1. 

1 ? M é t o d o : 

C a l c u l a m - s e os v a l o r e s d e a , b , s ^ , s^, e s^ pelas e q u a ç õ e s ( V I I . 1 4 ) , ( V I I . 1 5 ) , ( V I I . 1 9 ) , ( V I I . 2 0 ) e 
( V I 1.21) r e s { j e c t i v a m e n t e . 

A s h i p ó t e s e s f o r m u l a d a s n o caso s ã o : 

: a = O 

H . : a O 

HQ : b = 1 

H , : b í t 1 

p a r a o p a r â m e t r o a 

para o p a r â m e t r o b 

A p l i c a - s e o tes te t nos d o i s casos : 

t . = 
a - 0 

( V I I . 2 7 ) 

( V I I . 2 8 ) 

O n ú m e r o d e g raus d e l i be rdade d e t^é o c o r r e s p o n d e n t e a s^ e s,^. A ace i tação d o s v a l o r e s d e t 

e x p e r i m e n t a i s i n d i c a l i nea r idade e ausênc ia de e r r o s i s t e m á t i c o . Se t . e x p e r i m e n t a l f o r m a i o r q u e t 

t a b e l a d o , c o n c l u i - s e q u e a¥=0 e is to i nd i ca , q u e há u m e r r o s i s t e m á t i c o q u e d e v e ser s u b t r a í d o d o s 

r e s u l t a d o s ( p r o v a e m b r a n c o ) . Se t^ f o r m a i o r q u e o _t t a b e l a d o , b ^ 1 e deve-se a d m i t i r a e x i s t ê n c i a d e 

u m e r r o s i s t e m á t i c o q u e d e p e n d e d o p a d r ã o u s a d o . 

E X E R C Í C I O 4 2 

F o r a m p repa radas s o l u ç õ e s de u r â n i o c o m 10, 2 0 , 3 0 , 4 0 , 50 m g / m l . Es tas s o l u ç õ e s f o r a m 

anal isadas q u a n t o ao t e o r de u r â n i o pa ra testar u m m é t o d o a n a l í t i c o . O s resu l t ados o b t i d o s es tão n a 

T a b e l a V I I . 1 . 

A c h a r n u m n í v e l de s ign i f i cânc ia 0,05 se e x i s t e a l g u m e r r o s i s t emá t i co n o m é t o d o . Pa ra f ac i l i t a r 
a r e s o l u ç ã o d o p r o b l e m a , d i s p õ e m - s e os v a l o r e s c o n f o r m e a T a b e l a ( V I 1.2). 



T a b e l a V I 1.1 

V a l o r e s A c h a d o s e m Aná l i ses da 

P a d r õ e s d e U r â n i o 
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A m o s t r a s 

U ( m g / m l ) 

C o l o c a d o A c h a d o 

1 10 10,2 

2 20 19,6 

3 30 31,1 

4 40 40,5 

5 50 49,7 

T a b a l s V 3 S , 2 

D i s p o s i ç ã o d o s R s ô u l i a t i o s e Cá l cu los Necessár ios 

para a R e s o l u ç ã o d o E ^ r c l c i o 42 

y K* x y y ^ 

1 10 10,2 100 102 104,04 

2 2 0 19,6 4 0 0 392 384 ,16 

3 3 0 31,1 9 0 0 9 3 3 967,21 

4 4 0 40 ,5 16(X) 1520 1640 ,25 

5 5 0 49,7 2 5 0 0 2485 2 4 7 0 , 0 9 

1 ^ 151,1 5 5 0 0 5532 5 5 6 5 , 7 5 

X = 30 ,0 

y = 30 ,22 

151,1 ( 5500 ) - 150 (5532 ) 
a = = 0,25 

5 ( 5 5 0 0 ) - ( 1 5 0 ) -

5 ( 5 5 3 2 ) - 150 (151 ,1 ) 
b = = 0 ,999 

5 ( 5 5 0 0 ) - ( 1 5 0 ) -

j _ 5585 ,75 - (30 ,22) (151 ,1 ) - 0 ,999 ( 5 5 3 2 - 3 0 , 0 ) (151 1) 
~ : ~ = 0 ,5023 
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0 , 5 0 2 3 ( 1 5 0 ) 
s- = r = 0 ,552566 
• 5 ( 5 5 0 0 ) - ( 1 5 0 ) -

s„ = 0,74 

5 (0 ,5023 ) 
5̂  = 7 = 0 ,0005023 
° 5 ( 5 5 0 0 ) - ( 1 5 0 ) -

= 0 ,022 

0,25 
t „ = = 0,34 
" 0 ,7333 

0 ,999 - 1 
t = = 0,04 

0 ,022 

O v a l o r t a b e l a d o de t ^ j j ^ ^ ^ ) = 3,18 

A c e i t a - s e a h i pó tese de q u e n ã o há e r r o sis t e m á t i c o . 

S e g u n d o N a l i m o v , este m é t o d o d e v e ser u s a d o c o m c u i d a d o , p o r q u e há casos e m q u e o tes te t 

p o d e da r n ã o s i g n i f i c a t i v o , q u a n d o na rea l idade as h i p ó t e s e s d e v e m ser re je i t adas . É mais r e c o m e n d á v e l 

t r a b a l h a r c o m as d i f e r e n ç a s d . e n t r e os x . e y . , pa ra tes ta r se a = 0 . N e s t e c a s o , c o m o já f o i v i s t o , as 

h ipó teses s e r i a m : 

: d = O 

H , : d ^ O 

É c o n v e n i e n t e , an tes d e ap l i car o tes te t, v e r i f i c a r a h o m o g e n e i d a d e d o s d , p e l o c r i t é r i o r io r ^ ^ ^ 

B re je i ta r os v a l o r e s e s t a t i s t i c a m e n t e d i f e r e n t e s . 

2? SWátodo 

C o n s i s t a e m f a z e r duas m e d i d a s d e cada p a d r S o , u s a n d o massas d i f e r e n t e s . V a m o s c o n s i d e r a r o 

p a d r ã o p^ d o q u a l são usadas as massas e q u e d e v e m d a r as respos tas x ^ e X j r e s p e c t i v a m e n í f i . 

P e l o m é t o d o u s a d o as respos tas f o r a m y , e y j . T e m o s e n t ã o d u a s e q u a ç õ e s : 

y , = a + b x ^ 

(V1I.29) 

= a + b x ^ 



C e r r o o p a d r ã o é o m e s m o , é válida a r e l a ç ã o : 
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« 1 ' ' 2 

M , 
(vn .30) 

S u b s t i t u i n d o e m ( V i î . 3 0 ) os v a l o r e s de x,, e de ( V i l . 2 9 ) , t e m o : 

y , - a y , - a 

M . M-, 

(V1I.31) 

T i r a n d o o v a l o r de a. da e q u a ç ã o ( V i l . 3 1 ) v a m o s o b t e r : 

a = 

y j - ( M j / M , ) y , 

1 - {M^^M^ ) 
( V Î Î . 3 2 ) 

F a z e n d o o m e s m o para n p a d r õ e s , o b t é m - s e n v a l o r e s d e a a p a r t i r d o s qua i s se a c h a ã e s ^ . 

Calcula-sa o v a l o r de t para o v a l o r m é d i o á q u e é : 

ã - O 
t = n (VÎI.33) 

O v a i o r d e t a c h a d o d ^ a ser c o m p a r e c i ó c o m o v a l o r d e t t a b e l a d o c o m ( n - 1 ) g r a u s d « 

l ibsrd&de. 

F ^ r a a e s t i m a t i v a de b = 1, t a m b é m se f a z e m d u a s m o l i d a s para le las d o m e s m o p a d r ã o . U s a m - s e 

massas iguais para as duas m e d i d a s , s e n d o q u e n u m a de las ad i c i ona -se u m a q u a n t i d a d e z c o n h e c i d a 

d a q u i l o qise se va i d e t e r m i n a r . V a m o s te r e n t ã o : 

y^ = a + b x ^ 

y j = a + b ( x ^ + z ) 

d« e n d o sa o b t é m q u e : 

b = {Vi).34) 

U s a n d o ests p r o c e d i m e n t o para cada p a d r ã o , v a r n o s tar n v a l o r a s de b. Ca lcu la -se o v a l o r m é d i o 

b 2 a v a r i â n c i a s* a apl ica-sa o teste t. 

1 b - 1 I 
t = V n ( V I I . 3 5 ) 



m 

D o m e s m o m o d o q u e f o i f e i t o para a méd\a x d e n r e s u l t a d o s , pode-se es tabe lecer os l im i tes de 

c o n f i a n ç a para b e para a. Deve -se n o t a r q u e esses m é t o d o s para es t imar os l im i tes n3o s3o 

c o m p l e t a m e n t e c o r r e t o s , p o r q u e os d o i s p a r â m e t r o s a e b e s t í o c o r r e l a c i o n a d o s . Sabe-se q u e q u a i s q u e r 

q u e se jam os v a l o r e s d e a o u d e b, a re ta passa o b r i g a t o r i a m e n t e p e l o p o n t o ( x , y ) . U m a v a r i a ç ã o de a 

d e n t r o d o i n t e r v a l o a ± t s^ , p r o v o c a e n t ã o u m a va r i ação de b, c o n f o r m e se p o d e v e r n a F i g u r a 7 .1 . E m 

anál ises es ta t í s t i cas r i g o r o s a s , os l im i tes de c o n f i a n ç a para a v a r i a ç ã o de a n ã o p o d e m ser f e i t o s 

s e p a r a d a m e n t e d o s l im i tes de c o n f i a n ç a para a v a r i a ç ã o d e b. Deve -se p o r isso c o n s t r u i r u m a reg ião de 

c o n f i a n ç a para os v a l o r e s poss í ve i s de a e b ao m e s m o t a m p o , is to é, os l im i tes de c o n f i a n ç a d o s do i s 

p a r â m e t r o s d e v e m ser c o m p a t í v e i s e n t r e s i . 

F i g u r a 7.1 - VarÍE<;3o d e b c o m a V a r i a ç ã o d e a n o seu I n t e r v a l o d e C o n f i a n ç a 

E X S R C Í C 3 0 4 3 

F o i f e i t a u m a c u r v a padrSo pa ra tes tar u m n o v o m é t o d o a n a l í t i c o para z i r c ô n i o . F o r a m usados 

p a d r õ e s d e z i r c ô n i o e p e l o m é t o d o f o r a m achados os resu l t ados q u e es tão na T a b e l a ( V I I . 3 ) . N a T a b e l a 

t a m b é m se e n c o n t r a m os v a l o r e s de , y ' e x y , necessár ios para o c á l c u l o . Deseja-se saber n u m n í v e l da 

s ign i f i canc ia de 0,05 je o m é t o d o á a f e t a d o de e r r o s i s t e m á t i c o . 
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Tab f l l a V S I . 3 

R e s u l t a d o ! d e A n a l i s e s de P a d r õ e s d a Z l r c ò n i o 

C o l o c a d o A c h a d o 

x O i g ) x ' x y 

2 ,0 2.1 4 ,00 4,41 , 4 ,20 

3,4 3,6 11,56 12,96 12,24 

4 ,6 4,9 21 ,16 24,01 . 22 ,54 

5,5 5,6 30 ,25 31 ,36 30 ,80 

6.7 6,9 44 ,89 47,61 46 ,23 

8 ,0 8,3 64 ,00 68 ,89 66 ,40 

9,8 9 ,9 96 ,04 98,01 9 7 . 0 2 

10,7 11,0 114,49 121,00 117,70 

11.5 11,2 132,25 125,44 128.80 

12,8 13,0 163 ,84 169,00 166,40 

14,0 14,4 196.00 207 ,36 201 .60 

15,3 15,5 234 ,09 240 ,25 237 ,15 

16,5 16,6 2 7 2 . 2 5 275 ,56 273 .90 

18,2 18,5 331 ,24 3 4 2 , 2 5 336 ,70 

2 0 , 0 20 ,2 4 0 0 . 0 0 408 ,04 404 ,00 

159 ,00 161,7 2116 ,06 2176 ,15 2145 ,68 

X = 10,6 y = 10,78 

2 1 1 6 , 0 6 ( 1 6 1 , 7 ) - 159 ( 2145 ,68 ) 
a = ; = 0,1554 

15 ( 2 1 1 6 , 0 6 ) - ( 1 5 9 ) * 

15 ( 2 1 4 5 , 6 8 ) - 159 (161 ,7 ) 
b = : — — — ^ — = 1,0023 

15 ( 2 1 1 6 , 0 6 ) - ( 1 5 9 ) -

[ 2 1 7 6 , 1 5 - 1 0 , 7 8 ( 1 6 1 , 7 ) - 1 , 0 0 2 3 ( 2 1 4 5 , 6 8 - 1 0 , 6 ( 1 6 1 , 7 ) ) ] = 0 ,028552 
13 

! „ = 0,1 ( 
O 

0 , 0 2 8 5 5 2 x 2 1 1 6 , 0 6 
s* = r = 0 .009352 
• 15 X 2 1 1 6 , 0 6 - ( 1 5 9 ) * 

s , = 0 ,097 
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0 ,028552 X 15 
si = : — r = 0 ,0000662982 

15 X 2 1 1 , 0 6 - ( 1 5 9 ) -

= 0 ,00814 

tes te t pa ra v e r i f i c a r se a = 0 : 

tes te t pa ra v e r i f i c a r se b = 1 

0,1554 
t = = 1,60 
' 0 ,097 

1.0023 - 1,0000 
t = = 0,28 
^ 0 ,00814 

* 0 , 0 5 ( 1 3 ) " 2 ,16 

C o m o os v a l o r e s de t achados são m e n o r e s d o q u e 2,16 acei ta-se a = O e b = 1, i s to é , o m é t o d o 

n ã o ap resen ta e r r o s i s t e m á t i c o ao n i v e l de s ign i f i cânc ia a d o t a d o . 

M é t o d o das D i f e r e n ç a s 

O m e s m o p r o b l e m a p o d e ser r e s o l v i d o a pa r t i r das d i f e r e n ç a s e n t r e os v a l o r e s reais ( x ) e os 

v a l o r e s a c h a d o s ( y ) . 

( d , - 3 ) - . 

E s t a s d i f e r e n ç a s ( d , ) es tão na T a b e l a V I I . 4 , o n d e f o r a m i n c l u i d o s os v a l o r e s d e d , - d e 

O tes te d e h ipó teses é : 

: 3 = O 

H , : a ¥= O 

^ < ' ^ l ~ ^ > 0 ,3640 

n - 1 14 
= 0 ,0260 

= 0 ,1612 



t = 
0,18 

0 ,1612 
v / Í 5 = 4 ,32 

^,05(14) = 2,15 

T a b e l a V Ü . 4 

D i f e r e n ç a s e n t r e os V a l o r e s Rea is [x) e Vaiorss Achados ( y ) 

nas A n á l i s e s de Z i rcbn io 
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d I d - d 1 ( d - d ) ' ^ 

0,1 0,08 0 , 0 0 6 4 

0,2 0,02 G , 0 C C 4 

0,3 0,12 0 , 0 ¡ 4 4 

0,1 0,08 0 , 0 0 6 4 

0,2 0,02 0 ,0004 

0,3 0,12 0 ,0144 

0,1 0,08 0 ,0064 

0,3 0,12 0 ,0144 

- 0 , 3 0 ,48 0 ,2304 

0,2 0,02 0 ,0004 

0,4 0,22 0 ,0484 

0,2 0,02 0 ,0004 

0,1 0,08 0 ,0064 

0,3 0,12 0 ,0144 

0,2 0,02 0 ,0004 

2,7 0 ,3840 

n = 15 

d = 0,18 

P o r este tes ts não ss p o d e ace i ta r d = O, o que á uma contradição ao teste antarior qu» 

p e r m i t i u ace i ta r a = 0. 

S« ana l i sa rmos os v a l o r e s d e d na Tabela ( V I I , 4 ) , verif icamos que 3Ó u m dos valc-rss é negat ivo. 

Ap l icando o teste de r . a e s t R valof tomos-m m 

- 0 , 3 - 0 , 1 8 0,43 
m i n 0,1612 0,1812 

= 2,93 

r 
m in 

(0,05(13)) "^'^^ 
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2 x 

X 

147,5 

10,536 

1983,81 

S y = 150,5 

P = 10,75 

S y * = 2050,71 

2 x y = 2016 ,88 

1983,81 (150,5) - 147,5 (2016 ,88 ) 
a = = 0 ,1784 

14 (1983 ,81) - ( 1 4 7 , 5 ) * 

14 (2016 ,88) - 1 4 7 , 5 (150 ,5 ) 
b = • - - — = 1,0034 

14 ( 1 9 8 3 , 8 1 ) - ( 1 4 7 , 5 ) * 

147,5 
s* = — [2050,71 - 10,75 (150 ,5 ) - 1 ,0034(2016 ,88 ( 1 5 0 , 5 ) ) ] = 0 ,009477 
° 12 14 

s^ = 0 ,0973 

0 , 0 0 9 4 7 7 ( 1 9 8 3 , 8 1 ) 
s* = — j = 0 , 003124 

« 14 ( 1 9 8 3 , 8 1 ) - ( 1 4 7 , 5 ) * 

$^ = 0 ,056 

0 ,009477 (14 ) 
= ~ = 0 , 0 0 0 0 2 2 0 5 

•'^ 14 ( 1 9 8 3 , 8 1 ) - ( 1 4 7 , 5 ) * 

Sj, = 0 ,0047 

0,1784 
t = = 3,18 
^ 0,056 

1 , 0 0 3 4 - 1 , 0 0 0 0 
t . = •= 0 ,72 
" 0,0047 

'o,05(12) " 2,18 

C o m o o v a l o r de r^ . ^ a c h a d o é m a i o r q u e o t a b e l a d o , o r e s u l t a d o d e 11 ,2Mg de z i r c ô n i o , 

q u a n d o na rea l i dade o p a d r ã o t e m 1 1 , 5 í i g , pa rece te r u m e r r o a c i d e n t a l e d e v e ser e x c l u í d o . R e p e t i n d o 

os cá l cu los para os 14 resu l t ados res tan tes v a m o s o b t e r : 
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C o m o o teste para a = O d e u u m va lo r t s u p e r i o r ao v a l o r t a b e l a d o , n ã o se ace i ta a h ipó tese de 

a - 0 , isto é, o m é t o d o apresenta u m e r r o s i s t e m á t i c o , q u e p o d e ser c o r r i g i d o , d e d u z i n d o dos va lo res 

achados o v a l o r d e a o u o de u m a p r o v a e m b r a n c o . 

Os i n te r va los de c o n f i a n ç a para os va lo res de a e de b são d a d o s p o r ; 

a = 0 , 1 7 8 4 ± t s = 0 ,1784 ± 0 , 1 2 2 1 
3 

0,0563 < a < 0 ,3004 

b = 1,0034 t t S j j = 1,0034 + 0 ,0102 

0,9932 < b < 1,0136 

A p e s a r desses i n te rva los de c o n f i a n ç a s e r e m vá l i dos i s o l a d a m e n t e , c o m o os p a r á m e t r o s ai e b n ã o 

são i n d e p e n d e n t e s , o va lo r de a_ nao p o d e var ia r s e m a fe ta r o v a l o r de b e v i c e - v e r s a . A v a r i a ç ã o d e a ^ d e n t r o 

de seu i n t e r v a l o de c o n f i a n ç a pode t r a z e r c o m o c o n s e q ü ê n c i a v a l o r e s de b q u e c a e m f o r a d o i n t e r v a l o de 

c o n f i a n ç a d e b. 

E X E R C Í C I O 44 

A m é d i a de t rês p rovas e m b r a n c o para as anál ises de z i r c ô n i o d o e x e r c f c i o a n t e r i o r d e u 0,24. 

Es te va lo r está d e n t r o d o i n t e r v a l o de va r i ação de a, mas deseja-se saber se e le é c o m p a t í v e l c o m b = 1 

n u m n í v e l de s ign i f i canc ia 0,05. 

A reg ião de c o n f i a n ç a para a e b s i m u l t a n e a m e n t e é l im i t ada po r u m a e l ipse cu ja e q u a ç ã o é : 

n ( a ' - a ) - + 2 ( 2 x ) ( a ' - a) | b ' - b ) + ( 2 x - ) ( b ' - b ) * = 2F s* ( V I I . 3 6 ) 

o n d e ^ e b são os va lo res achados p e l o m é t o d o d o s m í n i m o s q u a d r a d o s . N o n o s s o caso q u e r e m o s tes ta r 

a ' = 0,24. E n t ã o t e m o s : 

1 4 ( 0 , 2 4 - 0 , 1 7 8 4 ) ' 2( 147,5) (0,24 - 0 ,1784) ( b ' - 1 , 0 0 3 4 ) - H 9 8 3 , 8 1 ( b ' - 1 , 0 0 3 4 ) ' = 2 F ( 0 , 0 0 9 4 7 7 ) 

O va lo r de F é p r o c u r a d o na T a b e l a e t e m 2 e ( n — 2) g raus de l i be rdade . N o n o s s o caso 

F Q Qgj2 12) ~ R e s o l v e n d o a exp ressão a c i m a acha-se 

1983,81 b ' ' - 1962,937908 b' 1979 ,068259 = O 

R e s u l t a d o s : 

b' = 

1,004 

0,993 
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14 (a ' - 0 , 1 7 8 4 ) ' + ( 146 ,5 ) ( a ' - 0 , 1 7 8 4 ) (1 ,000 - 1,0034) + 1983,81 (1 ,000 - 1 , 0 0 3 4 ) ' = 2 (3 ,9 ) (0 ,009477) 

R e s u l t a d o s : 

a ' = 

0 ,284 

0 ,144 

O i n t e r v a l o de v a r i a ç ã o de a. a c h a d o é s u f i c i e n t e m e n t e l a r g o , p o r isso é v á l i d o a d m i t i r q u e b = 1. 

G r a f i c a m e n t e ( F i g u r a 7 .2 ) , o p r o b l e m a p o d e ser r e s o l v i d o pe la c o n s t r u ç ã o da e l ipse u s a n d o os 

segu in tes p a r â m e t r o s : 

K ' = 2 F s^ = 0 ,0739206 

<' 
W = = 1,1298 

V n 2 X * 

= s^y/2F = 0,0131 

L . = s„ = 0 ,1564 

/ 2 W 
d ^ = K V - = 0 ,0063 

^ (1 • ^ W ) Z x ' 

d = d ^ = 0 ,0752 
a , b 

E s c o l h e - s e a escala para as c o o r d e n a d a s e m a r c a s e o c e n t r o da e l ipse n o p o n t o ( a , b ) . P o r este 

p o n t o t r a ç a m - s e re tas para le las aos e i x o s . S o b r e estas re tas , a p a r t i r d o c e n t r o , a u m a d i s tanc ia d^^ e d ^ 

m a r c a m - s e os p o n t o s E , E ' e D , D ' r e s p e c t i v a m e n t e . S o b r e o e i x o das abcissas, m a r c a m - s e os p o n t o s q u e 

c o r r e s p o n d e m aos l im i tes d o i n t e r v a l o de v a r i a ç ã o de a e po r estes p o n t o s t r a ç a m - s e para le las ao e i x o das 

o r d e n a d a s . D o m e s m o m o d o , n o e i x o das o r d e n a d a s m a r c a m - s e os p o n t o s l im i tes d a v a r i a ç ã o de b e 

t r açam-se para le las a o e i x o das absc issas. T r a ç a m - s e as retas E D e E ' D ' a t é o p e r í m e t r o d o r e t á n g u l o 

o n d e se m a r c a m os p o n t o s R , T , R ' e T ' . O h e x á g o n o R N T R ' N ' T ' l im i ta a e l ipse . Pe lo p o n t o a = 0 e 

b = 1 t raça-se u m a para le la ao e i x o das abcissas. A pa r te des ta re ta l im i t ada pela e l ipse dá a 

v a r i a ç ã o de a para b = 1 e v e m o s q u e é o i n t e r v a l o achado pela e q u a ç ã o ( V I I . 3 6 ) . D o m e s m o 

m o d o , pe lo p o n t o a = 0,24 t raça-se u m a para le la aó e i x o das o r d e n a d a s . A va r i ação de b para 

O i n t e r v a l o d e v a r i a ç ã o d e b ' pa ra a = 0,24 f i ca s e n d o e n t ã o 0 ,993 < b < 1,004, p o u c o m e n o r 

q u e o a c h a d o a n t e r i o r m e n t e . C o n c l u i - s e q u e o v a l o r 0,24 p o d e ser u s a d o pa ra a p r o v a e m b r a n c o . 

P o d e m o s t a m b é m q u e r e r saber q u a l o i n t e r v a l o de va r i ação de a q u a n d o a s s u m i m o s b = 1. Nes te 

caso v a m o s t e r : 
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a = 0,24 é d a d a pela pa r te des ta ra ta l i m i t a d a pela e l ipse . V e m o s , t a m b é m nes te c a s o , q u e os 

v a l o r e s c o n f i r m a m os a c h a d o s pe la e q u a ç ã o ( V I I . 3 6 ) . E s t a e q u a ç ã o p o d e ser usada t a m b é m pa ra u m tes ta 

s i m u l t a n e o de a = 0 e b = 1 . P a r a i s t o , d e v e m ser i n t r o d u z i d o s n a e q u a ç ã o ( V I I . 3 6 ) o s v a l o r e s a ' = 0 e 

b' = 1. P r o c u r a - s e o v a l o r d e F n a T a b e l a e c o m p a r a s e c o m o v a l o r d e F e x p e r i m e n t a l . S e o F c a l c u l a d o 

f o r m a i o r q u e o F t a b e l a d o , re je i ta -se a h i p ó t e s e d e a = O e b = 1 s i m u l t a n e a m e n t e . 

1 .016 

1 .012 

1 .008 ' 

1 . 0 0 4 

1 .000 -

F i g u r a 7 .2 — R e g i ã o d e V a r i a ç ã o d e a e b 

E X E R C f C i O 45 

F o i t r açada u m a c u r v a p a d r ã o para u m m é t o d o a p l i c a d o a anál ises d e t ó r i o . O s v a l o r e s 

achados ( y ) e os v a l o r e s e s p e r a d o s ( x ) es tão na T a b e l a ( V i l . 5 ) . V e r i f i c a r se as h i p ó t e s e s a = 0 e 

b = 1 p o d e m ser ace i tas s i m u l t a n e a m e n t e , n u m n f v e l d e c o n f i a n ç a de 0 ,95. 
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T a b e l a V I 1.5 

R e s u l t a d o s O b t i d o s e m A n á l i s e s d e T ó r i o 

C o l o c a d o A c h a d o 
x U í g ) v(Mg) x y X * 

0,20 0,22 0 ,0440 0 ,0400 0 ,0484 
1,30 1,26 1,6380 1,6900 1,5876 
2 , 5 0 2 ,53 6 ,3250 6 ,2500 6 ,4009 
3 ,60 3,65 13,1400 12,9600 13 ,3225 
4 ,50 4,44 19,9800 20 ,2500 19 ,7136 
5,80 5,78 33 ,5240 33 ,6400 3 3 . 4 0 8 4 

17,90 17.88 74 ,6510 74 ,8300 7 4 , 4 8 1 4 

X = 2 ,9833 

y = 2,98 

7 4 , 8 3 ( 1 7 , 8 8 ) - 1 7 , 9 (74 ,651 ) 
a = - - = 0 ,0133 

6 ( 7 4 , 8 3 ) - ( 1 7 , 9 ) * 

6 ( 7 4 , 6 5 1 ) - 17,9 (17 .88 ) 
b = :; = 0 .9944 

6 ( 7 4 , 8 3 ) - ( 1 7 , 9 ) * 

, 1 (17 ,88 ) (17 ,9 ) , 
s * = - [ 74 ,4814 - 17,88 (2 ,98 ) - 0 , 9 9 4 4 (74,651 - - ) ] 
° 4 6 

s * = 0 ,0023325 

Sjj = 0 ,0483 

Pela f ó r m u l a ( V I 1.36) t e m o s : 

6 ( 0 - 0 , 1 3 3 ) * + 2 ( 1 7 , 9 ) ( 0 - 0 , 0 1 3 3 ) (1 - 0 ,9944) + 74 ,83 (1 - 0 , 9 9 4 4 ) * = 2 F ( 0 , 0 0 2 3 3 2 5 ) 

F = 0 ,159 

' ^ 0 , 0 5 ( 2 , 4 1 ^ ' ^ 

C o n c l u i - s e q u e os v a l o r e s a - O e b = 1 p o d e m ser ace i tos s i m u l t a n e a m e n t e . 
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V I 1.3.3 - A n á l i s e d a V a r i â n c i a 

A v a r i a ç ã o t o t a l d o s r e s u l t a d o s ( y , ) é d a d a p o r Z ( y , - y ) ' q u e p o d e ser d e s d o b r a d a e m d o i s 

t e r m o s : 2 ( Y | - y ) * e Z l y , - Y , ) * . O p r i m e i r o t e r m o é a v a r i â n c i a e x p l i c a d a pe la regressão e o s e g u n d o 

t e r m o 6 a v a r i a ç ã o res idua l s o b r e a reg ressão . A F i g u r a 7.3 p e r m i t e v i s u a l i z a r m e l h o r o s i g n i f i c a d o desses 

t e r m o s . ^ 

a ) T O T A L I f 

^ b ) E X P L I C A D A P E L A R E G R E S S Ã O Z ( Y ^ - ^ J * 

C ) R E S I D U A L T ( y ¿ - Y j * 

F i g u r a 7.3 - V a r i a ç ã o d o s R e s u l t a d o s 
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C o m o Z ( y | - y ) * / ( n - 1) é u m a es t ima t i va jus ta d e a * segue-se q u e : 

2 ( y , - y ) ' 
I • J 

= X A 
( V I I . 3 7 ) 

c o m ( n - 1) g r a u s d e l i b e r d a d e . 

P o d e m o s v e r , pe la F i g u r a 7.4 q u e a r e l a ç ã o : 

= b 
X, - X 

é u m a d e f i n i ç ã o d o c o e f i c i e n t e angu la r . S e n d o a s s i m , a r e l ação 

( Y , - y ) - = b* ( x , - x ) -

é v á l i d a e p o d e ser e s t e n d i d a para t o d o s os p o n t o s . T e m o s e n t ã o : 

2 ( Y , - y ) - = b* X ( x . - í ) * 

F i g u r a 7.4 - D e p e n d á h c l a d e a c o m o s V a l o r e s d e x e y 



1 3 / 

Q u a n d o v e r i f i c a m o s a h ipó tese | 3 = 1 , u s a m o s o tes te t pe la e q u a ç ã o ( V I I . 2 8 ) q u e , n u m caso 

ma is ge ra l p o d e ser e s c r i t a : 

t = 

V i m o s t a m b é n \ pe la e q u a ç ã o ( V I I . 2 2 ) q u e : 

Z ( x - x ) * 

o n d e s* é e s t i m a t i v a de CT*. Pode-se e n t ã o e s c r e v e r : 

I b - f i l , 5 

t = — V 2 ( x - x ) * 

( V I I . 3 8 ) 

F a z e n d o ŝ ^ -*• a. t e m o s t -»• u e a e q u a ç ã o se t o r n a : 

I b - ^ l , 

u = — v z ; ( x - 5 < ) ' 
( V I I . 3 9 ) 

o u 

( b - p ) - S ( x - x ) - , 

? 
( V I 1.40) 

Se f i z e r m o s a h i p ó t e s e ^ = O, is to é, não há reg ressão , t e m o s q u e : 

b - 2 ( x - x ) - , , 
3 = " = X b ( V I I . 4 1 ) 

o n d e X r t e m u m g r a u de l i b e r d a d e . 

T e m o s t a m b é m , p o r d e f i n i ç ã o , q u e : 

2 ( y , - V , ) ' 

e s a b e m o s q u e s^ é u m a e s t i m a t i v a de o * . Nes tas c o n d i ç õ e s t e m o s a r e l a ç ã o : 

2 ( y , - Y , ) -

= Xc ( V I I . 4 2 ) 
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HQ : í = O 

H , ; /3 O 

Nes te c a s o , o q u a d r o da aná l i se d a v a r i â n c i a é o d a T a b e l a V I I . 6 . 

T a b e l a V I I . 6 

Q u a d r o da A n á l i s e d a V a r i â n c i a pa ra S e r A p l i c a d o e m T e s t e s d e R e g r e s s ã o 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

S o m a d o s Q u a d r a d o s 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M é d i o 

F 

D e v i d a a 

R e g r e s s ã o 

Z ( Y , - y ) * = b * 2 : ( x , - x ) * 1 b * Z ( x , - x ) * 

b ' K x . - x ) ' 
p • 

R e s í d u o S ( y , - Y ) * ( p o r d i f e r e n ç a ) n - 2 £ ( y , - Y , ) V ( n - 2 ) = S * 
^ S * 

T o t a l 2 ( y , - Y ) * n - 1 

Se F < F M a c e i t a m o s H ^ , is to é, n ã o há r eg ressão . A f r a ç ã o d a v a r i a ç ã o d e y 
exp p{ I ,n — 2; O 

e x p l i c a d a pela regressão é d a d a pe la e x p r e s s ã o : 

S o m a de Q u a d r a d o s d e v i d a à R e g r e s s ã o ^ 

S o m a d e Q u a d r a d o s T o t a l £ (y^ - y ) * 

( V I I . 4 3 ) 

D i v i d i n d o , na e x p r e s s ã o d e b d a d a pe la e q u a ç ã o ( V I I . 1 5 ) , o n u m e r a d o r e o d e n o m i n a d o r p o r n , 

e e i v a n d o ao q u a d r a d o t e m o s : 

( S x y -
E x S y 

b - = ( V I I . 4 4 ) 

( r ( x - x ) ' ) ' 

o n d e X c - ^1 S^aus d e l i b e r d a d e . O s t rês são i n d e p e n d e n t e s , p o r q u e : 

r e s p e c t i v a m e n t e c o m ( n - 1 ) , 1 e ( n - 2 ) g r a u s d e l i b e r d a d e , is to é , o b e d e c e m ao t e o r e m a d e C o c h r a n e . 

P o d e m ser e n t ã o v e r i f i c a d a s , pela aná l ise d a v a r i â n c i a , as h i p ó t e s e s : 
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S u b s t i t u i n d o ( V I 1.44) e m ( V I 1.43) v a m o s t e r : 

, 2 x Y - Í i ^ ) ' 

I M y . y ) - K x . - x ) -

C o n c l u i - s e q u e a f r a ç ã o d a v a r i a ç ã o d e y e x p l i c a d a pe la regressão é igua l ao q u a d r a d o d o 

c o e f i c i e n t e d e c o r r e l a ç ã o . 

V I 1.4 - R e g r e s s ã o P o l i n o m i a l 

V a m o s c o n s i d e r a r o caso e m q u e y é u m p o l i n o m i o d e g r a u m e m x , i s to é : 

c u j a e s t i m a t i v a é : 

Y = b + b , x -(• b . x ' -^. . . + b x " 
o I 2 m 

Pe lo m é t o d o dos m í n i m o s q u a d r a d o s , deve -se t o r n a r m í n i m o o v a l o r d e : 

2 ( y . - b „ - b , x - b _ x ' . . . - b ^ x " * ) -
J _ ^ I o 1 2 m 

D e r i v a n d o e m re lação a b ^ , b ^ , . . . b ^ e i g u a l a n d o a z e r o v a m o s t e r : 

2 y ¡ = m b Q + b , Zx.+b^Z x ¡ ' • ^ . . . + b ^ 2 x . " 

£ x , y , = b o 2 x , + b , 2 x , ' + b 2 2 x , ' - H . . . -t- b ^ 2 x m + l 

2 m 

( V I I . 4 5 ) 

2 x [ " y , = b j , 2 x l " b , 2 x ; " * ^ + b2 2 x ; " * ^ + . . . + £ 

Se a v a r i á v e l x f o r c e n t r a d a , i r te é, Z x , = O ( o q u e se p o d e o b t e r p o r m u d a n ç a de o r i g e m , 

f a z e n d o x = 0 ) e se os v a l o r e s de x f o r e m e q u i - e s p a ç a d o s , o q u e o c o r r e m u i t a s v e z e s e m t r a b a l h o s 

e x p e r i m e n t a i s , as somas das p o t ê n c i a s i m p a r e s d e x se a n u l a m , i s to é , 2 x ^ ' ' * ^ = 0 ( k = 0 , 1, 2 , . . . ) . 

Des te m o d o o s i s tema de e q u a ç õ e s ( V I I . 4 5 ) se s i m p l i f i c a . 

V l l . 4 . 1 — D e t e r m i n a ç ã o d o G r a u d o P o l i n o m i o 

Se n u m t r a b a l h o e x p e r i m e n t a l t e m o s n p o n t o s , p o d e m o s passar u m p o l i n o m i o d e g r a u ( n — 1) 
para ter y | — Y | = 0 para q u a l q u e r v a l o r de i. I s t o , p o r é m , n ã o f a z s e n t i d o , p o r q u e y é u m a v a r i á v e l 
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a lea tó r i a o q u e q u e r d i z e r q u e d e v e have r u m a c e r t a v a r i a ç ã o e m t o r n o d a l i nha de reg ressão . Pe la anál ise 

d a v a r i â n c i a pode -se es tabe lecer o g r a u d o p o l i n o m i o mais c o n v e n i e n t e q u e passa p o r t o d o s os p o n t o s . 

N o caso da reg ressão l i nea r , a v a r i a ç ã o t o t a l de y , is to é, E l y , — y ) ' f o i d e c o m p o s t a e m duas parce las 

i n d e p e n d e n t e s : u m a d e v i d a à regressão ( 2 ( Y , - y ) ' ) e o u t r a res idua l { 2 ( y , — Y , ) ' ) . A i d e n t i d a d e : 

2 ( y . - Y ) ' = S ( y ¡ - Y . ) ' + 2 ( Y , - y ) -

é v á l i d a para q u a l q u e r Y e p o r t a n t o para q u a l q u e r p o l i n o m i o . 

Se passa rmos de u m p o l i n o m i o d e g r a u m para u m p o l i n o m i o d e g r a u m-t- l , o r e s í d u o d i m i n u i e 

a pa r te d a reg ressão a u m e n t a , a té q u e , pa ra o g r a u n — 1, o r e s í d u o é n u l o . 

O q u a d r o da anál ise da v a r i â n c i a n o caso da regressão p o l i n o m i a l é o da T a b e l a ( V I I . 7 ) . 

T a b e l a V I 1.7 

A n á l i s e da V a r i â n c i a para Regressão P o l i n o m i a l 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

S o m a d e 

Q u a d r a d o s 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M é d i o 

F 

P o l i n o m i o 

de G r a u m 
2 ; ( Y ^ - y ) ^ m 

= M e l h o r i a 

M e l h o r i a p o r d i f e r e n ç a 1 

= M e l h o r i a 

P o l i n o m i o 

d e G r a u m + 1 

( m + l ) 

D i f e r e n ç a 

Si, 

R e s í d u o p o r d i f e r e n ç a ( n - m - 2 ) 
( n - m - 2 ) 

T o t a l ( n - 1 ) 

A s h ipó teses s ã o : H g N ã o há m e l h o r i a 

H á m e l h o r i a 

S e F ^ ^ p '^p (1 n - m - 2 ) "^sjeitamos H g e c o n c l u í m o s q u e há m e l h o r i a . S e a m e l h o r i a f o r d a 

m e s m a o r d e m de g r a n d e z a d o r e s í d u o , esta m e l h o r i a é só a p a r e n t e , i s to é, o p o l i n o m i o d e g r a u m se 

adap ta t ão b e m aos p o n t o s q u a n t o o de g r a u ( m + 1 ) e deve-se o p t a r p e l o p r i m e i r o p o r ser ma is s imp les . 

E X E R C Í C I O 4 6 

N u m t r a b a l h o de r e c u p e r a ç ã o de t ó r i o , fo i ap l i cado u m m é t o d o n o v o e, para v e r i f i c a r se a 
r e c u p e r a ç ã o é p r o p o r c i o n a l à massa e x i s t e n t e , o m é t o d o fo i a p l i c a d o pa ra c o n c e n t r a ç õ e s c o n h e c i d a s 
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d e t ó r i o . O s r e s u l t a d o s o b t i d o s es tão na T a b e l a ( V I I . 8 ) o n d e x é a massa rea l de t ó r i o e y é a 

massa d o t ó r i o r e c u p e r a d o . V e r i f i c a r n u m n í v e l de s i gn i f i canc i a d e 0 ,10 se há regressão e q u a l o 

p o l i n o m i o q u e m e l h o r se a d a p t a aos p o n t o s . I n t e r p r e t a r os r e s u l t a d o s . 

T a b e l a V I 1.8 

R e s u l t a d o s de R e c u p e r a ç ã o d e T o r i o 

é x y X » ' y ' 

0 ,2 0 ,18 0 ,036 0 ,04 0 ,0324 

0,5, 0 ,49 0 ,245 0 ,25 0,2401 

1,1 1,07 1,177 1,21 1,1449 

2,8 2 ,65 7 ,420 7 ,84 7 ,0225 

4 ,3 4 ,05 17,415 18 ,49 16 ,4025 

5,5 5 ,18 2 8 , 4 9 0 3 0 , 2 5 26 ,8324 

7,8 7 ,42 57 ,876 6 0 , 8 4 55 ,0564 

9,5 8 ,73 8 2 , 9 3 5 9 0 , 2 5 76 ,2129 

11.0 10 ,10 111 ,100 121 ,00 102 ,0100 

13,3 12 ,03 159 ,999 176,89 144 ,7209 

56 ,0 5 1 , 9 0 4 6 6 , 6 9 3 5 0 7 , 0 6 4 2 9 , 6 7 5 0 

X = 5 ,60 

y = 5 ,19 

F o n t e d e v a r i a ç ã o d e v i d a à regressão ( S Q L ) : 

S Q L = b ' E ( x , - x ) ' = b ' S x , ' -

b ' ( E x j ) ' 

1 0 ( 4 6 6 , 6 9 3 ) - 5 6 , 0 ( 5 1 , 9 ) 
b = ; = 0 ,9100 

10 ( 5 0 7 , 0 6 ) - ( 5 6 , 0 ) -

b - = 0 , 8 2 8 1 4 

( 5 6 ) -
S Q L = 0 , 8 2 8 1 4 ( 5 0 7 , 0 6 ) = 160 ,2120 

10 

F o n t e d e v a r i a ç ã o r e s i d u a l ( S Q R ) 

S Q R = E ( y , - y ) - - S Q L 
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, ( 2 y ) ' 
S Q R = Z y ? - - - S Q L 

' n 

( 5 1 . 9 ) ' 
S Q R = 4 2 9 , 6 7 5 160 ,212 = 0 ,102 

10 

O q u a d r o d a aná l ise d a v a r i â n c i a está a p r e s e n t a d o n a T a b e l a ( V I 1.9) 

T a b e l a V i 1.9 

A n á l i s e d a V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s d a T a b e l a V n . 8 

F o n ta d a 

V a r i a ç ã o 

S o m a d e 

Q u a d r a d o s 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M e d i o 

F 

D e v i d a *a 

R e g r e s s ã o 

160 ,212 1 160,212 

160 ,212 
c = : = 1 0 5 6 6 

R e s í d u o 0 ,102 8 0 ,01275 
0 . 0 1 2 7 5 

' ' • x p ^ 0 , 1 0 ( 1 , 8 ) ^ ' ^ 
T o t a l 160 ,314 9 

0 . 0 1 2 7 5 

' ' • x p ^ 0 , 1 0 ( 1 , 8 ) ^ ' ^ 

C o m o F g ^ p > F j g j j , c o n c l u i - s e q u e há regressão 

E q u i e ç â o d a R o t a 

507 ,06 ( 5 1 , 9 ) - 5 6 ( 4 6 6 , 6 9 3 ) 
a = - - = 0 ,0939 

10 ( 5 0 7 , 0 6 ) - ( 5 6 , 0 ) ' 

Y , = 0 , 0939 + Q , 9 1 x 

E q u a ç ã o d a C u r v a d a 2 ? G r a u 

P a r a acha r a e q u a ç ã o da c u r v a d e 2? g r a u é p r e c i s o ca l cu la r os v a l o r e s a p r e s e n t a d o s n a T a b e l a 

( V i l . 1 0 ) . 
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T a b e l a V I ! . 1 0 

V a l o r e s Necessár ios para A c h a r a E q u a ç i o da C u r v a d e 2 ? G r a u 

X * x V Y , yl 

0 ,008 0 ,0016 0 ,0072 0 ,178 0 ,031684 2 5 , 1 2 0 1 4 4 

0 ,125 0 ,0625 0 ,1225 0,471 0 ,221841 22 ,268961 

1,331 1,4641 1,2947 1,054 1,110916 17 ,306496 

21 ,952 61 ,4656 20 ,7760 2 ,683 7; i 9 8 4 8 9 6 , 2 8 5 0 4 9 

79 ,507 341,8801 74 ,8845 4 ,095 16 ,769025 1 ,199025 

166,375 9 1 5 , 0 6 2 5 156,6950 5,206 27 ,102436 0 , 0 0 0 2 5 6 

4 7 4 , 5 5 2 3701 ,5056 451 ,4328 7 ,290 5 3 , 1 4 4 1 0 0 4 , 4 1 0 0 0 0 

857 ,375 8 1 4 5 , 0 6 2 5 787 ,8825 8 ,793 7 7 , 3 1 6 8 4 9 1 2 , 9 8 1 6 0 9 

1331 ,000 14641 ,0000 1222 ,1000 10,093 101 ,868649 2 4 , 0 3 9 4 0 9 

2 3 5 2 , 6 3 7 31290,0721 2127 ,9867 12,037 144 ,889369 4 6 , 8 8 1 4 0 9 

5 2 8 4 , 8 6 2 59097 ,5766 4843 ,1819 51 ,900 4 2 9 , 6 5 3 3 5 8 160 ,292358 

(1 ) 51 ,9 = l O b ^ + 56 b^ + 507 ,06 b j 

(2) 466 ,693 = 56 b^ + 507 ,06 b , + 5284 ,862 b^ 

(3 ) 4 8 4 3 , 1 8 1 9 = 507,06 b ^ + 5 2 8 4 , 8 6 2 b , + 59097 ,5766 b j 

R e s o l v e n d o o s i s t ema d e e q u a ç õ e s , acha -se : 

bg = - 0 ; 0 1 7 6 

b , = 0 ,9802 

b j = - 0 , 0 0 5 5 5 

= - 0 , 0 1 7 6 + 0 ,9802 X - 0 , 0 0 5 5 5 x ' 

C o m estes d a d o s , pode -se v e r i f i c a r se a c u r v a d e s e g u n d o g r a u se a d a p t a aos p o n t o s m e l h o r d o 

q u e a r e t a . 

Pa ra i s t o , faz -se o q u a d r o d a anál ise d a v a r i â n c i a c o n f o r m e a T a b e l a ( V I I . I I ) . 

C o m o o F g ^ p > ^ 0 1 0 ( 1 7 ) * m e s m o m a i o r q u e FQ 0 5 ( 1 , 7 ) ^ ^^^ ' ^^se a c u r v a d e 2? g r a u c o m o 

m e l h o r q u e a re ta para d e s c r e v e r os p o n t o s e x p e r i m e n t a i s . I s to ind ica q u e hà u m a v a r i a ç ã o s i g n i f i c a t i v a 

d a r e c u p e r a ç ã o d e t ó r i o c o m a c o n c e n t r a ç ã o des te e l e m e n t o . 

V I 1.5 — C o m p a r a ç ã o e n t r a D u a s C u r v a s P a d r ã o 

U m a c u r v a de ca l i b ração é g e r a l m e n t e c o n s t r u í d a c o m padrões a c o m p a n h a d o s d e c e r t i f i c a d o a 

d e v e ser r e f e i t a p e r i o d i c a m e n t e , p o r q u e , c o m o temp>o, p o d e m va r ia r a l g u m a s c o n d i ç õ e s q u e a f e t a m o 
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m é t o d o e x p e r i m e n t a l u s a d o na d e t e r m i n a ç ã o dos p o n t o s . P o d e a c o n t e c e r t a m b é m q u e se f a ç a m d u a s 

c u r v a s p a d r ã o , u m a delas c o m padrões a d q u i r i d o s ( p r i m á r i o s ) e o u t r a c o m p a d r õ e s p r e p a r a d o s 

a r t i f i c i a l m e n t e ( s e c u n d á r i o s ) e se q u e i r a saber se elas são e q u i v a l e n t e s . E n f i m , p o d e m su rg i r 

c i r c u n s t â n c i a s e m q u e se t o r n e necessár io f a z e r u m a c o m p a r a ç ã o e n t r e d u a s c u r v a s d e c a l i b r a ç ã o . 

T a b e l a V I I . I I 

A n á l i s e da V a r i â n c i a A p l i c a d a ^ C u r v a d e 2? G r a u 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

R e t a 

M e l h o r i a 

C u r v a 2? 

G r a u 

R e s í d u o 

T o t a l 

S o m a d e 

Q u a d r a d o s 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

Médio 

160,2120 1 0 ,0804 

0 ,0804 

160 ,2924 

0 ,0216 

0 ,0216 0 ,0804 
= 0 ,00308 F = = 266,1 

7 0 , 0 0 3 0 8 

160.314 •"0,1011.7) = 2,0 

'^0,05(1,7) " ^'^ 

S e j a m : 

Y , = a , + b , X 

Y , = a ^ + b , X 

( n , p o n t o s ) 

( n ^ p o n t o s ) 

as e q u a ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s às cu r vas q u e d e s e j a m o s c o m p a r a r . O p r i m e i r o p>asso c o n s i s t e n a 

c o m p a r a ç ã o das va r i ânc ias S Q , e s ^ j p e l o tes te F . T e o r i c a m e n t e , as v a r i â n c i a s d e v e m ser igua is , p o r q u e o 

m é t o d o u s a d o pa ra a o b t e n ç ã o dos p o n t o s é o m e s m o . Se o tes te das v a r i â n c i a s f o r s i g n i f i c a t i v o n o n í v e l 

de c o n f i a n ç a d e s e j a d o , há i nd i cação de q u e h o u v e a l g u m e r r o nas m e d i d a s e estas d e v e m ser r e p e t i d a s . 

A d m i t i n d o e n t ã o q u e as va r i ânc ias se jam igua is , ca lcu la-se a v a r i â n c i a m é d i a pe la e q u a ç ã o : 

( n , - 2 ) s - , + ( n 2 - 2 ) s ¿ '02 
( V I I . 4 6 ) 

q u e t e m ( n , -̂  n j — 4 ) g raus de l i be rdade . 

Para saber se d u a s cu r vas p a d r ã o são e q u i v a l e n t e s , ve r i f i ca -se e m p r i m e i r o lugar se elas são 

para le las , is to é , se b^ = b¿ e, n o caso a f i r m a t i v o , ve r i f i ca -se a i g u a l d a d e , a , ~ a^. das o r d e n a d a s na 

o r i g e m . 
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V l l l . 5 . 1 — P a r a l e l i s m o e n t r a D u a s C u r v a s P a d r ã o 

A v a r i â n c i a d a d i f e r e n ç a e n t r e os d o i s c o e f i c i e n t e s a n g u l a r e s é d a d a p o r : 

s* s-
j *01 ^02 

- K > = T + T ( V I I . 4 7 ) 
Z ( x , - x , | ' Z l x j - X j ) ' 

C o m o p o r h i p ó t e s e s ^ , e s ^ ^ são e s t a t i s t i c a m e n t e igua is , t e m o s : 

' s M ^ - + í ] ( V I I . 4 8 I 
Z ( x , - X , ) - E i x j - X j ) ' 

Pa ra s i m p l i f i c a r a a n o t a ç ã o , c h a m a m o s Z ( x , - x , ) ' = D , e Z Í X j - x ^ ) ' = D^. A p l i c a - s e o tes te 

t à d i f e r e n ç a e n t r e o s c o e f i c i e n t e s angu la res e t e m o s : 

I b ^ - b ^ l 

t = ( V I I . 4 9 ) 

* (b , -b j ) 

c o m f = n , + "2 ~ ^ g r a u s d e l i b e r d a d e . Se o v a l o r d e t g ^ p ^ ^ ^ t a b ' ""^"^ " l^vel d e s i g n i f i c â n c i a 

c o n v e n i e n t e p , os c o e f i c i e n t e s angu la res são igua is , i s t o é, as re tas são pa ra le l as . 

Q u a n d o as d u a s c u r v a s d e c a l i b r a ç ã o são o b t i d a s p o r d o i s m é t o d o s d i f e r e n t e s ( c o m p a r a ç ã o de 

m é t o d o s ) p o d e a c o n t e c e r q u e Sg^ ^^^02' ^ ^ ^ t e c a s o , o n ú m e r o d e g r a u s d e l i b e r d a d e f é c a l c u l a d o d a 

s e g u i n t e m a n e i r a : 

1 c - 1 - c -
+ 

f f , f2 

o n d e : f , = n , — 2 ; f^ = n ^ — 2 e C é d a d o pe la s e g u i n t e e x p r e s s ã o : 

C = 

N o caso d e S g , s ^ ^ , o va lo r d e t é c a l c u l a d o p o r : 

I b , - b j I 

t = — = — ( V I I . 5 0 ) 

*02 

D , D ^ 
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a , = y , - b , X , 

a ^ = y2 - b2 

A s s i m a c o n d i ç ã o a , - ^2 ^ p r e e n c h i d a pe la i g u a l d a d e . 

( V I I . 5 1 ) 

( V I I . 5 2 ) 

F i g u r a 7.5 — R e t a R c o m C o e f i c i e n t e A n g u l a r b 

e c o m p a r a - s e c o m tp j t a b e l a d o 

V l l . 5 . 2 - C o i n c i d ê n c i a d e D u a s C u r v a s P a d r ã o 

S e , p e l o tes te a n t e r i o r , se o b t e v e q u e os c o e f i c i e n t e s a n g u l a r e s b , a b j são e s t a t i s t i c a m e n t e 

iguais , deve-se v e r i f i c a r se a , e a ^ são t a m b é m e s t a t i s t i c a m e n t e igua is . 

Pe la F i g u r a ( 7 .5 ) v e m o s q u e y = A C e bx = B C . E n t ã o : 
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D e s d e q u e f o i a d m i t i d a a i gua ldade b , = b j , pode -se ca l cu l a r u m v a l o r m é d i o d o s c o e f i c i e m e s 

a n g u l a r e s , s u b s t i t u i n d o e m ( V l l . 5 1 ) b , e b ^ p o r b . T e m o s e n t ã o ; 

b = 
V i - y 2 

( V I I . 5 3 ) 

c o m o e s t i m a t i v a d o c o e f i c i e n t e a n g u l a r d e t o d o s os p o n t o s . O v a l o r b p o d e ser i n t e r p r e t a d o c o m o o 

c o e f i c i e n t e a n g u l a r de u m a r e t a R q u e passa pe los p o n t o s m é d i o s ( x , ) d e R , e ( X j y j ) d e R j 

c o n f o r m e a F i g u r a ( V I I . 5 ) . C a l c u l a - s e t a m b é m o v a l o r m é d i o b f a z e n d o a m é d i a p o n d e r a d a d o s 

c o e f i c i e n t e s angu la res b , e b^ das duas r e t a s , u s a n d o c o m o pesos os v a l o r e s r e c í p r o c o s das r e s p e c t i v a s 

v a r i â n c i a s . 

b = 

b , D / s ^ , + b ^ D j / s ^ j 
( V I 1.54) 

A e s t i m a t i v a de b baseia-se s o m e n t e n o p a r a l e l i s m o das d u a s re tas , e n q u a n t o q u e b a d m i t e a 

c o i n c i d ê n c i a das duas re tas . A c o m p a r a ç ã o dessas d u a s e s t i m a t i v a s p e r m i t e t es ta r a h i p ó t e s e da 

c o i n c i d ê n c i a . 

Pela f ó r m u l a ( I V . 5 5 ) s a b e m o s q u e : 

E n t ã o a v a r i â n c i a d a m é d i a p o n d e r a d a b d o s c o e f i c i e n t e s a n g u l a r e s b , e b j , q u a n d o s ^ , e S Q ^ 

são e s t a t i s t i c a m e n t e iguais é : 

2 ( V I I . 5 5 ) 

^ »01 * » 0 2 

( V I I . 5 6 ) 

Para acha r a v a r i â n c i a d a b f a z e m o s : 

Î , 9 b , 9 b , 

b 'òT, ^ ' 972 

s a c h a m o s : 
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2 1 

= 

s ' 
»01 » 0 2 

+ 
" l " 2 

( V I I . 5 7 ) 

s« »ài ^ 

N o caso d e S Q , = s ^ j , t e m o s : 

3 
s ^ = 

» 0 " l " 2 

I —) 

C o n s e q u e n t e m e n t e , a v a r i â n c i a d a d i f e r e n ç a ( b - B ) é a s o m a das v a r i â n c i a s : 

- I V I I . 5 8 ) 

( b - b ) l 
" l * " 2 

( x , - X J ) ' n , n j 

1 

D , * D 2 ° 

( V I I . 5 9 ) 

N o caso d e s ¿ , =)t s ^ ^ , t e m o s : 

*(b - b ) 

s- s ' 
» 0 2 

( + ) + 
( X , - X J ) ' n , n , D , / s ¿ , + D ^ / s ^ ^ 

( V I 1.60) 

Q u a n d o s^^ e s^^ f o r e m e s t a t i s t i c a m e n t e igua is , a c o i n c i d ê n c i a das d u a s re tas se tes ta p e l o v a l o r 

d e t a c h a d o p o r : 

t = 
I b - b I 

» ( b - b ) 

( V I I . 6 1 ) 

c o m f = n , + n j - 4 g r a u s de l i b e r d a d e . Se t^^^^ < t p , t a b e l a d o , ace i ta-se a c o i n c i d ê n c i a das d u a s r e t a s . 

Q u a n d o S Q , ^ s ^ j su rge u m a d i f i c u l d a d e q u a n t o ao n ú m e r o d e g r a u s d e l i be rdade q u a d e v e m 

ser a t r i b u í d o s a t. O p r o b l e m a s ó se r e s o l v e se f , e f_ sSo p e l o m e n o s m a i o r e s q u e 10, t o m a n d o o v a l o r 

3 3 
d e s¿ c o m o e s t i m a t i v a de 0 ( ¿ _ b ) * c o m p a r a n d o o v a l o r : 

; b - b 
u = 

( V I I . 6 2 ) 

' ( b - b ) 

c o m os v a l o r e s t a b e l a d o s d a d i s t r i b u i ç ã o n o r m a l . 



149 

E X E R C Í C I O 4 7 

F o r a m fe i tas d u a s c u r v a s d e ca l i b ração pa ra u m c e r t o m é t o d o e x p e r i m e n t a l . N a p r i m e i r a ( R , ) 

f o r a m usados p a d r õ e s c o m c e r t i f i c a d o e na s e g u n d a ( R j ) f o r a m usados pad rões p r e p a r a d o s n o 

l a b o r a t ó r i o . P e r g u n t a - s e , n u m n i 've l de c o n f i a n ç a de 0 ,90, se os p a d r õ e s a r t i f i c ia i s f o r a m b e m p r e p a r a d o s 

e p o d e m ser usados e m s u b s t i t u i ç ã o aos p r i m e i r o s . O s resu l t ados o b t i d o s e s t ã o na T a b e l a ( V I I . 1 2 ) . 

T a b e l a V l i . 1 2 

R e s u l t a d o s d e A n á l i s e s d o P a d r õ e s pa ra a C o n s t r u ç ã o 

das C u r v a s R , e R j 

Y l y 2 

3,0 2.9 2,5 2,6 

5 ,8 6,1 7,6 7,4 

7,3 7,2 12,8 13,1 

9,7 10,1 19,7 20 ,0 

13,6 13,5 27,4 27,1 

18,5 18,6 38 ,0 38,1 

24 ,6 24,9 

3 0 , 3 30 ,3 

112,8 113,6 108,0 108,3 

14,1 18,0 

V i = 14,2 = 18 ,05 

Z x ^ = 2240 ,48 Z x - = 2810 ,7 

= 2 2 6 5 , 7 8 = 2819 ,15 

Z X , y , = 2252 ,94 Z X j Y j = 2814 ,76 

113,6 ( 2 2 4 0 , 4 8 ) - 112,8 (2252 ,94 ) 
a , = ; = 0 ,0842 

' 8 ( 2 2 4 0 , 4 8 ) - ( 1 1 2 , 8 ) ' 

8 ( 2 2 5 2 , 9 4 ) - 1 1 2 , 8 (113 ,6 ) 
b , = ; — = 1,0018 

' 8 ( 2 2 4 0 , 4 8 ) - ( 1 1 2 , 8 ) ' 

»6i = - [ 2 2 6 5 , 7 8 -
o 

(112 ,8 ) ( 113 ,6 ) , 
, 8 [ ( 2 2 5 2 , 9 4 ] ' 

( 1 1 3 , 6 ) ' 8 

8 8 (2240 ,48 ) - ( 1 1 2 , 8 ) ' 
- ] = 0 ,049643 
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108,3 (2810 ,7 ) - 108 (2814 ,76 ) 
a , = — — : — = 0,0778 

2 6 ( 2 8 1 0 , 7 ) - ( 1 0 8 ) ' 

6 ( 2 8 1 4 , 7 6 ) - 1 0 8 (108 ,3 ) 
b - = ; = 0 ,9985 

2 6 ( 2 8 1 0 , 7 ) - ( 1 0 8 ) ' 

(108) (108 ,3 ) 
, 6 [ ( 2 8 1 4 , 7 6 ' 

1 ( 1 0 8 , 3 ) ' 6 
s ' = -J [ 2819 ,15 ; ] = 0 , 0 7 8 2 3 2 
°2 4 ' 6 6 ( 2 8 1 0 , 7 ) - ( 1 0 8 ) ' 

1) T e s t e para v e r i f i c a r a i gua ldade das va r iânc ias . 

0 ,078232 
F = = 1,58 

0 ,049643 

' ' o . l 0 ( 4 , 6 ) = "^'^ ( b i cauda l ) 

(3onc lu i -se q u e as va r i ânc ias são igua is . 

2 ) T e s t e para v e r i f i c a r se as d u a s re tas são parale las. 

6 ( 0 ,049643 ) + 4 ( 0 , 0 7 8 2 3 2 ) 
s ' = = 0 ,061079 
° 6 + 4 

1 1 

«?K - i , » = 0 ,061079 [ + ] = 0 , 0 0 0 0 2 3 4 9 
" " ^ í " ' 5 2 0 0 5200 ,2 

» ( b . - b , ) = 0 ' 0048 

1 , 0 0 1 8 - 0 , 9 9 8 5 
t = = 0 ,69 

0 ,0048 

*o , io ( io ) " •'•^1 

C o n c l u s ã o : A s re tas são para le las . 

3) T e s t e para ve r i f i ca r a c o i n c i d ê n c i a das duas re tas . 



T i l 

14,2 - 18,05 
b = = 0 ,9872 

14,1 - 18,0 

1 ,0018 (5200 /0 ,049643 ) + 0 ,9985 (5200 ,2 /0 ,078232 ) 
b = = 1,0005 

( 5 , 2 0 0 / 0 , 0 4 9 6 4 3 ) + ( 5 2 0 0 , 2 / 0 , 0 7 8 2 3 2 ) 

0 ,061079 
= — = 0 ,0000058728 

5 2 0 0 + 5200 ,2 

= 0 ,0024 

5 0 , 0 6 1 0 7 9 48 
s:l = r — = 0 ,0138 

^ ( 1 8 - 1 4 , 1 ) ' 14 

s-, = 0 , 1 1 7 

s ' , ¿ _ 5 , = 0 ,117 + 0 ,0024 = 0 ,1194 

1 , 0 0 0 5 - 0 , 9 8 7 2 
t = = 0,051 

0 ,345 

0-051 < t o . 1 0 , , 0 = 1-81 

C o n c í u i m o s q u e as re tas são c o i n c i d e n t e s . 

E X E R C Í C I O 48 

F o r a m fe i tas duas c r u v a s de ca l i b ração c o m p a d r õ e s d i f e r e n t e s e m eí>ocas d i f e r e n t e s . Sabe-se 

q u e os p a d r õ e s são e q u i v a l e n t e s p o r testes a n t e r i o r e s . Deseja-se saber se h o u v e a l t e r a ç õ e s nas c o n d i ç õ e s 

d e t r a b a l h o d u r a n t e o t e m p o t r a n s c o r r i d o . N f v e l d e s ign i f i canc ia 0 ,10. O s r e s u l t a d o s o b t i d o s es tão n a 

T a b e l a ( V I I . 1 3 ) . 
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T a b e l a V I 1.13 

R e s u l t a d o s d e A n á l i s e s d e P a d r õ e s ( x , a y ^ ) A n a l i s a d o s 

e m É p o c a s D i f e r e n t e s 

V i ' ' 2 V 2 

2 1,7 2 2,2 

4 3 .8 5 5,3 

6 6,1 7 7,1 

8 7.7 10 10,5 

10 9,8 15 15,0 

13 13.1 2 0 20.8 
17 16.7 2 7 27.1 

20 19.5 3 2 33 .0 

25 24 ,9 3 8 3 8 , 6 

30 30 .0 4 4 44,1 

35 34 .7 5 3 63 ,7 

40 4 0 , 2 

210 2 0 8 , 2 2 5 3 257.4 

X, = 17,5 23 ,0 

y , = 17,35 V 2 = 23 ,4 

Zx] = 5428 Z x ' , = 8 7 4 5 

Ly] = 5380,76 Z y ' , = 8993,1 

L x , y , = 5404 Z x j y j = 8 8 6 7 , 6 i 

2 0 8 , 2 ( 5 4 2 8 ) - 2 1 0 ( 5 4 0 4 ) 
3 = . = _ 0 ,2300 

' 12 ( 5 4 2 8 ) - ( 2 1 0 ) ' 

12 ( 5 4 0 4 ) - 2 1 0 (208 ,2 ) 
b , = - r - = 1,0043 

' 12 ( 5 4 2 8 ) - ( 2 1 0 ) ' 

1 

10 
»01 " ~ [5380 ,76 -

( 2 1 0 ) ( 2 0 8 , 2 ) ' , 
12 [ 5 4 0 4 ) ' 

( 2 0 8 , 2 ) ' 12 ' 

12 12 ( 5 4 2 8 ) - ( 2 1 0 ) ' 
) = 0 ,045791 

S Q , = 0.191 
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257,4 (8745) - 253 (8867 ,6 ) 

= 11 ( 8 7 4 5 ) - ( 2 5 3 ) ' = 

11 ( 8 8 6 7 , 6 ) - 2 5 3 (257 ,4 ) 

1. ( 8 7 4 5 1 - ( 2 5 3 , > = 

. „ 13867.6 |a 

, _ 2 , ( 2 5 7 , 4 ) ' 11 ^ 

= g (8993,1 - l M 8 7 4 5 ) - ( 2 5 3 ) ' ^ = 

= 0 ,3306 

1) T e s t e para v e r i f i c a r se as v a r i â n c i a s sao i gua i s : 

0 , 1 0 9 2 7 6 

0 ,045791 
= 2 ,38 

• ^ 0 , 1 0 ( 9 , 1 0 ) 

' " « « P ' ^ ' ^ O , 1 0 ( 9 , 1 0 ) c o n c l u i - s e q u e as v a r i â n c i a s n ã o são e s t a t i s t i c a m e n t e igua is . 

2) T e s t e pa ra v e r i f i c a r se as re tas são pa ra l e l as : 

, 0 ,045791 0 , 1 0 9 2 7 6 

1 , 0 0 7 3 - 1 , 0 0 4 3 
t = = 1,69 

0 ,00236 

N ú m e r o d e g r a u s d e l i b e r d a d e d e t : 

0 ,45791 / 2 1 0 3 6 
c = — — — - = o 3 0 

(0 ,045791 / 2 1 0 3 6 ) + ( 0 , 1 0 9 2 7 6 / 3 2 1 8 6 ) 

1 ( 0 , 3 9 ) ' 1 - ( 0 , 3 9 ) ' 

7 = —77— + = 0 ,0565 f â 18 

f 10 9 



1 5 4 

^ 0 , 1 0 ( 1 8 ) 1'^-^ 

C o m o tgj^p < Xq I Q ( I 8 ) i c o n c l u í m o s q u e as re tas são para le las . 

3 ) T e s t e pa ra v e r i f i c a r se h á c o i n c i d ê n c i a e n t r e as duas c u r v a s p a d r ã o . 

2 3 , 4 - 1 7 , 3 5 
b = = 1 , 1 0 

2 3 , 0 - 1 7 , 5 

1 , 0 0 4 3 ( 2 1 0 3 6 / 0 , 0 4 5 7 9 1 ) + 1 , 0 0 7 3 ( 3 2 1 8 6 / 0 , 1 0 9 2 7 6 ) 
b = = 1 , 0 0 5 5 

( 2 1 0 3 6 / 0 , 0 4 5 7 9 1 ) + ( 3 2 1 8 6 / 0 , 1 0 9 2 7 6 ) 

1 0 , 0 4 5 7 9 1 0 , 1 0 9 2 7 6 
+ - ) = 0 , 0 0 0 4 8 7 4 si = , 

" ( 2 3 - 1 7 , 5 ) ' 1 2 1 0 

S r - = 
( 2 1 0 3 6 / 0 , 0 4 5 7 9 1 ) + ( 3 2 1 8 6 / 0 , 1 0 9 2 7 6 ) 

= 0 , 0 0 0 0 0 1 3 2 6 

*'rb-*) ^ "b * = 0 , 0 0 0 0 0 1 3 2 6 + 0 , 0 0 0 4 8 7 4 

* (b-b) " 0 , 0 0 0 4 8 8 7 2 6 

»(-b-b) = 0 - 0 2 2 

N e s t e caso S Q , s ^ j e f , e f j 1 0 . A s s i m 

1 , 1 0 - 1 , 0 0 5 5 0 , 0 9 4 5 
u 5í = = 4 , 2 9 

0 , 0 2 2 0 , 0 2 2 

P ( u > 4 ^ 9 ) = 0 , 0 0 0 0 0 8 9 3 4 

C o n c l u i - s e q u e as re tas n ã o são c o i n c i d e n t e s , apesar de para le las , i s to ô, d u r a n t e o t e m p o 

c o n s i d e r a d o , h o u v e u m a m o d i f i c a ç ã o nas c o n d i ç õ e s d e t r a b a l h o , m o t i v a d a p o r reagen tes d e p u r e z a 

d i f e r e n t e , v a r i a ç õ e s de t e m p e r a t u r a e t c . 

V I I . 6 - P r e c i s ã o d e R a s u l t a d o s O b t i d o s p o r M e i o de C u r v a s de C a l i b r a ç i o 

S u p o n h a m o s q u e a e q u a ç ã o d a r e t a o b t i d a p o r n p o n t o s seja 
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Y - a + b x 

Essa e x p r e s s ã o p o r ( V l l . 5 1 ) t a m b é m p o d e ser esc r i t a da s e g u i n t e m a n e i r a : 

Y = y + b ( x - x ) (V11.63) 

Seja y ' u m r e s u l t a d o e x p e r i m e n t a l e q u e r e m o s c o n h e c e r x ' c o r r e s p o n d e n t e p o r m e i o da c u r v a 

p a d r ã o . S u b s t i t u i n d o e m ( V I 1.63), Y e x p o r y ' e x ' r e s p e c t i v a m e n t e , p o d e m o s a c h a r o v a l o r d e x ' q u e é : 

, Y - y _ 
X = + X 

b 

( V I 1.64) 

A p l i c a n d o a lei de a c u m u l a ç ã o d e e r r o s a essa e x p r e s s ã o t e m o s : 

1 , 
• = —: s ' + : — 

X b ' V 4 
( V I 1.65) 

o n d e : 

n st 

n E x ' - ( E x , ) ' 

A d m i t i m o s a q u i q u e , t a n t o os p o n t o s d a c u r v a p a d r ã o c o m o o r e s u l t a d o da a m o s t r a t e n h a m 

s i d o o b t i d o s c o m o m e s m o n ú m e r o d e d e t e r m i n a ç õ e s para le las . A s s i m o e r r o i.lo v o k i f x ' i > r o c u r a d o é : 

»0 / 1 ( y ' - y ^ -
s . = — V 1 + - + 

b n b M E x - - n x ' ) 

( V I I . 6 6 ) 

c o m f = n — 2 g r a u s d e l i b e r d a d e 

0$ l im i t es d e c o n f i a n ç a p a r a o v a l o r d e x ' se rá e n t ã o : 

( V I I . 6 7 ) 

o n d e p é o n í v e l d e s i g n i f i c â n c i a e s c o l h i d o p a r a t c o m f = n - 2 g raus d e l i b e r d a d e . 
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E X E R C Í C I O 4 9 

A aná l i se d e u m a a m o s t r a q u e c o n t é m z i r c ô n i o d e u y ' = 10,2 e a d e o u t r a a m o s t r a d e u y ' = 4 ,1 . 

A c h a r n u m n f v e l d e c o n f i a n ç a d e 0 ,05 os v a l o r e s c o r r e s p o n d e n t e s d e x ' e os r e s p e c t i v o s i n t e r v a l o s d e 

c o n f i a n ç a . 

V a m o s usar a c u r v a p a d r ã o d o E x e r c í c i o 4 3 des te C a p í t u l o , pa ra anál ise d e z i r c ô n i o e m 

a m o s t r a s d e s c o n h e c i d a s . O s v a l o r e s a c h a d o s f o r a m : 

a = 0 ,1554 b = 1,0023 s¿ = 0 ,028552 x = 10,6 

s\ = 0 , 0 0 9 3 5 2 s^ = 0 , 0 0 0 0 6 6 2 9 8 2 Sg = 0 ,169 y = 10,78 

s^ = 0 ,097 Sjj = 0 , 0 0 8 1 4 n = 15 S x ' = 2 1 1 6 , 0 6 

1 ) P a r a y ' = 1 0 , 2 

X' = 
1 0 , 2 - 1 0 , 7 8 

1,0023 
+ 10,6 = 10 ,02 

0 ,169 / i ( 1 0 , 2 - 1 0 , 7 8 ) ' 

* 1 ,0023 15 1 ,0023 ' ( 2 1 1 6 , 0 6 - 1 5 X 1 0 , 6 ' ) 

» x ' = 0 ' 1 ^ 

S J , 0 5 ( 1 3 ) ~ 2 , 1 6 

X' = 1 0 , 0 2 ± 0 , 3 7 

2 ) ParB y' = 4 . 1 

4,1 - 10,78 
X' = + 10,6 = 3 ,93 

1,0023 

0 ,169 / i ( 4 , 1 - 1 0 , 7 8 ) ' 

* « ' 1,0023 15 1 ,0023 ' ( 2 1 1 6 , 0 6 - 1 5 X 1 0 , 6 ' ) 

s ^ , = 0 ,20 

x ' = 3 ,93 ± 0 ,43 
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Pela f ó r m u l a ( V I I . 6 6 ) v e r i f i c a m o s q u e o e r r o e m x ' é t a n t o m a i o r q u a n t o ma is a f a s t a d o e s t i v e r 

o v a l o r y ' a c h a d o d a m é d i a y . 

O e r r o é m í n i m o q u a n d o y ' = y 

O v a l o r de y ' p o d e ser r e p r e s e n t a d o da ser ju in io f o r m a : 

s^t / 1 ( y ' - y ) -
y ' = a Hb [ x ' ± — V 1 + - + 

b n b M l x - - n x - - ) 

( V I I . 6 8 ) 

q u e é a e q u a ç ã o d e u m a h i p é r b o l e c o m as va r i áve i s ( x ' , y ' ) . O s v a l o r e s poss íve i s de x ' , c o m p a t í v e i s c o m 

os r e s u l t a d o s y ' es tão c o m p r e e n d i d o s e n t r e os r a m o s da h i p é r b o l e , c o n f o r m e a F i g u r a V I 1.6. 

F i g u r a 7.6 - H i p é r b o l e q u e D e t e r m i n a os L i m i t e s d e V a r i a ç ã o d o s R e s u l t a d o s 



1 5 8 

Q u a n d o a h i p ó t e s e da l i nea r i dade é vá l i da , é c o n v e n i e n t e c o n s t r u i r a c u r v a p a d r S o a p a r t i r d e n 

p a d r õ e s e f a z e r m d e t e r m i n a ç õ e s parale las de cada u m . O e r r o na d e t e r m i n a ç ã o será e n t ã o : 

s , = - ! ^ y i . l + - ' ^ ' - ^ ^ ( V I . . 6 9 , 
b m n b M S x ' - n x ' ) 

p o r q u e , nes te c a s o : 

' 1 7 

Para a c o n s t r u ç ã o d e u m a c u r v a p a d r ã o são necessár ios p e l o m e n o s 3 p a d r õ e s , p o r q u e se p e r d e m ^ 

do i s g r a u s d e l i be rdade nas d e t e r m i n a ç õ e s de a e b. U m a c u r v a p a d r ã o c o n s t r u í d a c o m 3 p a d r õ e s va i d a r 

resu l t ados b a i x o s p a r a Sg mas os l im i tes de c o n f i a n ç a são n e c e s s a r i a m e n t e la rgos p o r q u e n a f ó r m u l a 

( V I I . 6 7 ) o v a l o r d e t é g r a n d e ( t g 05(1) = 12,71) 

C A P l Y U L O V I M 

D E L I N E A M E N T O F A T O R I A L ' 

U m d o s m é t o d o s pa ra e s t u d a r a i n f l u ê n c i a de duas o u mais v a r i á v e i s s o b r e o r e s u l t a d o d e u m 

e x p e r i m e n t o c o m p l e x o cons i s te e m m a n t e r cons tan tes n — 1 va r i áve i s e v a r i a r a e n é s i m a até e s g o t a r t o d a s 

as poss ib i l i dades . Q u a n d o o n ú m e r o de va r i áve i s é g r a n d e , o p r o c e s s o t o r n a - s e t r a b a l h o s o e às v e z e s \ 

i n e x e q u í v e l . \ 

O d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l p e r m i t e var ia r s i m u l t a n e a m e n t e t o d a s as v a r i á v e i s e m e s t u d o e o b t e r o 

máx in r ro d e i n f o r m a ç õ e s c o m u m n ú m e r o m í n i m o de p r o v a s . ^ 

D E F I N I Ç Õ E S 

F a t o r 

É t o d a a c o n d i ç ã o e x p e r i m e n t a l q u e p o d e ser va r i ada d e u m a o u t r o e x p e r i m e n t o . 

N í v e l 

É t o d a a v a r i a ç ã o s o f r i d a p o r u m f a t o r . 

T r a t a m e n t o 

É o c o n j u n t o de cond iç f fes ( d i ve r sos n í v e i s de cada f a t o r ) sob as qua i s é e x e c u t a d a u m a c e r t a 
p r o v a . 
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E f e i t o 

É a v a r i a ç ã o d o r e s u l t a d o p r o v o c a d a pela m u d a n ç a d e n í v e l de u m d e t e r m i n a d o f a t o r . 

V I 11.1 - E s t u d o d a I n f l u ê n c i a d a 2 F a t o r e s 

V a m o s c o n s i d e r a r os f a t o r e s A e B nos n í v e i s (1 ) e ( 2 ) . Pe la e x p e r i m e n t a ç ã o c láss ica , pa ra 

ava l ia r a i n f l u ê n c i a d e A , m a n t e m o s B f i x o a t e m o s : 

A = A j B , - A , B , ( V I I I . 1 ) 

e pa ra o f a t o r B t e m o s : 

B = A , B j - A , B , ( V I I I . 2 ) 

N o t o t a l , são fe i t as 3 p r o v a s . Para ava l ia r o e r r o e x p e r i m e n t a l , cada p r o v a d e v e ser f e i t a p e l o 

m e n o s d u a s v e z e s o q u e dá u m n ú m e r o m í n i m o de 6 p r o v a s . 

C o m o e x e m p l o , v a m o s e x a m i n a r u m caso p r á t i c o . 

E X E R C Í C I O 50 

F o i e s t u d a d o o e f e i t o d o p H e da t e m p e r a t u r a n o r e n d i m e n t o d e u m a s e p a r a ç ã o q u í m i c a . Se ja 

A o f a t o r t e m p e r a t u r a , nos n í v e i s : A , = 2 5 ° C e A j = 60 °C e seja B o f a t o r p H n o s n í v e i s B , = p H 4 e 

B j = p H 5. S u p o n h a m o s q u e t e n h a m s ido o b t i d o s os r e s u l t a d o s da T a b e l a V I I I . 1 . 

T a b e l a V I I I . 1 

R e s u l t a d o s d o R e n d i m e n t o d e u m a S e p a r a ç ã o Q u í m i c a S u j e i t a à I n f l u ê n c i a d a 2 F a t o r e s 

T r a t a m e n t o 

A , B , 

A j B j 

A , B 2 

I a . Sé r i e 

(%) 

89 ,5 

95 ,4 

94 

2a . S é r i e 

(%) 

90 ,7 

9 6 , 2 

9 4 , 9 

D i f e r e n ç a 

(%> 

1,2 

0,8 

0 ,8 

M é d i a 

(%) 

go,i 
95 ,8 

94 ,5 

A i n f l u ê n c i a d e A é : A ^ B , - A , B , = 95 ,8 - 90,1 = 5,7 

A i n f l u ê n c i a do B é : A ^ B j - A , B , = 94 ,5 - 90,1 = 4,4 

A par th" d o s t rês pares de resu l tados , pode-se c a l c u l a r s v e r i â n c i a d e v i d a ao e r r o e x p e r i m e n t a l : 
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d ' 1 , 2 ' + 0 , 8 ' + 0 , 8 ' 2 ,72 

2 n 2 x 3 
• = 0 ,45 

A v a r i â n c i a d a m é d i a d e d u a s p r o v a s é : 

0 ,45 
= 0,23 

e a v a r i â n c i a da d i f e r e n ç a e n t r e a m é d i a d e d u a s p r o v a s é : 

0 ,45 
X 2 = 0,45 

O d e s v i o p a d r ã o é : 

s = V Õ ; 4 5 = 0,67 

Calcu la -se a m e n o r d i f e r e n ç a s i g n i f i c a t i v a c o m o v a l o r de t c o m 3 g r a u s d e l i b e r d a d e . 

Para p = 0 ,05 , a m e n o r d i f e r e n ç a é : 0 ,67 x 3 ,182 = 2,13 

Pa ra p = 0 ,01 , a m e n o r d i f e r e n ç a é : 0 ,67 x 5,841 = 3,91 

C o m o a i n f l u ê n c i a d e A ( 5 , 7 ) e a d e B { 4 , 4 ) são v a l o r e s m a i o r e s q u e 3 , 9 1 , c o n c l u i - s e q u e o s 

e fe i t os de A e d e B são s i g n i f i c a t i v o s m e s m o p a r a p = 0 ,01 . 

E s t e t i p o d e e x p e r i m e n t a ç ã o (c láss ica) n ã o f o r n e c e , p o r é m , n e n h u m a i n f o r m a ç ã o s o b r e a 

i n t e r a ç ã o d o s d o i s f a t o r e s . 

N o d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l , são r e a l i z a d a s t o d a s as c o m b i n a ç õ e s d e t r a t a m e n t o s p o s s í v e i s , i s to é , 

2 ' = 4 t r a t a m e n t o s o q u e d á u m t o t a l d e 8 p r o v a s , n o caso d e s e r e m fe i t as s ó d u a s p r o v a s pa ra cada 

t r a t a m e n t o . C o n s i d e r a n d o a i n d a o e x e m p l o a n t e r i o r , ser ia necessá r io f a z e r t a m b é m o t r a t a m e n t o A j B j . 

E X E R C Í C I O 51 

Pa ra c o m p l e m e n t a r o e x e r c í c i o a n t e r i o r , f o i f e i t o o t r a t a m e n t o Á ^ B j c u j o s r e s u l t a d o s 

c o r r e s p o n d e m a o r e n d i m e n t o d a s e p a r a ç ã o q u í m i c a a 60°C e p H 5. T o d o s o s r e s u l t a d o s e s t ã o n a 

T a b e l a V I 11.2. 

A i n f l u ê n c i a d o f a t o r A p o d e ser ava l i ada n o s 2 n í v e i s d e B , pe las d i f e r e n ç a s A ^ B , -

A , B , e A j B j - A , B j . S e estas d i f e r e n ç a s f o r e m igua is , a m e n o s d o e r r o e x p e r i m e n t a l , o o d e - s e 

c o n c l u i r q u e n ã o h á i n t e r a ç õ e s e n t r e A a B e a m á d i a dessas d u a s o b s e r v a ç õ e s va i c o r r e s p o n d e r à 

i n f l u ê n c i a d e A . O m e s m o p o d e ser f e i t o p a r a o f a t o r B . 
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T a b « ! a V I I I . 2 

D a l i n e a m o n t o F a t o r i a l A p l i c a d o a o R a n d i m a n t o d e u m a S a p a r a ç f o 

Q u í m i c a S u j e i t a à I n f l u ê n c i a da 2 F a t o r e s 

A l A j T o t a i s 

B i 89 ,5 90 ,7 95,4 96 ,2 371 ,8 B i 
( M é d i a = 90 ,1 ) ( M é d i a = 95 ,8) 

94,1 9 4 , 9 97 ,6 98 ,2 

( M é d i a = 94 ,5 ) ( M é d i a = 97 ,9) 3 8 4 , 8 

T o t a i s 3 6 9 , 2 387 ,4 756 ,6 

P a r a v e r i f i c a r se e x i s t e i n t e r a ç ã o e n t r e os f a t o r e s e se eles t ê m i n f l u ê n c i a 

r e s u l t a d o s , usa-se a aná l i se d a v a r i â n c i a . C a l c u l a - s e : 

a) A s o m a t o t a l dos q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s às 8 o b s e r v a ç õ e s q u e é : 

, ( 7 5 6 , 6 ) ' 

S Q T = ( 8 9 , 5 ) ' + ( 9 0 , 7 ) ' + . . . + ( 9 8 , 2 ) ' = 7 1 6 2 2 , 1 6 - 7 1 5 5 5 , 4 4 5 

S Q T = 6 6 , 7 1 5 

b ) A s o m a d o s q u a d r a d o s q u e c o r r e s p o n d e à i n f l u ê n c i a d e A : é a s o m a d o s r e s u l t a d o s n o 

n í v e l A j - ( s o m a d o s r e s u l t a d o s n o n í v e l A , ) . A d i f e r e n ç a o b t i d a é e l e v a d a a o q u a d r a d o 

e d i v i d i d a p e l o n ú m e r o d e o b s e r v a ç õ e s . 

S O A = ( 387 ,4 - 3 6 9 , 2 ) ' / 8 = 4 1 , 4 0 5 

c ) A s o m a d o s q u a d r a d o s q u e c o r r e s p o n d e à i n f l u ê n c i a d e B : é o m e s m o d o i t e m a n t e r i o r só 

q u e a p l i c a d o a o f a t o r B. 

S Q B = ( 3 8 4 , 8 - 3 7 1 , 8 ) ' / 8 = 21 ,125 

d ) A s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s à i n t e r a ç ã o A B é : 

( A , B , + A j B j - A ^ B j - A j B , ) ' / n 

S Q A B = ( 8 9 , 5 + 90 ,7 + 9 7 , 6 + 9 8 , 2 - 9 5 , 4 - 9 6 , 2 - 9 4 , 1 - 9 4 , 9 ) ' / 8 = 2 ,645 
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A s o m a dos q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e ao e r r o e x p e r i m e n t a l ( r e s í d u o ) é c a l c u l a d a p o r d i f e r e n ç a 

( I d b e l a V I H . 3 ) , m a s , a t í t u l o de c o n t r o l e , pode-se ca l cu la r a va r i ânc ia d o e r r o e x p e r i m e n t a l , a p a r t i r das 

d i f e r e n ç a s e n t r e as d u a s o b s e r v a ç õ e s d o s 4 pares d e resu l t ados . 

( 1 , 2 ) ' + ( 0 , 8 ) ' + ( 0 . 8 ) ' + ( 0 , 6 ) ' 
S Q R = = 0 ,385 

T a b e l a V I l l . S 

A n á l i s e da V a r i â n c i a d e u m D a l i r a a m e n t o F a t o r i a l da 

2 F a t o r a s c o m 2 N f v a i s 

F o f í t a d a S o m a d a G r a u s d a Q u a d r e d o C ^ m p o n e n t s s da F 
V a r l e ç ã o Q u a d r a d o s L i b a r d e d a M á d i o V a r i â n c i a 

£ f f l l to d e A 41 ,405 ( a - 1 1 = 1 41 ,405 a ^ + n a ^ B + b a ¿ = . l s ^ / s ' = 1 0 7 

E í a K o d a S 21 ,125 ( b - 1 ) = 1 21 ,125 í ^ / í ' = 5 5 

¡ n t o r a ^ o A 8 6,545 ¡ a - - l ) ( b - 1 ) = 1 2,645 

R e í l d u o 
1,54 a b ( n - l ) = 4 0 ,385 

( E r r o E x p a r i m . ) n 

T o t a l 7 

a = n ú m e r o d a n í v e i s d a A = 2 

b = n ú m e r o d a n íve is d a B = 2 

n = n ú m s r o da i n te rações para cada t r a t a m e n t o = 2 

f 

' ^ 0 , 0 5 ( 1 , 4 ) ^'^ 

' ^ 0 , 0 1 1 1 , 4 ) 21 

Pe ls T a b e l a V I i 1.3 pode-se ve r q u e a v a r i â n c i a d e v i d a à i n te ração A B está i n c l u i d a nas v a r i â n c i a s 

c o r r e s p o n d e n t e s a A e a B. P e l o tes te F • acha-se u m v a l o r n ã o s i g n i f i c a t i v o p a r a a i n f l u ê n c i a da 

i n t e r a ç ã o A 8 , mas os v a l o r e s de F p a r a a i n f l u e n c i a da A e B são s i g n i f i c a t i v o s , m e s m o n u m n í v e l d e 

s i gn i f i cânc ia p = 0 ,01. 

A v a r i â n c i a e x p e r i m e n t a l d e u m r e s u l t a d o é 0 ,385, p o r t a n t o a da m é d i a d e 4 r a s u l t a d o s é 

0 ,385 /4 = 0 , 0 9 6 2 e a da d i f e rença" e n t r e duas m é d i a s é : 0 , 0 9 6 2 x 2 = 0 ,1925 , v a l o r b e m m a i s b a i x o 

q u e n o caso da e x p e r i m e n t a ç ã o c lássica q u e e ra 0 ,45 . O d e s v i o p a d r ã o da d i f e r e n ç a e n t r e duas 

méd ias é v ' ' 0 , 1 9 2 5 = 0 ,439 . A m e n o r d i f e r e n ç a e n t r e duas m é d i a s , u s a n d o t c o m 4 g r a u s d e 

i i b a r d a d a á : 
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pa ra p = 0 ,05 : 2 , 7 7 6 x 0 ,439 = 1,22 

para p = 0,01 : 4 , 6 0 4 x 0 ,439 = 2,02 

Pode-se c o n c l u i r q u e , n ã o h a v e n d o i n t e r a ç ã o A B , cada f a t o r t e m u m e f e i t o i n d e p e n d e n t e , 

p o d e n d o ser e s t i m a d o c o m a m e s m a p r e c i s ã o , c o m o se o e x p e r i m e n t o es t ivesse c o n c e n t r a d o n u m 

ú n i c o f a t o r . 

N a e x p e r i m e n t a ç ã o c láss ica , a v a r i â n c i a da d i f e r e n ç a e n t r e o s 2 n í v e i s d e c a d a f a t o r é 

2 s ' / n , e n q u a n t o q u e n o d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l é 2 s - / 2 n = s " / n . A s s i m , c o m 2 p r o v a s a ma i s (8 e m 

luga r d e 6 ) , a v a r i â n c i a f i ca r e d u z i d a à m e t a d e e , a l é m d i sso , se h o u v e r u m a i n t e r a ç ã o e n t r e os 

f a t o r e s , ela é pos ta e m e v i d ê n c i a p e l o m é t o d o d o d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l . 

V Ü S . 2 - E s t u d o d e V á r i o s F a t o r e s E n v o l v i d o s num P r o c e s s o 

A s c o n d i ç õ e s a d o t a d a s e m p rocessos i ndus t r i a i s o u e m n í v e l d e l a b o r a t ó r i o d e p e n d e m de 

e s t u d o s p r é v i o s c o m a f i n a l i d a d e d e se o b t e r o m e l h o r r e s u l t a d o ( r e n d i m e n t o , p u r e z a , f a t o r d e 

sepa ração d e í o n s , e t c . ) p o s s í v e l . 

P o r e x e m p l o , n o r e n d i m e n t o d a sepa ração de u m í o n e m s o l u ç ã o , p o r u m a res i na t r o c a d o r a d e 

í o n s , p o d e m ser e s t u d a d o s os segu in tes f a t o r e s : 

1) C o n c e n t r a ç ã o d o í o n na s o l u ç ã o q u e va i ser p e r c o l a d a . 

2) T e m p e r a t u r a d o s i s t e m a . 

3 ) V e l o c i d a d e d e p e r c o l a ç ã o . 

4 ) p H da s o l u ç ã o a ser p e r c o l a d a . 

5) C o m p o s i ç ã o da s o l u ç ã o de e l u i ç ã o d e u m dos íons ( q u a n d o a m b o s f o r e m r e t i d o s ) . 

M u i t o s o u t r o s f a t o r e s p o d e r i a m ser m e n c i o n a d o s tais c o m o : g r a n u l o m e t r i a d a r e s i n a , t i p o d e 

res ina , d i m e n s õ e s d a c o l u n a , e t c . 

V a m o s c o n s i d e r a r u m caso h i p o t é t i c o e m q u e são e s t u d a d o s 4 f a t o r e s A , B , C , D , cada u m c o m 

2 n í v e i s : m í n i m o i n d i c a d o c o m í n d i c e (1) e m á x i m o , c o m í n d i c e ( 2 ) . A s c o m b i n a ç õ e s p o s s í v e i s são 

2 * = 16, i nd i cadas pe los segu in tes s í m b o l o s : 

A , B , C , D , (1 ) A ^ B j C j D , — B C 

A j B , C , D , = A A , B 2 C , D 2 B D 

A , 0 2 ^ , 0 , = B A ^ B ^ C j D j C D 

A ^ B ^ C j D , = C A j B j C j D , A B C 

A , B , C , D 2 = D A j B j C ^ D j A B D 

= A B A j B ^ C j D j = A C D 

A j B ^ C j D , = Â C = B C D 

A j B , C , D 2 = A D A j B ^ C j D j = A B C D 



1 6 4 

A - (1 ) 

A B - B 

A C - C 

A B C D - B C D 

O e f e i t o m é d i o d e A é a s o m a destas d i f e r e n ç a s d i v i d i d a p e l o n ú m e r o n q u e n o caso é 8 . 

Ã = — ( A + A B + A C + A D + A B C + A B D + A C D + A B C D ) - ( ( 1 ) + B + C + D + B C + B D + C D + B C D ) ) 
8 

D o m e s m o m o d o se c a l c u l a m os e f e i t o s m é d i o s de B , C e D . É f ác i l o b s e r v a r q u e , n o caso d e A , 

são p o s i t i v o s t o d o s o s t e r m o s e m q u e a p a r e c e o t r a t a m e n t o A e n e g a t i v o s t o d o s os t e r m o s e m q u e n ã o 

apa rece . 

A s i n t e r a ç õ e s de segunda o r d e m , e n t r e os f a t o r e s A e B p o r e x e m p l o , t e m u m v a l o r m é d i o A B 

d a d o pe la m e t a d e da d i f e r e n ç a e n t r e o e f e i t o m é d i o d e A q u a n d o B está n o n í v e l (2 ) e o m e s m o e f e i t o 

q u a n d o B está n o n í v e l ( 1 ) , i s to é : 

A ( B n o n f v e l ( 2 ) ) = 1/4 [ A B + A B C + A B D + A B C D - ( B + B C + B D + B C D ) ] 

A ( B n o n í v e l ( D ) = 1/4 [ A + A C + A D + A C D - ( ( 1 ) + C + D + C D ) ] 

A B = 1 / 8 [ A B + A B C + A B D + A B C D + | 1 ) + C + D + C D - ( B + B C + B D + B C D + A + A C + A D + A C D ) ] 

É b o m n o t a r q u e são p o s i t i v o s t o d o s os t e r m o s e m q u e a p a r e c e A B e o n d e n ã o a p a r e c e n e m A 

e n e m B ; t o d o s os o u t r o s são n e g a t i v o s . D o m e s m o m o d o se c a l c u l a m t o d a s as o u t r a s i n t e r a ç õ e s d e 2 

f a t o r e s . 

N o caso das i n te rações d e 3a . o r d e m , A B C p o r e x e m p l o , ca lcu la -se da s e g u i n t e m a n e i r a : 

A B ( C n o n í v e l C j ) = 1/4 [ A B C + A B C D - ^ C + C D - ( A C + A C D •̂  B C - i - B C D ) ] 

A B ( C n o n í v e l C , ) = 1/4 [ A B - H A B D + (1 ) + D - ( A + A D + B + B D ) ] 

Ã B C = 1/8 [ A B C ^ A B C D + C + C D + A + A D - ^ B + B D - ( A C + A C D + B C - ^ B C D + A B + A B D + ( 1 ) - ^ D ) J 

C o m o r e g r a , pa ra m e m o r i z a ç ã o f á c i l , são p o s i t i v o s t o d o s os t e r m o s e m q u e a p a r e c e A B C e os 

q u e apa rece u m só desses 3 f a t o r e s i so lados o u c o m o 4? f a t o r D . A s o u t r a s i n t e r a ç õ e s de 3 f a t o r e s são 

ca lcu ladas d o m e s m o m o d o . 

Q u a n d o t o d o s os f a t o r e s es tão n o m'vel ma is b a i x o , A , B , C , D , , o t r a t a m e n t o é r e p r e s e n t a d o 

p o r ( 1 ) . O e f e i t o m é d i o d e A p o d e ser c a l c u l a d o p o r u m a sér ie de n d i f e r e n ç a s e m q u e A está n o s 2 

n í v e i s , ta is c o m o : 
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Pode-se depo is ca l cu la r a i n t e r a ç ã o A B C D . 

Pode-se chegar a esses m e s m o s r e s u l t a d o s d e s e n v o l v e n d o as e x p r e s s õ e s a b a i x o 

E f e i t o to ta l de A = ( A - 1) ( B + 1 ) ( C + 1) ( D + 1) 

I m e r a ç ã o t o t a l de A S = ( A - 1) (B - 1) (C + 1) ( D -i- 1) 

I n t e r a ç ã o to t s l A B C D = ( A - 1) ( B - 1) ( C - 1) ( D - 1) 

E X E R C S C J O 52 

V a m o s i ü p o r que A , B, C e D se jam f a t o r e s q u e i n f l u e m n o r e n d i m e n t o da p r o d u ç ã o d e U F 4 e 

qutí os resu l t ados sejam os da T a b e l a V I I 1.4 dos qua is f o i d e d u z i d o 9 0 % p a r a s i m p l i f i c a r os c á l c u l o s . 

T a b e l a V I 11.4 

R a s u l t a d o s d o R e n d i m e n t o da P r o d u ç ã o d a U F 4 a iVIenos d e 9 0 % 

^ 2 

D , (1) 1,2 B 3,0 A 5,0 A B 5,9 

D 2.5 B D 3,4 Á D 5,5 A B D 6,8 

0 , C 2 ,0 B C 3,0 A C 5,1 A B C 6,7 

C D 2.8 B C D 6,2 A C D 6,9 A B C D 6,5 

-\ o í d e n í oe j x a c u c a o das p r o v a s d e v e ser s o r t e a d a para c o n s e r v a r a a l i a t o r i e d a d e . A p l i c a n d o as 

j x p r s s s ó a s aos í t a i t o s 3 i n te rações nos resu l t ados da T a b e l a V I 11.4 t e m o s : 

A = 1/S í õ , 0 r 5.9 + 5,1 + 5,5 +. . . - (1 ,2 -i- 3,0 + 2,0 + . . . ) ] = 3 ,0375 

D o m e s m o m o d o se c a l c u l a m os o u t r o s e f e i t o s e i n t e r e a ç õ e s m é d i o s . 

Os re - iu i t scos «áo ; 

B = 

C = 

Õ = 

Ã B = 

Ã C = 

1,3125 

0 ,7375 

1,0875 

- 0 , 4 6 2 5 

- 0 , 2 3 7 5 
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A D = - 0 , 3 3 7 5 

B C = - 0 , 0 8 7 5 

B D = - 0 , 0 1 2 5 

C D = 0,3125 

A B C = - 0 , 3 3 7 5 

A B D = - 0 , 3 8 7 5 

A C D = - 0 , 2 6 2 5 

B C D = 0,1125 

A B C D = 0,7125 

(1) = 9,0625 

O u t r o m é t o d o d e c á l c u l o f o i p r o p o s t o p o r F . Y a t e s , c o n f o r m e a T a b e l a V I I I . 5 . 

T a b e l a V I I I . 5 

C á l c u l o d o s E f e i t o s e I n t e r a ç õ e s Pe lo M é t o d o d e Y a t e s 

C o m b i n a ç ã o R e n d i m e n t o E f e i t o M é d i o S o m a d o s 

F a t o r i a l 1 - 90%) C o l 1 C o l 2 C o l 3 C o l 4 ( C o l 4 ) / & Q u a d r a d o s 

( C o l 4)Vi 6 

( 1 ) 1,2 6 .2 15,1 3 1 , 9 _ _ — 

A 5,0 8 * 9 16,8 40 ,6 24,3 3 ,0375 36 ,9056 

B 3.0 7.1 18 ,2 13,5 10,5 1,3125 6 ,8906 

A B 5 . 9 9 , 7 22,4 10,8 - 3 , 7 - 0 ,4625 0 ,8556 

C 2 ,0 8.0 6,7 5,3 5 , 9 0 ,7375 2 ,1756 

A C 5.1 10 ,2 6 .8 5,2 - 1 , 9 - 0 ,2375 0 ,2256 

B C 3 .0 9 . 7 6,4 - 0 , 3 - 0 , 7 - 0 , 0 8 7 5 0 ,0306 

A B C 6.7 12.7 4,4 - 3 , 4 - 2 , 7 - 0 ,3375 0 ,4556 

D 2 ,5 3 ,8 2,7 1,7 8,7 1,0875 4 ,7306 

A D 5 . 5 2 , 9 2,6 4 ,2 - 2 , 7 - 0 , 3 3 7 5 0 ,4556 

B D 3.4 3,1 2 ,2 0,1 - 0 , 1 - 0 , 0 1 2 5 0 ,0006 

A B D 6,8 3,7 3,0 - 2 , 0 - 3 . 1 - 0 ,3875 0 ,6006 

C D 2,8 3,0 - 0 , 9 - 0 , 1 2,5 0 ,3125 0 ,3906 

A C D 6 .0 3,4 0,6 0,8 - 2 , 1 - 0 , 2 6 2 5 0 ,2756 

B C D 6 ,2 4.1 0.4 1,5 0 . 9 0 , 1 1 2 5 0 ,0506 

A B C D 6,5 0,3 - 3 , 8 - 4 , 2 - 5 , 7 0 ,7125 2 ,0306 

T o t a l 72 ,5 

1 

•I 

O s a u m e r o s da c o l u n a 1 se o b t é m s o m a n d o 2 a 2 os r e n d i m e n t o s da c o l u n a a n t e r i o r , is to é : 1,2 

+ 5,0 = 6 ,2 ; 5,9 + 3,0 = 8 ,9 , e t c . A s s i m se o b t é m os 8 p r i m e i r o s n ú m e r o s . O s res tan tes se o b t é m p o r 

s u b t r a ç ã o : 5,0 - 1,2 = 3 ,8 ; 5,9 - 3,0 = 2,9 e t c . A c o l u n a 2 se o b t é m f a z e n d o o m e s m o c o m os n ú m e r o s 

da c o l u n a 1 e ass im p o r d i a n t e a té f o r m a r a c o l u n a 4. 
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Para i n t e r p r e t a r os r e s u l t a d o s , usa-se a anál ise da v a r i â n c i a . N e s t e caso , n ã o t e m o s r e s u l t a d o s 

pa ra le los para ca l cu la r o e r r o e x p e r i m e n t a l . S u b s t i t u í m o s a es t ima t i va des te e r r o pe la v a r i â n c i a 

c o m b i n a d a das in te rações e n t r e 3 e 4 f a t o r e s , p o r q u e u m a i n t e ração e n t r e 3 f a t o r e s é p o u c o p r o v á v e l e 

e n t r e 4 é m e n o s p r o v á v e l a i n d a . 

Ca lcu la -se e n t ã o : 

1) S o m a d o s q u a d r a d o s t o t a i s : 

S Q T = ( 1 , 2 - +5.0^ +.. . + 6 , 2 ' + 6 , 5 ' ) - ( 7 2 , 5 ) ' / 1 6 = 56,0744 

2) S o m a d o s q u a d r a d o s a t r i b u í d a a cada u m d o s f a t o r e s . O b t é m - s e e l e v a n d o ao q u a d r a d o o 

e f e i t o t o ta l d o f a t o r e m q u e s t ã o , d i v i d i n d o - s e d e p o i s p e l o n ú m e r o t o t a l d e o b s e r v a ç õ e s . 

P o r e x e m p l o pa ra A t e m o s : 

S O A = ( 2 4 , 3 ) ' / 16 = 36 ,9056 

C a d a s o m a d e q u a d r a d o s des te t i p o t e m 1 g r a u d e l i b e r d a d e , p o r q u e cada f a t o r f o i e s t u d a d o e m 

2 n í v e i s . N a s i n t e r a ç õ e s e n t r e f a t o r e s , o n ú m e r o d e g raus d e l i be rdade é o p r o d u t o d o n ú m e r o d e g r a u s 

de l i b e r d a d e de cada f a to r . O q u a d r o da anál ise da v a r i â n c i a se ap resen ta c o n f o r m e a T a b e l a V I I I . 6 . 

T a b e l a V I I I . 6 

A n á l i s e da V a r i â n c i a da u m D e l i n e a m e n t o F a t o r i a l de 

4 F a t o r e s c o m 2 N í v e i s 

F o n t e da 

V a r i a ç ã o 

S o m a d o s 

Q u a d r a d o s 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M é d i o 
F P 

A 36 ,9056 1 36 ,9056 54,06 < 0,01 

B 6 ,8906 1 6 ,8906 10 ,09 < 0 ,05 

C 2 ,1756 1 2 ,1756 3 ,19 

D 4 ,7306 1 4 ,7306 6 ,93 < 0 ,05 

A B 0 ,8556 1 0 ,8556 1,25 

A C 0 ,2256 1 0 ,2256 0 ,33 

A D 0 ,4556 1 0 ,4556 0 ,67 

B C 0 ,0306 1 0 ,0306 0 ,04 

B D 0 ,0006 1 0 ,0006 0 ,00 

C D 0 ,3906 1 0 ,3906 0,57 

A B C 0 .4556 1 

A B D 0 ,6006 1 

A C D 0 ,2756 1 5 0 ,6820 

B C D 0 ,0506 1 

A B C D 2 . 0 3 0 6 , 1 

T o t a l 56 ,074 
^ 0 , 0 1 ( 1 , 5 ) = 16,3 

= 6,6 
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O s e f e i t o s d e 3 e 4 f a t o r e s f o r a m c o m b i n a d o s e a v a r i â n c i a c o r r e s p o n d e n t e ( 0 ,6820 ) f o i usada 

c o m o e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l , c o m 5 graus de l i be rdade . V e m o s t a m b é m q u e o e f e i t o 

d o m i n a n t e é o d o f a t o r A , mas os e fe i t os B e D t a m b é m são s i gn i f i ca t i vos n u m n f v e l d e s i g n i f i c â n c i a d e 

0,05. A s i n t e r a ç õ e s e n t r e os f a t o r e s são d e s p r e z í v e i s . 

Q u a n d o o e x p e r i m e n t o só t e m 3 f a t o r e s c o m 2 n f v e i s , n ã o é p o s s í v e l c o n s i d e r a r a s o m a das 

i n te rações dos f a t o r e s c o m o e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l , p o r q u e para isso d e v e r i a m ser usadas as 

i n te rações e n t r e 2 e 3 f a t o r e s . C o m o as i n te rações en t re 2 f a t o r e s são f r e q u e n t e s na p r á t i c a , t o r n a s e 

necessár io f a z e r u m a e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l po r m e i o d e p r o v a s para le las . 

V I I I . 3 — D e l i n e a m e n t o F a t o r i a l c o m R e p e t i ç ã o de P r o v a s 

É necessár io f a z e r p r o v a s para le las , c o m o já f o i d i t o , q u a n d o o n ú m e r o d e f a t o r e s f o r m e n o r 

q u e 4 , para p o d e r e s t i m a r o e r r o e x p e r i m e n t a l . N o E x e r c í c i o 5 2 , v i m o s q u e o f a t o r C n ã o é s i g n i f i c a t i v o . 

O e x p e r i m e n t o p o d e ser e n t ã o c o n s i d e r a d o c o m o t e n d o 3 f a t o r e s c o m 2 n í v e i s , c o m r e p e t i ç ã o d e cada 

t r a t a m e n t o . 

E X E R C Í C I O 5 3 

E s t u d o da i n f l u ê n c i a d o s f a t o r e s A , B e D n o r e n d i m e n t o d a p r o d u ç ã o d e U F 4 , c o m p r o v a s 

para le las . 

T e r e m o s e n t ã o os r e s u l t a d o s d i s p o s t o s c o m o na T a b e l a V I I I . 7 . 

T a b e l a V I 11.7 

R e d u ç ã o d o s R e s u l t a d o s da T a b e l a V I 11.4 a 3 F a t o r e s c o m R e p e t i ç ã o d e P r o v a s 

A , A j 

B2 

1,2 2,5 3,0 3,4 5,0 5,5 5 ,9 6 ,8 

2,0 2,8 3,0 6,2 5,1 6 ,9 6,7 6,5 

( 1 ) = 3 , 2 0 = 5,3 8 = 6,0 B D = 9 , 6 A = 10,1 A D = 12,4 A B = 12,6 A B D = 13,3 

Ca lcu la -se o e f e i t o t o t a l d e cada fa to r e i n te ração p e l o m é t o d o d e Y a t e s c o n f o r m e a 

T a b e l a V I I I . 8 . 

Para t e r u m a e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l , ca lcula-se a d i f e r e n ç a e n t r e a s o m a d o s q u a d r a d o s 

das 16 o b s e r v a ç õ e s e a s o m a d o s q u a d r a d o s dos to ta is das 2 o b s e r v a ç õ e s o b t i d a s p a r a cada c o m b i n a ç ã o 

d i v i d i d a p o r 2 

( 1 , 2 - + 2 , 5 ' + . . . + 6 ,7 ' - ^ 6 , 5 ' ) - ( 3 , 2 ' + 5 , 3 ' + . . . + 1 2 , 6 ' + 1 3 , 3 ' ) / 2 = 5 ,635 
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T a b d a V I H . 8 

C á l c u l o d o E f e i t o dos F a t o r e s e I n t e r a ç õ e s P a l o M é t o d o d e Y a t e s 

fe 

E r r o E.xperiíTi. 

C o m b i n a ç ã o R e n d i m e n t o E f e i t o M é d i o S o m a d o s 

F a t o r i a l ( - 90%) C o l 1 C o l 2 C o l 3 ( C o l 3 ) / ( 4 x 2 ) Q u a d r a d o s 

( C o l 3)V(8x2) 

(1 ) 3,2 13,4 32 ,9 

A 10,1 18,6 40 ,6 24 ,3 3 ,0375 36 ,9056 

a 6,0 17,7 13,5 10,5 1,3125 6 ,8906 

A S • 12,6 22 ,9 10,8 - 3 , 7 - 0 , 4 6 2 5 0 ,8556 

D 5,3 6,9 5,3 7,7 0 , 9 6 2 5 3 ,7056 

A D 12,4 6,6 5,2 - 2,7 - 0 ,3375 0 ,4556 

ao 9,6 7,1 - 0 , 3 - 0 , 1 0 ,0125 0 ,0006 

A B D 13,3 3,7 - 3 , 4 - 3 , 1 - 0 ,3875 0 ,6006 

C o m esses v a l o r e s , apl ica-se a anál ise da v a r i â n c i a c o n f o r m e a T a b e l a V I I I . 9 . 

T a b e l a V I 11.9 

A n á l i s e da V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s da T a b e l a V I 11.7 

F o n t e de N° de G r a u s de S o m a de Q u a d r a d o F 
V a r i a ç ã o L i b e r d a d a Q u a d r a d o s M é d i o 

A ( a - 1 ) = 1 36 ,9056 52,4 
B ( b - 1 ) = 1 6 ,8906 9,8 
D I d - 1 ) = 1 3 ,7056 5,26 
A S ( a - 1 ) ( b - 1 ) = 1 0 ,8556 
A D ( a - 1 ) ( d - 1 ) = : 1 0 ,4556 
B D ( b - 1 ) ( d - 1 ) = 1 0 ,0006 
A B D ( a - 1 ) ( b - 1 ) ( d - 1 ) = = 1 0 ,6005 

5 ,6350 0 ,7044 
^ 0 , 0 0 ( 1 , 8 ) 

T o t a l 15 
0 , 0 1 ( 1 , 8 ) 

= 11,3 

E s t e s r e s u l t a d o s c o n f i r m a m aqueles d o d e l i n e a m e n t o c o m 4 f a t o r e s , a n ã o ser pa ra o f a t o r D , 

c u j o v a l o r da F é l i g e i r a m e n t e i n f e r i o r ao d o n í v e l de s i g n i f i c â n c i a 0 ,05. Para a u m e n t a r a sens ib i l i dade d o 

tes te , pode-se s o m a r a v a r i â n c i a das in te rações n ã o s ign i f i ca t i vas ao e r r o e x p e r i m e n t a l e ass im t e m o s : 

E r r o E x p e r i m e n t a l = 
5,6350 -t- 0 ,6006 + 0 ,0006 0 ,4558 + 0 .8556 

12 
• = 0 , 6289 
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C o m este n o v o v a l o r d o e r r o e x p e r i m e n t a l , os 3 f a to res A , B e D são f r a n c a m e n t e s i g n i f i c a t i v o s , 

UUICIUR o v a l o r d e F Q PGJ, = 4 , 8 e o F c o r r e s p o n d e n t e a D se t o r n a : 5 , 8 9 . 

E X E R C Í C I O 54 

F o i es tudada a i n f l u ê n c i a d o s f a t o r e s A , B e C n o f a t o r de sepa ração e n t r e 2 e l e m e n t o s , p o r 

e x t r a ç ã o c o m s o l v e n t e . A re l ação e n t r e as c o n c e n t r a ç õ e s dos 2 e l e m e n t o s na s o l u ç ã o in ic ia l è ra 1 e, na 

fase a q u o s a , d e p o i s da e x t r a ç ã o , f o r a m o b t i d o s os resu l t ados da T a b e l a V I I I . 1 0 , d o s qua is f o i s u b t r a í d o 

130 para s i m p l i f i c a r o s c á l c u l o s . 

T a b e l a V I I I . 1 0 

R e s u l t a d o s da S e p a r a ç ã o d e 2 E l e m e n t o s para E s t u d a r a I n f l u ê n c i a d o s 

F a t o r e s A , B e C 

A l A 2 

B i ^2 B i ^2 

C l s ^ 2 S ^ 2 C l ^ 2 

0,1 

0,3 

3,8 

3,4 

0 ,9 

1.1 

4 , 3 

3,7 

2,6 

2,4 

3,7 

3,5 

2.2 

1,8 

4 ,9 

5,1 

(1) = 0 , 4 C 2 = 7,2 B = 2,0 B C = 8,0 A = 5,0 A C = 7,2 A B = 4 . 0 A B C = 10,0 

E s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l 

( 0 , 1 ' + 0 , 3 ' + . . . + 4 , 9 ' + 5 , 1 ' ) - ( 0 , 4 ' + 7 , 2 ' + . . . + 1 0 ' ) / 2 = 0,44 

A p l i c a n d o - s e o m é t o d o d e Y a t e s , c o n f o r m e f o i f e i t o n o e x e r c í c i o a n t e r i o r , acha-se a s o m a d o s 

q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e a cada f a t o r e a cada i n t e r a ç ã o e apl ica-se a aná l ise d a v a r i â n c i a n u e está n a 

T a b e l a ( V I I I . 1 1 ) . 

C o n c l u i - s e q u e os 3 f a t o r e s são a l t a m e n t e s i g n i f i c a t i v o s . A i n t e r a ç ã o B C n ã o é s i g n i f i c a t i v a , se 

c o n s i d e r a r m o s u m n í v e l d e s i gn i f i cânc ia de 0 ,01 , e n q u a n t o q u e a i n t e r a ç ã o A C é i m p o r t a n t e m e s m o 

neste n í v e l . Pode-se a u m e n t a r a sens ib i l i dade d o tes te i n c l u i n d o n o e r r o e x p e r i m e n t a l as i n t e r a ç õ e s d e 

e f e i t o d e s p r e z í v e l e v a m o s o b t e r : 

0,44 + 0 ,0225 + 0 ,0225 
s í = = 0 ,0485 

10 

Nestas c o n d i ç õ e s , a i n t e r a ç ã o B C to rna -se s ign i f i ca t i va m e s m o n u m n í v e l de 0,01 p o r q u e 

F ^ . p = 0 , 5 6 / 0 , 0 4 8 5 = 11,5 eT^_o^^^.^O) = ^ O ' ^ -



T a b a l a V i 11.11 

A n a l i s a da V a r i â n c i a d o s R a s u l t a d o s da T a b a l a V I D . 1 0 
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F o n î B d e N ° d e G r a u s d e S o m a d a Q u a d r a d o F 

V a r i a ç ã o L i b e r d a d e Q u a d r a d o s M é d i o • 

A 1 4 , 6 2 

B 1 1,10 2 0 ' 

C 1 27 ,56 5 0 , 1 * 
A B 1 0 , 0 2 2 5 0 ,40 
A C 1 1,32 2 4 ' 

B C 1 0,56 1 0 , 2 * * 
A B C 1 0 , 0 2 2 5 0 ,40 
E r r o E x p e r i m . 8 0,44 0 ,055 

T o t a l 15 
^ 0 , 0 5 ( 1 , 8 ) = 5 . 3 ; F o , o , „ , 3 , = i i , 3 

C o n c l u í m o s q u e o s f a t o r a s B e C a os f a t o r e s A e C n a o sa c o m p o r t a m d a m a n e i r a 

irKiependente, i s to é , a v a r i a ç ã o d e C a fe ta o c o m p o r t a m e n t o d e A e o c o m p o r t a m e n t o de B. 

E x a m i n á n d o s e os t o ta i s d o s r e s u l t a d o s o n d e C está n o n i v e l C , o u C j , s e g u i d o d e A , o u A ^ o u 

t a m b é m B^ e B j échennos : 

( 1 ) 

2,4 15,2 12 ,8 

9,0 17,2 8 ,2 

Í2 ) 

C j - C , 

5,4 14,4 9 ,0 

^ 2 8,0 18 ,0 12 ,0 

V e m o s e m ( 1 ) , q u e a p a s s a g e m d o n i v e l C , pa ra C ^ , q u a n d o A es tá n o n i v e l A ^ , au r t í an ta d e 

12,8 u n i d a d e s o f a t o r d e s e p a r a ç ã o , e n q u a n t o q u e , n o n í v e l A ^ , es te a u n ^ n t o á d a 8 ,2 u n i d a d e s . E s t a 

i n t e ração está r e p r e s e n t a d a g r a f i c a m e n t e n a F i g u r a 8 .1 . S e s i n f l u ê n c i a d o f a t o r C fossa a m e s m a n o s 2 

n í v e i s d e A , as d u a s ra tas s e r i a m pa ra le l as . A e x i s t ê n c i a d a i n t e r a ç ã o A C sa d e m o n s t r a pa la d i v e r g ê n c i a 

» n t r a » d u a s re tas . 

F a z e n d o u m g r á f i c o c o m a I n t e r a ç ã o B C ( F i g u r a 8 .2) t a m b é m v a m o s o b t e r ro tas d i v o r g e n t o s o 

q u e c o n f i r m a a e x i s t ê n c i a d e s t a i n t e r a ç ã o . 

Poda -se I n t s r p r e t a r o s r e s u l t a d o s das I n te raç í i as A C a B C , d i v i d i r l o o c o n j u n t o a m 2 

Pa r tes : a x a m i n a - î s , n a p r i m a i r a , a i n f l u ê n c i a d a A a B c o m C n o n i v a l C , o , n a s e g u n d a , c o m C 

n i v a l C j , c o n f o r m a a T a b a l a V I I I . 12 . 
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> ^ 2 C l 

• • • a «Jk • 
AlC2 

AC 

F i g u r a 8.1 - I n t e r a ç ã o A C 

B 

B. 

B 

/ B 2 V - 2 

sic; 

F i g u r a 8.2 - I n t e r a ç í o B C 

BC 
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T a b a l a V I 11.12 

R a s u l t a d o s E x p a r í m a n t a i s D i v i d i d o * e m 2 G r u p o s P a r a 

E s t u d a r as I n t e r a ç õ e s A C e B C 

Cl ^ 2 

A , A j A l A j 

Bi B , Bi B j B, B j Bi Ba 

0,1 0 ,9 2,6 2 ,2 3,8 4 , 3 3 ,7 4 .9 

0 ,3 1,1 2,4 1,8 3,4 3,7 3,5 5.1 

T o t a l 0,4 2,0 5,0 4 ,0 7,2 8,0 7 .2 10,0 

C o m C n o n í v e l C , t e m o s o s segu in tes v a l o r e s pa ra os e f e i t o s m é d i o s d e A , 8 , e A B e 

t a m b é m p a r a a s o m a d o s q u a d r a d o s . 

A = 1/4 ( ( 5 + 4 ) - ( 2 , 0 + 0 , 4 ) ] = 1,66 

S O A = ( 1 , 6 6 x 4 ) V 8 = 5 ,5112 

B = 1/4 [ ( 2 + 4 ) - ( 5 , 0 + 0 , 4 ) ] = 0,1 

S Q B = (0,1 x 4 ) V 8 = 0 ,02 

A B = 1/4 [ ( 4 - 5 ) - ( 2 - 0 , 4 ) ] = - 0 , 6 5 

S Q A B = ( 0 , 6 5 x 4 ) ' / 8 = 0 ,845 

C o m C n o n í v e l C^: 

Ã = 1/4 [ ( 7 , 2 + 1 0 , 0 ) - ( 7 , 2 + 8 ) ] = 0,5 

S O A = ( 0 , 5 x 4 ) V 8 = 0 ,5 

B = 1/4 [ ( 8 + 10) - ( 7 , 2 + 7 ,2 ) ] = 0 ,9 

S Q B = ( 0 , 9 x 4 ) V 8 = 1,62 

Ã B = 1/4 [ ( 1 0 - 7 , 2 ) - ( 8 , 0 - 7 , 2 ) ] = 0 ,5 

S Q A B = ( 0 , 5 X 4 ) ' / 8 = 0,5 

O s r e s u l t a d o s p o d e m ser i n t e r p r e t a d o s pe la anál ise da v a r i â n c i a c o n f o r m e a T a b e l a V I I I . 1 3 . 



1 7 4 

T a b e l a V I 11.13 

A n á l i s e da V a r i â n c i a n o s N í v e i s e 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

G r a u s de 

L i b e r d a d e 

C n o N í v e l C , C n o N í v e l 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

G r a u s de 

L i b e r d a d e Q u a d r a d o M é d i o F Q u a d r a d o M é d i o ' F 

A 

B 

A B 

E r r o E x p e r i m . 

1 

1 

1 

4 

5 ,5112 

0 ,02 

0 ,845 

0 ,035 

157,5 

0,6 

24,1 

0 ,5 

1,62 

0 ,5 

0 ,075 

6,7 

21,6 

6,7 

' ^ 0 , 0 5 ( 1 , 4 ) ^ '^ 

•=0 ,01 (1 ,4 ) = 2 1 ' 2 

E s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l d o c o n j u n t o n o n i v e l : 

( 0 , 1 ' + 0 , 3 ' + . . . + 1 ,8 ' ) - ( 0 , 4 ' + . . . + 4 , 0 ' ) / 2 = 0,14 

E s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l d o c o n j u n t o n o n i v e l C^: 

( 3 . 8 ' + 3 , 4 ' + . . . + 5 , 1 ' ) - ( 7 , 2 ' + . . . + 1 0 ' ) / 2 = 0 ,3 

A aná l ise da v a r i â n c i a m o s t r a q u e o f a t o r A é a l t a m e n t e s i g n i f i c a t i v o n o n i v e l C , , 

e n q u a n t o q u e n o n i v e l C j n ã o a fe ta o s r e s u l t a d o s . Q u a n t o a o f a t o r 8 , o b s e r v a s e o c o n t r á r i o ; e le 

é s i g n i f i c a t i v o n o n i v e l C j . P o r este q u a d r o d e aná l ise de v a r i â n c i a , o b s e r v a s e q u e e x i s t e i n t e r a ç ã o 

A B n o n í v e l . 

V I I I . 4 — F a t o r e s c o m ma is d e 2 N í v e i s 

O s f a t o r e s q u e p o d e m i n f l u i r n o c o m p o r t a m e n t o d e u m p r o c e s s o q u a l q u e r p o d e m ser 

c l ass i f i cados c o m o q u a n t i t a t i v o s ( t e m p e r a t u r a , p H , p r e s s ã o , e t c . ) e q u a l i t a t i v o s ( n a t u r e z a d o 

s o l v e n t e , t i p o d e res ina , e t c ) . 

V l l l . 4 . 1 - 1? C a s o : F a t o r e s Q u a l i t a t i v o s 

N o caso de f a to res q u a l i t a t i v o s , t o m a - s e c o n r o n í v e l m a i s b a i x o o d e u s o r o t i n e i r o . P o r 

e x e m p l o , s e , n u m d e t e r m i n a d o t r a b a l h o , usa-se s e m p r e u m s o l v e n t e s e q u e r e m o s tes ta r 

c o m p a r a t i v a m e n t e a e f i c i ê n c i a d e o u t r o s d o i s s o l v e n t e s , c o n s i d e r a m o s o p r i m e i r o c o m o n í v e l ma i s 

b a i x o S^ e o s o u t r o s d o i s c o m o S j e S ^ . 

S u p o n h a m o s q u e u m f a t o r A t e n h a 3 n í v e i s . C o m o n o caso d e 2 n í v e i s , o e f e i t o p r i n c i p a l d o 

f a t o r A é d a d o pe la d i f e r e n ç a e n t r e a m é d i a d o s r e s u l t a d o s ^ n d e ^ p a r e c e A ^ e a m é d i a o n d e a p a r e c e A ^ , 

is to ó, ( A ^ - A ^ ) e t a m b é m pelas d i f e r e n ç a s ( A ^ - A j ) e ( A ^ - A , ) . 
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T a b e l a V I M . 1 4 

C o n c e n t r a ç ã o d e U (g/1 - 10) e m S o l u ç õ e s 

A j A 3 

B , B i B2 • 

1,8 2,1 2,4 2,7 2,9 3,3 

C2 2,0 2,0 2 ,5 2,8 2,8 3,1 

Pa ra ca l cu la r os e f e i t o s p r i n c i p a i s d o s f a t o r e s A , B e C e as i n t e r a ç õ e s e n t r e 2 f a t o r e s , 

d e s d o b r a - s e a T a b e l a ( V I I I . 1 4 ) e m 3 T a b e l a s m e n o r e s : A x B , A x C o B x C . N a T a b e l a A x B . os 

r e s u l t a d o s d o s 2 n f ve i s de C são s o m a d o s pa ra c a d a c o m b i n a ç ã o d e A e B . N a T a b e l a A x C , s o m a m - s e 

0$ 2 n í v e i s d e B e , n a T a b e l a B x C , s o m a m - s e 0$ 2 n í v e i s d e A . 

T a b e l a A x 8 

A l A 2 A 3 S o m a M é d i a 

B i 

B2 

3,8 

4,1 

4 , 9 

5,3 

5,7 

6,4 

14,4 

15,8 

2.4 

2 , 633 

S o m a 7,9 10,2 12,1 

M á d i s 1,975 2 ,55 3 , 0 2 5 

E X E R C Í C I O 55 

Dese ja-se es tuda r a i n f l u ê n c i a de 3 f a t o r e s q u a l i t a t i v o s n a r e c u p e r a ç ã o d e u r â n i o d e u m a s o l u ç ã o 

c o m p l e x a . Es tes f a t o r e s s ã o : 

A — 3 t i pos d e res inas p a r a r e t e n ç ã o s e l e t i v a d e u r â n i o de u m a s o l u ç ã o 

B — 2 s o l u ç õ e s e l u e n t e s ( m e s m o v o l u m e ) d e c o m p o s i ç ã o d i f e r e n t e 

C — 2 p rocessos d e p r e c i p i t a ç ã o d o d i u r a n a t o d e a m o n i o . 

O d i u r a n a t o de a m o n i o d e p o i s d e p r e c i p i t a d o f o i f i l t r a d o e d i s s o l v i d o e m 100 1 d e H N O 3 d e 

c o n c e n t r a ç ã o c o n v e n i e n t e . E m t o d o s os t r a t a m e n t o s f o i d o s a d a a c o n c e n t r a ç ã o f i n a l d e u r â n i o na 

s o l u ç ã o e v e r i f i c o u - s e q u e a p u r e z a d o u r â n i o , e m t o d o s os c a s o s , f o i s a t i s f a t ó r i a . O s r e s u l t a d o s o b t i d o s 

e m g / l , d o s qua is f o i d e d u z i d o 10 es tão na T a b e l a V I I I . 1 4 . Dese ja -se saber q u a i s os f a t o r e s e i n t e r a ç õ e s 

e n t r e f a t o r e s q u e f a v o r e c e m o r e n d i m e n t o . 
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T a b a l a A x C 

A 3 S o m a M^dla 

3,9 5,1 6,2 15,2 2 ,533 • 

4 ,0 5,1 5,9 15,0 2,5 

S o m a 7.9 10,2 12,1 

Media 1,975 2 ,55 3 ,025 

T a b a l a B x C 

B l « 2 S o m a M é d i a 

7.1 8,1 15,2 2 ,533 

7.3 7.7 15,0 2 ,5 

S o m a 14,4 15,8 

Media 2.4 2 .633 

Para a T a b e l a A x B , c a l c u l a m - s e : 

a) S o m a d o s q u a d r a d o s d o s 6 r e s u l t a d o s , d i v i d i d a p o r 2 ( 2 n f v e i s d e C ) : ( 3 , 8 ' + 4 , l ' + . . . + 

6 , 4 ' ) / 2 = 78 ,4 

b ) F a t o r d e c o r r e ç ã o : 

( 1 .8 + 2 ,0 + 2 . 1 + . . . + 3,3 + 3 . 1 ) V l 2 = 76 ,00 

c ) S o m a d o s q u a d r a d o s t o t a i s : 

S Q T = 78,4 - 76 ,0 = 2,4 

d ) S o m a d o s q u a d r a d o s d e A : ( 7 , 9 ' + 1 0 , 2 ' ) / 4 - 76,0 = 2 ,215 

e) S o m a d o s q u a d r a d o s d e B : ( 1 4 , 4 ' + 1 5 , 8 ' ) / 6 - 76,0 = 0 ,167 

A aná l i se d a v a r i â n c i a d o s r e s u l t a d o s da T a b e l a A x 8 d e v a ser d i s p o s t a c o n f o r m e a 

T a b e l a V I I I . 15. 



177 

T a b e l a V I I I . 15 

A n á l i s e d a V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s d a T a b e l a A x B 

F o n t e de S o m a d o s G r a u s d e Q u a d r a d o F 
V a r i a ç S o Q u a d r a d o s L i b e r d a d e M é d i o 

F a t o r A 2 ,215 2 1,107 123 
F a t o r B 0 ,167 1 0 ,167 18,5 
I n t e r a ç ã o A B 0 ,018 2 0,009 

18,5 

T o t a l 2,4 5 
0,009 

P r o c e d e - s e d o m e s m o m o d o c o m as o u t r a s d u a s T a b e l a s pa ra ca l cu la r a s o m a d o s q u a d r a d o s 

c o r r e s p o n d e n t e s a C , a A C e a B C . A c h a - s e : 

S o m a d o s q u a d r a d o s d e C = 0 ,007 

S o m a d o s q u a d r a d o s d e A C = 0 ,018 

S o m a d o s q u a d r a d o s d e B C = 0 ,026 

P a r a ser p o s s í v e l u m a aná l ise da v a r i â n c i a t o t a l é p r e c i s o ca l cu l a r a s o m a d o s q u a d r a d o s t o t a i s a 

p a r t i r d o s 12 r e s u l t a d o s d a T a b e l a V I 11.14. 

( 1 , 8 ' + 2 , 0 ' + . . . + 3 , 3 ' + 3 , 1 ' ) - 76 ,00 = 2 ,46 

A i n t e r a ç ã o A B C é o b t i d a p o r d i f e r e n ç a . A aná l ise da v a r i â n c i a t o t a l está na T a b e l a V I I I . 1 6 . 

T a b a l a V i l i . 1 6 

A n á l i s e d a V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s d a T a b e l a V I 11.14 

F o n t a d e S o m a d o s G r a u s d e Q u a d r a d o F 

V a r i a ç ã o Q u a d r a d o s L i b e r d a d e Mt fd io 

F a t o r A 2,216 2 1,1075 1 1 3 

F a t o r B 0,167 1 0,167 17.1 

F a t o r C 0,007 1 0,007 

I n t e r a ç ã o A B 0,018 2 0 ,009 

I n t e r a ç ã o A C 0,018 2 0 ,009 

I n t e r a ç ã o B C 0.026 1 0 ,026 

I n t e r a ç ã o A B C ' 0,009 2 0 , ( W 4 5 

T o t a l 2 ,460 11 S ' „ ^ « = 0 , 0 0 9 7 6 
c o m o 
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O s v a l o r e s d e F a c h a d o s pa ra o f a t o r C e pa ra as i n t e r a ç õ e s A B , A C e B C nSo são s i g n i f i c a t i v o s . 

A s s i m as somas d e q u a d r a d o s d e C , A B , A C e B C p o d e m ser a d i c i o n a d o s à s o m a d e q u a d r a d o s d e A B C a 

o t o t a l d i v i d i d o p e l o n ú m e r o d e g raus d e l i be rdade o b t i d o p o r esta s o m a 

0,007 + 0 ,018 + 0 ,018 + 0 ,026 + 0 ,009 
S ' „ h = = 0 , 0 0 9 7 5 

c o m b g 

O v a l o r d e F g Q Q ^ J ^ g j = 11,3, p o r t a n t o a i n f l u ê n c i a de A e B é s i g n i f i c a t i v a m e s m o nes te n C v e l , 

n o r e n d i m e n t o d o u r â n i o . 

C o n c l u s ã o : 

Para cada m é d i a d e A , o e r r o e x p e r i m e n t a l é 0 , 0 0 9 7 5 / 4 = 0 , 0 0 2 4 4 e o d a d i f e r e n ç a e n t r e d u a s 

méd ias é: ( 2 x 0 , 0 0 9 7 5 ) / 4 = 0 ,00488 . O v a l o r de t pa ra p = 0 ,05 e 8 g r a u s d e l i b e r d a d e é 2 , 3 1 , E n t ã o a 

m e n o r d i f e r e n ç a s i g n i f i c a t i v a e n t r e as méd ias d e A é : 

0 ,00488 x 2,31 = 0,011 

A s m é d i a s o b t i d a s p a r a A f o r a m : 

A , = 1,97 

A j = 2 ,55 

A , = 3,02 

e c o n c l u í m o s q u e o m e l h o r r e n d i m e n t o é o b t i d o c o m a res ina ( 3 ) , d e p o i s c o m a ( 2 ) e f i n a l m e n t e c o m a 

( 1 ) q u e era usada n o s t r a b a l h o s d e r o t i n a . N o caso d o f a t o r B , t e m o s s ó d u a s m é d i a s : 

B , = 2,40 

B j = 2,63 

C o m o o tes te d e u s i g n i f i c a t i v o , c o n c l u í m o s q u e a c o m p o s i ç ã o d o 2? e l u e n t e é m a i s e f i c i e n t e 

q u e a c o m p o s i ç ã o d o p r i m e i r o . 

V l l i . 4 . 2 — F a t o r e s Q u a l i t a t i v o s a Q u a m i t a t i v o s c o m ma is d a 2 N f v e i s 

QuarKJo se t e s t a m f a t o r e s q u a n t i t a t i v o s é c o n v e n i e n t e , p a r a s i m p l i f i c a r a aná l i se d a v a r i â n c i a , 

espaçar os n í v e i s e m q u a n t i d a d e s iguais . 

E X E R C Í C I O 56 

C o m o c o n s e q ü ê n c i a d o E x e r c f c i o 55 fo i e s c o l h i d a a res ina n<? 3 p o r ser ma i s e f i c i e n t e e se q u e r 

satjer ago ra se a t e m p e r a t u r a d o s is tema i n f l ue nos r e s u l t a d o s . A o m e s m o t e m p o , deseja-se testar o u t r o s 



179 

|5 

T a b e l a V I I 1 . 1 7 

C o n c e n t r a ç ã o d e U e m S o l u ç õ e s (g /1 - 10) 

E l u e n t e s T e m p e r a t u r a T o t a l M b d i a 

A , = 2 5 ' ' C A 2 = 4 5 ° C A 3 = 6 5 ° C A ^ = BS'C 

B i 3,0 3.1 3,4 3,6 13,2 4,4 

^ 2 2 ,9 3.0 3,4 3 ,5 12,8 4 ,267 

B3 3.1 2,8 3,5 3,6 13,0 4 ,333 

T o t a l 9 ,0 8,9 10,4 10,7 

M é d i a 2 ,25 2 ,225 2,6 2 ,675 

C o e f i c i e n t e s : 

L i n e a r - 3 - 1 + 1 + 3 

Q u a d r a t i v o + 1 - 1 - 1 + 1 

C l i b i c o - 1 + 3 - 3 + 1 

P r o c e d e - s e c o m o n o caso a n t e r i o r c o m o se os f a t o r e s f o s s e m q u a l i t a t i v o s . S o m a d o s q u a d r a d o s 

d e t o d o s 0$ r e s u l t a d o s : 

3 , 0 ' + 2 , 9 ' + . . . + 3 , 5 ' + 3 , 6 ' = 127,7 

F a t o r d e c o r r e ç ã o : 

(3 ,0 + 2,9 + . . . + 3,5 + 3 , 6 ) ' / 1 2 = 136,75 

S o m a d o s q u a d r a d o s t o t a i s : 

S Q T = 127 ,7 - 126 ,75 = 0,95 

S o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s a A : 

r .OA. - ( 9 , 0 ' + 8 , 9 ' + 10,4 '+ 1 0 , 7 ' ) / 3 - 126,75 = 0 , 87 

(l 
J 

2 t i p o s d e e l u e n t e s s i m u l t a n e a m e n t e c o m aque le q u e d e u m a i o r r e n d i m e n t o n o caso a n t e r i o r . S e j a m 

A , o s n f v e i s d e t e m p e r a t u r a , o e l u e n t e u s a d o n o p r o b l e m a a n t e r i o r e B j e Bg os n o v o s 

e l u e n t e s u s a d o s . A p a r t e f i na l d o p rocesso é a m e s m a d o p r o b l e m a a n t e r i o r . O s r e s u l t a d o s o b t i d o s d o s 

q u a i s f o r a m d e d u z i d o s 10 g / l es tão na T a b e l a V I I I . 1 7 . 



180 

S o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s a B : 

S Q B = ( 1 3 , 2 ' + 1 2 , 8 ' + 1 3 , 0 ' ) / 4 - 126,75 = 0,02 

S o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s a A B : 

S Q A B = 0 ,95 - ( 0 ,87 + 0 .02) = 0 ,06 

A e s t i m a t i v a d o e r r o é f e i t a pela i n t e r a ç l o A B , p o r q u e só se d i s p õ e d e u m r e s u l t a d o pa ra cada 

t r a t a m e n t o . Pela anál ise da v a r i â n c i a ( T a b e l a V I I I . 1 8 ) o b s e r v a s e q u e a v a r i a ç ã o d a t e m p e r a t u r a t e m 

i n f l u e n c i a s i g n i f i c a t i v a , e n q u a n t o q u e os 2 n o v o s e luen tes são i g u a l m e n t e e f i c i e n t e s a o m e l h o r d o 

e x p e r i m e n t o a n t e r i o r . 

T a b e l a V I I 1 . 1 8 

A n á l i s e da V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s da T a b e l a V I I I . 1 7 

F o n t e de S o m a d o s N ° de Q u a d r a d o 

V a r i a ç ã o Q u a d r a d o s G r a u s d e M é d i o F 

L i b e r d a d e 

T e m p e r a t u r a s 0 ,87 3 0,29 2 9 

E l u e n t e s 0 ,02 2 0,01 

I n t e r a ç ã o A B 0,06 i 0,01 

T o t a l 0 ,95 11 

A anál ise da v a r i â n c i a n o caso d a f a t o r e s q u a n t i t a t i v o s p o d e ser e x t e n d i d a c o m o e x a m e d o 

e f e i t o da v a r i a ç ã o d e t e m p e r a t u r a e m cada e l u e n t e e v e r i f i c a n d o se a re l ação t e m p e r a t u r a - r e s u l t a d o d i f e r e 

d e u m e l u e n t e pa ra o u t r o . C o m o as t e m p e r a t u r a s são i g u a l m e n t e espaçadas , e m luga r das t e m p e r a t u r a s 

p o d e m ser usados c o e f i c i e n t e s p o l i n o m i a i s q u e p e r m i t e m su t j d i v i d i r , para cada n i v e l d o f a t o r q u a l i t a t i v o 

8 , 3 s o m a d o s q u a d r a d o s d e A e m u m c o m p o n e n t e l inear ( q u e se i n c u m b e d o a jus te l i nea r das r e s p o s t a s 

às t e m p e r a t u r a s ) , u m c o m p o n e n t e q u a d r á t i c o e u m c ú b i c o ( q u e t r a d u z e m u m a c u r v a t u r a p o s s í v e l d a 

r e t a ) . Es tes c o e f i c i e n t e s são e n c o n t r a d o s e m T a b e l a s e m f u n ç ã o d o n ú m e r o d e p o n t o s n . ( F i s c h e r et 

Y a t e s - " S t a t i s t i c a l T a b l e s f o r B i o l o g i c a l , A g r i c u l t u r a l a n d Med i ca l R e s e a r c h " - O l i v e r a n d B o y d , 

L o n d o n , 1 9 4 9 ) . 

C o e f i c i e n t e s P o l i n o m i a i s 

N o caso da r e l a ç ã o e n t r e as va r i áve i s x e y ser desc r i t a pe lo p o l i n o m i o : 

Y = bj j + b , x + b j x " -i- b^x' + . . . ( V I I I . 3 ) 
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Y ' =.h-^x^ + b', X , + b ^ X j + b ^ X 3 ( V I I I . 4 ) 

o n d e os d i f e r e n t e s v a l o r e s x , seus q u a d r a d o s , c u b o s , e t c . são s u b s t i t u i d o s pe los c o e f i c i e n t e s : 

x ^ = c o e f i c i e n t e l inear u s a d o n o c á l c u l o d e b ^ , n o a jus te l inear 

X j = c o e f i c i e n t e q u a d r á t i c o , u s a d o n o c á l c u l o de b j 

x ^ = c o e f i c i e n t e c ú b i c o , u s a d o n o c á l c u l o d e b ^ , e t c . 

O c o e f i c i e n t e x ^ é igua l a 1. Es tes c o e f i c i e n t e s p e r m i t e m ca l cu l a r as c o n s t a n t e s b, d e c a d a 

t e r m o d o p o l i n o m i o e a s b m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e a este t e r m o . 

A s c o n s t a n t e s b ' da e q u a ç ã o { V I I I . 4 ) são dadas p o r : 

Z x . 

b! = • ( V I I I . 5 ) 
' n Z x ^ 

A s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e a este t e r m o é : 

( Z x J , ) ' 

S Q = r — ( V I I I . 6 ) 
n Z x ' I 

e a v a r i â n c i a é : 

S ' ' 
S í . = ( V I I I . 7 ) 

n Z xj* 

oiMJe S ' é 3 v a r i â n c i a d o e r r o e x p e r i m e n t a l e é a s o m a pa rc i a l . 

V o l t a n d o a o p r o b l e n i a , ca l cu l am-se s u c e s s i v a m e n t e , pa ra cada e l u e n t e , a s o m a d o s p r o d u t o s d o s 

c o e f i c i e n t e s pela r e s p o s t a c o r r e s p o n d e n t e . P o r e x e m p l o , pa ra B ^ . a s o m a d o s p r o d u t o s c o r r e s p o n d e n t e s 

a o t e r m o l inear é : 

( - 3 x 3 ) + (-1 x 3 , 1 ) + (1 x 3 , 5 ) + ( 3 x 3 , 6 ) = 2 ,2 

O s t e r m o s l i nea res , q u a d r á t i c o s e c ú b i c o s es tão na T a b e l a ( V I I I . 1 9 ) 

O s d i v i s o r e s são as s o m a s d o s q u a d r a d o s d o s c o e f i c i e n t e s p o l i n o m i a i s . 

A s o m a (tos q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s às d i f e r e n ç a s d e t e m p e r a t u r a s p o d e r á ser s u b - d í v i d i d a 

e m 3 c o m p o n e n t e s q u e c o r r e s p o n d e m aos t e r m o s l inear , q u a d r á t i c o e c ú b i c o . I s t o va i p e r m i t i r d e c i d i r se 

a r e l a ç ã o t e m p e r a t u r a - r e s u l t a d o p o d e ser d e s c r i t a p o r u m a re ta o u p o r u m a c u r v a d e 2? o u 3? g r a u . 

o p o l i n o m i o p o d e ser s u b s t i t u i d o pe la e q u a ç ã o : 
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T a b e l a V I 11.19 

T e r m o s L i n e a r e s , Q u a d r á t i c o s a C ú b i c o s 

F a t o r S o m a d o s P r o d u t o s 

Q u a l i t a t i v o 

T e r m o L i n e a r T e r m o Q u a d r . T e r m o C L b l c o 

2 .2 0 , - 0,6 

2 , 2 0 - 0 ,5 

B3 2,2 0,4 - 1,6 

T o t a l 6,6 0,4 - 2,7 

D i v i s o r 20 4 20 

A s o m a dos q u a d r a d o s d o t e r m o l inear é: 

S Q L = 6 , 6 V ( 2 0 x 3 ) = 0 ,726 

o n d e 20 é o d i v i s o r e 3 é o n ú m e r o de n f v e i s d o f a t o r q u a l i t a t i v o { e l u e n t e ) . Para o t e r m o q u a d r á t i c o 

t e m o s : 

S Q Q = 0 , 4 V ( 4 x 3 ) = 0 ,0133 

e pa ra o c ú b i c o : 

S Q C = ( - 2 , 7 ) V ( 2 0 x 3) = 0 ,1215 

A s o m a d e S Q C , S Q Q e S Q L d e v e ser igua l á s o m a d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e às 

t e m p e r a t u r a s , a m e n o s de d i f e r e n ç a s de a p r o x i m a ç ã o . A s o m a d o s q u a d r a d o s da i n t e r a ç ã o A B t a m b é m 

p o d e , d o m e s m o m o d o , ser s u b d i v i d i d a e m 3 c o m p o n e n t e s : 

I n t e r a ç ã o d o t e r m o l inear A g c o m B = A g B 

I n t e r a ç ã o d o t e r m o q u a d r á t i c o A ^ c o m B = A ^ B 

I n t e r a ç ã o d o t e r m o c ú b i c o A ^ c o m B = A ^ B 

A s v a r i a ç õ e s d e A g pa ra cada n f v e l d e B e s t ã o n a 2a. c o l u n a d a T a b e l a V I I I . 1 9 . 

A s o m a dos q u a d r a d o s q u e c o r r e s p o n d e à i n t e r a ç ã o A g B á : 

S Q A g B = ( ( 2 , 2 ) ' + ( 2 , 2 ) ' + ( 2 . 2 ) ' - ( 6 , 6 ) ' / S ] / 20 = O 
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Para A ^ B t e m o s : 

S Q A ^ B = [ ( 0 , 4 ) ' - ( 0 , 4 ) V 3 ] / 4 = 0 ,0268 

e para A ^ B : 

S Q A ^ B = [ ( - 0 , 6 ) ' + ( - 0 , 5 ) ' + ( - 1 , 6 ) ' - ( - 2 , 7 ) ' / 3 ] / 2 0 = 0 ,037 

A s o m a des tes 3 t e r m o s d e v e ser igual á s o m a d o s q u a d r a d o s d a i n t e r a ç ã o A B . C o m esses 

r e s u l t a d o s , faz-se a anál ise d a v a r i â n c i a , c o n f o r m e a T a b e l a V I 11.20. 

T a b e l a V I I I . 2 0 

F o n t e d e 

V a r i a ç ã o 

S o m a d e 

Q u a d r a d o s 

N ú m e r o d e 

G r a u s d e 

L i b e r d a d e 

Q u a d r a d o 

M á d i o F 

E l u e n t e s ( B ) 0 ,0200 2 0 , 0 1 0 0 0 .94 

T e m p e r a t u r a ( A ) : 

T e r m o l inear 0 ,7260 1 0 , 7 2 6 0 68 ,5 

T e r m o q u a d r á t i c o 0 ,0133 1 0 , 0 1 3 3 1.3 

T e r m o ó j b i c o 0 ,1215 1 0 , 1 2 1 5 11,5 

I n t e r a ç õ e s : 

A g B 0 ,0000 2 0 , 0 6 3 8 / 6 = 

0 ,0268 2 0 ,0106 

0 ,0370 2 

0 ,9446 

J 

V a l o r e s d e F 
Tabelado f ^ 0 . 0 5 ( 1 , 6 ) = 6 ,0 

^ 0 , 0 1 ( 1 . 6 ) ^ ^^ '^ 

C o m o só t e m o s u m r e s u l t a d o p a r a cada t r a t a m e n t o , t o m a m o s c o m o e r r o e x p e r i m e n t a l a 
i n t e r a ç ã o q u e t e m m e n o s c h a n c e d e ser v e r d a d e i r a q u e é A B . V i s t o q u e A j ^ a A B são m e n o r e s q u e 
A ^ B , pode-se r e u n i r as 3 i n t e r a ç õ e s e t e m o s o v a l o r 0 ,0638 c o m 6 g r a u s da l i b e r d a d e q u e d á u m 
q u a d r a d o m é d i o igual a 0 , 0 1 0 6 . 

Pe los v a l o r e s d e F o b t i d o s ( T a b e l a V I I I . 2 0 ) , vê -se q u e o t e r m o l i nea r é p r e p o n d e r a n t e , se b e m 
q u e o t e r m o c ú b i c o é s i g n i f i c a t i v o n u m n í v e l d e 0 ,05 . 

Pode-se c o n c l u i r q u e n ã o há d i f e r e n ç a e n t r e os 3 e l u e n t e s s o b r e o r e r x l i m e n t o d e u r â n i o a q u e a 
i n f l u ê f K i a da t e m p e r a t u r a n o i n t e r v a l o e x a m i n a d o é a p r o x i m a d a m e n t e l i nea r . 

V l l l . 4 . 3 - 3? C a s o — F a t o r e s Q u a n t i t a t i v o s c o m mais d e 2 N f v e i s 

Q u a n d o t o d o s os f a t o r e s são q u a n t i t a t i v o s , pode-se f a z e r u m a aná l ise ma is d e t a l h a d a d o s 
r e s u l t a d o s . 
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P rocede -se c o m o n o caso a n t e r i o r , só q u e , c o m o os 2 f a t o r e s são q u a n t i t a t i v o s , ap l i cam-se os 

c o e f i c i e n t e s p o l i n o m i a i s para os do i s f a t o r e s , d e c o m p o n d o - s e a s o m a d o s q u a d r a d o s nas c o n t r i b u i ç õ e s 

d o s t e r m o s l inear , q u a d r á t i c o e c ú b i c o . 

Se os f a t o r e s são A e B , v a m o s te r i n t e rações d o t i p o A g B g , A g B ^ ^ , A^^Bg e t c . 

A s i n t e r a ç õ e s da t e r c e i r a o r d e m A g B g , A ^ B ^ , , A ^ B g „ A j , B g e A ^ B ^ ^ são somadas e a s o m a d o s 

q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s é usada c o m o e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l . I s to é p o s s í v e l , p o r q u e es te 

t i p o d e i n t e r a ç õ e s é m u i t o p o u c o p r o v á v e l . 

C o m este t i p o de i n t e r p r e t a ç ã o dos resu l t ados pode-se n ã o só estabelect i r se e x i s t e i n t e r a ç ã o 

e n t r e d o i s f a t o r e s , m a s t a m b é m c ó m o se c o m p o r t a esta i n t e r a ç ã o . 

C A P l Y U L O I X 

D E L I N E A M E N T O F A T O R I A L F R A C I O N A D O 

Q u a n d o u m e x p e r i m e n t o e n v o l v e v á r i o s f a t o r e s c o m mais de 2 n í v e i s a sua e x e c u ç ã o p o d e e x i g i r 

u m p e r í o d o l o n g o d e t e m p o , p o d e ser necessá r io o u s o de ma i s de u m a p a r e l h o para p r o v a s pa ra le las , 

p o d e t a m b é m e x i g i r lo tes d i f e r e n t e s de m a t é r i a p r i m a (casos i ndus t r i a i s ) e t c . A s d i f e r e n ç a s i n t r o d u z i d a s 

pelas va r i ações d e c o n d i ç õ e s c o m o t e m p o , c o m os a p a r e l h o s o u c o m as ma té r i as p r i m a s v ã o a u m e n t a r o 

e r r o e x p e r i m e n t a l e p o r t a n t o d i m i n u i r a sens ib i l i dade d o tes te . 

E x i s t e u m m é t o d o , " c o n f o u r x J i n g " e m ing lês , q u e p e r m i t e sepa ra r os e r r o s i n t r o d u z i d o s p o r 

f a t o r e s des te t i p o . Baseia-se na d i s t r i b u i ç ã o s i s temát i ca d o c o n j u n t o d e p r o v a s e m u m c e r t o n ú m e r o d e 

b l o c o s para c o n f u n d i r os e r r o s c i t a d o s c o m i n t e r a ç õ e s de o r d e m e l e v a d a , i s to é, c o m p o u c a c h a n c e d e 

e x i s t i r . 

S 

C o m o e x e m p l o , v a m o s c o n s i d e r a r u m caso s imp les de 3 f a t o r e s c o m 2 n í v e i s . Para r e s o l v e r o 

p r o b l e m a são necessá r i os , n o m í n i m o , 8 t r a t a m e n t o s . N a e x e c u ç ã o d o s t r a t a m e n t o s são usados 2 

a p a r e l h o s s e m e l h a n t e s mas q u e p o d e m d a r r e s u l t a d o s l i g e i r a m e n t e d i f e r e n t e s . É p o s s í v e l d i s t r i b u i r os 8 

t r a t a m e n t o s e m 2 b l o c o s de ta l m a n e i r a q u e a d i f e r e n ç a causada pe los 2 a p a r e l h o s ( b l o c o s ) se c o n f u n d a 

c o m a i n t e r a ç ã o e n t r e os 3 f a t o r e s . E s t a d i s t r i b u i ç ã o r a c i o n a l é a d a T a b e l a I X . 1 . Para c a l c u l a r a 

i n t e r a ç ã o A B C d e s e n v o l v e - s e o p o l i n o m i o : 

( A - 1 ) ( B - 1 ) ( C - 1 ) = ( A B C + C + B + A ) - ( B C + A C + A B + ( 1 ) ) 

q u e ó p r e c i s a m e n t e a d i f e r e n ç a e n t r e os 2 a p a r e l h o s , is to é, es ta i n t e r a ç ã o se c o n f u n d e c o m a i n t e r a ç ã o 

A B C . 

V a m o s s u p o r q u e e x i s t a u m a d i f e r e n ç a s i s temát i ca x e n t r e o 19 o o 29 a p a r e l h o . E s t a d i f e r e n ç a 

p o d e r i a ser causada p o r u m a t e n d ê n c i a d o 29 a p a r e l h o d a r r e s u l t a d o s ma i s a l t os . C o m este t r a t a m e n t o , 

e s t a d i f e r e n ç a s i s t emá t i ca d e s a p a r e c e . O e f e i t o t o t a l d o f a t o r A , p o r e x e m p l o , q u e se o b t é m 

d e s e n v o l v e n d o ( A - 1 ) ( B + 1 ) ( C + 1 ) , l e v a n d o e m c o n t a a d i f e r e n ç a x s e r i a : 

A + ( A B + x ) + ( A C + x ) + A B C - B - C - ( B C + x ) - ( ( 1 ) + x ) = A + A B + A C + A B C - ( B + C + B C + ( 1 ) ) 
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P o r esta e x p r e s s ã o v e m o s q u e o e r r o s i s t e m á t i c o d e s a p a r e c e . O m e s m o a c o n t e c e para t o d o s o s 

f a t o r e s e i n t e r a ç õ e s . A o r d e m d a e x e c u ç ã o das p r o v a s d e v e ser s o r t e a d a para m a n t e r o e f e i t o d e 

a l e a t o r i e d a d e . 

T a b e l a ! X . 1 

D i s t r i b u i ç ã o d e u m D e l i n e a m e n t o F a t o r i a l d e 3 F a t o r e s 

c o m 2 N í v e i s e m 2 B l o c o s 

A p a r e l h o (1) A p a r e l h o (2 ) 

A A B 

B A C 

e B C 

A B C (1) 
1 

I X . 1 — A p l i c a ç ã o a u m C o n j u n t o de T r a t a m e n t o s 2* 

N o caso d e 4 f a t o r e s c o m 2 n í v e i s , p o d e m o s te r 2 b l o c o s de 8 t r a t a m e n t o s o u 4 de 4 

t r a t a m e n t o s . Se a d i s t r i b u i ç ã o f o r f e i t a e m 2 b l o c o s , usa-se a i n t e r a ç ã o A B C D para ser c o n f u n d i d a c o m 

a d i f e r e n ç a e n t r e os b l o c o s . D e s e n v o l v e - s e o p o l i n o m i o ( A — 1) ( B — 1 ) ( C — 1 ) ( D — 1) e c o l o c a m - s e 

n u m b l o c o os t e r m o s p o s i t i v o s e n o o u t r o os t e r m o s de s ina l n e g a t i v o . N o caso d e se f a z e r a d i s t r i b u i ç ã o 

e m 4 b l o c o s , 3 i n t e r a ç õ e s d e v e m ser usadas pa ra s e r e m c o n f u n d i d a s c o m o e f e i t o d o s b l o c o s . N e s t e caso 

deve -se o b s e r v a r q u e ; 

a) D e v e m ser c o n f u n d i d a s i n t e r a ç õ e s de o r d e m e l e v a d a , p o r q u e há p o u c a c h a n c e d e q u e 

e x i s t a m . 

b) Q u a n d o se c o n f u n d e m , 3 i n t e r a ç õ e s , só d u a s p o d e m ser esco lh idas l i v r e m e n t e , p o r q u e a 

t e r c e i r a resu l ta d a m u l t i p l i c a ç ã o a lgéb r i ca das o u t r a s d u a s , i g u a l a n d o a 1 t o d a s as le t ras 

c o m p o t ê n c i a 2 . Se e s c o l h e r m o s a i n t e r a ç ã o A B C D ( d e o r d e m mais e l e v a d a ) a u m a d e 3a . 

o r d e m , A B C p o r e x e m p l o , a t e r c e i r a ser ia o b r i g a t o r i a m e n t e d a d a p o r : 

A B C D X A B C = A ' B ' C ' D = D 

E s t a e s c o l h a n ã o é c o n v e n i e n t e p o r q u e levar ia a c o n f u n d i r o f a t o r p r i n c i p a l D . P a r a q u e i s to n ã o 

a c o n t e ç a , d e v e m - s e esco lhe r 2 i n t e r a ç õ e s de 3 f a t o r e s e a t e r c e i r a será d e 2 f a t o r e s . A q u i d e v e e n t r a r o 

b o m s e n s o d o p e s q u i s a d o r para e s c o l h e r q u a l das i n t e r a ç õ e s d e 2 f a t o r e s t e m m e n o s c h a n c e d e e x i s t i r , 

d o p o n t o d e v i s ta t é c n i c o o u c i e n t í f i c o . S u p o n h a m o s q u e u m e x a m e d o p r o b l e m a t e n h a p e r m i t i d o 

c o n c l u i r q u e a i n t e r a ç ã o A B é p o u c o p r o v á v e l . D e v e m - s e e s c o l h e r e n t ã o as i n t e r a ç õ e s A C D e B C D c u j o 

p r o d u t o va i d a r A B . 

Pa ra d e t e r m i n a r qua i s os i i a t a m e n t o s q u e d e v e m apa rece r n o s 4 b l o c o s , d e s e n v o l v e m - s e o s 

p o l i n o m i o s c o r r e s p o n d e n t e s a duas das i n t e r a ç õ e s esco lh idas . P o r e x e m p l o : 
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A C D = { A - 1 ) ( C - 1 ) { D - 1 ) ( B + 1) 

A B C D + A C D + A B + B C + B D + A + C + D - ( A B C + A B D + B C D + A C + A D + C D + B + ( 1 ) ) 

B C D = ( A + l ) ( B - 1 ) ( C - 1 ) ( D - 1 ) 

A B C D + B C D + A B + A C + A D + B + C + D - ( A B C + A B D + A C D + B C + B D + C D + A + ( 1 ) ) 

C o l t x : a m - s e n u m m e s m o b l o c o os t r a t a m e n t o s q u e t e m n o s 2 g r u p o s o s s inais ( + , + ) , ( - , - ) ( + , - ) 

e (—,+ ) . N o n o s s o c a s o , a d i s t r i b u i ç ã o ser ia a d a T a b e l a I X . 2 . 

T a b e l a 1 X 2 

D i s t r i b u i ç ã o d e u m C o n j u n t o d e P r o v a s 2 * e m 4 B l o c o s 

B l o c o ! ( + , + ) B l o c o I I ( - , - ) B l o c o I I I ( + . - ) B l o c o I V ( - , + ) 

C ( 1 ) A B 
D C D B C A C 

A B A B C B D A D 
A B C D A B D A C D B C D 

# 1 

o b l o c o p r i n c i p a l é o q u e c o n t é m o e l e m e n t o (1 ) 

E X E R C f C l O 5 7 

N o e s t u d o d a sepa ração d e u m e l e m e n t o M p o r m e i o d e res inas f o r a m l e v a d o s e m c o n t a 4 

f a t o r e s : 

A - 2 c o n c e n t r a ç õ e s d e M na s o l u ç ã o d e p e r c o l a ç ã o : A . , , A j . 

B - 2 t i p o s d e res ina ( m e s m a c a p a c i d a d e ) . 

C — 2 nCveis de t e m p e r a t u r a : C , , C j . 

D — 2 v e l o c i d a d e s d e p e r c o l a ç ã o : D ^ , D^-

F a z e r as 16 p r o v a s e m s e q ü ê n c i a ser ia m u i t a p e r d a d e t e m p o . F o r a m e n t ã o p r e p a r a d a s 4 c o l u n a s 

s e m e l h a n t e s c o m a m e s m a massa d e res ina o q u e p e r m i t i u c o n d u z i r 4 t r a t a m e n t o s s i m u l t a n e a m e n t e . A 

i n t e r a ç ã o d e 2a . o r d e m q u e p a r e c e u m e n o s p r o v á v e l f o i B D , i s to é , t i p o d e r e s i n a e v e l o c i d a d e d a 

p e r c o l a ç ã o . U m a das i n t e r a ç õ e s d e t e r c e i r a o r d e m p o d e ser A C D . A o u t r a se rá o b r i g a t o r i a m e n t e : 

A C D X B D = A B C 

A p l i c a n d o a t é c n i c a d e d i s t r i b u i ç ã o v i s t a , o b t é m - s e o q u a d r o d e t r a t a m e n t o s da 

T a b e l a I X . 3 . 

1 ' ^ 
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T a b e l a I X . 3 

D i s t r i b u i ç ã o d e T r a t a m e n t o s e m 4 B l o c o s 

C o n f u s i o das D i f e r e n ç a s e n t r e B l o c o s c o m as I n t e r a ç õ e s B D , A C D . e A B C 

C o l u n a 1 C o l u n a I I C o l u n a I I I C o l u n a I V 

A ( 1 ) 8 D • 

C A C A O A B 

B O A B D C D B C 

A B C D B C D A B C A C D 
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O e l u e n t e d e M r e t i d o na res ina f o i o m e s m o n o s 4 b l o c o s , t a n t o e m c o m p o s i ç ã o c o m o e m 

v o l u m e e d e p o i s f o i d e t e r m i n a d a a c o n c e n t r a ç ã o d e M n o e l u t ' d o . A o r d e m c r o n o l ó g i c a d o s t r a t a m e n t o s 

f o i s o r t e a d a . O s r e s u l t a d o s e m g / l , d o s qua is f o r a m d e d u z i d o s 10 g / l e s t ã o n a T a b e l a I X . 4 . 

T a b e l a I X . 4 

R e s u l t a d o s d o s T r a t a m e n t o s d e u m C o n j u n t o 2* D i s t r i b u í d o s e m 4 B l o c o i 

T r a t a m e n t o s A l A j 

^ 2 B , ^ 2 

D l 
2,56 2 ,48 1.44 1,50 

C l 
0 ,92 1,10 0 .60 0 ,68 

D , 2,82 2 ,70 1,72 1,64 

^ 2 
^ 2 1,20 1,24 0,74 0 ,80 

A p l i c a n d o o m é t o d o d e Y a t e s , c a l c u l a m - s e o e f e i t o m é d i o e a s o m a d o s q u a d r a d o s . O c o n j u n t o 

de r e s u l t a d o s o b t i d o s p o r esse c á l c u l o está na T a b e l a I X . 5 . 

A aná l ise da v a r i â n c i a se e n c o n t r a na T a b e l a I X . 6 , o n d e , n o e r r o , e s t ã o e n g l o b a d a s as i n t e r a ç õ e s 

A B C D , B C D e A B D . 

C o m p a r a n d o os v a l o r e s d e F e x p e r i m e n t a i s c o m o s v a l o r e s d e F t a b e l a d o s , c o n c l u í m o s q u e o 

f a t o r A ( c o n c e n t r a ç ã o d e M n a s o l u ç ã o de p e r c o l a ç ã o ) , o f a t o r C ( t e m p e r a t u r a ) , o f a t o r D ( v e l o c i d a d e d e 

p e r c o l a ç ã o ) o a i n t e r . a ç ã o A D ( c o n c e n t r a ç ã o x v e l o c i d a d e d e p e r c o l a ç ã o ) são a l t a m e n t e 

s i g n i f i c a t i v o s . C o n c l u i - s e t a m b é m q u e os d o i s t i pos d e res ina d ã o o m e s m o r e n d i m e n t o d e 

s e p a r a ç ã o , p o r q u e o f a t o r B n o tes te d e u u m r e s u l t a d o n ã o s i g n i f i c a t i v o . 
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T a b e l a I X . 5 

E f e i t o M é d i o e S o m a dos Q u a d r a d o s d o s T r a t a m e n t o s 

T r a t a m e n t o C o l u n a C o n c e n t r a ç ã o E f e i t o M é d i o S o m a d e 

n O g/ l - 1 0 Q u a d r a d o s 

( 1 ) I I 2 , 5 6 _ 
A 1 1 , 4 4 - 0 , 7 3 7 5 2 , 1 7 5 6 2 5 

B I I I 2 , 4 8 0 , 0 1 7 5 0 , 0 0 1 2 2 5 

A B I V 1 , 5 0 0 , 0 1 2 5 0 , 0 0 0 6 2 5 

C 1 2 , 8 2 0 , 1 9 7 5 0 , 1 5 6 0 2 5 

A C I I 1 , 7 2 - 0 , 0 2 7 5 0 , 0 0 3 0 2 5 

B C I V 2 , 7 0 - 0 , 0 4 2 5 0 , 0 0 7 2 2 5 . 

A B C I I I 1 , 6 4 ( 0 , 0 0 2 5 ) ( 0 , 0 0 0 0 2 5 ) 

D I V 0 , 9 2 - 1 , 0 7 2 5 4 , 6 0 1 0 2 5 

A D I I I 0 , 6 0 0 , 3 2 7 5 0 , 4 2 9 0 2 5 

B D 1 1 , 1 0 0 , 0 7 2 5 ( 0 , 0 2 1 0 2 5 ) 

A B D I I 0 , 6 8 - 0 , 0 3 2 5 0 , 0 0 4 2 2 5 

C D I I I 1 ,20 - 0 , 0 2 7 5 0 , 0 0 3 0 2 5 

A C D I V 0 , 7 4 ( - 0 , 0 1 2 5 ) ( 0 , 0 0 0 6 2 5 ) 

B C D I I 1 , 2 4 0 , 0 0 2 5 0 , 0 0 0 0 2 5 

A B C D 1 0 , 8 0 0 , 0 2 7 5 0 , 0 0 3 0 2 5 

T o t a l 2 4 , 1 4 

T o t a i s p o r B l o c o s : 1) 6 , 1 6 ; I I ) 6 , 2 0 ; I I I ) 5 , 9 2 ; I V ) 5 , 8 6 

T a b e l a I X . 6 

A n b l i s e d a V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s E x p e r i m e n t a i s da T a b e l a I X . 4 

F o n t e d e S o m a de G r a u s d e Q u a d r a d o M é d i o F 

V a r i a ç l o Q u a d r a d o s L i b e r d a d e ( V a r i â n c i a ) 

D i f . e n t r e 

co lunas ( 0 , 0 2 1 6 7 5 ) 3 0 , 0 0 7 2 2 5 2 , 9 8 

F a t o r A 2 , 1 7 5 6 2 5 t 2 , 1 7 5 6 2 5 8 9 7 • 

F a t o r B 0 , 0 0 1 2 2 5 1 0 , 0 0 1 2 2 5 0 , 5 0 

F a t o r C 0 , 1 5 6 0 2 5 1 0 , 1 5 6 0 2 5 6 4 , 3 * 

F a t o r D 4 , 6 0 1 0 2 5 1 4 , 6 0 1 0 2 5 1 8 9 7 • 

I n t e r a ç ã o A B 0 , 0 0 0 6 2 5 1 0 , 0 0 0 6 2 5 0 , 2 5 

I n t e r a ç ã o A C 0 , 0 0 3 0 2 5 1 0 , 0 0 3 0 2 5 1 , 2 4 

I n t e r a ç ã o A D 0 , 4 2 9 0 2 5 1 0 , 4 2 9 0 2 5 1 7 6 , 9 * 

I n t e r a ç ã o B C 0 , 0 0 7 2 2 5 1 0 , 0 0 7 2 2 5 2 , 9 8 

I n t e r a ç ã o C D 0 , 0 0 3 0 2 5 1 0 , 0 0 3 0 2 5 1 , 2 5 

E r r o 0 ,097275 0 , 0 0 2 4 2 5 

V a l o r e s t a b e l a d o s de F : F Q 0 1 ( 3 3 ) 2 9 , 5 •=0 ,06 ( 3 ,3 ) ~ 

! 
F = 1 4 1 
"^0 ,01 (1 ,3 ) •=0 .05 (1 .3 ) = 1 0 - 1 
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I X . 2 - " C o n f u s ã o " Pa rc i a l 

Q u a n d o u m d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l só t e m 3 o u 4 f a t o r e s , n ã o é c o n v e n i e n t e usar as i n t e r a ç õ e s 

d e o r d e m e levada c o m o e s t i m a t i v a d o e r r o , p o r q u e o n ú m e r o de g r a u s de l i b e r d a d e é p e q u e n o e o t es te 

se t o m a p o u c o s e n s í v e l . É m a i s a c o n s e l h á v e l r e p e t i r os t r a t a m e n t o s a l g u m a s v e z e s para se te r u m a 

e s t i m a t i v a d i r e t a d o e r r o . S e , p o r o u t r o l a d o , as c o n d i ç õ e s e x i g i r e m q u e os t r a t a m e n t o s s e j a m d i v i d i d o s 

e m d o i s b l o c o s , pode-se e s c o l h e r i n t e r a ç õ e s d i f e r e n t e s p a r a s e r e m c o n f u n d i d a s c o m a d i f e r e n ç a e n t r e os 

b l o c o s , e m cada sér ie de t r a t a m e n t o s . A s s i m é p o s s í v e l o b t e r u m a e s t i m a t i v a das i n t e r a ç õ e s c o n f u n d i d a s , 

c o m m e n o s sens ib i l i dade o b v i a m e n t e q u e as d o s e f e i t o s p r i n c i p a i s , m a s , n e m p o r i sso , m e n o s v á l i d a s . 

V a m o s c o n s i d e r a r u m e x p e r i m e n t o c o m 3 f a t o r e s c o m 2 n í v e i s c a d a u m , r e a l i z a d o e m 2 b l o c o s 

e r e p e t i d o 3 v e z e s . É p o s s í v e l c o n f u n d i r a i n t e r a ç ã o A B C na p r i m e i r a sé r i e , A C na s e g u n d a e B C n a 

t e r ce i r a sér ie d e rép l i cas , c o n f o r m e o p l a n o . 

I a . sér ie B l o c o 1 : (1 ) - A B - A C - B C 

B l o c o I I : A -- B - C - A B C 

2a. sér ie B l o c o 1 : (1 ) - B - A C - A B C 

B l o c o 11 : A -- A B - C - B C 

3a. sér ie B l o c o 1 : (1 ) - A - B C - A B C 

B l o c o I I : B - A B - C - A C 

( c o n f u s ã o d e A B C ) 

( c o n f u s ã o d e A C ) 

( c o n f u s ã o d e B C ) 

E X E R C l ' C i O 58 

N o e s t u d o da s e p a r a ç ã o d o s e l e m e n t o s X e Y ( e m c o n c e n t r a ç ã o igua l n u m a s o l u ç ã o ) , p o r m e i o 

d e res ina d e t r o c a i ó n i c a , f o i u s a d o u m e l u e n t e e m 2 n f v e i s d e c o n c e n t r a ç ã o ( A ^ a A j ) , 2 n f v e i s d e p H 

( B , e B j ) e do i s n í v e i s d e t e m p e r a t u r a ( C , e C j ) . O s e f l u e n t e s f o r a m r e c o l h i d o s e m f r a s c o s d e 2 m l e 

f o i e x a m i n a d a a c o n c e n t r a ç ã o de X e Y e m cada f r a ç ã o pe la r a d i o a t i v i d a d e d o s t r a ç a d o r e s u s a d o s . 

V e r i f i c o u - s e q u e a m a i o r p a r t e d e X sai nas p r i m e i r a s 10 f r a ç õ e s e l u f d a s . E s t a s 10 f r a ç õ e s f o r a m 

ag rupadas e d e t e r m i n o u - s e a r e l a ç ã o das c o n c e n t r a ç õ e s [ X ] / ( Y ] . 0$ r e s u l t a d o s e s t ã o na T a b e l a I X . 7 . 

O e f e i t o p r i n c i p a l d e cada f a t o r i n d e p e n d e d o s b l o c o s e é c a l c u l a d o c o m o d e c o s t u m e , a p a r t i r 

d o s to ta is p o r t r a t a m e n t o . Para t e r u m e f e i t o m é d i o , d i v i de - se a d i f e r e n ç a p o r 4 x 3 = 12 (4 t r a t a m e n t o s 

e 3 rép l i cas p o r t r a t a m e n t o ) . 

A c h a - s e ; 

121 
A = 1 / 1 2 [ ( A - 1 ) ( B + 1) ( C - H ) ] = = 10,08 

12 

44,8 
B = = 3 ,73 

12 

10,2 
C = = - 0 , 8 5 

12 

A i n t e ração A B q u e n t o f o i c o n f u n d i d a t a m b é m d e v e ser ca l cu lada 

18,8 
A B = = - 1 , 5 7 

12 



190 « » 

T a b e l a I X . 7 

R e s u l t a d o s da S e p a r a ç ã o d o s E l e m e n t o s X e Y p o r T r o c a I ó n i c a 

C o l u n a s D i f e r e n t e s Ser ie 1 Sé r i e I I Se r i e I I I 

( B l o c o s ) 1 2 1 2 1 , 
2 

R e s u l t a d o s das A B C = 22,1 A B = 2 0 , 3 A B C = 18,4 A B = 18,4 A B C = 23,6 A B = 21 ,2 

R e l a ç õ e s A = 19,0 A C = 16,3 A C = 20 ,2 B C = 1 0 , 2 B C = 10,8 A C = 18,3 

( [ X ] / [ y ] ) - 2 0 B = 15,2 B C = 9,4 B = 12,8 A = 17,0 A = 20 ,2 B = 14 ,5 

e m g/1 C = 8,7 ( 1 ) = 7,0 ( 1 ) = 5,6 C = 5,4 ( 1 ) = 8,4 C = 6,0 

T o t a l d o s B l o c o s 65 ,0 53 ,0 57 ,0 51 ,0 63 ,0 60 ,0 

T o t a l da S é r i e 1 1 8 108 123 

I n t e r a ç ã o C o n f u n d i d a A B C A C B C 

T o t a l p o r T r a t a m e n t o (1) = 21 ,0 C = 20,1 

A = 56,2 A C = 54 ,8 

B = 42 ,5 B C = 30,4 

A B = 59,9 A B C = 64,1 

T o t a l G e r a l 3 4 9 

A i n t e r a ç ã o A C , c o m o f o i c o n f u n d i d a c o m os r e s u l t a d o s d a sér ie I I , p o d e ser ava l i ada c o m os 

r e s u l t a d o s das o u t r a s d u a s sér ies. Deve -se o b s e r v a r , p o r é m , q u e o d i v i s o r n ã o é mais 12 ma is s i m : 

4 x 2 = 8. D o m e s m o m o d o se c a l c u l a m B C e A B C 

16,8 
A C = = - 2 ,10 

8 

B C = -

A B C = 

8,6 

8 

4,8 

8 

= - 1,07 

= 0 ,60 

A s s o m a s d o s q u a d r a d o s c o r r e s p o n d e n t e s se c a l c u l a m c o m o d e c o s t u m e , e l e v a n d o a o q u a d r a d o a 

d i f e r e n ç a t o t a l e d i v i d i n d o p e l o n ú m e r o d e o b s e r v a ç õ e s . P o r e x e m p l o : 

A = [ A p / 2 4 = I 2 1 V 2 4 = 610 ,04 

Para p o d e r f a z e r u m a anál ise d a v a r i â n c i a , é s u f i c i e n t e ca l cu l a r a s o m a d o s q u a d r a d o s t o t a i s : 

2 2 , 1 ' + 1 9 , 0 ' + . . . + 14 ,5 ' + 6 , 0 ' - 3 4 9 ' / 2 4 = 5856 ,62 - 5075 ,04 = 781,58 

1: 



e a s o m a d o s q u a d r a d o s d e v i d a à d i f e r e n ç a e n t r e b l o c o s : 

( 6 5 , 0 ' + 5 3 , 0 ' + . . . + 6 0 , 0 ' ) / 4 - 5075 ,04 = 38,21 

O q u a d r o d a aná l ise d a v a r i â n c i a está na T a b e l a I X . 8 . 
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T a b e l a I X . 8 

A n á l i s e da V a r i â n c i a d o s R e s u l t a d o s d a T a b e l a I X . 7 

F o n t e d e N O d a G r a u s S o m a d e Q u a d r a d o F 
V a r i a ç ã o d e L i b e r d a d e Q u a d r a d o s M é d i o 

D i f e r e n ç a e n t r e : 

B l o c o s 5 38,21 7,64 60 ,6 

F a t o r A 1 610 ,04 610 ,04 968 
F a t o r B 1 8 3 , 6 3 8 3 , 6 3 132,7 

F a t o r C 1 4 ,33 4 ,33 6 ,9 

I n t e r a ç ã o A B 1 14 ,73 14 ,73 23,4 

I n t e r a ç ã o A C 1 17,64 17,64 28 

I n t e r a ç ã o B C 1 4 ,62 4 ,62 7,3 

I n t e r a ç ã o A B C 1 1,44 1,44 2 . 3 ' 
E r r o ( R e s í d u o ) 11 6,94 0 , 6 3 

T o t a l 23 781 ,58 

V a l o r e s d e F T a b e l a d o F ^ ^ , , , , , , = 9,7 

^^0,05(1,11) = 4 ,8 

^ 0 , 0 5 ( 5 , 1 l f = 3 ,2 

S ó n ã o é s i g n i f i c a t i v a a i n t e r a ç ã o A B C c u j o v a l o r d e F es tá ass ina lado c o m u m a s t e r i s c o . O 

e s t u d o das i n t e r a ç õ e s p o d e ser e s c l a r e c i d o d i s p o n d o os r e s u l t a d o s c o n f o r m e a T a b e l a 1 X 9 . 

T a b e l a I X . 9 

E s t u d o das I n t e r a ç õ e s e F a t o r e s 

F a t o r » R e s p o s t a R e s p o s t a c o m : 

M e d i a 
A ^ A * 6 ' B * c - C * 

A 

B 

C 

10 ,00 

3 ,73 

- 0 ,85 

5,30 

1,25 

2 ,16 

T 2 , 9 5 

11.65 

0 ,22 

8.51 

- 1 . 9 2 

12.18 7 ,98 

O b s e r v a ç ã o : O s s inais (+ ) e ( - ) c o m o e x p o e n t e s d e A , B e C i n d i c a m r e s p e c t i v a m e n t e p resença o u a u s ê n c i a 
d o f a t o r . 
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A r e s p o s t a m é d i a d o f a t o r A e m ausênc ia d o f a t o r B é : 

A - A B = 1 0 , 0 8 - ( - 1 , 5 7 ) = 11,65 

e e m p r e s e n ç a d e B é : 

A + A B = 10,08 + 1-1,57) = 8,51 

D o m e s m o m o d o se c a l c u l a m as o u t r a s respos tas méd ias . 

A v a r i â n c i a de u m a o b s e r v a ç ã o é 0 ,63 . C a d a resposta m é d i a é c a l c u l a d a pe la d i f e r e n ç a e n t r e as 

méd ias de 2 g r u p o s de 12 o b s e r v a ç õ e s . A v a r i â n c i a d e cada méd ia é e n t ã o 0 , 6 3 / 1 2 = 0 , 0 5 2 5 . A v a r i â n c i a 

m é d i a da d i f e r e n ç a e n t r e 2 méd ias é 2 x 0 ,0525 = 0,105 e o d e s v i o p a d r ã o é 0 , 3 2 . O c á l c u l o d o d e s v i o 

p a d r ã o de cada respos ta d i f e r e n c i a l se f a z d o m e s m o m o d o , p o r e x e m p l o : pa ra o g r u p o ( F a t o r A — 

F a t o r B ) , a v a r i â n c i a de A e a v a r i â n c i a de A B são iguais, isto é, 0 ,105 e a v a r i â n c i a d a s o m a o u 

d i f e r e n ç a é 0,21 e d e s v i o p a d r ã o é 0 ,46. N o s o u t r o s g r u p o s a p a r e c e m as i n t e r a ç õ e s A C e B C q u e , 

e s t a n d o c o n f u n d i d a s c o m as sér ies I I e I I I r e s p e c t i v a m e n t e , são ob t i das pe las d i f e r e n ç a s e n t r e as m é d i a s 

de 8 o b s e r v a ç õ e s e a v a r i â n c i a é ( 0 , 6 3 x 2 ) / 8 = 0 ,1575 . A va r i ânc ia d a r e s p o s t a d i f e r e n c i a l o b t i d a p o r 

ad i ção o u d i f e r e n ç a c o m A , B o u C cu ja v a r i â n c i a é 0 ,63 /6 será : 

0 ,63 ( "^ + 4") = 0,2625 
6 4 

e o d e s v i o p a d r ã o é 0 ,51 . 

Pode-se c a l c u l a r , c o m o a u x i l i o d o s v a l o r e s dos desv ios f j ad rão , os l im i t es d e c o n f i a n ç a d e c a d a 

r e s u l t a d o . 

I X . 3 — F r a c i o n a m e n t o 

Q u a n d o o n ú m e r o de f a t o r e s f o r m a i o r o u igual a 5, o n ú m e r o d e t r a t a m e n t o s t o r n a - s e t ã o 

g r a n d e q u e , m e s m o c o n f u n d i n d o a l g u m a s f o n t e s d e va r i ação , o e x p e r i m e n t o se t o r n a d e r e a l i z a ç ã o 

d i f í c i l . N e s t e caso é c o n v e n i e n t e , c o m o p r i m e i r a o r i e n t a ç ã o , es tuda r o e f e i t o d e a l g u n s f a t o r e s , i s to é , 

f aze r u m a f r a ç ã o da anál ise c o m p l e t a . 

A t í t u l o de e x e m p l o , v a m o s ve r c o m o se far ia n o caso de 3 f a t o r e s c o m 2 n í v e i s (8 

t r a t a m e n t o s ) d i v i d i d o s e m 2 b l o c o s e m q u e se c o n f u r x d e a i n te ração A B C . 

B l o c o 1 : ( 1 ) , A B , A C , B C 

B l o c o I I : A , B , C , A B C 

V a m o s levar e m c o n s i d e r a ç ã o só o B l o c o I e calcular os e f e i t o s m é d i o s d e cada f a t o r c o m os 4 

resu l t ados des te b l o c o . 

N u m e x p e r i m e n t o c o m p l e t o , o e f e i t o m é d i o de A ser ia : 
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A = 1 / 4 [ A + A B + A C + A B C - ( ( 1 ) + B + C + B C ) ] 

N o d e l i n e a m e n t o f r a c i o n a d o , o e f e i t o m é d i o de A é : 

A = 1 / 2 [ A + A B C - ( B + C)1 

Para a i n t e ração B C t e m o s : 

E x p e r i m e n t o c o m p l e t o : B C = 1/4 [ A + B C + A B C + { 1 ) - ( B + C + A B + A C ) ] 

E x p e r i m e n t o f r a c i o n a d o : B C = 1/2 [ A + A B C - ( B + C ) ] 

q u e é o m e s m o c a l c u l a d o pa ra A . 

Segue-se q u e , q u a n d o se f a z s ó a m e t a d e das o p e r a ç õ e s , A e B C s ã o d a d o s pe la m e s m a e q u a ç ã o 

e deve -se c o n s i d e r a r e n t ã o q u e , na r ea l i dade , t e m o s : 

1/2 [ A + A B C - ( B + C ) ] = A + B C 

Se a i n t e r a ç ã o B C f o r p e q u e n a o u n ã o e x i s t i r , esta e q u a ç ã o d á u m a b o a e s t i m a t i v a d e A . C a s o 

c o n t r á r i o , é i m p o s s í v e l saber q u a l a c o n t r i b u i ç ã o de A e q u a l a d e B C . 

E m g e r a l , q u a n d o se c o n f u n d e a i n t e r a ç ã o A B C e n t r e 2 b l o c o s e se e x e c u t a s o m e n t e u m d e l e s , 

cada f a t o r p r i n c i p a l es tá a s s o c i a d o a u m a i n t e r a ç ã o q u e se o b t é m m u l t i p l i c a n d o o f a t o r p r i n c i p a l pe la 

i n t e r a ç ã o c o n f u n d i d a , l e m b r a n d o a r e g r a q u e es tabe lece q u e A ' = B ' = C ' = 1 

A está a s s o c i a d o a A x A B C = B C 

B está a s s o c i a d o a B x A B C = A C 

C está a s s o c i a d o a C x A B C = A B 

Q u a n d o se c a l c u l a m os e f e i t o s m é d i o s , usa-se a n o t a ç ã o A ( B C ) p a r a i n d i c a r q u e o v a l o r d e A é 

v á l i d o se a i n t e r a ç ã o B C f o r d e s p r e z í v e l . N o caso d e 3 f a t o r e s , o f r a c i o n a m e n t o n ã o é a c o n s e l h á v e l , 

p o r q u e as i n t e r a ç õ e s e n t r e 2 f a t o r e s n ã o são ra ras . Q u a n d o o n ú m e r o d e f a t o r e s a u m e n t a , o 

d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l f r a c i o n a d o é d e g r a n d e i m p o r t â n c i a , p o r q u e p e r m i t e ava l i a r os e f e i t o s m é d i o s 

p r i n c i p a i s e os de 2a. o r d e m . 

I X . 3 . 1 - A p l i c a ç ã o a o C a s o d e 6 F a t o r e s 

O e x p e r i m e n t o c o n s i s t e d e 2 * = 6 4 p r o v a s . Pode-se f a z e r a m e t a d e d e s t e n ú m e r o , c o n f u n d i r K i o 

o e f e i t o A B C D E F e v a m o s ter o s 32 t r a t a m e n t o s s e g u i n t e s : 

(1 ) - A B - A C - A D - A E - A F - B C - B D - B E - B F - C D - C E - C F - D E - D F - E F -

A B C D - A B C E - A B C F - A B D E - A B D F - A B E F - B C D E - B C D F - B C E F - C D E F - A C D E -

A C D F - A D E F - B D E F - A C E F - A B C D E F . 
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C a d a e f e i t o p r i nc i pa l está assoc iado a u m a i n t e r a ç l o d e 5? o r d e m e cada i n t e r a ç l o d e 2 f a t o r e s 

está assoc iada a u m a i n te ração de 4? o r d e m , c o m o se p o d e v e r na T a b e l a I X . 1 0 . A s i n t e r a ç õ e s de ma is 

de 3 f a t o r e s t e m p o u c a chance de e x i s t i r . A s s i m t e m o s u m a b o a e s t i m a t i v a d o s e fe i t os p r i n c i p a i s e das 

i n te rações e n t r e 2 f a t o r e s . P o r o u t r o l ado , o e r r o e x p e r i m e n t a l c o n s t i t u í d o pe la s o m a d o s q u a d r a d o s das 

i n t e r a ç õ e s de 3 f a t o r e s e de seus assoc iados t e m 10 g r a u s d e l i b e r d a d e o q u e p e r m i t e u m a b o a 

sens ib i l i dade . 

T a b e l a I X . I O 

A s s o c i a ç ã o de F a t o r e s e I n t e r a ç õ e s n u m E x p e r i m e n t o 2 * 

R e a l i z a d o pe la M e t a d e . 

F o n t e de N ° d e G r a u s 

V a r i a ç ã o d e L i b e r d a d e 

A ( B C D E F ) 1 

B ( A C D E F ) 1 

C ( A B D E F ) 1 
D ( A B C E F ) 1 

E ( A B C D F ) 1 

F ( A B C D E ) 1 
A B ( C D E F ) 1 

A C ( B D E F ) 1 

A D ( B C E F ) 1 

A E ( B C D F ) 1 

A F ( B C D E ) 1 

B C ( A D E F ) 1 

B D ( A C E F ) 1 

B E ( A C D F ) 1 

B F ( A C D E ) 1 

C D ( A B E F ) 1 
C E ( A B D F ) 1 

C F ( A B D E ) 1 

D E ( A B C F ) 1 

D F ( A B C E ) 1 

E F ( A B C D ) 

E r r o : 10 

A B C ( D E F ) 

A B D ( C E F ) , e t c . 

T o t a l 31 

1 X 3 . 2 — T r a t a m e n t o C o n f u n d i d o n u m D e l i n e a m e n t o F a t o r i a l F r a c i o n a d o 

M e s m o q u e se e f e t u e só u m a p a r t e d e u m e x p e r i m e n t o , é p o s s í v e l , p o r r a z õ e s t é c n i c a s 

( a p a r e l h o s , a m o s t r a s , e t c . d i f e r e n t e s ) , d i v i d i r o c o n j u n t o e m b l o c o s . 

V o l t a n d o ao e x e m p l o de 6 f a t o r e s , as d i f e r e n ç a s e n t r e b l o c o s n ã o p o d e m ser c o n f u n d i d a s c o m a 

i n t e ração A B C D E F , p o r q u e já f o i usada pa ra es tabe lece r a m e t a d e das p r o v a s . A s I n t e rações de 4 e 5 
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f a t o r e s n ã o p o d e m ser usadas, p o r q u e es tão assoc iadas r e s p e c t i v a m e n t e às i n te rações d e 2 f a t o r e s e aos 

f a t o r e s p r i nc i pa i s . E s c o l h e m - s e e n t ã o as i n t e r a ç õ e s d e 3 f a t o r e s . 

Se q u i s e r m o s f o r m a r 2 b l ocos ( p o r e x e m p l o , 2 a p a r e l h o s ) e e s c o l h e r m o s a i n t e r a ç ã o A B C ( D E F ) 

para ser c o n f u n d i d a c o m a d i f e r e n ç a e n t r e os b l o c o s , v a m o s te r n o B l o c o I os t r a t a m e n t o s c o m u m 

n ú m e r o par de letras e m c o m u m c o m A B C o u c o m D E F e n o B l o c o I I os t r a t a m e n t o s res tan tes , 

c o n f o r m e a T a b e l a I X . 1 1 . 

T a b e l a I X . 1 1 

D i s t r i b u i ç ã o dos T r a t a m e n t o s d e u m E x p e r i m e n t o 2 * 

R e a l i z a d o pe la M e t a d e , e m 2 B l o c o s 

B l o c o 1 B l o c o I I 

(1 ) - A B - A C - B C - D E - D F - E F -

A B D E - A B D F - A B E F - A C D E -

A C D F - A C E F - B C D E - B C D F -

B C E F . 

A D - A E - A F - B D - B F - C D - B E 

C E - C F - A B C D - A B C E - A B C F -

A D E F - B D E F - C D E F - A B C D E F 

Para f o r m a r 4 b l o c o s , é p rec i so c o n f u n d i r 3 i n t e r a ç õ e s : 2 d e 3 f a t o r e s , p o r e x e m p l o , A B C e 

A D E e a 3a. será A B C x A D E = B C D E q u e t e m c o m o a s s o c i a d o A F , i n t e r a ç ã o d e 2 f a t o r e s . N a p r á t i c a , 

o q u e se f a z é esco lhe r a i n te ração d e 2 f a t o r e s q u e t e m p o u c a c h a n c e d e e x i s t i r e d e p o i s se d e t e r m i n a m 

as o u t r a s duas de 3 f a t o r e s . 

N a T a b e l a I X . 1 2 está r e p r e s e n t a d a , c o m o e x e m p l o , u m a d i v i s ã o e m 4 b l o c o s e m q u e se 

c o n f u n d e m as i n te rações A B C ( D E F ) ; A D E ( B C F ) e A F ( B C D E ) . 

T a b e l a I X . 1 2 

D i s t r i b u i ç ã o d o s T r a t a m e n t o s d e u m E x p e r i m e n t o 2 * , 

R e a l i z a d o pela M e t a d e , e m 4 B l o c o s . 

B l o c o 1 B l o c o I I B l o c o 111 B l o c o I V 

( 1 ) B C - D E - A B - A C - E F - A D - A E - C F - A F - B D - C D -

B C D E - A B E F - D F - A B D E - B F - A B C D - B E - C E - A D E F -

A C E F - A C D F - A C D E - B C E F - A B C E - B D E F - A B C F - A B C D E F -

A B D F B C D F C D E F 

E X E R C Í C I O 5 9 

Deseja-se saber q u a i s os f a t o r e s q u e i n f l u e m n a e x t r a ç ã o d e u m e l e m e n t o X , c o n s i d e r a n d o - s e os 

s e g u m t e s : 

http://IX.11
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A - 2 v a l o r e s de p H ( A . , < A ^ ) 

B — 3 c » n c e n t r a ç õ e s d e agen te e x t r a t o r ( B ^ < B j ) 

C - 2 c o n c e n t r a ç õ e s d e X ( C ^ < C ^ ) 

D — 2 c o n c e n t r a ç õ e s sa l inas ( D ^ < D j ) 

E - 2 t i p o s d e d i l u e n t e s ( E . , , d i l u e n t e r o t i n e i r o ; E.^- ^ t e s t a d o ) 

F — 2 v a l o r e s de t e m p e r a t u r a ( T ^ < T ^ ) 

E m t o d o s os casos , o m e t a l é r e t r o - e x t r a i ' d o da fase o r g â n i c a e a s o l u ç ã o f i na l d e X levada a u m 

v o l u m e de 50 m i de o n d e são t i radas a l í q u o t a s de 1 m i q u e são levadas pa ra u m c o n t a d o r m o n o c a n a l 

( c o n t a g e m t o t a l ) . C o m p a r á n d o s e a a t i v i d a d e c o l o c a d a c o m a a t i v i d a d e e x t r a í d a , o b t é m - s e o r e n d i m e n t o 

p r o c u r a d o . 

A s o p e r a ç õ e s são fe i tas e m 4 e x t r a t o r e s e 4 ag i t ado res m e c â n i c o s q u e se s u p õ e m igua is . 

A d m i t i n d o - s e u m a p o s s í v e l d i f e r e n ç a e n t r e e les , p r i n c i p a l m e n t e q u a n t o à a g i t a ç ã o , ado ta -se o m é t o d o de 

c o n f u s ã o , u s a n d o A B C , A D E e A F ( i n t e r a ç ã o de 2 f a t o r e s m e n o s p r o v á v e l ) pa ra c o n f u n d i r os e f e i t o s . 

C o m o s e r i a m 64 p r o v a s n o t o t a l , f az - se a m e t a d e delas d i s t r i b u í d a e m 4 b l o c o s . O s r e s u l t a d o s e x p r e s s o s 

e m r e n d i m e n t o de e x t r a ç ã o (%) d o s qua i s f o i d e d u z i d o 90% es tão n a T a b e l a I X . 1 3 . Ca lcu la -se o e f e i t o 

t o t a l d e cada f a t o r p e l o m é t o d o já v i s t o . 

T a b e l a I X . 1 3 

R e s u l t a d o s d o s T r a t a m e n t o s de E x t r a ç õ e s d o M e t a l X . 

O s R e s u l t a d o s são D a d o s e m P o r c e n t a g e m M e n o s 90%. 

B l o c o 1 B l o c o I I B l o c o I I I B l o c o I V 

(1 ) = - 1,2 A B 2,8 A D = 0,3 B D = 2,4 

B C = 2,0 A C = - 0,7 A B C D , = 0,9 C D = 0 ,9 

D E = 0,4 A B D E 0,3 A E = 1,8 B E = 5,1 

B C D E = 5,2 A C D E 3,6 A B C E = 3,4 C E = 2,9 

A B E F = 0,5 E F = 2,4 B D E F = 3,6 A D E F = 2,1 

A C E F = 3,1 B C E F - 4 ,6 C D E F = 4 ,0 A B C D E F = 4 ,5 

A C D F = 1,3 B C D F = 3,8 C F = 0 ,0 A B C F = 5,0 

A B D F = 2,1 D F 1,4 B F = 1,8 A F = - 1,8 

13,4 15,4 15,8 21,1 

P o r e x e m p l o , pa ra A t e m o s q u e s o m a r t o d o s os r e s u l t a d o s d o s t r a t a m e n t o s o n d e a p a r e c e o 

f a t o r A e des ta s o m a d e d u z i r a s o m a d o s r e s u l t a d o s dos t r a t a m e n t o s o n d e n ã o a p a r e c e A . T e m o s ass im o 

e f e i t o t o t a l d e A q u e v a m o s r e p r e s e n t a r p o r A ^ 

\ = 29 ,2 - 36,5 = - 7,3 

O e f e i t o m é d i o é o b t i d o d i v i d i n d o este r e s u l t a d o por 16 

A = ( - 7 , 3 ) / 16 = - 0 , 4 5 6 2 5 
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N o caso das i n t e r a ç õ e s d e 2 f a t o r e s , p o r e x e m p l o A B , s o m a m - s e t o d o s os r e s u l t a d o s dos 

t r a t a m e n t o s e m q u e a p a r e c e A B c o m aque les e m q u e n ã o apa rece n e m A e n e m B ; d e s t a s o m a se d e d u z 

a s o m a d o s o u t r o s r e s u l t a d o s ( t r a t a m e n t o s c o m A o u B ) . 

A B , = 27,5 - 38 ,2 = - 1 0 , 7 

e a i n t e r a ç ã o m é d i a é : 

A B = ( - 1 0 , 7 ) / 16 = - 0 , 6 6 8 7 5 

O r e s u l t a d o dos c á l c u l o s está na T a b e l a I X . 14. 

T a b e l a I X . 1 4 

R e s u l t a d o s O b t i d o s pa ra o E f e i t o d o s F a t o r e s e I n t e r a ç õ e s 

F o n t e de E f e i t o E f e i t o G r a u s d e S o m a d o s Q u a d r a d o 

V a r i a ç ã o T o t a l M é d i o L i b e r d a d e Q u a d r a d o s M é d i o 

( E ^ ) ( E . ^ ) / 1 6 ( E ^ ) ' / 3 2 

A ( B C D E F ) - 7,3 - 0 , 4 5 6 2 5 1 ,6653125 
B ( A C D E F ) 30 ,3 1 ,89375 1 2 8 , 6 9 0 3 1 2 5 
C ( A B D E F ) 2 3 , 3 1,45625 1 16 ,9653125 

D ( A B C E F ) 2 ,3 0 ,14375 1 0 , 1 6 5 3 1 2 5 

E ( A B C D F ) 2 9 , 3 1 ,83125 t 2 6 , 8 2 7 8 1 2 5 

F ( A B C D E ) 5,5 0 ,34375 1 0 ,9453125 

A B ( C D E F ) - 1 0 , 7 - 0 ,66875 1 3 ,5778125 

A C ( B D E F ) 3,4 0 ,21250 1 0 , 3 6 1 2 5 0 0 

A D ( B C E F ) - 0 ,3 - 0 , 0 1 8 7 5 1 0 , 0 0 2 8 1 2 5 

A E ( B C D F ) - 1 0 , 5 - 0 , 6 5 6 2 5 1 3 ,4453125 

B C ( A D E F ) - 1,7 - 0 , 1 0 6 2 5 1 0 , 0 9 0 3 1 2 5 
B D ( A C E F ) - 7,1 - 0 ,44375 1 1,5753125 

B E ( A C D F ) - 1 6 , 5 - 1 ,03125 1 8 ,5078125 

B F ( A C D E ) 2,1 0 ,13125 1 0 , 1 3 7 8 1 2 5 
C O ( A B E F ) 9 ,7 0 , 6 0 6 2 5 1 2 , 9 4 0 3 1 2 5 
C E ( A B D F ) 11,7 0 ,73125 1 4 , 2 7 7 8 1 2 5 

C F ( A B D E ) 10,7 0 , 6 6 8 7 5 1 3 , 5 7 7 8 1 2 5 

D E ( A B C F ) 2,5 - 0 , 1 5 6 2 5 1 0 , 1 9 5 3 1 2 5 

D F ( A B C E ) 6 ,5 0 ,40625 1 1,3203125 

E F ( A B C D ) - 1,3 - 0 , 0 8 1 2 5 1 0 ,0528125 

D i f . e n t r e 

B l o c o s 3 4 , 0 5 5 9 3 7 5 1,3520 

E r r o 8 10 ,8215625 1,3527 

T o t a l 31 120 ,1996875 

V a l o r e s t a b e l a d o s d e F 
• " = 0 , 0 5 ( 1 , 8 ) 

6,3 

^ 0 , 0 1 ( 1 , 8 ) 11,3 
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P a r a p o d e r j u l g a r o s i g n i f i c a d o destes resu l t ados , calcula-se a s o m a d o s q u a d r a d o s 

c o r r e s p o n d e n t e a cada u m í e f e i t o t o t a l ao q u a d r a d o d i v i d i d o p o r 3 2 ) . 

Ca lcu la -se t a m b é m : 

a) A s o m a d o s q u a d r a d o s d e v i d a às d i f e r e n ç a s e n t r e os b l o c o s 

( 1 3 , 4 ' + 1 5 , 4 ' + 1 5 , 8 ' -H 2 1 , l ' ) / 8 - (13,4 + 15,4 + 15,8 + 2 1 , 1 ) ' / 3 2 = 

= 138 ,94625 - 134 ,8903125 

= 4 ,0559375 

b) A s o m a d o s q u a d r a d o s to ta i s 

( - 1 , 2 ) ' -I- ( 2 , 0 ) ' + + ( 5 , 0 ) ' + ( - 1 , 8 ) ' - 134 ,8903125 = 120 ,1996875 

A s o m a d o s q u a d r a d o s a t r i b u i d a a o e r r o e x p e r i m e n t a l , ca l cu lada po r d i f e r e n ç a , é a q u e l a das 8 

i n t e r a ç õ e s d e 3 f a t o r e s . N a rea l i dade , u m e x p e r i m e n t o 2 * t e m 20 i n t e r a ç õ e s de 3 f a t o r e s , m a s c o m o f o i 

f e i ta a m e t a d e d o s e x p e r i m e n t o s , elas se c o n f u n d e m duas a d u a s . A l é m d isso f o r a m usadas d u a s 

i n t e r a ç õ e s e suas assoc iadas A B C ( D E F ) e A D E ( B C F ) para d i v i d i r os r esu l t ados e m 4 b l o c o s . Es tas 

a p a r e c e m nas s o m a s d o s q u a d r a d o s a t r i b u i d a s às d i f e r e n ç a s e n t r e os b l o c o s . O t e r c e i r o c o m p o n e n t e d e s t a 

s o m a de q u a d r a d o s é B C D E ( A F ) e p o r esse m o t i v o a i n t e ração A F n ã o apa rece na T a b e l a . 

A v a r i â n c i a d o e r r o e x p e r i m e n t a l é 1,3527 e u m teste F va i m o s t r a r q u e os f a t o r e s B , C e E 

t ê m u m a i n f l u ê n c i a s i g n i f i c a t i v a , m e s m o n u m n i v e l de s i gn i f i canc ia de 0 ,01 , e n q u a n t o q u e a i n t e r a ç ã o 

B E é s i g n i f i c a t i v a n u m n i v e l d e 0 ,05. 

C o n c l u i - s e q u e o f a t o r C ( c o n c e n t r a ç ã o de X ) t e m i n f l u ê n c i a i n d e p e n d e n t e d e q u a l q u e r f a t o r . O 

a u m e n t o da c o n c e n t r a ç ã o f a v o r e c e a e x t r a ç ã o . A anál ise dos e fe i t os B e E , e m v i r t u d e da e x i s t ê n c i a d a 

i n t e r a ç ã o B E , e x i g e u m d e s m e m b r a m e n t o d o s resu l t ados c o n f o r m e a T a b e l a I X . 1 5 . O v a l o r d e B ^ E . , se 

o b t é m da T a b e l a I X . 1 4 , s o m a n d o os 8 r e s u l t a d o s o n d e n ã o apa rece n e m B e n e m E e d i v i d i n d o o t o t a l 

p o r 8 . O v a l o r de B j E ^ se o b t é m d i v i d i n d o p o r 8 a s o m a d o s o i t o resu l t ados e m q u e a p a r e c e B e n ã o 

apa rece E , e t c . 

T a b e l a I X . 1 5 

A n á l i s e d o s E f e i t o s : C o n c e n t r a ç ã o d o A g e n t e 

E x t r a t o r ( B ) e p H ( E ) 

C o n c e n t r a ç ã o d o p H ( E ) 

A g e n t e E x t r a t o r 

( B ) E , ^2 

B , - 2 , 6 0 2,54 

B , 2,60 3,40 
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V ê - s e pe los r e s u l t a d o s da T a b e l a I X . 1 5 q u e , a u m e n t a n d o a c o n c e n t r a ç ã o d o agen te e x t r a t o r , 

a u m e n t a o r e n d i m e n t o n o s d o i s va lo res de p H , m a s , e m p H ma is a l t o ( E j ) , este a u m e n t o é m u i t o ma is 

a c e n t u a d o . 

C o n c l u s ã o : 

O t r a t a m e n t o q u e d á o m e l h o r r e s u l t a d o é : 

A — p H m a i s e l e v a d o : A j 

B — c o n c e n t r a ç ã o d o agen te e x t r a t o r m a i o r : 

C — c o n c e n t r a ç ã o de X mais e l e v a d a : 

D — c o n c e n t r a ç ã o sal ina i n d i f e r e n t e n o s n i ' ve is t es tados 

E — i n d i f e r e n t e : os 2 t i p o s de d i l u e n t e s t ê m o m e s m o e f e i t o 

F — i n d i f e r e n t e : e f e i t o de T ^ = e f e i t o d e T j 

C o n c l u s ã o : D e v e ser e s c o l h i d o o t r a t a m e n t o A B C 

I X . 4 — D e l i n e a m e n t o F a t o r i a l c o m u m N ú m e r o R e d u z i d o d e F a t o r e s 

N o s e x p e r i m e n t o s q u e e n v o l v e m u m g r a n d e n ú m e r o d e f a t o r e s d e d i f í c i l c o n t r o l e , é n e c e s s á r i o 

o b t e r u m a e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l baseada n o s p r ó p r i o s r e s u l t a d o s . N e s t e c a s o , o n ú m e r o d e 

i n t e r a ç õ e s d e o r d e m e l e v a d a d e v e ser s u f i c i e n t e pa ra q u e o n ú m e r o d e g r a u s d e l i be rdade d o e r r o possa 

ser g r a n d e para n ã o p r e j u d i c a r a sens ib i l i dade d o tes te . A l g u n s e x p e r i m e n t o s ( a g r í c o l a s e e m b i o l o g i a e m 

p a r t i c u l a r ) são d e d u r a ç ã o p r o l o n g a d a o q u e e x i g e q u e se jam fe i tas s i m u l t a n e a m e n t e t o d a s as p r o v a s 

p rev i s t as . 

N e s t e t i p o de e x p e r i m e n t o s , os t r a t a m e n t o s p o d e m ser r e a l i z a d o s e m p e q u e n a s sér ies sucess ivas , 

u t i l i z a n d o u m a e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l o b t i d o e m p r o v a s a n t e r i o r e s . Mu i t as v e z e s t a m b é m é 

p o s s í v e l p r e v e r se d o i s f a t o r e s são i n d e p e n d e n t e s o u se são su je i t os a u m a i n t e r a ç ã o . Pode-se e n t ã o 

ap l i ca r o d e l i n e a m e n t o f r a c i o n a d o l i m i t a d o a 3 o u 4 f a t o r e s . 

V a m o s c o n s i d e r a r o e s t u d o da i n f l u ê n c i a d o s f a t o r e s A e B s o b r e o r e n d i m e n t o d e u m a r e a ç ã o e 

s u p o r q u e n ã o e x i s t a n e n h u m a r a z ã o t é c n i c a q u e j u s t i f i q u n u m a i n t e r a ç ã o e n t r e e les. A d o t a - s e a n o t a ç ã o 

de a c o r d o c o m o .sequintt; «squí ima- . 

F a t o r o u I n t e r a ç ã o 

A B A B T r a t a m e n t o R e n d i m e n t o 

( x ) 

- - + ( 1 ) 

+ - - A X 2 

— B 

+ + A B 
'^4 
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C a d a e f e i t o t o t a l se o b t é m a t r i b u i n d o ao r e n d i m e n t o o s inal c o r r e s p o n d e n t e . 

P o r e x e m p l o : 

A j = - X , + X j - X3 + x ^ 

4 * 

/ ft 

Se os f a t o r e s A e B f o r e m i n d e p e n d e n t e s , o v a l o r de A B d e v e ser da o r d e m d o e r r o 

e x p e r i m e n t a l . Se s u b s t i t u i r m o s A B p o r u m f a t o r C q u e n ã o t e n h a i n t e r a ç ã o c o m A e B , os s ina is 

c o r r e s p o n d e n t e s a A B p o d e r ã o s e r v i r pa ra ava l ia r o e fe i t o to ta l C . 

O e s q u e m a , neste c a s o , t o m a o segu in te aspec to . 

F a t o r e s 

A B C T r a t a m e n t o R e n d i m e n t o 

(X) 

— — + C 

+ - - A X2 

- + - B 

+ + + A B C ""A 

\ 1 

O s 4 t r a t a m e n t o s f e i t o s c o r r e s p o n d e m aos de u m b l o c o de u m e x p e r i m e n t o 2 * d i v i d i d o e m 2 

b l o c o s , e m q u e se c o n f u n d e o t r a t a m e n t o A B C . Q u a n d o se f a z u m e x p e r i m e n t o f r a c i o n a d o , i g u a l a n d o 

u m f a t o r s u p l e m e n t a r a u m a i n t e r a ç ã o d e u m e x p e r i m e n t o f a t o r i a l c o m p l e t o ( C = A B ) , o g r u p o d e 

i n te rações c o n f u n d i d a s se o b t é m m u l t i p l i c a n d o esta igua ldade p e l o n o v o f a t o r 

( C = A B ) X C = (I = A B C ) 

O o u t r o b l o c o ser ia o b t i d o i g u a l a n d o C a - A B 

N e s t e e x p e r i m e n t o d i v i d i d o p o r 2 , cada f a t o r está a s s o c i a d o a u m a i n t e r a ç ã o d e 2 f a t o r e s : 

A ( B C ) , B ( A C ) , C { A B ) . 

P o r i sso , f o i p r e c i s o a d m i t i r a p r i o r i a i n d e p e n d ê n c i a d o s 3 f a t o r e s pa ra p o d e r o b t e r u m a 

e s t i m a t i v a sa t i s f a tó r i a d o s r e s p e c t i v o s e f e i t o s . 

M u i t a s v e z e s esta h i p ó t e s e fe i ta a p r i o r i é d i fCci l d e j u s t i f i c a r ; p o r este m o t i v o , c o s t u m a - s e 

f r a c i o n a r e m 2 b l o c o s u m e x p e r i m e n t o c o m 4 f a t o r e s de 2 nCveis ( 1 6 / 2 = 8 t r a t a m e n t o s ) e m q u e c a d a 

f a t o r es tá a s s o c i a d o a u m a i n t e r a ç ã o d e 3 f a t o r e s . 

E X E R C Í C I O 6 0 

E s t u d o d a sepa ração r a d i o q u í m i c a dos e l e m e n t o s X e Y p o r p r e c i p i t a ç ã o , o n d e p o d e m i n f l u i r os 

segu in tes f a t o r e s : 
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A - Massa de c a r r e g a d o r : A ^ = 5 m g ; A ^ = 20 m g 

B - Massa d e p r e c i p i t a n t e : B^ = 50 m g ; = 100 m g 

C — Massa de a g e n t e q u e l a n t e : = 40 m g ; C j = 8 0 m g 

D - T e m p e r a t u r a : = 25°C ; = B O ° C 

O e x p e r i m e n t o f r a c i o n a d o se f a z s u b s t i t u i n d o a i n t e r a ç ã o A B C p e l o f a t o r D . O s 8 t r a t a m e n t o s 

q u e d e v e m ser f e i t o s c o r r e s p o n d e m a u m b l o c o d o s 2 b l o c o s o b t i d o s c o n f u n d i n d o D x { D = A B C ) = 

( l = A B C D ) . 

N o t r a b a l h o e x p e r i m e n t a l , f o r a m usados t r a ç a d o r e s r a d i o a t i v o s d e X e Y . 

A r e l a ç ã o [ x ] / [ y ] na s o l u ç ã o o r i g i n a l e r a 0 ,75 e , após a s e p a r a ç ã o , f o r a m o b t i d o s os r e s u l t a d o s 

da T a b e l a I X . 1 5 . Para f ac i l i t a r os c á l c u l o s , de cada r e s u l t a d o f o i s u b t r a í d o o v a l o r 110 . 

T a b e l a I X . 1 5 

R e s u l t a d o s d e u m E s t u d o d e S e p a r a ç ã o R a d i o q u í m i c a d o s E l e m e n t o s X e Y 

F a t o r e s T r a t a m e n t o R e s u l t a d o I n t e r a ç ã o 

[ X ] / [ Y ] - 1 1 0 • 

A B C D = A B C A B ( C D ) A C ( B D ) A D ( B C ) 

- - - — ( 1 ) 3,28 + + + 
+ - - + A D 3,28 - - + 

— + - + B D 1.76 + -+ + - - A B 1,04 + - -— — + + C D 3,20 + - — 

+ — + - A C 3,28 • - + -— + + - B C - 0 ,08 -• - + 
+ + + + A B C D 0,48 + + + 

- 0 , 0 8 - 9 , 8 4 - 2 , 4 8 1,2 0,24 1,36 - 2 , 3 2 

C a d a e f e i t o p r i n c i p a l está assoc iado a u m a i n t e ração d e 3 f a t o r e s e as i n t e r a ç õ e s d e 2 f a t o r e s 

são ag rupadas d u a s a d u a s . Pode -se v e r , p o r e x e m p l o , q u e os s inas d a c o l u n a A B ( C D ) são o b t i d o s t a n t o 

pe los p n a d u t o s das c o l u n a s A e B c o m o C e D . O s e f e i t o s t o ta i s ( ú l t i m a l i n h a ) são o b t i d o s a p l i c a n d o os 

s inais das c o l u n a s aos r e s u l t a d o s e f a z e n d o a s o m a a l g é b r i c a . O m e s m o r e s u l t a d o p o d e ser o b t i d o p e l o 

m é t o d o d e Y a t e s . O s t r a t a m e n t o s são d i spos tos n u m a o r d e m b e m d e t e r m i n a d a e m r e l a ç ã o aos f a t o r e s A , 

B , C . N e s t a o r d e m , os s inais são os segu in tes para cada f a t o r : 

_ - ^ _ - ^ _ + _ + 
— - + + + + 
_ j + + + + 
- ( x 8 ) + ( x 8 ) 
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2 0 2 

t r a t a m e n t o s são c o l o c a d o s nes ta o r d e m , e m f u n ç ã o dos f a t o r e s A , B e C , e aque les o n d e 

i i i i o r v e m D = A B C são Ind icados p o r D e n t r e pa rén tes is . O c á l c u l o é f e i t o d o m e s m o m o d o c o m o já 

i n d i c a d o a n t e r i o r m e n t e e se o b t é m os resu l t ados da T a b e l a I X . 16. 

T a b e l a I X . 1 6 

C á l c u l o de E f e i t o d o s F a t o r e s e 1 n te rações 

T r a t a m e n t o R e s u l t a d o C o l u n a C o l u n a C o l u n a E f e i t o e E f e i t o S o m a d e 

(1 ) (2 ) (3) A s s o c i a d o M é d i o Q u a d r a d o 

( c o l 3 ) / 4 ( c o l 3 ) V 4 

(1) 3,28 6,56 9,36 16,24 

A ( D ) 3,28 2 ,80 6,88 - 0,08 A , B C D - 0 , 0 2 0 ,0008 

B ( D ) 1,76 6,48 - 0 , 7 2 - 9,84 B , A C D - 2 , 4 6 12,1032 

A B 1,04 0 ,40 0,64 - 0,24 A B , C D - 0 , 0 6 0 ,0072 

C ( D ) 3,20 0,00 - 3 , 7 6 - 2,48 C , A B D - 0 , 6 2 0 ,7688 

A C 3,28 - 0 , 7 2 - 6 , 0 8 1,36 A C , B D 0,34 0 ,2312 

B C - 0 , 0 8 0,08 - 0 , 7 2 - 2 ,32 B C , A D - 0 ,58 0 ,6728 

A B C ( D ) 0,48 0 ,56 0,48 1,20 A 8 C , D 0,30 0 ,1800 

N ã o é poss í ve l f aze r u m a e s t i m a t i v a d o e r r o e x p e r i m e n t a l c o m este g r u p o d e t r a t a m e n t o s . E s t e 

t i p o d e d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l e x i g e q u e o e r r o e x p e r i m e n t a l seja c o n h e c i d o po r p r o v a s a n t e r i o r e s . 

S u p o n h a m o s q u e , n o caso d o e x e r c í c i o , a v a r i â n c i a seja 0,01 baseada n u m n ú m e r o s u f i c i e n t e d e 

r e s u l t a d o s para t o m a r n =í <». Nes tas c o n d i ç õ e s v a m o s te r F g Q g j ^ = 3 , 8 . Para q u e u m q u a d r a d o m é d i o 

seja s i g n i f i c a t i v o neste n f v e l é p rec iso q u e t e n h a u m v a l o r m í n i m o d e 3,8 x O , 0 1 = 0 , 0 3 3 . 

V e m o s q u e o f a t o r B é a l t a m e n t e s i g n i f i c a t i v o e q u e as i n t e r a ç õ e s A C ( B D ) e A D ( B C ) 

p r o v a v e l m e n t e e x i s t e m . C o m o , a p r i o r i , n ã o se p o d e d i z e r qua i s as i n t e r a ç õ e s q u e r e a l m e n t e e x i s t e m , 

p o r q u e es tão associadas d u a s a d u a s , é p r e c i s o e x a m i n a r cada u m a destas i n t e r a ç õ e s q u a n t o ao seu 

c o m p o r t a m e n t o n a separação d o s e l e m e n t o s X e Y . 

I n t e r a ç ã o A C I n t e r a ç ã o B D 

A 

mg d e 

C a r r e g a d o r 

C — m g A g e n t e Q u e l a n t e B 

m g d e 

P r e c i p i t a n t e 

D — T e m p e r a t u r a A 

mg d e 

C a r r e g a d o r 4 0 80 

B 

m g d e 

P r e c i p i t a n t e 25 °C 80 °C 

5 

2 0 

112,52 111 ,56 

112,16 111,88 

50 

100 

113,28 113,24 

110,48 111,12 

Para E e C n o n í v e l mais b a i x o t e m o s : 

B O > 11) 1,.'6 + 3,28 5,04 
= 2,52 
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Para C n o n i ' ve l ma is b a i x o e A n o n f v e l ma is a l t o t e m o s : 

A ( D ) + A B 3 , 2 8 + 1,04 4 ,32 
2,16 

Para C n o n i v e l ma is a l t o e A n o mais b a i x o v a m o s t e r : 

C ( D ) + B C 3 , 2 0 - 0 , 0 8 3,12 
= 1,56 

Para A e C n o n f v e l ma i s a l t o t e m o s : 

A C + B C ( D ) 3,28 + 0,48 
= 1,88 

D o m e s m o m o d o se c a l c u l a m os v a l o r e s p a r a a i n t e r a ç ã o B D . A s m e l h o r e s c o n d i ç õ e s , p o r estas 
d u a s anál ises, s e r i a m ; 

A — q u a n t i d a d e d e c a r r e g a d o r = 25 m g 

B — massa d e p r e c i p i t a n t e = 50 m g 

C — massa d e agen te q u e l a n t e = 4 0 m g 

D — t e m p e r a t u r a : i n d i f e r e n t e 

A anál ise d o g r u p o A D ( B C ) é fe i ra d o m e s m o m o d o 

I n t e r a ç ã o A D I n t e r a ç ã o B C 

A D - T e m p e r a t u r a 

m g d e 

C a r r e g a d o r 2 5 ' ' C 80°C 

5 111,6 112,48 

10 112,16 111,88 

B C - m g A g e n t e Q u e l a n t e 

m g d e 

P r e c i p h a n t e 4 0 8 0 

5 0 113,28 113,24 

100 111 ,40 110 ,20 

O e x a m e destas d u a s T a b e l a s p e r m i t e c o n c l u i r q u e as c o n d i ç õ e s f a v o r á v e i s s ã o : 

A — q u a n t i d a d e d e c a r r e g a d o r f= 5 m g 

B — massa d e p r e c i p i t a n t e = 50 m g 

C — massa d e a g e n t e q u e l a n t e = i n d i f e r e n t e 

D - t e m p e r a t u r a : 8 0 ° C 
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U s a n d o os 2 g r u p o s d e c o n c l u s õ e s , op ta -se pelas segu in tes c o n d i ç õ e s 

A — 5 m g d e c a r r e g a d o r 

B — 50 m g d e p r e c i p i t a n t e 

C — 40 mg d e agen te q u e l a n t e 

D - t e m p e r a t u r a 80 °C 

I X . 4 . 1 — Poss ib i l i dades d e M a i o r F r a c i o n a m e n t o 

Se f o r p o s s í v e l saber q u e c e r t o s f a t o r e s são i n d e p e n d e n t e s , seja p o r r esu l t ados já o b t i d o s o u p o r 

c o n s i d e r a ç õ e s t e ó r i c a s , pode-se e s t u d a r u m f a t o r a mais c o m o m e s m o n ú m e r o d e t r a t a m e n t o s . 

S e j a m A , B e C t rês f a t o r e s e n t r e os qua is s a b e m o s q u e B e C são i n d e p e n d e n t e s , i s to é, a 

i n t e r a ç ã o B C n ã o e x i s t e , mas A B e A C são p r o v á v e i s . C o m o a i n t e r a ç ã o A B C é m u i t o p o u c o p r o v á v e l 

(3a . o r d e m ) pode-se i n t r o d u z i r u m f a t o r D i g u a l a n d o - o a A B C e u m f a t o r E i g u a l a n d o - o a B C c o n f o r m e 

a T a b e l a I X . 1 7 . 

T a b e l a I X . 1 7 

S u b s t i t u i ç ã o d e I n t e r a ç õ e s P o u c o P r o v á v e i s o u I n e x i s t e n t e s 

p o r N o v o s F a t o r e s 

A B C 

F a t o r e s 

D ( A B C ) E = ( B C ) T r a t a m e n t o s 

- — — — + E 

+ - - + A D E - + + 
-

B D 

+ + - - - A B 
— 

-
+ 

-
C D 

+ — + -
A C - + - + B C E 

+ + + + •t- A B C D E 

O s s inais de D e d e E são r e s p e c t i v a m e n t e os p r o d u t o s d e A , B e C e B e C na m e s m a l i n h a . 

U m e x p e r i m e n t o d e 5 f a t o r e s c o m 2 n í v e i s , se c o m p l e t o , e x i g i r i a 2 ' = 32 t r a t a m e n t o s . N e s t a 

p l a n o , t e m o s a q u a r t a pa r te dos t r a t a m e n t o s q u e c o r r e s p o n d e a u m d o s 4 b l o c o s q u e se o b t e r i a m 

c o n f u n d i n d o 3 i n t e r a ç õ e s . Es tas i n t e r a ç õ e s são dadas p o r : 

D X ( D = A B C ) = ( I = A B C D ) 

E x ( E = B C ) = ( l = B C E ) 

i \ 

A t e r c ç i r a i n t e r a ç ã o ó o b t i d a p e l o p r o d u t o das 2 p r i m e i r a s e será A D E . C o m o só se f a z a 

q u a r t a par te d o e x p e r i m e n t o c o m p l e t o , o e f e i t o de cada f a t o r es ta rá assoc iado a 3 i n te rações q u e 
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A X A B C D = B C D 

A X B C E = A B C E 

A X A D E = D E 

N o caso das i n t e r a ç õ e s t e m o s , p o r e x e m p l o , pa ra A B : 

A B X A B C D = C D 

A B X B C E = A C E 

A B X A D E = B D E 

D e s p r e z a n d o as i n t e r a ç õ e s de 3a o r d e m c o m o s e n d o p o u c o p r o v á v e i s , o b t e m o s as s e g u i n t e s 

a s s o c i a ç õ e s : 

A = D E 

B = C E 

C = B E 

D = A E 

E = B C = A D 

A B = C D 

A C = B D 

V e m o s ass im q u e os 5 f a t o r e s e as d u a s i n t e r a ç õ e s p r i n c i p a i s A B e A C n ã o e s t ã o c o n f u n d i d a s 

. . ^ e n t r e si e se p o d e o b t e r u m a e s t i m a t i v a c o r r e t a d e t o d o s c o m 8 t r a t a m e n t o s e m v e z d e 3 2 . 

1.- . - A 

Se os r e s u l t a d o s o b t i d o s c o m estes 8 t r a t a m e n t o s n ã o f o r e m sa t i s f a tó r i os , é s e m p r e p o s s f v e l 

f a z e r ma is u m q u a r t o d o t r a t a m e n t o c o m p l e t o , u s a n d o o b o m s e n s o na e s c o l h a . 

I X . 5 — D e l i n e a m e n t o F a t o r i a l c o m F r a c i o n a m e n t o P r o g r e s s i v o 

Q u a n d o se r e a l i z a u m a pesqu isa q u e r e q u e r u m a sér ie d e e x p e r i m e n t o s d o m e s m o t i p o , sabe-se , 

g e r a l m e n t e , d e p o i s d e r e a l i z a d o u m n ú m e r o r a z o á v e l d e p r o v a s , q u a l é o e r r o e x p e r i m e n t a l . S e nes ta 

pesqu isa f o r i n te ressan te e s t u d a r a i n f l u ê n c i a d e v á r i o s f a t o r e s ( m í n i m o 5 ) , é c o n v e n i e n t e r a c i o n a l i z a r as 

p r o v a s d e m a n e i r a a ser e x e c u t a d o o m e n o r n ú m e r o n e c e s s á r i o . 

N o d e c o r r e r d a r e a l i z a ç ã o das p r o v a s , d e p o i s d a aná l ise d e cada c o n j u n t o , se rá p o s s í v e l e l i m i n a r 
f a t o r e s q u e n ã o a f e t a m o p r o b l e m a , m u d a r os n í v e i s d o s f a t o r e s d e in te resse o u t a m b é m i n t r o d u z i r 

• \ o u t r o s f a t o r e s . 
s 

E X E R C Í C I O 61 

E s t u d o d a r e t e n ç ã o de u m e l e m e n t o M e m res ina c a t i ô n i c a ( " b a t c h " ) , u t i l i z a n d o u m 
r a d i o i s ó t o p o d e M . E m t o d a s as p r o v a s f o i usada a m e s m a massa d e res i na e o m e s m o v o l u m e d e s o l u ç ã o 
d e M . P r e t e n d e - s e e s t u d a r a i n f l u ê n c i a d o s segu in tes f a t o r e s : 

f w 

s e o b t é m m u l t i p l i c a n d o o f a to r pelas i n te rações c o n f u n d i d a s . P o r e x e m p l o , o f a t o r A es tá 

a s s o c i a d o a : 
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A — t i p o d e res ina I — i i 

B — t i p o de ag i tação len ta — ráp ida 

C — t e m p o d e c o n t a t o 5 m i n 20 m i n 

D - t e m p e r a t u r a 25°C 60°C 

E - p H d a s o l u ç ã o 4 5 

Â 

D e p o i s d e cada t r a t a m e n t o , a res ina é f i l t r ada e lavada c o m 5 m l d e á g u a . A res ina ' é c o l o c a d a 

n u m t u b o de c o n t a g e m e o f i l t r a d o é l e v a d o a u m v o l u m e c o n v e n i e n t e e t i r a d a u m a a l í q u o t a para 

c o n t a g e m . O s resu l t ados c o r r e s p o n d e m à r e l a ç ã o 

A t i v de M/g de res ina 

A t i v d e M / m l de f i l t r a d o 

U m d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l c o m p l e t o e x i g i r i a 32 t r a t a m e n t o s , mas dec ide - se f a z e r s o m e n t e 8 , 

e s c o l h e n d o os f a t o r e s A , B e C e i n t r o d u z i n d o D = A B C e E = A B . O s 8 t r a t a m e n t o s e s c o l h i d o s 

c o r r e s p o n d e m a u m d o s 4 b l o c o s e m q u e se c o n f u n d i r a m as i n t e r a ç õ e s ( 1 ) , A B C D , A B e C D E . O s 

t r a t a m e n t o s e r e s p e c t i v o s resu l t ados estão na T a b e l a I X . 18. 

T a b e l a I X . 18 

T r a t a m e n t o s e R e s u l t a d o s d o E s t u d o d a R e t e n ç ã o 

d e M p o r Res inas 

A B 

F a t o r e i 

C 0 = A B C E = A B 

T r a t a m a n t o R e s u l t a d o 

- 1 0 0 

E f e i t o 

P r i n c i p a l 

e I n t e r a ç ã o 

D u p l a 

E f e i t o 

(Viédio 

S o m a d a 

Q u a d r a d o i 

— _ _ E 1,50 A + B E - 4 , 9 3 5 4 8 , 7 0 8 4 5 

- - - A D 1,98 B + A E 1 ,725 5 ,95125 

- -t- - - B D 9,84 C + D E 6 ,795 9 2 , 3 4 4 0 5 

+ - - A B E - 0 ,54 D + C E - 2 , 6 2 5 1 3 , 7 8 1 2 5 

- • - •t- C D E 6,84 E + A B + C D - 8 , 0 5 6 1 2 9 , 7 6 6 0 5 

+ - + - — A C 12,60 

- -^ - - B C 18,06 

A B C D E 2 ,46 

- 1 9 , 7 4 6,90 27,18 - 10,50 - 3 2 , 2 2 

N a T a b e l a I X . 18 a p a r e c e m o e f e i t o p r i nc i pa l e seus assoc iados d e 2 f a t o r e s . A d m i t i m o s q u e as 

in te rações de mais d e 2 f a t o r e s são d e s p r e z í v e i s . Sabe-se q u e , nesse t i p o d e e x p e r i ê n c i a s , p o r 60 

resu l tados a n t e r i o r e s , a v a r i â n c i a d q e r r o e x p e r i m e n t a l é 21 .0 v a l o r d e F g g g ^ , g g j = 4 . E n t ã o o e f e i t o 

d o f a t o r é rea l se a sua v a r i â n c i a f o r s u p e r i o r a 4 x 21 = 8 4 . 

V i m o s q u e C + D E e E + A B + C D t ê m u m e f e i t o s i g n i f i c a t i v o s o b r e o r e n d i m e n t o . A v a r i â n c i a ma is 

e levada é a de E + A B + C D e seria in te ressan te saber q u a l a pa r te c o r r e s p o n d e n t e a E e q u a l a 

c o r r e s p o n d e n t e às d u a s i n t e r a ç õ e s . It 
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b) D = - A B C E = - A B In te rações c o n f u n d i d a s : ( I ) - A B C D , - A B E , C D E 

c) D = - A B C E = A B In te rações c o n f u n d i d a s : ( I ) - A B C D , A B E , - C D E 

d ) D = A B C E = - A B In te rações c o n f u n d i d a s (1) A B C D , - A B E , - C D E 

É c o n v e n i e n t e e s c o l h e r o ú l t i m o , p o r q u e , n o s t r a t a m e n t o s já f e i t o s ( T a b e l a I X . 1 8 ) , E está 

a s s o c i a d o a A B C D E , A B e C D . N o b l o c o d ) , c o n f u n d i n d o A B C D , - A B E e - C D E t e r e m o s E assoc iado a 

A B C D E , - A B e - C D . F a z e n d o : 

B l o c o a) E - H A B - f C D + A B C D E = X , 

B l o c o b) E - A B - C D - I - A B C D E = X „ 

pela s o m a das 2 e q u a ç õ e s t e m o s : 

E + A B C D E . = 1/2 ( x ^ + x ^ ) 

i^T"''. e pela d i f e r e n ç a : 

A B + C D = 1/2 ( x , - X j ) 

T e m o s ass im o e f e i t o p r i nc i pa l E assoc iado a u m a i n t e r a ç ã o d e 5 f a t o r e s ( A B C D E ) q u e é 

d e s p r e z í v e l e u m g r u p o d e i n te rações d e 2 fa to res A B e C D . P o r ser u m d e l i n e a m e n t o f a t o r i a l 2 ' , i s to é , 

32 t r a t a m e n t o s dos qua i s se r e a l i z a m 16, cada f a t o r o u i n t e r a ç ã o só t e m u m a s s o c i a d o . 

N e s t e f r a c i o n a m e n t o , os t r a t a m e n t o s t ê m u m n ú m e r o pa r d e le t ras e m c o m u m c o m a i n t e r a ç ã o 

A B C D . O s 8 r esu l t ados d a T a b e l a I X . 1 8 e os o u t r o s 8 r e s u l t a d o s o b t i d o s nas p r o v a s p o s t e r i o r e s es tão na 

T a b e l a I X . 1 9 . O s r e s u l t a d o s es tão d i s p o s t o s na o r d e m c lássica e m r e l a ç ã o a A , B , C e E . , 

O e f e i t o t o t a l d e A é ca l cu l ado s o m a n d o os r e s u l t a d o s d o s 8 t r a t a m e n t o s o n d e a p a r e c e A e 

des ta s o m a se d e d u z e m os resu l t ados dos 8 t r a t a m e n t o s o n d e n ã o a p a r e c e A . O e f e i t o m é d i o é o e f e i t o 

t o t a l d i v i d i d o p o r 8 . A s o m a d o s q u a d r a d o s é o e f e i t o m é d i o ao q u a d r a d o m u l t i p l i c a d o p o r 4 . Os 

r e s u l t a d o s d o e f e i t o m é d i o na T a b e l a I X . 1 9 f o r a m a p r o x i m a d o s , p o r isso a s o m a d o s q u a d r a d o s , q u e f o i 

c a l c u l a d a c o m os v a l o r e s rea is , n ã o é e x a t a m e n t e o r e s u l t a d o d o c á l c u l o i n d i c a d o . 

^ ^ Se t o m a r m o s S ' = 21 c o m o va r iânc ia d o e r r o e x p e r i m e n t a l , n e n h u m a das i n t e r a ç õ e s de 2 

! í f a t o r e s é s i g n i f i c a t i v a . S ó 3 f a t o r e s são s i gn i f i ca t i vos . 

t \ A — res ina I dá m e l h o r r e n d i m e n t o 

C — u m t e m p o de c o n t a t o de 20 m i n u t o s a u m e n t a o r e n d i m e n t o 

E -7 p H 4 d á r e n d i m e n t o m a i o r q u e p H 5 

C o m 16 p r o v a s , e m v e z de 32 , é p o s s í v e l r e s o l v e r o p r o b l e m a . D e p o i s d e t e r r e a l i z a d o as 

p r i m e i r a s 8 p r o v a s , f o i o b t i d o o r e s u l t a d o : 

Para isso, f az -se mais u m q u a r t o d o d e l i n e a m e n t o t o t a l . P o d e - s e esco l f i e r u m d o s 3 b l o c o s 

res tan tes q u e p o d e m ser d e t e r m i n a d o s da segu in te m a n e i r a : 
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E + A B + C D = - 8 , 0 5 5 

para o e f e i t o m é d i o . Poder ia -se d e d u z i r q u e a res ina l i , is to é, E n o n f v e l ma is a l to é d e s f a v o r á v e l , 

l e v a n d o e m c o n t a q u e as i n t e r a ç õ e s A B e C D n ã o d e v e m ser t ã o p r o n u n c i a d a s . P o d e r i a - s e , p o r é m , c o r r e r 

o r i s co dessas d u a s i n t e r a ç õ e s e x i s t i r e m e s e r e m r e s p o n s á v e i s p e l o v a l o r des te e f e i t o m é c ü o . 

T a b e l a I X . 1 9 

1^ C o m p l e m e n t a ç ã o d o s T r a t a m e n t o s e R e s u l t a d o s d a 

R e t e n ç ã o d e M p o r Res inas 

A B 

F a t o r e s 

C E D = A B C 

T r a t a m e n t o R e s u l t a d o 

( - 1 0 0 ) 

E f e i t o 

P r i n c i p a l 

e A s s o c i a d o 

E f e i t o 

M é d i o 

S o m a d e 

Q u a d r a d o s 

- - — — — (1) 9 ,12 _ — 

+ - - - + A ( D ) 1,98 A + B C D - 7 , 7 4 242 ,42 

- + - - + B ( D ) 9,48 B + A C D 1,02 4 ,16 

+ + - - - A B 2,22 A B + C D - 2 , 5 8 26 ,32 

- - + - + C ( D ) 18,06 C + A B D 4,50 80 ,46 

+ -
-1-

- - A C 12,60 A C + B D - 2 , 2 2 20 ,25 

- + + - - B C 18,06 B C + A D - -+ + + - + A B C ( D ) 4 ,32 D + A B C 0,36 0 ,52 

- - - + - E 1,50 E + A B C D E - 5 , 4 6 120,56 

+ - - + + A E ( D ) 3,42 A E + B C D E 0,72 1,98 

- + -
-t- + B E ( D ) 8,76 B E + A C D E 2,82 32 ,49 

-I- + -
-f 

- A B D - 0,54 A B E + C D E - 0 , 3 6 0 ,56 

- - + + + C E ( D ) 6,84 C E + A B D E - 3 , 0 0 35 ,64 

+ - + + - A C E - 3,36 A C E + B D E - 1,14 5,20 

- + + + - B C E 13,20 B C E + A D E 2,28 2 0 , 5 2 

+ + + + + A B C E ( D ) 2,46 D E + A B C E 2,28 21 ,34 

Se t i v é s s e m o s c o n c l u f d o pelas p r i m e i r a s 8 p r o v a s q u e a res ina I é ma i s f a v o r á v e l , o f a t o r E 

estar ia e x c l u f d o , t r a b a l h a r f a m o s só c o m a res i na I e e s t u d a r í a m o s só os f a t o r e s A , B , C e D c u j o e s t u d o 

c o m p l e t o e x i g i r i a 2 " = 16 t r a t a m e n t o s . Des tes 16 poder ia -se f a z e r a m e t a d e , i g u a l a n d o D a A B C . A 

i n t e ração c o n f u n d i d a ser ia (1 ) = A B C D e o b l o c o p r i n c i p a l ser ia f o r m a d o pe los t r a t a m e n t o s : 

4 

(1 ) ; A B ; A C ; A D ; B C ; B D ; C D e A B C D 

C o m p a r a n d o este b l o c o c o m a T a b e l a ( I X . 1 8 ) , v e m o s q u e 4 t r a t a m e n t o s já f o r a m fe i t os e res ta 

f a z e r ( 1 ) ; A B ; C D e A B C D . O s r e s u l t a d o s des tes 4 t r a t a m e n t o s e mais aque les q u e já t i n h a m s ido o b t i d o s 

es tão n a T a b e l a I X . 2 0 . 

V e - s e q u e as i n t e r a ç õ e s de 2 f a t o r e s são d e s p r e z í v e i s . Os f a t o r e s A e C são s i gn i f i ca t i vos e, c o m o 

o e f e i t o m é d i o para A é n e g a t i v o , o n í v e l ma is b a i x o ( R e s i n a I) desse f a t o r é o ma is f a v o r á v e l , e n q u a n t o 

q u e para C é ma is f a v o r á v e l u m t e m p o de c o n t a t o d e 20 m i n u t o s ( n í v e l ma is a l t o ) . O s f a t o r e s B e D são 



T a b e l a 1 X . 2 0 

2^ C o m p l e m e n t a ç ã o d o s T r a t a m e n t o s e R e s u l t a d o s 

da R e t e n ç ã o d e M p o r Res inas 
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T r a t a m e n t o s R e s u l t a d o s IVIétõdo d e Y a t e s E f e i t o s E f e i t o S o m a de 
( - 1 0 0 ) A s s o c i a d o s M é d i o Q u a d r a d o s 

C o l 1 C o l 2 C o l 3 

(1) 9 ,12 11,10 23,16 

A ( D ) 1,98 12,06 53,04 - 33,96 A + B C D - 8 , 4 9 144,16 . 
. B ( D ) 9,84 30 ,66 - 1 4 , 7 6 - 7,32 B + A C D - 1 , 8 3 6,70 

A B 2 ,22 22 ,38 - 19,20 - 8,76 A B + C D - 2 , 1 4 9,59 
C ( D ) 18,06 - 7 ,14 0,96 29 ,88 C + A B D 7,47 111,60 
A C 12,60 - 7 ,62 - 8,28 - 4 ,44 A C + B D - 1 , 1 1 2,40 
B C 18,06 - 5,46 - 0,48 - 9,24 B C + A D - 2 , 3 1 10,67 
A B C ( D ) 4 ,32 - 13,74 - 8,28 - 7,80 D + A B C - 1,95 7,60 

I n t e r a ç ã o C o n f u n d i d a : A B C D 

i n d i f e r e n t e s . Chega-se ass im à m e s m a c o n c l u s ã o c o m 12 t r a t a m e n t o s e m v e z de 16. Se A B + C D f o s s e m 

s i g n i f i c a t i v o s , a e l i m i n a ç ã o de E não te r ia s ido fe i ta c o m base s u f i c i e n t e , se r i am necessár ios os o u t r o s 4 

t r a t a m e n t o s : A D E , B D E , A C E , B C E e se chegar ia e n t ã o à T a b e l a I X . 1 9 . 
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