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RESUMO: Este trabalho teve como objetivo detectar valores discrepantes (outliers) na 

determinação de 13 varidveis (As, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Na, Nd, Sc, Sm, Th e U) em 41 

amostras de fragmentos cerâmicos usando a distância Mahalanobis 0,2). Os calculados 

para cada amostra foram comparados com 3 critérios (teste F, teste do e lambda Wilks) 

para verificar o critério mais conveniente. 
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1. INTRODUÇÃO 

Desde a década do 50 tem sido grande a preocupação dos estatisticos para detectar e 

tratar resultados experimentais atipicos; isto 6, resultados discrepantes (outliers), tanto em 

amostras univariadas, envolvendo apenas uma variável Bacon-Shone & Fung (1987) e 

multivariadas, envolvendo duas ou mais variáveis Jonhson & Wichern (1998). 

Resultados discrepantes podem ser gerados por processo fora de controle, técnica 

analitica errada, contaminação durante a preparação da amostra, medida com alto erro, etc. 

Em geral, a identificação dos valores discrepantes é subjetiva, embora existam diferentes 

métodos estatisticos Barnett & Lewis (1994). 

Na literatura poucos trabalhos tem sido publicados sobre a identificação de valores 

discrepantes em amostras que envolvem mais de uma variável. A maioria dos métodos 

propostos são gráficos, como dendrograma (Arvore) de andlise por agmpamento (cluster 

analysis) e é subjetivo. Mc) há um estudo comparativo da influência do valor critico na 

detecção de valores discrepantes em resultados arqueométricos, embora esses resultados 

podem influir na interpretação. Neste trabalho aplica-se o método da distância Mahalanobis 
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para identificar valores discrepantes em resultados elementares de 41 amostras de fragmentos 

cerâmicos. 

2. DESENVOLVIMENTO 

0 método apresentado neste trabalho foi aplicado nos resultados de treze variáveis 

(As, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Na, Nd, Sc, Sm, Th e U) determinadas em um conjunto de 41 

amostras de fragmentos cerâmicos coletados em tun sitio arqueológico. Os detalhes sobre 

preparação das amostras e o método analitico foram publicados por Munita et al. (2000). Na 

Tabela 1 apresentam-se os resultados. 

Inicialmente, os resultados foram normalizados mediante transformação por logaritmo 

base 10 para compensar as diferenças em magnitude de elementos em porcentagem dos que 

estão ao nivel de traços Sayre (1975). Vários autores sugerem a distância Mahalanobis, Di2 , 

como método para detecção de resultados discrepantes quando são determinadas várias 

variáveis Penny (1987). Para cada uma das n amostras no conjunto de p variáveis, a distância 

D? é calculada. Se 	é a média do vetor eSé a matriz de covarifincia amostral, entdo 

s = 	- 	-iyA,7-0 (1) 	e 	= 11{(xl 	3-1 (x -4 para i =1....n 	(2) 

onde (x, -4) é o vetor da diferença entre os valores da medida em um grupo e a média dos 

valores do outro grupo. 

Jackson (1991) sugeriu a expressio [p(n -01(n - p)]Fp.._1, 	(3) 	para determinar o 

valor critico na determinação de valores discrepantes. Nesse caso deve-se partir da premissa 

que os resultados pertencem a uma distribuição normal. 

Por outro lado, Krzanowski (1988) mostrou que (xi - p)r (xi _ p) x p2 	(4) 

onde x tem uma distribuição normal multivariada com média p e matriz de dispersão E Na 

prAtica deve-se estimar p e E com o vetor da média amostral, , e matriz de covarifincia 

amostral, S. Substituindo E por S em (3), tem-se: 

(x, - /ITV (x, A4) P(n  I)  F n _ p 	(5) 

Neste trabalho, a distfincia Mahalanobis ao quadrado foi calculada para cada uma das 

41 amostras e os resultados estão apresentados nas três Altimas colunas da Tabela 1. 
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Freqüentemente é sugerido em estatistica que a distribuição F para calcular o valor 

critico é mais adequada que a distribuição z2, especialmente quando o /limier° de amostras é 

pequeno. Por exemplo, por meio da expressão (2) comparando os valores de Lq calculados 

Tabela 1. Resultados em partes por milhão, exceto quando indicado e valores da distância 

Amostra 
As 

Mahalanobis. 

Ce 	Cr 	Eu Fe Hf La Na Nd Sc Sm Th 1J D12 D22 D32 

1 2,6 67,8 212,0 2,9 1,3 10,8 31,8 132,0 41,0 39,9 9,4 6,4 1,3 6,3 6,1 6,6 
2 1,7 75,8 205,0 2,9 0,9 12,5 31,8 121,0 45,0 41,8 9,0 6,9 1,6 5,9 8,5 8,7 
3 1,9 61,1 215,0 2,9 1,0 10,9 30,8 176,0 45,0 46,2 9,1 7,3 1,5 3,5 5,6 5,6 
4 1,6 56,4 183,0 2,4 0,8 10,8 28,0 120,0 35,0 43,4 7,5 6,4 1,5 14,1 16,5 19,0 
5 2,8 68,6 215,0 3,0 1,2 11,8 34,0 145,0 48,0 45,0 9,3 6,3 1,4 2,2 3,3 3,5 
6 2,0 61,7 212,0 3,0 0,9 10,8 34,0 125,0 48,0 47,4 9,2 6,9 1,7 6,1 7,8 7,6 
7 2,2 62,5 195,0 2,8 0,9 11,3 29,3 92,0 46,0 42,5 9,2 7,1 1,3 8,9 8,2 8,0 
8 1,6 82,0 187,0 3,2 1,1 10,8 37,2 260,0 47,0 37,2 9,8 4,8 1,2 10,5 11,8 11,8 
9 1,5 90,8 303,0 3,2 1,2 11,0 39,5 266,0 52,0 41,7 10,2 5,6 1,1 14,0 14,1 13,7 
10 1,3 20,2 57,7 0,8 0,2 2,5 39,0 244,0 45,0 9,5 10,1 1,2 0,9 38,0 
11 2,8 64,6 216,0 2,8 1,2 10,9 31,2 271,0 40,0 44,5 9,7 7,4 1,5 7,3 14,1 15,4 
12 2,4 85,2 214,0 3,3 1,6 10,8 37,6 155,0 53,0 43,9 10,8 5,2 1,2 9,3 9,6 9,5 
13 1,9 135,0 150,0 4,6 0,7 12,3 54,5 160,0 67,0 50,9 14,1 5,7 1,2 19,4 21,2 20,6 
14 1,8 101,5 230,0 3,4 1,4 11,7 45,5 144,0 51,0 45,0 11,4 7,7 1,3 10,8 11,2 14,0 
15 0,5 104,5 214,0 3,5 1,4 11,8 46,6 144,0 59,0 48,1 12,2 6,5 1,5 6,7 7,5 7,5 
16 1,4 95,2 245,0 3,5 1,2 12,1 44,0 187,0 57,0 43,0 11,3 5,8 1,4 6,3 5,9 6,2 
17 2,0 67,5 205,0 2,8 1,2 10,6 36,6 93,0 42,0 43,5 10,1 7,0 1,9 9,7 14,8 14,5 
18 1,2 63,4 183,0 2,9 1,0 10,5 33,9 130,0 44,0 40,7 9,6 6,7 1,7 6,0 6,4 6,3 
19 3,0 65,3 212,0 2,9 1,3 10,5 33,5 138,0 50,0 42,6 9,7 6,8 1,6 3,1 3,4 3,4 
20 2,7 67,8 236,0 3,0 1,1 11,0 33,8 139,0 55,0 41,2 10,0 6,3 1,4 4,1 4,0 3,9 
21 1,5 83,5 82,0 2,5 0,4 6,6 29,2 976,0 45,0 34,2 8,6 5,2 1,6 24,6 27,2 
22 1,9 52,5 195,0 2,7 0,9 11,6 26,2 136,0 43,0 43,2 8,5 7,3 1,4 7,6 9,4 9,1 
23 1,9 109,7 218,0 3,3 0,8 11,7 37,8 181,0 60,0 39,4 10,3 5,2 1,1 10,0 10,4 10,3 
24 1,7 87,8 241,0 3,3 1,2 10,9 40,8 200,0 71,0 45,6 11,0 7,0 1,3 9,5 10,7 10,4 
25 1,6 78,9 230,0 3,2 0,9 10,9 41,1 189,0 69,0 40,0 11,3 5,1 1,1 7,8 15,4 17,3 
26 1,9 112,9 48,0 2,9 0,8 11,5 47,7 1583,0 68,0 35,1 10,7 10,0 2,0 26,7 
27 1,2 68,9 204,0 2,9 0,8 11,4 32,8 191,0 51,0 44,3 10,2 6,8 1,6 3,4 6,4 9,9 
28 2,5 54,5 203,0 3,0 1,3 10,9 34,1 138,0 44,0 44,7 9,6 6,8 1,2 7,4 8,5 8,8 
29 1,1 245,0 162,0 4,7 0,7 11,6 53,5 172,0 72,0 48,4 15,6 5,3 1,0 23,5 23,8 23,8 
30 1,4 70,9 192,0 3,0 0,8 11,9 36,1 117,0 61,0 46,1 10,3 7,4 1,5 8,0 9,9 9,9 
31 1,4 93,2 243,0 3,4 1,3 12,8 40,9 189,0 54,0 45,8 11,4 6,1 1,2 2,3 3,3 3,5 
32 1,8 129,0 95,0 3,8 1,3 14,1 54,1 1339,0 62,0 40,5 12,3 7,0 1,1 12,0 20,6 21,2 
33 1,6 110,0 260,0 3,8 1,3 12,3 48,3 159,0 59,0 44,1 13,2 5,8 0,9 7,6 11,2 12,2 
34 1,7 95,2 204,0 3,4 1,4 12,5 43,5 192,0 48,0 50,1 11,1 6,8 1,2 9,5 9,1 9,2 
35 3,1 104,0 99,0 3,9 1,6 11,1 48,9 583,0 65,0 37,8 12,6 6,2 0,8 15,6 16,0 15,7 
36 3,0 137,9 94,0 3,7 1,3 11,0 51,7 535,0 54,0 37,3 12,7 5,6 0,8 12,1 14,7 16,1 
37 3,0 134,0 70,0 4,4 1,3 14,4 56,8 360,0 67,0 45,1 9,2 7,7 1,1 30,0 
38 1,3 89,2 249,0 3,4 1,5 12,3 39,5 165,0 62,0 48,9 11,1 5,7 1,4 12,3 12,4 12,5 
39 2,4 123,2 224,0 4,3 9,2 1,3 51,5 176,0 58,0 47,8 14,0 7,4 1,6 20,0 19,3 18,8 
40 1,8 97,5 238,0 3,3 8,0 1,2 38,0 167,0 52,0 42,3 10,4 6,2 1,8 15,8 14,8 16,6 
41 1,8 92,7 253,0 3,6 14,9 1,3 44,2 125,0 63,0 48,3 11,7 6,4 1,2 21,7 20,8 20,9 
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p;a1n;a=5% 

p(n -1)  F 
Pm-P;aln n- p 

33,9 (n = 41) 

72,6 (n = 41) 

XI; - 1Y 	4,, 	25,6 (n = 41) 24,9 (n = 38) 24,6 (n = 37) 
- p -1 + 

(Tabela 1) com o valor critico no nivel de significfincia de 5%, tem-se 	é de 33,9. Por 

esse valor, a amostra 10 seria considerada como valor discrepante, enquanto que ao ser 

comparado com o valor critico obtido por (5), nenhuma das amostras seriam consideradas 

discrepantes porque no nivel de significfincia de 5% o valor da expressão p(n-ly F 	é de 
n- p PM-P,a/. 

72,6 . Assim, é possivel concluir que neste caso o valor critico obtido por (3) é mais adequado 

para a determinação de valores discrepantes que o valor critico obtido por meio da equação 

(5)- 
Por outro lado, Wilks (1963) desenvolveu um método estatistico para determinar 

valores discrepantes em resultados multivariados, quando a distribuição é normal, para 

pesquisar valores discrepantes seqüencialmente, um a um. Para isso Wilks determinou a razdo 

de dispersão Ri, R, =1/1,111A1 e A 	(x, 	IT onde fr1/= determinante(A), Ai é calculado para A 
1.1 

com o valor i eliminado da amostra. 0 maior resultado discrepante é o que tem a menor razão 

de dispersão Ri, onde = min(R,) , que é o resultado removido. 

Wilks (1963) mostrou que R, 	- p - .p) (6) 
2 	2 

Os valores criticos para usar Ri como um teste para detecção de valores discrepantes 

são aproximados pelos limites de Bonfeffoni obtidos dos valores menores que ion as. Para os 

valores superiores que ioo as é por meio de (1 +1p/(,, _ p 	 (7) confonme foi 

demostrado por Caroni e Prescott (1992). Esses autores propuseram um teste seqiiencial para 

valores discrepantes multivariados, comparando o valor critico no nivel de significfincia com 

o valor da distfincia Mahalanobis. Removendo o valor de A' quando é maior que o valor 

critico. 0 mesmo procedimento é usado para os casos restantes. 

0 critério de Wilks para a detecção de um tinico valor discrepante está relacionado a 

D,2 pela equação Ri = 1 41(n - 1)142 (8), conforme mostrado por Barnett e Lewis (1984). Os 

valores criticos de Wilks derivados de uma distribuição beta podem ser convertidos por uso 

da equação (6) para valores criticos maiores por meio da distância de Mahalanobis ao 
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quadrado 	=krt - 1)2 	— R,) 	(9) 

Substituindo a expressão (5) em (7) temos 	- IY 	(10) que é o valor 
n(n — p— I+ 

critico de Wilks. 

Aplicando a expressão (10) nos resultados da Tabela 1, tem-se que o valor critico Di2, 

no nivel de significância de 5% é de 25,6. Por este procedimento 3 amostras: 10; 26 e 37 são 

valores discrepantes. Isto confirma que a expressão (10) é mais adequada que a expressio (5) 

para determinar valores criticos na identificação de valores discrepantes. 

Ap6s retirar as 3 amostras (10; 26 e 37) por meio da expressão (10) encontrou-se que o 

valor critico foi de 24,9. Em uma única amostra (21) a distância Mahalanobis é maior que o 

valor critico; portanto, é um valor discrepante. Retirando essa amostra (21) e recalculando a 

distfincia Mahalanobis, resultados apresentados na coluna D32 da Tabela 1, encontrou-se que 

o valor critico para esse conjunto de resultados no nivel de confiança de 95% de 24,6. Ap6s 

eliminar essa amostra, em todos os casos a distância Mahalanobis é menor que o valor critico. 

3. CONCLUSÃO 

0 exemplo apresentado ilustra, claramente, a importância da metodologia para determinar o 

valor critico quando se usa a distfincia Mahalanobis. Usando o valor do X2 s6 uma amostra 

tem valor discrepante. Entretanto, por meio da expressão (10) foram identificadas 4 amostras 

como valores discrepantes. 
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