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RESUMO: Este trabalho teve como objetivo detectar valores discrepantes (outliers) na
determinagdo de 13 variaveis (As, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Na, Nd, Sc, Sm, Th e U) em 41

amostras de fragmentos cerdmicos usando a distancia Mahalanobis (Df). Os D} calculados

para cada amostra foram comparados com 3 critérios (teste F, teste do 3/ e lambda Wilks)

para verificar o critério mais conveniente.

Palavras-chave: distdncia Mahalanobis, resultados discrepantes, teste F, teste l;: lambda
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1. INTRODUCAO

Desde a década do 50 tem sido grande a preocupagdo dos estatisticos para detectar e
tratar resultados experimentais atipicos; isto é, resultados discrepantes (outliers), tanto em
amostras univariadas, envolvendo apenas uma varidvel Bacon-Shone & Fung (1987) e
multivariadas, envolvendo duas ou mais variaveis Jonhson & Wichern (1998).

Resultados discrepantes podem ser gerados por processo fora de controle, técnica
analitica errada, contaminagdo durante a preparagdo da amostra, medida com alto erro, etc.
Em geral, a identificagdo dos valores discrepantes é subjetiva, embora existam diferentes
métodos estatisticos Barnett & Lewis (1994).

Na literatura poucos trabalhos tem sido publicados sobre a identificagdo de valores
discrepantes em amostras que envolvem mais de uma varidvel. A maioria dos métodos
propostos sdo graficos, como dendrograma (4rvore) de andlise por agrupamento (cluster
analysis) e é subjetivo. Ndo ha um estudo comparativo da influéncia do valor critico na
detecgdo de valores discrepantes em resultados arqueométricos, embora esses resultados

podem influir na interpretagdo. Neste trabalho aplica-se o método da distancia Mahalanobis
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para identificar valores discrepantes em resultados elementares de 41 amostras de fragmentos

ceramicos.

2. DESENVOLVIMENTO

O método apresentado neste trabalho foi aplicado nos resultados de treze variaveis
(As, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Na, Nd, Sc, Sm, Th e U) determinadas em um conjunto de 41
amostras de fragmentos cerdmicos coletados em um sitio arqueolégico. Os detalhes sobre
preparagio das amostras € o método analitico foram publicados por Munita et al. (2000). Na

Tabela 1 apresentam-se os resultados.
Inicialmente, os resultados foram normalizados mediante transformagio por logaritmo
base 10 para compensar as diferengas em magnitude de elementos em porcentagem dos que

estdo ao nivel de tragos Sayre (1975). Virios autores sugerem a distdncia Mahalanobis, p?,

como método para detec¢do de resultados discrepantes quando sio determinadas vérias

variaveis Penny (1987). Para cada uma das n amostras no conjunto de p variaveis, a distdncia

D} & calculada. Se ¥ é a média do vetor e § é a matriz de covaridncia amostral, entio

s=i(x,—f)(x,.—f)f/(n-1) H e D,=[x-%5(s-%] parmai=l.n (2)

onde (x, -x) ¢ o vetor da diferenga entre os valores da medida em um grupo e a média dos
valores do outro grupo.
Jackson (1991) sugeriu a expressdo  [p(n—1)/(n - pYF,.., (3) para determinar o

valor critico na determinag@o de valores discrepantes. Nesse caso deve-se partir da premissa

que os resultados pertencem a uma distribui¢io normal.

Por outro lado, Krzanowski (1988) mostrou que  (x, - u) =7 (x, — p)~ 22 (4)
onde x tem uma distribui¢do normal multivariada com média u e matriz de dispersio 2. Na
pratica deve-se estimar z e X' com o vetor da média amostral, X , e matriz de covariancia

amostral, S. Substituindo 2’ por S em (3), tem-se:
(xl '#YS" (xl —/1)~ %’r—p’)}?’”’“’ (5)

Neste trabalho, a distdncia Mahalanobis ao quadrado foi calculada para cada uma das

41 amostras e os resultados estdo apresentados nas trés Gltimas colunas da Tabela 1.
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Freqiientemente é sugerido em estatistica que a distribui¢do F para calcular o valor
critico é mais adequada que a distribuicio 7, especialmente quando o nimero de amostras é
pequeno. Por exemplo, por meio da expressdo (2) comparando os valores de p? calculados

Tabela 1. Resultados em partes por milhdo, exceto quando indicado e valores da distancia

Mahalanobis.

Amostra Ce Cr Eu Fe Hf lLa Na Nd S¢ Sm Th U D12 D22 D32
1 2,6 67,8 2120 2,9 1,310,831,8 132,041,0399 94 64 1,3 63 6,1 6,6
2 1,7 75,8 2050 29 0,912531,8 121,045041,8 90 69 16 59 85 87
3 1,9 61,1 2150 29 1,010,930,8 176,045046,2 9,1 73 15 35 56 56
4 1,6 56,4 183,0 24 0,810,828,0 1200350434 75 64 1,5 141 165 19,0
5 2,8 68,6 2150 30 1,211,834,0 1450480450 93 6,3 1,4 22 33 35
6 2,0 61,7 2120 3,0 0,910,8 34,0 1250480474 92 69 1,7 61 78 7.6
7 22 62,5 1950 2,8 0,911,3293 920460425 92 7,1 1,3 89 82 80
8 1,6 82,0 1870 32 1,110,8372 260,0470372 98 48 12 10,5 11,8 11,8
9 1,5 90,8 303,0 3,2 1,211,0395 266052041,710,2 56 1,1 14,0 141 13,7
10 1,3 202 57,7 0,8 0,2 2,5390 2440450 9,5101 1,2 09 380
11 2,8 64,6 2160 2,8 1,210931,2 271,040044,5 97 74 1,5 73 141 154
12 2,4 852 2140 3,3 1,6108376 155053,043,910,8 52 12 93 96 95
13 1,9 1350 1500 4,6 0,7 12,3 54,5 160,0 67,0 50,9 14,1 5,7 1,2 194 21,2 206
14 1,8 101,5 2300 34 1411,7455 144051,0450114 7,7 1,3 10,8 11,2 14,0
15 0,5 104,5 2140 3,5 1411,8466 1440590481122 65 1,5 67 75 75
16 1,4 952 2450 35 12121440 187,057043,0113 58 14 63 59 6,2
17 2,0 67,5 2050 2,8 12106366 93,042,043,510,1 7,0 1,9 97 148 145
18 1,2 63,4 1830 2,9 1,010,533,9 130,044040,7 96 6,7 1,7 6,0 64 63
19 30 653 212,0 29 1,310,533,5 1380500426 9,7 68 16 31 34 34
20 2,7 67,8 2360 3,0 1,111,033,8 139,0 55041,2100 6,3 1,4 41 40 39
21 1,5 83,5 8,0 2,5 04 66292 9760450342 86 52 1,6 246 272
22 1,9 52,5 1950 2,7 0,911,626,2 136,043,0432 85 73 14 76 94 91
23 1,9 109,7 218,06 3,3 0,811,737,8 181,060,039,4103 52 1,1 100 104 103
24 1,7 87,8 241,0 3,3 1,210,940,8 200,071,045611,0 7,0 1,3 95 10,7 10,4
25 1,6 78,9 2300 3,2 0910941,1 1890690400113 51 1,1 7,8 154 17,3
26 1,9 112,9 48,0 2,9 0,811,547,7 1583,0 68,0 35,1 10,7 10,0 2,0 26,7
27 1,2 689 2040 29 0811,4328 191,051,044310,2 68 16 34 64 99
28 2,5 54,5 203,0 3,0 1,310,934,1 138,044044,7 96 68 12 74 85 88
29 1,1 245,0 1620 4,7 0,7 11,6 53,5 172,072,0484156 53 1,0 23,5 23,8 238
30 1,4 70,9 1920 3,0 08119361 117,061,046,1103 74 1,5 80 99 99
31 1,4 932 2430 34 13128409 189,0540458114 6,1 12 23 33 35
32 1,8 129,0 950 3,8 1,314,154,1 1339,0 62,040,512,3 7,0 1,1 12,0 206 21,2
33 1,6 110,0 260,0 3,8 1,312,3483 159,059,044,113,2 58 09 7,6 11,2 122
34 1,7 952 204,0 34 14125435 192,048050,111,1 68 12 95 91 9.2
35 3,1 1040 990 3,9 1,611,1489 583,0650378126 62 08 156 16,0 15,7
36 3,0 1379 940 3,7 1,311,051,7 5350 54,037312,7 56 08 12,1 14,7 161
37 30 1340 700 44 1,3 14456,8 360,067,0451 92 7,7 1,1 30,0
38 1,3 89,2 249,0 34 1,512,339,5 1650 62,048911,1 57 14 123 124 12,5
39 24 1232 2240 43 9,2 1,351,5 176,058047,8140 74 1,6 20,0 19,3 188
40 1,8 97,5 2380 33 80 12380 167,052,0423104 62 1,8 158 14,8 16,6
41 1,8 92,7 2530 3,6 149 13442 125063,048311,7 64 1,2 21,7 20,8 20,9
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2 339 (n=41
X piafma=5% (n )
}%.:I_)FI’-n-ma/" 72,6 (n - 41)
4
Po-1) Fyrre  25,6(n=41) 249 (n=38) 24,6 (n=37)
an=p—I1+pF .o

(Tabela 1) com o valor critico no nivel de significAncia de 5%, tem-se > € de 33,9. Por

esse valor, a amostra 10 seria considerada como valor discrepante, enquanto que ao ser
comparado com o valor critico obtido por (5), nenhuma das amostras seriam consideradas

discrepantes porque no nivel de significincia de 5% o valor da expressdo p(n-1)/ . é de

n—p pn-pialn

72,6. Assim, é possivel concluir que neste caso o valor critico obtido por (3) é mais adequado

para a determinag3o de valores discrepantes que o valor critico obtido por meio da equagdo
5).

Por outro lado, Wilks (1963) desenvolveu um método estatistico para determinar
valores discrepantes em resultados multivariados, quando a distribuicdo ¢ normal, para

pesquisar valores discrepantes seqiiencialmente, um a um. Para isso Wilks determinou a razao

5y onde /4/= determinante(4), 4; é calculado para 4

(x, - ¥Xx, -

de dispers@o Ri, g -|4/14 © 4=y

com o valor i eliminado da amostra. O maior resultado discrepante € 0 que tem a menor razdo
de dispersdo R;, onde R, = min(R,) , que € o resultado removido.

i

Wilks (1963) mostrou que . (n——p—l £> 6)
TN 2 "2

Os valores criticos para usar R; como um teste para detec¢do de valores discrepantes

s30 aproximados pelos limites de Bonferroni obtidos dos valores menores que 100 4, . Para os
n

valores superiores que 100a, € por meio de {1+ p/n- p_l)_jpp/"_ﬂ_ly‘ (7) conforme foi

demostrado por Caroni € Prescott (1992). Esses autores propuseram um teste seqiiencial para
valores discrepantes multivariados, comparando o valor critico no nivel de significancia com
o valor da distdncia Mahalanobis. Removendo o valor de D} quando ¢ maior que o valor
critico. O mesmo procedimento ¢ usado para os casos restantes.

O critério de Wilks para a detec¢do de um unico valor discrepante estd relacionado a
p? pela equagdo g - 1_[,,/(,,_ I)J]D,J (8), conforme mostrado por Barnett ¢ Lewis (1984). Os
valores criticos de Wilks derivados de uma distribui¢io beta podem ser convertidos por uso

da equag@o (6) para valores criticos maiores por meio da distincia de Mahalanobis ao
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quadrado  p:=[a-1f/fi-r) ()

Substituindo a expressdo (5) em (7) temos o =1Y Fpp e (10) que é o valor
nn—p-1+pF,

—
critico de Wilks.

Aplicando a expressio (10) nos resultados da Tabela 1, tem-se que o valor critico D2,
no nivel de significancia de 5% ¢ de 25,6. Por este procedimento 3 amostras: 10; 26 e 37 sédo
valores discrepantes. Isto confirma que a expressdo (10) € mais adequada que a expressdo (5)
para determinar valores criticos na identificacdo de valores discrepantes.

Apbs retirar as 3 amostras (10; 26 e 37) por meio da expressdo (10) encontrou-se que o
valor critico foi de 24,9. Em uma tinica amostra (21) a distdncia Mahalanobis ¢ maior que o
valor critico; portanto, ¢ um valor discrepante. Retirando essa amostra (21) e recalculando a
distdncia Mahalanobis, resultados apresentados na coluna D} da Tabela 1, encontrou-se que

o valor critico para esse conjunto de resultados no nivel de confianga de 95% de 24,6. Apds

eliminar essa amostra, em todos os casos a distdncia Mahalanobis é menor que o valor critico.

3. CONCLUSAO

O exemplo apresentado ilustra, claramente, a importdncia da metodologia para determinar o
valor critico quando se usa a distincia Mahalanobis. Usando o valor do x2 56 uma amostra
tem valor discrepante. Entretanto, por meio da expressdo (10) foram identificadas 4 amostras

como valores discrepantes.
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