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RESUMO

Este trabalho consiste na aplicacdo do método da expansdo em funcdes hierdrquicas, na solugéo
das equacdes de Navier-Stokes em duas dimensdes para fluidos incompressiveis, com escoamento
em regime laminar. Este trabalho est4 baseado no método de elementos finitos. As fungbes de
expansdo utilizadas sdo baseadas nos polindmios de L egendre, ajustadas nos el ementos retangul ares,
de forma a definir funcbes de canto, de lado e de &rea. A ordem das funcdes de expanséo associadas
aos lados e as éareas dos elementos é gustada até o grau necessario ou desejado. Este método é
denominado de Método de Expansdo em Funcdes Hierarquicas (MEFH). A fim de validar o método
numerico proposto, analisamnse trés problemas conhecidos da literatura. Os resultados mostram a

capacidade do método em fornecer bons resultados.
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L. INTRODUCAO

Com o advento dos super computadores nas duas
Ultimas décadas, tornou-se possivel a simulagdo numérica
de problemas da area de Mecéanica dos Fluidos e
Transferéncia de Calor, conhecida como “Computational
Fluid Dynamics” (CFD). Atualmente, o uso de técnicas
numéricas para a solucdo de problemas da engenharia e da
fisica € uma realidade. Este trabalho prop6e a aplicacdo do
método da expansdo em fungdes hierérquicas, elaborado
por Zienkiewicz e Morgan [1], para a solugdo das equacgdes
de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis, em duas
dimensdes, em escoamentos laminares. A principal
vantagem da expansdo em fungbes hierarquicas é a
capacidade de adaptar o grau do polindmio de expansdo até
0 valor necessario ou desejado, durante o célculo do
escoamento, ao invés de refinar a malha, sem que para isto
haja a necessidade de reiniciar o problema, como ocorre no
meétodo dos elementos finitos convencional .

II. OBJETIVO

O objetivo deste trabalho é aplicar 0 método da
expansdo em fungbes hierérquicas, proposto por
Zienkiewicz e Morgan [1], na solucdo das equacbes de
Navier-Stokes em duas dimensdes, para fluidos

incompressiveis em regime laminar. Este trabalho esta
basea-se no método de elementos finitos e utiliza a
formulacdo de Petrov-Galerkin consistente, em conjunto
com a expansdo das varidveis em fungbes quase
hierérquicas, para tratar todos os termos das equagdes de
conservagao (temporais, convectivos, difusivos e viscosos).

IIL. DENSENVOLVIMENTO MATEMATICO DAS
EQUACOES DE CONSERVACAO (2-D)

As equacdes que governam a dindmica de fluidos sao
as equacdes da continuidade, quantidade de movimento e
energia.

Um dos problemas mais complexos de se tratar em
escoamento de fluidos incompressiveis é o acoplamento
entre apressao e a vel ocidade, que aparece has equacdes de
movimento. Neste trabalho o método utilizado para o
tratamento do acoplamento entre a pressao e avelocidade, é
0 método de Chorin [2], que se aplica a solucdo de
problemas transitdrios. Neste caso, € utilizado um artificio
matematico para a solucéo das equagdes da quantidade de
movimento, para cada uma das diregdes, que esta dividida
em duas equacdes. A primeira equacdo relaciona as
componentes da velocidade do fluido u e w, em termos das
componentes de uma pseudovel ocidade, denominadas u * e



w*. A segunda equacdo calcula o gradiente da pressdo em
funcdo das componentes da pseudovelocidade, u* e w*
como descrito a seguir:
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onde r é a massa especifica do fluido, ¢ é o tempo, Dt o
passo de tempo, u e w sdo as velocidades nas direcdesx ez,
respectivamente, u,_p, € avelocidade na dire¢éio x calculada

no instante de tempo anterior +-D, w, , € avelocidade na

direcdo z calculada no instante de tempo anterior D3, p éa
pressédo e e a viscosidade dindmica.

Derivando-se a Eq. (2) em relagdo a diregdo x e a
Eq. (4) em relagdo a dire¢do z, somando-as, considerando
gue o fluido é incompressivel (r = constante) e
introduzindo a equacdo da continuidade dada por:
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obtém-se a equacao de Poisson para a pressdo, dada por:
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Conhecido o0 novo campo de pressao p, dado pela
Eq. (6), pode-se determinar as velocidades z e w no atual
instante de tempo ¢ a partir das equagbes (2) e (4)
respectivamente.

Como a equagdo da energia encontra-se
desacoplada das outras equagdes de conservagdo, amesma
pode ser resolvida separadamente. Como este trabalho trata
apenas de fluidos incompressiveis a equacdo da energia €
convenientemente escrita, em termos da temperatura, para
as coordenadas cartesianasx ez, ou sgja
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onde T é atemperatura, £ € a condutividade térmicaec, € o
calor especifico apressao constante.

IV. DESENVOLVIMENTO MATEMATICO DAS
EQUACOES DE CONSERVACAO PARA UM
ELEMENTO

O primeiro passo é integrar com o auxlio de
técnicas de ponderacdo o conjunto de equacgdes adotado
neste trabalho, que é composto das equacdes (1), (2), (3),
(4), (6) e (7). Adicionalmente aplica-se o Teorema de Green
para os termos difusivos; ou seja, para derivadas de
segunda ordem que aparecem nas equacdes (1) e (3), e
desenvolvendo matematicamente as equagdes (1), (2), (3) e
(4), obtémse um conjunto de equacdes das velocidades
para cada umadas diregdes (x ez).

Para facilitar a solugdo das equagbes de
conservagao e posteriormente permitir o uso de geometrias
irregulares, sem grandes modificagcbes nas equacles, €
utilizado um outro sistema de coordenadas. Neste novo
sistema, as coordenadas sdo as variaveis X e h, cuja
correspondéncia com as coordenadas do sistema cartesiano
x ez, de cada elemento, € dada por:

x =2 (x—x,j) b dx = %
Dclj Dcl]
(Z - ) 24 ®
h=2 p ogh=£2%E

onde, tanto X como hvariamde-1 a 1.

Substitui-se as novas varlavels d|scret|zadas e
introduz-se a expansdo das variaveis u", w', u, w, pe T,
adequadamente nas equacdes mtegradas, como mostrado a
seguir:
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onde N,, é a m-ésima funcéo de expansdo para o elemento
ij.

Dependendo do grau da expansao, ou do nimero de
fungdes de expansao utilizadas nas séries, pode-se gjustar a
precisdo desejada para a solucdo das equagbes de
conservagéo.

A funcdo peso P, segue a formulacdo de
Petrov-Galerkin sendo dada, segundo Hughes e Brooks [3],
por:
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onde u ¢é avelocidade média no elemento i,j, na direcéo x
e w éavelocidade médiano elementoi,j nadiregdoz.



Para uma melhor compreensdo de como as fungdes de
expansdo hierdrquicas sdo agjustadas nos elementos
retangulares, de forma a definir fungdes de canto, de lado e
de &ea, no item a seguir sera feito um detalhamento
qualitativo, com respeito a estas fungdes, a fim de se ter
umareal idéia do método proposto neste trabal ho, segundo
Zienkiewicz e Morgan [1].

V. FUNCOES DE EXPANSAO

Nesta secdo sdo apresentadas e comparadas as
funcdes de expansdo utilizadas no método cléssico dos
elementos finitos e as fungbes quase hierérquicas para um
problema unidimensional. Com estas fungbes sdo
apresentadas as principais vantagens da utilizacdo das
funcgdes de expansdo quase hierarquicas.

Sdo também apresentadas as funcdes de expansio
guase hierarquicas utilizadas em problemas bidimensionais
com mal has retangulares. Estas fun¢des sdo geradas através
de associacfes ck fungbes a uma dimensdo, como sera
visto.

Funcdes de Expansdo Classicas. No método de elementos
finitos cléassico os coeficientes de expansao das varidveis
sdo identificados com as mesmas em pontos especificos da
malha. A Fig. 1 mostra um elemento unidimensional tipico
de dimensdo [x com fungdes de expansdo linear, quadrética
ecubica
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Figura.l. Elementos unidimensionais e funcdes de
expansdo (a) linear (b) quadrética, e (c) cubica, segundo
Zinkiewics e Morgan.

Nas expansdes xé a varidvel local, que dentro do
intervalo Dx varia de —1 a 1. Observa-se que a medida que
aumenta-se 0 grau da expansdo as fungbes mudam
completamente, ou sgja, € necessario reiniciar o problema
em vista da mudanga total e completa de todas as fungdes
de expansdo e das varidveis envolvidas.

Funcdes de Expansio Quase Hierdrquicas em uma e
duas Dimensdes. No caso das fungdes de expansao quase
hierarquicas os coeficientes de expansao das variaveis ndo
sdo identificados com as variaveis em pontos especificos da
malha. Neste caso, os coeficientes estéo associados com as
funcbes de expansdo que sdo gjustadas nos elementos

retangulares, definindo fungdes de canto, de lado e de area.
Esta associagcdo permite, iniciar a solugdo de um problema
com uma expansdo linear e se necessdrio durante o
processo de solugdo, adicionar novas fungdes de forma a
aumentar o grau da expansdo e obter uma solugdo de maior
precisdo. Esta caracteristica pode ser facilmente observada
através do desenvolvimento das fungdes de expansdo quase
hierérquicas apresentado a seguir.

As funcBes de expansdo quase hierarquicas séo
baseadas em polinémios de Legendre. Os polinbmios de
Legendre formam um conjunto de fungBes com
propriedades de ortogonalidade dentro do intervalo de
-1£x £1.

O comportamento destas funcdes, até o terceiro
grau, nointervalo - 1£X £1, pode ser visto naFig. 2.
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Figura 2. Elementos hierdrquicos e funcbes de expansao
guase ortogonais (a) linear, (b) quadrética, e (c) clbica.

Neste caso as fungdes ndo se alteram quando se
muda a ordem da expansdo, ou seja, ndo ha a necessidade
de se recalcular os elementos das matrizes do estégio
anterior.

Processos de Agrupamento das Equacdes dos
Elementos. Cada uma das equagfes de conservagdo se
transforma, para cada elemento, em uma equacdo matricial
de M equagdes, onde M é o numero de funcdes de
expansdo. A Fig. 3 apresenta um elemento e os coeficientes
de expansdo associados com os seus cantos, lados e érea.
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Figura3. Elemento retangular de duas dimensdes e seus
parametros associados.



Na Fig. 3, os coeficientes f/; sdo os parametros
de canto associados as funcbes de expanséo lineares,f ;'

i.j.g
z
ef,-,jyg

s80 os coeficientes de lado associados as funcdes de
A

i.j.g
associados as funcBes de expansdo de area. O subscrito g
presente nos coeficientes de lado e de area representa o

grau dafuncéo de expansao associada a este coeficiente.

expansdo de lado, e f sdo os coeficientes de area

Pode-se observar da Fig. 3 que os coeficientes de
canto pertencem a quatro elementos diferentes e os
coeficientes de lado pertencem a dois elementos. Dessa
forma, estes coeficientes estdo presentes nas equacdes de
mais de um elemento. Para calcular os coeficientes que
pertencem a mais de um elemento, deve-se usar as
equagdes de conservagdo de todos 0s elementos nos quais o
coeficiente estd presente. Assim, a equagdo final
correspondente & um dos coeficiente de expansdo da malha
é constituida por equac@es referentes a diversos elementos.
O processo de obtencdo das equagdes finais associadas a
cada coeficiente de expansdo da malha é chamado de
processo de agrupamento.

VL RESULTADOS NUMERICOS

A fim de vaidar o modelo numérico proposto neste
trabalho, simulamse trés problemas conhecidos da
literatura: @) escoamento entre duas placas paraelas, b)
degrau de temperatura e c) escoamento através de uma
expansdo abrupta na forma de degrau (“backward-facing
step”). Esta simulacdo foi realizada com o programa
computacional gerado neste trabalho e que é denominado
de Programa do Método de Expansdo em Funcgdes
Hierarquicas em 2 Dimensdes (PMEFH2D).

Problema de Escoamento entre Duas Placas Paralelas.
O primeiro problema analisado consiste no escoamento
entre duas placas paralelas de um fluido incompressivel em
regime laminar. Através da Fig. 4 observa-se as condicGes
de contorno adotadas para o problema de escoamento entre
duas placas paralelas.
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Figura 4. Geometria utilizadas para simulacdo do
escoamento entre duas placas.

Os seguintes dados geométricos sdo considerados
para este problema: comprimento das placas, L = 09m e
distancia entre as placas de 26 = 0,06m. Adicionalmente,
sdo assumidas as seguintes propriedades fisicas para o
fluido: a viscosidade dinamica, m= 0,01 kg/snf e massa
especifica, r = 1000kg/n?.

A solucdo analitica deste problema, segundo
Sampaio [4], para condicdo de contorno de pressdo
prescrita na entrada e na saida, é dada pela seguinte

equagéo:

(1)

onde Dp é a queda de pressdo e u(z) é o perfil da
velocidade na diregdo z, ao longo das placas.

S30 simulados trés casos para este problema,
sendo que no caso 1 € utilizada uma maha com 6x6
elementos e grau de expansdo 1 e nos casos 2 e 3 sdo
utilizadas uma maha com 6x2 elementos e graus de
expansdo 2 e 3, respectivamente. Os resultados
apresentados a seguir sdo apenas relativos aos casos 1 e 3,
pois nos casos 2 e 3 os resultados séo semelhantes. As
Figuras. 5 e 6 apresentam estes resultados.
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Figura 5. Comparacdo entre as velocidades obtidas pelo
método analitico(Tedrico) e com o programa PMEFH2D-
Caso 1.
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Figura 6. Comparacdo entre as velocidades obtidas pelo

método analitico (Tedrico) e o programa PMEFH2D —
Caso 3.



Nos dois casos apresentados observa-se que 0s
resultados encontrados foram muito bons quando
comparados com a solucdo tedrica. Ressalta-se que, na
medida em que o grau da expansdo aumenta pode-se
utilizar malhas mais grosseiras, obtendo-se mesmo assim,
resultados mais precisos. Portanto, pode-se concluir, a
prior, que o método MEFH quando aplicado a este tipo de
problema acanga bons resultados, mesmo sem uma
nodalizac@o detalhada. Deve-se ressaltar que, a escolha do
grau do polindmio a ser empregado no calculo das funcbes
de expansdo é o fator predominante para a obtencdo de
bons resultados.

Problema de Degrau de Temperatura. O segundo
problema a ser analisado é a da descontinuidade na
temperatura entre duas faces. A Fig. 7 mostra a geometria
adotada para este problema.
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Figura 7. Geometria utilizada para simulacéo de um degrau
detemperatura (v .€ o vetor velocidade do fluido).

Adota-se 0s seguintes dados geométricos para a
andlise do problema: comprimento e largura do dominio,
L = 0,6m. Assume-se também, as seguintes propriedades
fisicas do fluido: fluido inviscito, m= 0 e sem
condutividade térmica, K = 0, ou sgja, 0s termos difusivos
da equagdo da conservagdo da energia sdo eliminados, de
forma a ndo existir qualquer tipo de difusdo. Dois casos sdo
analisados, um com g = 45°C e outro com = 60°C. Para
ambos 0s casos é utilizada a malha com 6x6 elementos e
graus de expansédo 1, 3 e 5. No entanto, sdo apresentados a
seguir apenas os resultados para o grau de expansao 5, por
serem os mais significativos, Figuras 8 e 9.

Conclui-se que, em ambos os casos analisados, na
medida em que o0 grau da expansdo aumenta ndo é
necessario um refinamento maior da maha para se ter
resultados mais precisos. Portanto, para este tipo de
problema, o MEFH é um método eficiente, que ndo exige
uma malha com muitos elementos para a obtencéo de bons
resultados.
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Figura 8. Perfil datemperatura ao longo do dominio, para
g = 45° e expansdo de grau 5 (PMEFH2D) — Caso 1.
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Figura 9. Perfil da temperatura ao longo do dominio, para
q= 60° e expansdo de grau 5 (PMEFH2D) — Caso 2.

Problema de escoamento através de wuma expansio
abrupta na forma de degrau - (“backward-facing step”).
O terceiro e Ultimo problema analisado pelo programa
computacional desenvolvido neste trabalho, PMEFH2D, é 0
de um escoamento através de uma expansao abrupta na
forma de degrau (“ backward-facing step”). Para realizac@o
desta andlise reproduz-se o experimento feito por Denham e
Patrick [5] onde o escoamento do fluido é realizado através
de um duto, como mostraaFig. 10.

Os dados geométricos utilizados sdo o0s
seguintes: comprimento do canal L = 0,15m e largura da
face direita, d = 0,045m (largura do degrau, d, = 0,015me
largura da entrada, d, = 0,030m). As propriedades fisicas
utilizadas para a 4gua sfo as seguintes: viscosidade
dindmica m = 0,001 kg/snf e a massa especifica,
r = 1000kg/n?. E utilizada uma maha com 25x12
elementos e sdo utilizados os graus de expanséo 1, 2 e 3.
No entanto, sdo apresentados a seguir apenas os resultados
parao grau de expansdo 3, Figura 11.
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Figura10. Geometria utilizada para simulagdo de escoamento
através de uma expansao abrupta na forma de um degrau
(“ backward-facing step”).
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Figura 11. Comparagdo entre resultados obtidos com o
PMEFH2D e os resultados experimentais de Denhan e Patilck
[5], paraRe =73 egrau =3

Veificase que a medida em que se aumenta o
grau da expansao os resultados obtidos pelo PMEFH2D se
aproximam mais dos resultados experimentais. No entanto,
observa-se que os erros entre os resultados numéricos e
experimentais aumentam a medida que se afasta da entrada
do duto, mas com valores inferiores aos obtidos para a
expansdo de grau 1.

VIL. CONCLUSOES

Com base nos resultados obtidos da solucéo dos
problemas propostos, pode-se concluir que o método da
expansdo em fungdes hierarquicas € adequado para a
solugdo de problemas de fluidos incompressiveis em duas
dimensdes. Nos trés problemas analisados observa-se que
0os resultados encontrados foram concisos quando
comparados com a solucdo analitica e com os resultados
experimentais. Constata-se que a grande vantagem do
método da expansdo em funcBes hierdrquicas € a
capacidade de adaptar o grau da expansao até o valor

necessario ou desejado durante o cal culo do escoamento, ao
invés de refinar a maha, sem que para isto haa a
necessidade de reiniciar o problema, como ocorre no
método dos elementos finitos convencional. A grande
vantagem do MEFH se deve ao fato da possibilidade de
adaptar o grau da expansdo ao invés do refino da malha,
pois a alteracdo do grau da expansdo érealizado facilmente
enao exige o reinicio do problema
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ABSTRACT

This work applied of the expansion of the
variables in hierarchical functions for the solution of the
Navier-Stokes equations for incompressible fluids in two
dimensions in laminar flow. This work is based on the finite
element method.. The used expansion functions are based
on Legendre polynomials, adjusted in the rectangular
elements in a such a way that corner, side and area
functions are defined. The order of the expansion functions
associated with the sides and with the area of the elements
can be adjusted to the necessary or desired degree. This
method is denominated by Hierarchical Expansion Method.
In order to validate the proposed numeric method three
well-known problems of the literature are analyzed. The
results show the method capacity in supplying precise
results.



