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RESUMO 

Este trabalho apresenta um novo método nimiérico, baseado no método dos 

elementos finitos, aplicado para a solução das equações de Navier-Stokes em duas 

dimensões para fluidos incompressíveis, com escoamento em regime laminar. 

O método baseia-se na expansão das variáveis em fimções quase hierárquicas. As 

fiinções de expansão utilizadas são baseadas nos polinómios de Legendre, ajustadas nos 

elementos retangulares de fijrma a definir fimções de canto, de lado e de área. A ordem das 

fiinções de expansão associadas aos lados e às áreas dos elementos é ajustada até o grau 

necessário ou desejado. Este novo método numérico é denominado de Método de Expansão 

em Funções Hierárquicas (MEFH). 

A fim de validar o método numérico proposto, analisa-se três problemas 

conhecidos da literatura em duas dimensões. Os resultados mostram a capacidade do 

método em fornecer resultados precisos. 

A partir dos resultados obtidos nesta tese, conclui-se que o método de expansão em 

fimções hierárquicas pode ser aplicado com sucesso na solução de problemas de mecânica 

de fluidos, que envolvam fluidos incompressiveis em regime laminar. 



ABSTRACT 

This work presents a novel numeric method, based on the finite element method, 

applied for the solution of the Navier-Stokes equations for incompressible fluids in two 

dimensions in laminar flow. 

The method is based on the expansion of the variables in almost hierarchicid 

fiinctions. The used expansion fimctions are based on Legendre polynomials, adjusted in 

the rectangular elements in a such a way that comer, side and area fimctions are defined. 

The order of the expansion fiinctions associated with the sides and with the area of the 

elements can be adjusted to the necessary or desired degree. This novel numeric method is 

denominated by Hierarchical Expansion Method. 

In order to validate the proposed numeric method three well-known problems of the 

literature in two dimensions are analyzed. The results show the method capacity in 

supplying precise results. 

From the results obtained in this thesis it is possible to conclude that the hierarchical 

expansion method can be applied successfially for the solution of fluid dynamic problems 

that involve incompressible fluids. 



CAPITULO 1 

INTRODUÇÃO 

Com o advento dos super computadores nas duas últimas décadas, tomou-se 

possível a simulação numérica de problemas na área de Mecânica dos Fluidos e 

Transferência de Calor, conhecida como "Computational Fluid Dynamics" (CFD). 

Atualmente, o uso de técnicas numéricas para a solução de problemas da engenharia e da 

física é uma realidade. Este trabalho propõe um novo método numérico para a solução das 

equações de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis em duas dimensões, com 

escoamento em regime laminar. Este método consiste no emprego do método de elementos 

finitos utilizando a formulação Petrov-Galerkin em conjunto com uma expansão das 

variáveis em fimções quase hierárquicas para a solução de problemas de dinâmica dos 

fluidos. A utilização de fimções de expansão hierárquicas permite aherar o grau do 

polinomio de ajuste das variáveis sem a necessidade de reiniciar o problema, como ocorre 

no método elementos finitos convencional. Além disso, o método numérico proposto tem a 

grande vantagem de adaptar o grau do polinomio até o valor necessário ou desejado, ao 

invés de usar malhas extremamente refinadas. 

Em geral o método clássico dos resíduos ponderados (Galerkin) é utilizado para 

obter as equações e os coeficientes das fiinções de expansão. No entanto, observa-se que 

em problemas de transporte convectivo-difiisivo, com convecção predominante, o método 

Galerkin é falho. Assim, normalmente, é utilizada a formulação Petrov-Galerkin, onde as 
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ERRATA 

Página ix : Substituir o Resumo por: 

R^umo 

"Este trabalho consiste na aplicação do método da expansão em funções hierárquicas, na solução 
das equações de Navier-Stokes em duas dimensões para fluidos incompressíveis, com escoamento em regime 
laminar. 

Este método está baseado no método de elementos finitos. As funções de expansão utilizadas são 
baseadas nos polinomios de Legendre, ajustadas nos elementos retangulares de forma a definir funções de 
canto, de lado e de área. A ordem das funções de expansão associadas aos lados e às áreas dos elementos é 
ajustada até o grau necessário ou desejado. Este método é denominado de Método de Expansão em Funções 
Hierárquicas (MEFH). 

A fim de validar o método numérico proposto, analisa-se três problemas conhecidos da literatura em 
duas dimensões. Os resultados mostram a capacidade do método em fornecer resultados precisos. 

A partir dos resultados obtidos nesta tese, conclui-se que o método de expansão em funções 
hierárquicas pode ser aplicado com sucesso na solução de problemas de mecânica de fluidos, que envolvam 
fluidos incompressíveis em regime laminar. " 

Página x : Substituir o Abstract por: 

Abstract 
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adjusted to the necessary or desired degree. This method is denominated by Hierarchical Expansion Method. 

In order to validate the proposed numeric method three well-known problems of the literature in tM'O 
dimensions are analyzed. The results show the method capacity in supplying precise results. 

From the results obtained in this thesis it is possible to conclude that the hierarchical expansion method 
can be applied successfully for the solution offluid dynamic problems that involve incompressible fluids. " 
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uma expansão das variáveis em funções quase hierárquicas para a solução de problemas de 
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aplicava o método de Galerkin, onde as funções de expansão e peso utilizadas eram funções lineares 
e quadráticas." 

Página 13: No último parágrafo, na terceira linha a expressão "e conservação de energia " é redundante e deve 
ser suprimida do texto. 

Página 14: Substituir o segundo parágrafo por.- "O método da expansão em funções hierárquicas foi elaborado 
por Zienkiewiscz e Morgan (1983), sendo que a sua grande vantagem está em poder alterar o grau 
da expansão sem a necessidade de reiniciar o problema. As funções de expansão são formadas por 
polinómios de Legendre, os quais são ajustados nos elementos retangulares, de forma a definir 
fiinções de canto, de lado e de área. Espera-se que a aplicação do método numérico, na solução das 
equações de Navier-Stokes para fiuidos incompressíveis em duas dimensões, alcance o mesmo 
sucesso obtido por Cabral (1996). 

Página 15: No nldmo parágrafo, a última sentença deve ser suprimida do texto. 



CAPÍTULO 2 - EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO 

Substituir as equações (2-17), 2-18), (2-23), (2-24), (2-26), (2-27), (2-29), (2-33) e (2-34) por: 

(2-17) 
dv dv dv ÕV dp d^v ô^v õ^v 

p— + p u — + / 7 V — + p w — = + u — - + u — - +p—-

dw ÕW ÕW dw 

P— + P ^ ^ " ^ ' ^ i r + P ^ ^ oí ÕX ay dz 

dp Õ w Õ V 

dz dx^ oz 

(2-18) 

ÕU ÕU ÕU 

P— + pu— + P"^ dt dx 
d-u õ^u 

ÕW dw dw õp d w 

di dx dz dz dx^ dz^ 

(2-23) 

(2-24) 

u - u du du dp 
+ pu— + pw— + = - — 

ÕX dz dx 
+ M 

^ d x ' ^ d z \ 

(2-26) 

Ai 

du* du* 

+ pu-r- + P^-T-ax dz 
= M 

dx^ dz^ 

(2-27) 

At 
dw* dw* 

+ pu + pw 

dx dz 
-P 

^ a V d ^ ^ 

dx^ dz^ 
= o, (2-29) 

du dw 
— + — 1 + 
dx dz 

d ^ ^ 

d x ' ^ dz' 

,£_ 
At 

du* dw* 

+ dx dz 

(2-33) 

ai* dw 
— + — 

dx dz 

(2-34) 



CAPÍTULO 3 - DENSENVOLVIMENTO TEÓRICO 

Página 36: Substituir a segunda sentença do primeiro parágrafo por: "A função peso P„ segue a formulação de 
Petrov-Galerkin sendo dada, segundo Sampaio (1991), por: 

Aí^õN„, Át_õN„, pAt (3-14) 
dx 2 dz 2p 

onde ñ é a velocidade média no elemento na direção x e w é a velocidade média no elemento na 
direção z. Esta equação se aplica apenas quando as propriedades físicas do fluido são constantes (p 
e p constantes). 

No caso em que as propriedades físicas do fluido não serem constantes a função peso mais 
apropriadas é a sugerida por Hughes e Brooks (1982), dada por: 

P„ = N„,.^ñ'-^.^w'J^." 
2 dx 2 dz 

Comentários Gerais: 

Esta tese trata os diversos temaos das equações de conservação de forma distinta, ou seja, os termos 
convectivos são ponderados por fimções do tipo Petrov-Galerkin, enquanto os outros tennos são ponderados 
pelas próprias funções de expansão (Galerkin). Isto toma o método aplicado na tese uma aproximação de Petrov-
Galerkin inconsistente. Em urna aproximação de Petrov-Galerkin consistente todos os termos devem ser tratados 
da mesma fonna e, assim, melhores resultados podem ser obtidos. O método utilizado aproxima razoavelmente 
uma aproximação consistente apenas para ordens de interpolação baixas. Na medida em que a ordem de 
interpolação aumenta, a interação entre a parte não-Galerkin da função peso e os termos difiísivos (que não foi 
considerado) passa a ser importante para garantir a consistência da aproximação. Neste aspecto, o método 
precisa ser corrigido, pois como está defmido limita-o até interpolações quadráticas. A utilização do método para 
ordens da aproximação mais altas requer o tratamento consistente dos termos difiísivos. 

O critério adotado, neste trabalho, para a escolha do passo de tempo de integração (At) foi o da tentativa 
e erro. No entanto, o passo de tempo ideal, que deveria ser utilizado na solução dos problemas propostos, deve 
obedecer a seguinte equação, segundo Sampaio (1991): 

At = ah\íi\, 

a = co1h(Re/2)-2/Re, 

piih 
Re = 

onde h é o tamanho do elemento e as outras variáveis estão definidas na tese. 

Página 68: No terceiro parágrafo e na última linha, onde esta escrito Figura 3-4 leia-se Figura 3.5. 

Págüía 69: No terceiro parágrafo e na primeira hnha, onde esta escrito equação (3.86) leia-se equação (3.85). 

Página 70: Na Figura 3.6 substituir o coeficiente do lado (1-2), na fígiu^a, de (^¡'jg por . 

Página 72: No último parágrafo e na primeira linha substituir ^¡j por ¡^-j. 



Página 73: No último parágrafo a última sentença deve ser substituida por: "Assim, para o coeficiente ¡j)^j utilizase 

primeira equação da equação matricial (3-86) do elemento (iJ), a segunda equação do sistema de 
equações (3-87) do elemento (i-lj), a terceira equação do elemento (ij-l), e a quarta equação do 
elemento (i-lJ-1), descritas a seguir: " 

Página 75: No último parágrafo na última frase completar com "simulação de problemas de dinâmica de fluidos ". 

Substituir as equações (3-1), (3-2), (3-5), (3-13), (3-18), (3-21), (3-23), (3-24), (3-28), (3-29), (3-33), (3-
40), (3-50), (3-51), (3-54), (3-55), (3-56), (3-71) e (3-83): 

" t-Al\ 
u - u 

At 

• t-ét w - w 

ou' ÔU* 

ÕX ÕZ 

Õ u o u 
- + -

,õx' ôz\ 

At 

ÕW* dw* 
+ pu—- +pv— p 

dx oz 
^ a V a V 

dx' dz' 

= o 

= o 

ãt* ^àv* 
ex dz 

N„,pudV= N^pu*dV-At P„,^dV, 
J J dx 
V V 

dp 

(3-1) 

(3-2) 

(3-5) 

(3-13) 

P„, p ^dV + \p,„ up^dV^ \P„, wp^dV -
dt J e x J oz 

N„, — V'TdV + 
c„ 

V S 
í 
V 
M 

«=1 

p du dw 
dV + 

4At 

V 

ou 
\dxj 

ÕW 

\dz y 

M Az e • 
N^N„d^dri + pY^u,-f-\ . 

Ic=l ^ .1.1 

dV=0. 

dN„ 

•i-i 
2 Ĵ J ÕÇ 

Ax¡ i f e ÕN Az 
pY.<~-\\Pn,^N,d^d^-p 

, , 2 i i "' dn 
N ^ 

- 1 ^ 
d^ 

dn -

ídN^dN^ 

^¿d^ d^ 
d^drí 

Ax, 
-P 

-1 
dn 

d^ -
-1 r.i 

(3-18) 

Ax, ¡Az¡ ¡M^ , ^ f f 
- P E " " N^N„d^dr^,parsim=l,..M. 

4At 
(3-21) 

1 • 2 C ' 2 

(3-23) 

(3-24) 



-1 

drj = fcs 
-I 

N„ 

-r 
077 

I 

d4 =/cdj] 
-1 

N 
ON, 

drj- fci N ^ dv, 

d^ - fce N^. 
ON 

1-1 
oil 

(3-28) 

(3-29) 

Ax, ,Az, M 1 . 

P^^^j:u„¡¡N„N„d^dr, = P^^l^u: ¡¡N„,N„d4d, 
M 1 1 

H=l .¡.1 

para w = \,...M- (3-33) 

N„N„d^dT] +pYjfk 
-1-1 

1 1 

*=1 

Az, , 

2 J 
•j-i 

ON 
F^^N,d^dv + 

dç 

N, 

zlz 
' J -A 

ÕT] 

7 = / 

drj -

d^-\ 
-1 

d^drj 

I I Ax Az ^'^ 

4At 
-1-1 

ÕX ÕX 
dV - ß hN^^dS -

ÕZ 

(3-40) 

- Í 

àN„ dp 
ÕZ ôz' 

dV P_ 
AI 

P..~dV. 
ox 

P.^dV 
ÕZ 

, param = 1,...,M. (3-50) 

JIp. 
H=L 

1 1 

N^ 
dN„ 

- 1 ^ VC j 

1 1 

ÕTJ Õ7J 

d r j - H ^ ^ d ^ d , 

pAz, . i l . . 

Ax, 

Az. 
- 1 ' 

õrj) 
d^-

2At 
P.^d^drj -

pAx¡j M i . 
2Z1/ 

- Z I í ^ d ^ d i ^ , para7« = 1,...,M, 

M f 

V 24í 2A1 

(3-51) 

(3-54) 



-K 
ÕT •ÕN„, ÕT 

N„—dS - í 
" ÕX i ÕX õx 

S V 

dV - K ^Nj-^dS-
oz 

ÔT 
dV 

' 2p 
ydXy 

1 
+ — 

2 
ÕU ÕW 

+ — 
\áx ÕZ 

ÕZ ÕZ 

dV = 0 ,param= l,....,M. (3-55) 

^ áx „ õN„ , K 
F^—^N^d^dT} 

ÕN 
P^^N,d^dr} + 

k=l 

1 1 

•1-1 

dN„, ÕN 

õrj 

^d^dTJ 

^,j^2i^^ 

^i.j y_j df] ÕTJ 

Ax, 

K 

pc 

pcp 

\ N „ 

- 1 ' 

õij 

ÕN„ 

7=1 

dTJ-

d^ 

4At 

^'J «=1 i= l 

M K 1 1 

n=\ .1.1 

ÕN„ ÕN, 
Õ4 Õ4 

-d^dTj + 

^ / /• f f SN„ ÕN. ^ 

«=] rr=l 

1 
+ — 

2 

M M 1 

Az 

ÕT] Õrj 

ÕN„ ÕN, , N„-T^~^d^dv + 
U n=! *=1 -1-1 

M M 1. 1. 

^ Z " ^ " Z " * 

n=l 4=1 I t ' l 

N„ 

ÕÇ 

ÕN„ ÕN, 
õ^ ÕT] 

d^dT] + 

8 ^ . ÕN, 
ÕT] Õrj 

d^dn ,param= 1,...,M (3-56) 

2 At J 

M 1 ÕN„ 

-1 k=l .1 

dN„ 
¡=1 1 

dri -
ÕN„ ÕN„ 

d^ 

í=- i /k,J^ Õ4 õ^ 

M U 

p a r a / W = 1,...,M. (3-71) 

,1=1 _i t- p 1 „= 
"k 

n=I i-=l l i 

N. 
ÕN„ ÕN,_^^^ 

õ^ 

N^(^,Ti) = - - ( \ + Ti)(\-^) . 
4 

(3-83) 
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CAPÍTULO 4 - RESULTADOS NUMÉRICOS 

Por sugestão da banca examinadora é simulado üffl caso ädiciöfläl päfä ö terceifd problema äflälisädö 
nesta tese, que é o seguinte: 

4.3 Problema de escoamento atiavés de uma expansão abrupta na forma de degrau - ("backward-facing 
step") 

Caso 3. Com o objetivo de verificar se os resultados obtidos nos dois casos simulados anteriormente, para o 
problema dó escóaítiéñto átrávés dé uñiá êxpáiisãó abrupta íiá fórmá dé dégráu, não sófi'ém influencias dévidó ás 
cófidiçõés dê cóiitóriiò impostas pára ó problema, simulá-sé urii tércéiró casó. Nésté casó utilizã-sé uiii 
comprimento dó dóíííínio dé éScóámeñfó bem máióf dó qué ó ádótadó nos Cásós 1 é 2 ã fim dé miiiiiäizar ós 
efeitos das cõíídíções de cöiiföriiö öö comportamento dös fésültados. 

Paia realização desta análise repreduz-se o expeiinientö feito por Denliâiiii e Patrick (1974), onde ö 
escoamento do fluido é realizado através dé tun duto, como mostra a Figura 4.36. O fluido utilizado iiö 
experimento é a água, sendo que o perfil da componente da velocidade de entrada na direção x, u, é parabólico. 
Neste caso analisado utiliza-se o experimento de Denhara e Patrick (1974) com número de Reynolds igual a 73. 
A geometria do canal de escoamento está apresentada na Figura 4.36. 

(D) 

d 2 

z 
4 i 

{A)l u 
( C ) 

( B ) 

Figura 4.36 - Geometría utilizada pára simulação dé éscóáriléritó através dé müã expansão ábníptá riã fõríüá 
dé üm dégrãü (" báck\mrd-fúcing síep"). 

Os dados géõméQicõS üOUzados íiá süílüláçãõ ílüíííéricã déstê câSõ sãõ õs ségüinfês: d Cõffipilffleüfõ 
total do canal de escdáiiiento é compostd por Lj = 0,12m ê ¿2 = 0,24m é a lãígwa da face direita é dada por 
d = 0,045ffl (largura do degrau, di = 0,015ffl g largura da entrada, ¿¿2 = 0,030ffl). As propriedades físicas 
utilizadas para a água sao as seguintes: viscosidade dinámica, p = 0,001 kg/sm~ e a massa específica, 
p = ÍÕÕÕkg/m .̂ Óbserva-se que neste caso o domínio de escoamento utilizado foi bem maior do que nos casos 
anteriores, justamente para minimizar a influência das condições de contorno no problema. 



As condições de contomo adotadas para este problema são as seguintes: o perfil da componente da 
velocidade na direção x, u, prescrito na entrada, como pode ser visualizado através da Figura 4.36, e a pressão 
prescrita na salda. Numericamente tem-se as segmntes condições de contomo: 

(i) Entrada, face A : 

Perfil parabólico para u, como mostrado na Figura 4.36, com velocidade média, 

ñ = 0,00485m/s e w = O ; 

(ii) Parede sólida, face B: 

M = O, w = 0; 

(iii) Saída, face C : 

Psaida = 0; 

(iv) Parede sólida, face D: 

w = O, w = 0; 

Com as propriedade físicas adotadas para a água e com a velocidade média na entrada o número de Reynolds, 
segundo Denham e Patrick (1974), neste caso é dado pela equação (4-3) e é igualada a 73. 

A fím de comparar os resultados obtidos com o modelo numérico e aqueles alcançados 
experimentalmente por Denham e Patrick (1974), são considerados os seguintes pontos de medida ao longo da 
direção do dominio de escoamento, -0,012m; Om; 0,012m; 0,030m; 0,060m; 0,090m e 0,12m, como pontos de 
referência, onde a posição O m corresponde ao ponto onde inicia-se o degrau. 

Como nos outros dois problemas anteriores utiliza-se o programa PMEFH2D desenvolvido neste 
trabalho para a simulação numérica, sendo que neste caso o comprimento total do domímo de escoamento é de 
0,36m. Este comprimento corresponde a mais do que duas vezes o tamanho do canal de escoamento adotado nos 
dois casos anteriores. No entanto, neste caso mantém-se o tamanho dos elementos igual ao do caso 2, ou seja, 
utüiza-se imia malha de 60x8 elementos retangulares, nas direções jc e z respectivamente e novamente simula-se 
numericamente a expansão na forma de degrau para a expansão de grau 3. Neste caso, adota-se apenas a 
expansão de grau 3 por se saber das simulações anteriores que a medida que aiunenta-se o grau da expansão 
obtém-se melhores resultados. 

Dos oito elementos retangulares na direção z, quatro são distribuídos igualmente ao longo da distância d\ 
e quatro ao longo de dj,, enquanto que na direção x os 60 elementos retangulares são distribuídos iguaknente ao 
longo deLí ela. O intervalo de tempo utilizado na simulação deste problema é de 10"' segundos. 

A Figura 4.37 mostra a evolução da velocidade ao longo do dominio de escoamento, obtido pela 
simulação numérica para as expansão de grau 3. Sendo que o corte na figura assinalado de azul apresenta de 
forma ampliada o perfü da velocidade na região da entrada. Nesta região observa-se que a velocidade é a 
plenamente desenvolvida e apresenta um perfil parabólico, devido a condição imposta na entrada (face A), no 
entanto, a medida que se caminha ao longo do dominio de escoamento o perfil da velocidade varia devido a 
presença da expansão abmpta na forma de degrau. O corte assinalado de vermelho mostra que o perfil da 
velocidade próxima ao degrau é o esperado, pois para uma expansão abrupta verifica-se a existencia da 
recirculação do fluido em tomo da região do degrau. 
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Figura 4.37. - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de um degrau 

{^hackward-facing step "), obtido com PMEFH2D, grau=3- Caso 3. 

Por meio da Figura 4.38 pode-se ver a comparação entre os resultados da velocidade obtidos 
experimentaknente e o calculado pela simulação numérica para a expansão de grau 3. Observa-se que o perfil da 
velocidade se aproxima razoavelmente bem do perfil experimental para este caso. Verifica-se também, que os 
perfis da velocidade calculados para cada um dos pontos de medida se distanciam mais dos resultados 
experimentais a medida que se afasta da entrada, como ocorreu nos Casos 1 e 2. 
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Figura 4.38 - Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados experimentais 

de Denhan e Patrick (1974), para Re = 73e grau=3- Caso 3. 



12 

As diferenças entre os resultados experimentais e os calculados podem ser vistas na Tabela 4.4, que 
apresenta os erros médios entre os resultados obtidos com PMEH2D e os correspondentes experimentais, para a 
expansão de grau 3. 

Tabela 4.4 - Valores dos erros médios obtidos entre os resultados experimentais e os calculados pelo 
programa computacional PMEFH2D, para cada uma das posições de 

medida e grau da expansão igual a 3 - Caso 3. 

Posição na 
direção x (m) 

Erro médio {Smédio) 

grau = 3 (%) 
0,012 5,67 
0,030 6,09 
0,060 8,83 
0,090 10,42 
0,12 12,97 

Comparando-se os resultados deste caso com os resultados do Caso 2 para expansão de grau 3, observa-
se que os valores dos erros médios são ligeiramente superiores a medida que o perfil da velocidade se afasta da 
entrada do degrau. Este comportamento da velocidade ao longo do domímo de escoamento revela que a 
condição de contorno imposta na saída influência ligeiramente o comportamento da velocidade, ou seja, 
observa-se que no Caso 2 os erros médios encontrados são ligeiramente menores que os obtidos no Caso 3, a 
medida que a posição de medida se afasta do degrau, pois no Caso 2 os resultados obtidos sofreram uma 
pequena influência da condição de contomo na saída. Conclui-se que, neste tipo de análise o tamanho do 
domínio de escoamento adotado deve ser o suficiente para que as condições de contomo impostas para o 
problema não interfiram no comportamento dos resultados finais. 

Neste caso também, verifica-se que os erros médios apresentados para a expansão de grau 3, são 
inferiores aos obtidos para a expansão de grau 1 do Caso 1 e da mesma ordem de grandeza daqueles obtidos para 
a expansão de grau 2 do Caso 1. Isto confirma o bom desempenho do método numérico proposto neste frabalho, 
ou seja, o MEFH não necessita de uma da malha muito refmada, pois com um aumento do grau da expansão 
pode-se obter bons resultados mesmo com malhas pouco refinadas. Esta é a grande vantagem do método 
numérico desenvolvido neste trabalho. 

O contomo da pressão ao longo do domínio de escoamento, para a expansão de grau 3, podem ser visto 
afravés das Figuras 4.39. Neste caso observa-se que a pressão é constante na enfrada, negativa perto da região do 
degrau, devido a recirculação do fluido, crescendo ao longo do escoamento e indo a zero na saída, que é 
condição de contorno imposta para o problema. 
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Figura 4.39 - Contorno da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com Re-73e 
grau =3, Caso3. 
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CAPÍTULO 5 - CONCLUSÕES 

Página 125: Substituir o segundo parágrafo por: "Constatase que a grande vantagem do método da expansão 
em funções hierárquicas é a capacidade de adaptar o grau da expansão até o valor necessário ou 
desejado para uma dada precisão durante o cálculo do escoamento, ao invés de refinar a malha, 
sem que para isto haja a necessidade de reiniciar o problema, como ocorre no método dos 
elementos finitos convencional. A grande vantagem do MEFH se deve ao fato da possibilidade de 
adaptar o grau da expansão ao invés do refino da malha, pois a alteração do grau da expansão é 
realizado facilmente e não exige o reinicio do problema. Observase, contudo, que neste trabalho 
não foi implementado a adaptação do grau da expansão durante a solução do problema. Para fim 
de simplicidade, neste trabalho, o grau da expansão é definido no início da solução e não é 
posteriormente alterado. " 

Substituir o terceiro parágrafo por: "O método de Chorin é utilizado neste trabalho, devido a sua 
simplicidade no tratamento das equações da quantidade de movimento. Por este motivo titilizouse o método 
de Chorin (transitório), para o acoplamento entre a pressão e a velocidade, ao invés da aplicação de outros 
métodos de tratamento de acoplamento, próprios para regime permanente, por não serem facilmente 
aplicados ao MEFH. Obsen'ouse por meio deste trabalho, que para graus de expansão superiores a 2 não se 
tem idéia dos custos computacionais envolvidos, e quais seriam os benefícios de aumentar o grau da 
expansão com o objetivo de obter melhores resultados. " 

Página 126: Substituir o terceiro parágrafo por: "A motivação para o desenvolvimento de trabalhos futuros 
advém do fato de que, apesar da metodologia desenvolvida ter se mostrado bastante potente na 
resolução das equações de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis em duas dimensões, em 
regime laminar para malhas cartesianas estruturadas, poucos problemas de dinâmica de fluidos se 
encaixam nestas simplificações. Assim a eliminação destas limitações, ou seja, capacidade para 
resolver problemas de três dimensões, simulações de escoamento turbulento, tratamento de fiuidos 
compressíveis e modelagem de geometria complexas, é de importância fundamental para o sucesso 
da aplicação do método de expansão em funções hierárquicas. " 

Incluir em trabalhos futuros: "Utilização da expansão das componentes da velocidade, u e w no 
lugar das velocidades médias i7 e w, respectivamente, as quais são utilizadas na função peso P^ 
como mostra a equação (3-14). Pois a utilização das velocidades médias na definição da função 
peso é uma aproximação razoável apenas para ordens de interpolação baixas. Quando são 
assumidas as velocidades médias nos elementos de malhas mais grosseiras, estes valores poderão 
estar fora da realidade ocasionando erros nos cálculos. " 

Testar a aproximação de Petrov-Galerkin consistente, que trata todos os termos das equações de 
conservação da mesma forma, ou seja, utilizar a função peso, dada pela equação (3-14), em todos os 
termos que aparecem nas equações de conservação. " 



APLICAÇÃO DO MÉTODO DA EXPANSÃO EM FUNÇÕES HIERÁRQUICAS NA 
SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE NAVIER-STOKES PARA FLUIDOS INCOMPRESSÍVEIS. 
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ERRATA 

Página be: Substiüiir ò Resumo por: 

^ Resumo 

"Este trabalho consiste na aplicação do método da expansão em Junções hierárquicas, na solução 
das equações de Navier-Stokes em duas dimensões para fluidos incompressíveis, com escoamento em regime 
laminar. 

Este método está baseado no método de elementos finitos. As fiinções de expansão utilizadas são 
baseadas nos polinómios de Legendre, ajustadas nos elementos retangulares de fi)rma a definir fiinções de 
canto, de lado e de área. A ordem das fiinções de expansão associadas aos lados e às áreas dos elementos é 
ajustada até o grau necessário ou desejado. Este método é denominado de Método de Expansão em Funções 
Hierárquicas (MEFH). 

A fim de validar o método numérico proposto, analisa-se três problemas conhecidos da literatura em 
duas dimensões. Os resultados mostram a capacidade do método em fornecer resultados precisos. 

A partir dos resultados obtidos nesta tese, conclui-se que o método de expansão em funções 
hierárquicas pode ser aplicado com sucesso na solução de problemas de mecânica de fluidos, que envolvam 
fluidos incompressíveis em regime laminar. " 

i 
Página X : Substituir o Abstract por: 

Abstract 

"This work applied of the expansion of the variables in hierarchical fiinctions for the solution of the 
Navier-Stokes equations for incompressible fluids in two dimensions in laminar flow. 

This method is based on the finite element method. The used expansion functions are based on Legendre 
polynomials, adjusted in the rectangular elements in a such a way that comer, side and area fiinctions are 
defined The order of the expansion fiinctions associated with the sides and with the area of the elements can be 
adjusted to the necessary or desired degree. This method is denominated by Hierarchical Expansion Method 

In order to validate the proposed numeric method three well-known problems of the literature in two 
dimensions are analyzed. The results show the method capacity in supplying precise results. 

From the results obtained in this thesis it is possible to conclude that the hierarchical expansion method 
can be applied successfully for the solution offluid dynamic problems that involve incompressible fluids. " 
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funções peso são diferentes das funções de expansão, como utilizado na formulação 

Galerkin. 

A formulação Petrov-Galerkin consiste no método conhecido como SUPG 

("Streamline Upwind Petrov-Galerkin") desenvolvido por Brooks e Hughes (1982). 

Neste método as fimções peso descontínuas são construídas adicionando-se às fimções 

peso de Galerkin na forma de uma perturbação que atua somente na direção das linhas de 

corrente. Segundo Zienkiewicz et al. (1976), este método apresenta estabilidade e precisão 

nos resultados. 

Um dos problemas mais complexos de se resolver no caso de fluidos 

incompressíveis é o forte acoplamento entre a pressão e a velocidade, que aparece nas 

equações da quantidade de movimento. Existem, na literatura, diversos métodos para tratar 

este tipo de acoplamento. O objetivo de todos eles é criar uma equação de pressão que 

permita que o processo iterativo avance, observando a conservação da massa. Os 

precursores no desenvolvimento de métodos para tratar o acoplamento pressão-velocidade 

foram: Harlow e Welch (1965), Chorin (1967) e (1971), Amsden e Hariow (1970) e 

Patankar e Spalding (1972). Os métodos de acoplamento pressão-velocidade mais 

difiindidos são apresentados no item de Revisão Bibliográfica. 

Optou-se, neste trabalho, pela utilização do método de Chorin no tratamento do 

acoplamento pressão-velocidade. O motivo desta escolha é a simplicidade do método no 

tratamento das equações de conservação da quantidade de movimento para criar uma 

equação de pressão (equação de Poisson), que satisfaz a conservação da massa. 
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1.1 Objetivo 

O objetivo deste trabalho é desenvolver um novo método numérico, baseado no 

método de elementos finitos, utilizando-se a ft)rmulação Petrov-Galerkin, em conjunto 

com a expansão das variáveis em fijnções quase hierárquicas, para a solução das equações 

de Navier-Stokes em duas dimensões, para fiuidos incompressiveis, com escoamento em 

regime laminar. Os diversos termos das equações de conservação são tratados de fijrma 

distinta. Assim, para os termos convectivos das equações de Navier-Stokes é utilizada a 

fiarmulação de Petrov-Galerkin, enquanto que para os termos temporais, viscosos e 

difiísivos é empregada a fi^rmulação de Galerkin. 

Com o objetivo de demonstrar a aplicabilidade do novo método numérico proposto 

neste trabalho, são utilizadas apenas malhas estruturadas retangulares para a solução 

numérica de problemas de dinâmica de fluidos. 

Neste método, as fiinções de expansão são polinomios ft)rmados a partir dos 

polinomios de Legendre, os quais são ajustados nos elementos retangulares de uma 

maneira inédita, de forma a definir fimções de canto, de lado e de área. Ajusta-se a ordem 

(grau) das fimções de expansão dos lados e das áreas dos elementos retangulares até o grau 

necessário ou desejado. 

A grande vantagem da expansão em fimções hierárquicas é a capacidade de adaptar 

o grau do polinomio de expansão até o valor necessário ou desejado durante o cálculo do 

escoamento, ao invés de refinar a malha, sem que para isto haja a necessidade de reiniciar 

o problema, como ocorre no método dos elementos finitos convencional. Além disto, a 
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1.2 Revisão bibliográfica 

Os métodos numéricos existentes na literatura para o tratamento das equações de 

Navier-Stokes na solução dos mais diversos tipos de problemas de engenharia são os 

seguintes, o método das diferenças finitas (MDF), o método dos volumes finitos (MVF) e 

o método dos elementos finitos (MEF). 

possibilidade de adaptar o grau do polinomio de expansão é vantajoso ao invés do refino 

da malha pois, é realizado facilmente e não exige, novamente, o reinicio do problema. 

Ressalta-se que praficamente todos os problemas numéricos presentes na solução 

de escoamento de fluidos em três dimensões estão também presentes em escoamento duas 

dimensões. As equações ufilizadas são facilmente modificadas para considerar três 

dimensões e existe a possibilidade, e principalmente a facilidade de estender este método 

para três dimensões. 

Como mencionado anteriormente, este trabalho dá origem a um novo método 

numérico baseado no método de elementos finitos em conjunto com a expansão das 

variáveis em fianções quase hierárquicas. Por conveniência, este método é denominado de 

Método da Expansão em Funções Hierárquicas (MEFH). A partir deste trabalho gerou-se 

um programa computacional que é denominado de Programa do Método da Expansão em 

Funções Hierárquicas em 2 Dimensões (PMEFH2D). 
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O MDF foi durante muitos anos utilizado na solução de problemas de fluidos, mas 

não se tinha habilidade no tratamento de geometrias complexas, e teve todo o seu 

desenvolvimento baseado em coordenadas ortogonais, como a cartesiana, a cilíndrica e a 

esférica. Segundo Malíska (1995) muitas pessoas ainda vinculam o MDF com malhas 

cartesianas, de forma equivocada, uma vez que este método pode ser aplicado a qualquer 

ripo de malha, mesmo as não estruturadas usadas em elementos finitos. 

O MEF clássico empregava fijnções peso do tipo Galerkin, que equivale ao uso das 

diferenças centrais no método das diferenças finitas, para resolver os problemas de 

Sabe-se da literatura, que o método dos elementos finitos fo\ durante muito tempo 

preterido em relação ao método de diferenças finitas, quando o problema analisado era da 

área de mecánica dos fluidos. A razão desta pouca utilização foi o insucesso das primeiras 

experiências de aplicação deste método a esta classe de problemas. Embora o MEF fosse 

uma boa ferramenta para o tratamento de geometnas complexas, não possuia a habilidade 

necessária para o tratamento dos termos convectivos presentes nas equações de 

movimento. Por este motivo, durante muito tempo, o método de diferenças finitas foi 

uülizado para o tratamento de problemas da mecârúca dos fluidos em geometrias simples. 

Nesta época iniciou-se o aprimoramento do método dos volumes finitos (MVF), no qual as 

equações aproximadas são obtidas através do balanço das grandezas em questão (massa, 

quantidade de movimento, energia, etc.) nos volumes elementares ou volumes finitos. Este 

método, por sua vez, era utilizado para problemas de fluidos, mas para geometrias mais 

complexas. Muitos analistas envolvidos com MDF passaram a usar o MVF, visto que 

ambos os métodos numéricos são equivalentes para uma série de problemas, levando 

muitas pessoas a confijndi-los. 
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escoamento de fluidos. No entanto, observou-se que o método de Galerkin é adcc|uado 

apenas para problemas puramente difusivos. Um dos primeiros a aplicar este método para 

equações de fluidos foi Zienkiewiscz et al. (1976), com a publicação de um traballio que 

aplicava o método de Galerkin, onde as fijnções de expansão e peso utilizada» eram 

funções lineares, quadráticas assimétricas. O sucesso deste método, deve-se ao fato do 

problema ser essencialmente difusivo. Contudo, quando este método era utilizado para 

resolver problemas com convecção predominante, eram observados dois problemas 

básicos. O primeiro é o surgimento de divergências na solução numérica, provocadas pela 

utilização de um método de solução numérica inadequado para este tipo de problema. O 

segundo é a obtenção de soluções não realistas, isto é, soluções que apresentavam muitas 

oscilações numéricas, devido ao fato de que um esquema similar ao de diferenças centrais 

não possui habilidade para dissipar as perturbações inerentes ao processo de solução, 

segundo Zienkiewicz et al. (1976). 

Para resolver problemas convectivos e difusivos passou-se a empregar as funções 

peso do tipo Petrov-Galerkin. Este tratamento possibilitou um grande avanço na aplicação 

do MEF, permitindo a solução de problemas de dinâmica de fluidos, com a minimização 

dos efeitos de difusão numérica. Neste método, conhecido como SUPG, às funções peso 

descontinuas são construidas adicionando-se às funções peso da formulação de Galerkin 

uma perturbação que atua somente na direção das Unhas de corrente. Hughes (1987), 

apresenta um breve histórico do surgimento do método SUPG. Em sua opinião, tanto o 

termo "streamline" como "upwind" são palavras indevidamente empregadas neste 

contexto, por serem nomes utilizados de forma pejorativa em alguns círculos científicos. 

No entanto, estes termos são tão populares na área de métodos numéricos, que a sua 

utilização é inevitável. O nome Petrov provém da referência fornecida por Mikhlin (1964), 
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embora o crédito desta técnica não se deva a Petrov, enquanto que o nome Galerkin é 

empregado adequadamente pelo fato do método SUPG estar baseado na formulação 

clássica de Galerkin. O primeiro trabalho publicado sobre este assunto foi realizado por 

Hughes e Brooks (1979), onde o método SUPG foi aplicado às equações de Navier-Stokes 

para fluidos incompressiveis. Posteriormente, os mesmos autores publicaram outros 

trabalhos sobre este método, Brooks e Hughes (1980) e Brooks (1981). Observou-se, na 

ocasião, que nos trabalhos de Dendy (1974), Wahibin (1974), Raymond e Garter (1976), 

Baker (1979) e Nakazawa, Argyris et al. (1984), o tratamento dos termos difiísivos ou 

eram desprezados ou tratados de forma incorreta. Este problema foi completamente 

resolvido por Hughes e Brooks (1982). A partir deste trabalho surgiram outros como o de 

Johnson, Nâver e Pitkâranta (1984), Johson (1982), Nâver (1982), Johson et al. (1984), 

Johson e Szepessy (1985), Johson (1986), Johson e Saranen (1986), Johson e Szepessy 

(1986), Johson e Szepessy (1986), os quais desenvolveram uma análise matemática 

extensa do método SUPG. Nestes trabalhos esta metodologia também foi estendida para 

problemas transitórios e para fluidos incompressiveis. Adicionalmente, Hughes, Franca e 

Mallet (1987) aplicaram o método SUPG para a solução das equações de Navier-Stokes 

para fluidos comprenssíveis em duas dimensões. 

Atualmente, observa-se que os métodos dos volumes finitos e dos elementos finitos 

resolvem problemas altamente convectivos em geometnas complexas, mostrando que 

existem semelhanças entre eles. Do ponto de vista matemático estes três métodos 

numéricos (MDF, MVF e MEF) podem ser derivados do método dos residuos ponderados, 

empregando-se diferentes fianções peso. No caso do MDF, a fimção peso utilizada é a 

função delta no ponto considerado. Para o MVF, a fiinção peso empregada é uma constante 

igual a 1 no volume elementar e igual a zero em todos os outros volumes elementares. No 
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Na medida em que nesta tese é utilizada a formulação Petrov-Galerkin, é realizada 

uma revisão detalhada desta classe de método. A partir da década de 80 o método SUPG, 

começou a ser largamente empregado para a solução dos mais diversos tipos de problemas 

de dinâmica de fluidos e problemas convectivos-diflisivos. Algumas das aplicações nesta 

área podem ser vistas nos trabalhos a seguir. 

Tezduyar, Glowinski e Liou (1988), empregaram o método SUPG na solução das 

equações de Navier-Stokes em fluidos incompressiveis. Neste trabalho, a técnica utilizada 

para solucionar o problema do acoplamento pressão-velocidade foi resolver as equações da 

quantidade de movimento em termos de corrente e de vorticidade. Neste caso, o número de 

fimções é reduzido de três para dois e o campo de vorticidade é calculado dh-etamente ao 

invés de ser obtido a partir da diferenciação do campo de velocidades. Embora esta técnica 

seja atraente, ela se aplica apenas para problemas bi-dimensionais. Além disso, os autores 

caso do MEF (Petrov-Galerkin) são utilizadas funções peso descontinuas. Este método é 

conhecido como SUPG {"Streamline Upwind Petrov-Galerkin"), onde as funções peso 

descontinuas são construídas adicionando às fimções peso de Galerkin uma perturbação 

que atua somente na direção das linhas de corrente. Este método apresenta estabilidade e 

precisão nos resuUados para problemas que envolvam fluidos. 

Embora, os métodos numéricos mencionados neste item sejam todos derivados do 

mesmo princípio e diferirem apenas na fimção peso escolhida, na prática o que se tem são 

diferentes graus de experiência dos usuários com os diversos métodos na solução de 

variados tipos de problemas. 
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observaram que o uso desta técnica tomava a convergência lenta e o processo iterativo 

bastante instável. 

Kondo, Tosaka e Nishimura (1991) empregaram a ílinção peso da formulação de 

Petrov-Galerkin, que é obtida pela soma da função peso padrão de formulação de Galerkin, 

com as suas segunda e terceira derivadas. Esta técnica foi aplicada com sucesso às 

equações de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis em duas e também em três 

dimensões. 

Argyris, Laxander e Szimmat (1992) utilizaram o método de elementos finitos 

para problemas de escoamento de fluidos com acoplamento entre as velocidades e a 

temperatura. Os autores utilizaram as equações de conservação em conjunto com a 

formulação SUPG, para tratamento dos termos convectivos que aparecem nas equações de 

Navier-Stokes. A formulação proposta neste trabalho mostrou-se eficiente para várias 

aplicações práticas, em particular a possibilidade de calcular a troca de calor entre 

estruturas sólidas e o fluido e a troca de calor por radiação térmica. 

Sampaio et al. (1993) apresentaram um trabalho onde foi empregado o método de 

Petrov-Galerkin juntamente com uma estratégia de malhas adaptativas na solução das 

equações de Navier-Stokes para fluidos viscosos incompressiveis, em problemas 

transitórios. Os autores verificaram a necessidade de utilizar a estratégia de refinamento 

das malhas, em problemas de mecânica de fluidos transitórios, em razão da existência de 

regiões que apresentam altos gradientes de velocidades ao longo do escoamento. O 

procedimento matemático adotado neste trabalho para o tratamento pressão-velocidade é 

similar ao método SIMPLER desenvolvido por Patankar (1979). Sampaio et al. (1993) 
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introduziram também uma ferramenta para estimar o erro de cálculo nos gradientes de 

velocidade, dada por Zienkiewicz e Zhu (1987), de forma a fornecer informações quanto á 

necessidade de se refinar a malha, com a finalidade de se alcançar melhores resuUados. 

Eles aplicaram o método proposto com sucesso em problemas de dinâmica de fluidos. 

Nigro, Stroti e Idelsohn (1994) aplicaram com sucesso o método SUPG para a 

análise de escoamentos bifásicos. As equações de conservação foram escritas para cada 

uma das fases, liquida e vapor. A fase gasosa foi tratada como fluido incompressivel, pelo 

fato das velocidades envolvidas serem muito menores do que a velocidade do som. Na 

literatura este tipo de tratamento é conhecido como fluido quase incompressivel. 

Kakuda, Tosaka e Naltamura (1996) empregaram o método SUPG na solução de 

problemas de fluidos viscosos incompressiveis em três dimensões com alto número de 

Reynolds. A fiinção de expansão utilizada foi uma função exponencial. Neste caso, o 

tratamento do acoplamento pressão-velocidade foi feito pelo método de Chorin. Os 

resultados numéricos obtidos neste trabalho mostraram que a metodologia aplicada é capaz 

de resolver problemas de escoamento em cavidades cúbicas e apresenta estabilidade nos 

resultados para número de Reynolds até iC, que era até aquele momento um resultado 

difícil de ser obtido. 

Rappitsch, Pektoid e Pemkkopf (1997) diversificaram a aplicação do método 

SUPG para a área biomédica. O autores utilizaram o esquema numérico do método SPUG 

para a simulação do escoamento sangüíneo e dos processos de transporte em grandes 

artérias. O escoamento sangüíneo foi descrito pelas equações de Navier-Stokes para 

fluidos incompressíveis em três dimensões. A resistência oferecida pelas paredes das 
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artérias foi descrita por um modelo de permeabilidade da parede. A formulação Petrov-

Galerkin foi utilizada no tratamento dos termos convectivos que aparecem nas equações de 

movimento. O estudo do mecanismo de transporte cardiovascular é muito importante no 

desenvolvimento da arteriosclerose. A influência da dinâmica de fluidos em artérias, como 

no caso do desenvolvimento das lesões arterioscleròtícas, já foi estudada tanto teórica 

como experimentalmente, como descrito por Perktold, Resch e Florian (1991), Perktold 

e Rappitsh (1994) e Perktold e Rappitsh (1995). Por meio deste trabalho, concluiu-se 

que a utilização do método de SUPG no tratamento do escoamento sangüíneo pode prever 

quais regiões cardiovasculares poderão, ocasionalmente, sofrer lesões arterioscleròtícas. 

Através deste estudo concluiu-se, também, que as lesões tendem a ocorrer em regiões 

arteriais que apresentam bifurcações ou curvaturas, conclusão esta de grande interesse da 

área médica. 

Sheu, Tsai, Hawang e Chang (1999) realizaram \im estudo empregando a 

formulação Petrov-Cjalerkin para a solução do escoamento sangüíneo em conecções 

cavopulmonares. Este estudo foi realizado para obter uma compreensão melhor do 

escoamento reverso que existe na circulação vascular. Neste trabalho foram utilizadas as 

equações de Navier-Stokes em duas dimensões para tratar o escoamento sangüíneo, sendo 

que o estudo foi feito para escoamento incompressivel e laminar. As paredes dos vasos 

sangüíneos foram consideradas rígidas. Nas duas úhimas décadas, esforços foram 

realizados na área experimental para compreender melhor o mecanismo do escoamento 

sangüíneo em sistemas vasculares. No entanto, com o avanço dos computadores, é possivel 

utilizar técnicas computacionais para modelar o escoamento sangüíneo no sistema vascular 

humano. Os autores atingiram este alvo, ou seja, a partir do seu estudo foi possivel uma 
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compreensão melhor do escoamento sangüíneo e dos efeitos da compensação e da 

distribuição sangüínea nas artérias pulmonares. 

Como mencionado, um dos problemas mais complexos de se tratar, ou seja, para 

resolver numericamente o escoamento de fluidos incompressíveis é o acoplamento entre a 

pressão e a velocidade. No método de Chorin (1968), que é um dos métodos mais 

conhecidos para resolver o problema do acoplamento entre pressão e velocidade, este 

problema é tratado através de um artifício em que as equações da quantidade de 

movimento são divididas em duas partes. A primeira equação contém apenas os termos 

convectivos e difiísivos das equações de momento e relaciona as velocidades do fluido 

com as pseudovelocidades denominas u*. A segunda equação, que consiste em uma 

equação de Poisson para a pressão, relaciona o gradiente da pressão com a velocidade do 

fluido. Este método é um método iterativo, onde obtém-se inicialmente a 

pseudovelocidade, posteriormente corrige-se a velocidade do fluido e finalmente calcula-se 

a pressão a partir da equação de Poisson. Este ciclo é repetido até afingir a convergência 

desejada. 

Com base no método de Chorin, foram desenvolvidos os métodos que mais 

causaram impacto na solução numérica de escoamentos incompressíveis. Estes métodos 

estão brevemente descritos a seguir. 

} 

í 

I 

O método SIMPLE ("Semi IMPlicit Linked Equation"), desenvolvido por 

Patankar e Spalding (1972), é baseado no método de Chorin. Neste caso, a pressão é 

escrita como a soma da melhor estimativa da pressão disponível, p*, mais uma correção, 

p\ que é calculada de maneira a satisfazer a equação da confinuidade. O método 
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1.3 Contribuição e inovação do trabalho 

Com base na revisão bibliográfica realizada, pode-se garantir a originalidade do 

emprego do método das fimções de expansão hierárquicas na solução das equações de 

Navier-Stokes e de conservação de energia para fluidos incompressiveis em duas 

dimensões. No entanto, deve-se ressaltar que o precursor do emprego deste método foi 

SIMPLER (SIMPLE revisado), Patankar (1980), (X)mo o próprio nome indica é uma 

derivação do método SIMPLE. Este método apresenta uma nova maneira de calcular o 

campo de pressões em cada iteração, procurando associar o cálculo do campo de pressões 

com as equações de quantidade de movimento. A correção do campo de velocidades é feita 

de forma idêntica àquela usada no método SIMPLE. O método SIMPLEC (SIMPLE 

consistente). Van Doormaal e Raithby (1984), tem o mesmo procedimento utilizado pelo 

método SIMPLE, diferindo apenas, nas equações de correção das velocidades. No método 

SIMPLEC não são desprezadas as diferenças entre as velocidades (w* e u , ) , como ocorre 

no método SIMPLE. O método PRIME ("Pressure Implicit Momentum Explicit"), 

Maliska (1981), tem o objetivo de realizar dois passos de urna só vez, ou seja, é feito ao 

mesmo tempo a correção da velocidade e o cálculo da pressão. Neste caso as equações da 

quantidade de movimento são usadas também como equações de correção e o campo de 

pressões que corrige as velocidades é o próprio campo de pressões procurado. Assim, o 

passo de correção de velocidades e o de determinação de pressão são feitos em conjunto. 

Em todos estes métodos a seqüência de cálculo é a mesma adotada pelo método de Chorin, 

ou seja, as velocidades são corrigidas de maneira a satisfazer a equação da conservação da 

massa e posteriormente as pressões são avançadas, para completar o ciclo iterativo. 
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Cabra l (1996), que utilizou com sucesso o método das fimções de expansão hierárquicas 

para resolver a equação de difiisão de nêutrons em dois grupos de energia em duas 

dimensões. Foi a partir deste trabalho que surgiu o desafio de aplicar o método da 

expansão em fimções hierárquicas em dinâmica dos fluidos. 

A grande contribuição do método de expansão em fimções hierárquicas está na sua 

simplicidade, versatilidade e precisão, como pode ser visto no trabalho de Cabral (1996). 

Para a solução de escoamento de fluidos o método consiste na aplicação da ft)rmulação 

Petrov-Galerkin para os termos convectivos das equações de Navier-Stokes, e da 

ftjrmulação Galerkin para os termos temporais, viscosos e difiísivos. As fianções de 

expansão são fiarmadas por polinómios, os quais são ajustados nos elementos retangulares, 

de fi)rma a definir fianções de canto, de lado e de área. Espera-se que este novo método 

numérico, quando aplicado na solução das equações de Navier-Stokes para fluidos 

incompressiveis em duas dimensões, alcance o mesmo sucesso obtido por Cabral (1996). 

A razão principal de serem utilizados neste trabalho os polinómios de Legendre 

como base das fimções de expansão, ao invés das fianções ortogonais do tipo seno, coseno 

ou exponencial, é porque um número menor de fianções são exigidas na solução dos 

problemas de dinâmica de fluidos. Isto ocorre, pois um polinómio é mais complexo do que 

as outras fimções e comparativamente tem uma maior capacidade de ajuste. Assim sendo, 

quanto menor íox o número de fiinções utilizadas, mais simples se toma o método 

numérico. 
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1.4 Sumário estruturado da tese 

Os capítulos desta tese estão elaborados com a estrutura descrita a seguir. 

O Capítulo 1 (Introdução) apresenta o objetivo do trabalho, uma pesquisa da 

literatura sobre os métodos Galerkin e Petrov-Galerkin aplicados em mecânica dos fluidos 

e sobre os métodos de acoplamento pressão-velocidade em escoamento de fluidos 

incompressíveis, as contribuições e inovações obtidas com este trabalho, noções gerais dos 

métodos numéricos existentes mais utilizados, e finalmente, a estrutura da tese. 

O Capítulo 2 (Equações de Conservação) apresenta as equações que governam a 

dinâmica dos fluidos, ou seja, as equações da continuidade, conservação da quantidade de 

movimento e conservação da energia e o método de Chorin, adotado neste trabalho para a 

solução do acoplamento pressão-velocidade existente nas equações de movimento para 

fluidos incompressíveis. 

O Capítulo 3 (Modelo Matemático) apresenta o desenvolvimento matemático do 

novo método numérico proposto neste trabalho (Método da Expansão em Funções 

Hierárquicas) na solução das equações de Navier-Stokes e de conservação de energia para 

fluidos incompressiveis em duas dimensões. Apresenta, também, o fluxograma do 

Ressalta-se novamente que a grande vantagem deste método é possibilitar o ajuste 

do grau do polinomio das fimções de expansão de fiarma a obter soluções precisas mesmo 

com uma malha grosseira, sem a necessidade de reiniciar o problema. 
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programa computacional desenvolvido (Programa do Método da Expansão em Funções 

Hierárquicas em 2 Dimensões - PMEFH2D). 

O Capitulo 4 (Resultados Numéricos) apresenta e analisa os resultados numéricos 

obtidos na aplicação do método da expansão em fimções hierárquicas em três problemas de 

escoamento de fluidos incompressíveis, em duas dimensões, com escoamento laminar. 

Estes casos são analisados com o objetivo de validar o método numérico proposto neste 

trabalho. 

O Capítulo 5 (Conclusões) apresenta as conclusões do trabalho desenvolvido, além 

de verificar se os objetivos propostos ft)ram alcançados. Neste capítulo, propõe-se, 

também, alguns trabalhos fijturos que tem por objetivo melhorar o método numérico 

desenvolvido neste trabalho, além de estender a sua aplicação em outras áreas. 
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CAPITULO 2 

EQUAÇÕES DE CONSERVAÇÃO 

As equações que governam a dinâmica dos fluidos são as equações da 

continuidade, quantidade de movimento e energia. Estas equações são demonstrações 

matemáticas de três princípios físicos fundamentais nos quais toda a dinâmica de fluidos 

está fiindamentada: a conservação de massa, a segunda lei de Newton e a conservação de 

energia. Este conjunto de equações é conhecido como sendo as equações de Navier-Stokes, 

que estão devidamente descritas neste capítulo. 

É comum os problemas de dinâmica dos fluidos estarem associados à problemas 

de transferência de calor. Em alguns casos, os dois problemas podem estar completamente 

acoplados, como no caso de problemas de convecção natural, ou seja, quando as 

propriedades físicas variam com a temperatura. Em outros casos, podem estar totalmente 

desacoplados, como por exemplo no caso de convecção forçada com fluido incompressível 

com propriedades físicas assumidas constantes. 

O problema mais difícil de ser resolvido na solução de problemas de mecânica dos 

fluidos, principalmente para fluidos incompressíveis, é o tratamento do acoplamento 

pressão-velocidade, que existe nas equações de movimento. As equações de conservação 

para fluidos incompressíveis em coordenadas cartesianas e o tratamento do acoplamento 

pressão-velocidade nas equações de movimento estão descritos nos próximos itens deste 

capítulo. 
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2.1 Equação da conservação de massa 

A equação da conservação de massa, escrita para um sistema cartesiano de 

coordenadas em três dimensões, segundo Bejan (1984), é dada por; 

õp ^ d{pa) ^ djpj) ^ g (pw)^Q ^ 

di ÔK dy dz 
(2-1) 

onde pea massa especifica do fluido, / é o tempo, M, v e w são as velocidades nas direções 

x,yQz, respectivamente. 

Neste trabalho o estudo está delimitado a fluidos incompressiveis, com a massa 

específica (p) considerada constante, logo a equação anterior pode ser reescrita da seguinte 

ft)rma: 

ÕU dv dw ^ 
— + — + — = 0 
dx dy dz 

(2-2) 

ou simplesmente, 

div V = 0. (2-3) 

onde F e o vetor velocidade. 

2.2 Equação da conservação da quantidade de movimento 

A partir da 2- lei de Newton, pode-se escrever as equações da conservação da 

quantidade de movimento para cada uma das três direções do sistema cartesiano de 
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coordenadas. Para tanto, utiliza-se a Figura 2.1, na qual observa-se as forças que agem 

sobre um volume elementar de fluido em cada uma das direções. Estas forças são as 

seguintes: 

a) forças de campo: forças gravitacionais e eletromagnéticas (forças que agem 

por distância); e 

b) forças superficiais: forças que agem na superficie do volume elementar, forças 

normais ou tangenciais. 

x„dydz < 

p+—dx dydz 
dx ) 

Figura 2.1 - Elemento de fluido em movimento. 

A forma genérica das equações da conservação da quantidade de movimento, 

segundo Anderson et al. (1984), para cada uma das três direções é dada por: 
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dí dx õy ÕZ (2-4) 

A equação (2-4) é conhecida como sendo a forma conservativa das equações de 

movimento, onde U,F,G,HqJ, são representadas pelos seguinte vetores: 

U = 

pu 

pv (2-5) 

F = 

pu' ^p - r 

pvu - T 

pmi -

(2-6) 

G = 

pUV - T 

+ P - -^yy 

pwv - r , 

(2-7) 

H = 
pUW - T 

PVW - T 

+ p -

(2-8) 

Pfy (2-9) 

onde p é a pressão,/., fy e / . são as forças de campo, , r ^ , , . r „ . r ^ , , r , , . r „ , r , , , e r 

são as tensões de cizalhamento, para cada uma das direções x, y, z. 
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As tensões de cizalhamento que aparecem nas equações (2-6), (2-7) e (2-8) são 

representadas por: 

2 

2 

3 

ÕU õv ÕW 

ÕX õy ÕZ 

õv ÕU ÕW 

õy ÕX ÕZ 

ÕW ÕU õv 

ÕZ ÕX õy 

ÕU õv ^ 
— + — 
õy ÕX 

ÕW ÕU 

— + — 
ÕX ÕZ J 

^õv õw^ 

- T 

- X 
^õz õy J 

onde fxéa viscosidade dinâmica. 

(2-10) 

(2-11) 

(2-12) 

(2-13) 

(2-14) 

(2-15) 

Através das condições de equilíbrio demonstra-se facilmente que as tensões de 

cizalhamento são iguais, no caso em que os índices são iguais, ou seja, Txy= Vxy, Txz= Í Í Z e 

Ty2 = Tyz. 

Para fluidos incompressiveis, além da massa especifica do fluido (/?), a 

viscosidade dinâmica também pode ser considerada constante. Além disso, neste 

trabalho as forças de campo não são consideradas, portanto, o tramo fonte representado 

pelo vetor J é nulo. 
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A partir da equação (2-4) considerando-se as hipóteses assumidas e lembrando que 

nestas condições divV = O, obtém-se as equações de conservação da quantidade de 

movimento para cada uma das direções x,y&z, respectivamente: 

du du ÕU ÕU dp d^u df^u d^u 
P— + P " — + pv— +P'^— = - ~ + M-z~T '^P~rT ' (2-16) 

di dx dy dz dx dx^ dy^ dz' 

õv õv õv õv 
+ P^TL ^ ^ T " õt ÕX dy dz 

dw dw dw dw 
p— + pu— + pv— + pw— 

dt dx õy dz 

dp d'v 

dx^^dx" '''dy' 

d'v 
+ p— +M 

d'v 

dz 2 ' 

a r 

d^w 

dx' dy dz 

(2-17) 

- M ^ - M ^ . (2-18) 

23 Equação de conservação da energia 

Aplicando-se o 1° princípio da termodinâmica em um volume elementar de fluido 

obtém-se a equação de conservação da energia para um sistema de coordenadas cartesianas 

em três dimensões, segundo Anderson et al. (1984), que é dada por: 

de de de de dO ,^2rr j T7 ^ p— + u— + V — +w— = — + kV T + pdivV + 0 , 
dt dx dy dz dí 

(2-19) 

onde e é a energia interna, kéa condutividade térmica. Té a temperatiu-a, Qéa geração de 

energia interna e 0éa função de dissipação, que é definida como: 

£OMISSÃOMF ,CU. .L. • ^ . . ' - ^ t - . R / S P - I P E M 
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0 = p. + 2 + 
dv ÔU 

[^õx dy 
+ 

dw dv^ 
— + — 
cy dz 

(du dw^ 7 2 (du dv dw^ 
+ + — — 1- — + 

l & dxj i \dx dy dz) 

(2-20) 

Para fluidos incompressiveis é conveniente reescrever a equação (2-19) em termos 

da temperatura, ou seja: 

dT dT ÕT 

õt dx dy dz 

+ 2 

du_ 

ydxj 
+ 2 

5 v ' 
+ 

ídw^ 2 (dv du^ 2 dw dv^ 2 (ÕU õw^ 

+ + + — + — + + — {dzj {dx dyj ^õy Õzj õx) 

(2-21) 

onde Cp é o calor específico a pressão constante. Novamente, observa-se que para fluido 

-> 

incompressível, com propriedades constantes div V =0. Além disso, nesta equação assume-

se que não há geração de energia interna, 0=0. 

2.4 Equações de conservação em duas dimensões 

O desenvolvimento matemático do método de expansão em fimções hierárquicas, 

proposto neste trabalho, envolve as equações da conservação de massa, quantidade de 

movimento e energia em duas dimensões. Assim, reduzindo as equações (2-2), (2-16), 

(2-17), (2-18) e (2-21), para as coordenadas cartesianas x e z, obtém-se um novo conjunto 

de equações. 
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A partir da equação (2-2) obtém-se a equação da conservação de massa em duas 

dimensões, que é dada por: 

du dw ^ 
— + — = 0 . 
dx dz 

(2-22) 

As equações da quantidade de movimento originam-se das equações (2-16) e 

(2-18), e são apresentadas a seguir para as coordenadas cartesianas x e z, respectivamente: 

du du du dp 
p— + pu h pw— = — 

dt dx dz dx 

dw dw dw dp 
p h pu h p w — = — 
^ dt ^ dx ^ dz dx 

Õ-u d'u 

d'w d'w 

dx' 
+ p 

dz' 

(2-23) 

(2-24) 

Finalmente, reduzindo-se a equação (2-21) de três para duas dimensões, obtém-se 

então, a equação da energia nas direções xez, dada por: 

dT dT dT k 
p V pu— + pw — = — V 1 +• 

dt 

^du dw^' 

dz c. dz^ dx 
+ 

2p du^ 

ydxj 
+ 

dw 

\dz j 

(2-25) 

2.5 Método de Chorin 

Durante muito tempo o acoplamento pressão-velocidade era resolvido f>elas 

funções corrente e vorticidade. No entanto, esta técnica apresenta certos inconvenientes, 

sendo que o maior deles é que as funções corrente e vorticidade são válidas apenas para 

duas dimensões, o que limita o método. 
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Como já foi mencionado anteriormente, em escoamentos incompressiveis ou 

mesmo de fluidos compressíveis a baixa velocidade, a dificuldade é determinar o campo de 

pressão que, quando inserido nas equações da quantidade de movimento, gera imi campo 

de velocidades que satisfaz a equação da continuidade. Em outras palavras, em razão da 

massa específica não variar com a pressão, no caso de fluidos incompressiveis, é 

necessário gerar uma equação para a pressão que satisfaz a equação de conservação de 

massa, de forma a permitir a solução do escoamento. 

Existem muitos métodos para o tratamento do acoplamento pressão-velociadade, 

como proposto por Chorín (1967), Amsden e Haríow (1970), Chorín (1971) e Patankar 

e Spalding (1972) entre outros, como visto no Capítulo 1. O objetivo de todos estes 

métodos é o de criar uma equação para a pressão, cuja solução ao ser introduzida nas 

equações de quantidade de movimento, gera um campo de velocidades que satisfaz a 

equação da conservação de massa. Um dos precursores neste tipo de tratamento foi Chorín 

(1967 e 1971). Ressalta-se que o método de Chorin é utilizado neste trabalho, devido á 

simplicidade do mesmo no tratamento das equações da quantidade de movimento. 

Chorín (1967 e 1971) desenvolveu dois métodos para resolver o problema de 

acoplamento entre a pressão e a velocidade para escoamento de fluidos incompressiveis. 

Um deles aplica-se apenas à solução de problemas em regime permanente. Neste caso 

utiliza-se o conceito de compressibilidade artificial, ou seja, trata-se o escoamento como 

compressível, sendo que a compressibilidade desaparece quando se obtém a solução do 

estado estacionário. 
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Neste trabalho foi adotado o segundo método proposto por Chorín (1971), que se 

aplica à solução de problemas transitórios. Neste caso, é utilizado um artificio para a 

solução das equações da quantidade de movimento, para cada uma das direções, é dividida 

em duas equações. A primeira equação relaciona as componentes da velocidade do fluido ti 

e w, em termos das componentes de uma pseudovelocidade, denominadas w* e w*. Estas 

novas equações de conservação da quantidade de movimento possuem apenas os termos 

temporais, convectivos e viscosos, que estão devidamente relacionadas com as 

componentes da pseudovelocidade. A segunda equação calcula o gradiente da pressão em 

função das componentes da pseudovelocidade, w* e w*. Obtém-se então, um novo conjunto 

de equações descritas em função das componentes da velocidade, das componentes da 

pseudovelocidade e da pressão, para cada uma das direções x e z. 

Para uma melhor compreensão do método de Chorin estão descritas a seguir as 

equações que compõem esse método. 

Inicia-se o desenvolvimento matemático do método aproximando-se a derivada 

temporal, que está presente na equação da quantidade de movimento ita direção x, equação 

(2-23), por uma diferença para trás, segundo o método das diferenças finitas, como pode 

ser visto a seguir: 

u - u 

Aí 

du dii 

+ pu— + fw 1-
ôx dx 

dp_ 

dx dx' dz^ 
(2-26) 

onde M é a velocidade na direção x, zl/ é o intervalo de tempo, w'"'̂  é a velocidade na 

direção x calculada no instante de tempo anterior í-Aí, u e w são as componentes das 
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velocidade nas direções x e 2, respectivamente, para o atual instante de tempo í, sendo que 

nesta equação este indice é suprimido a fim de facilitar a notação matemática. 

Conforme Chorín (1971) a pseudovelocidade u* é definida pela equação da 

quantidade de movimento na direção x sem o termo referente ao gradiente da pressão, da 

seguinte forma: 

Aí 

du* ÕU* 

ÕX ÕX õx' ^ õz' 
(2-27) 

A componente da velocidade na direção x é obtida a partir de uma correção na 

pseudovelocidade u* utilizando-se o gradiente de pressão na direção x, da seguinte forma: 

pu = fxi* - At 
Õp_ 

ÕX 
(2-28) 

Adota-se o mesmo procedimento matemático, utilizado anteriormente, para a 

equação da quantidade de movimento na direção z, equação (2-24), que também é dividida 

em duas partes, como pode ser visto a seguir: 

w* - w''^^ ÕW* ÕW* 

Aí 

o'w* õ'w* 

ÕX ÕX 
• + -

õx^ Õz' 
= o. (2-29) 

onde w* éa pseudovelocidade na direção z e w''^ é a velocidade na direção z calculada no 

instante de tempo anterior t-Aí. 

Similarmente, a componente z da velocidade, é obtida através de uma correção 

da pseudovelocidade w*, da seguinte forma: 
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dz 
(2-30) 

Assim, as componentes da pseudovelocidade, u* e w*, podem ser calculadas 

diretamente das equações (2-27) e (2-29) respectivamente. Enquanto que por meio das 

equações (2-28) e (2-30) calcula-se as componentes da velocidade, « e para o atual 

instante de tempo í, uma vez conhecido o novo campo de pressão p. 

Para o cálculo da pressão deriva-se uma equação que relaciona a pressão /? e as 

componentes da pseudovelocidade, w* e w*. Esta equação é obtida diferenciando-se a 

equação (2-28) em relação à direção x e a equação (2-30) em relação à direção z, 

resuUando nas seguintes expressões: 

dpu 

dx 

dpu* 

dx 

d 

dx 
Aí— (2-31) 

dpw 

dz 

dpM* 

dz 

d 

dz 
(2-32) 

Somando-se as equações (2-31) e (2-32) e considerando que o fluido é incompressivel 

ip = constante), obtém-se a seguinte equação: 

du dw 

'd^.^'d^ 
+ 

dx' ^ dz' 
J_ 
At 

du dw*^ 
+ dx dz 

(2-33) 

Fazendo uso da equação da continuidade (2-22), o primeiro termo do lado esquerdo da 

equação (2-33) é igual a zero, assim, obtém-se uma equação de Poisson para a pressão, 

dada por: 
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^ ¿tí 
du* àv* 

(2-34) 

4 

Conhecido o novo campo de pressão p, dado pela equação (2-34), pode-se 

determinar as velocidades w e w no atual instante de tempo a partir das equações (2-28) e 

(2-30) respectivamente. 

Salienta-se que embora a equação da continuidade não apareça explicitamente nos 

passos do algoritmo do método de Chorin, a mesma encontra-se embutida na equação de 

Poisson para a pressão. 

Em cada instante de tempo a solução das equações (2-27), (2-28), (2-29), (2-30) e 

(2-34), para obter as componentes M e w da velocidade e a pressão, é realizada de forma 

herativa, segundo os seguintes passos: 

1. obter w* e w* das equações (2-27) e (2-29), respectivamente; 

2. calcularp através da equação (2-34); 

3. calcular u ew usando as equações (2-28) e (2-30), respectivamente; 

4. iteragir entre os itens 1 e 3 até determinar as componentes da velocidade, uew, 

e a pressão dentro da precisão desejada; e 

5. avançar para o novo nivel de tempo. 

Observa-se que o Método da Expansão em Funções Hierárquicas (MEFH), 

proposto neste trabalho, utiliza o método de Chorin para a solução de problemas 

transhòrios na solução das equações de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis em 
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duas dimensões. O desenvolvimento matemático deste método é apresentado 

detalhadamente no Capítulo 3. 
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CAPITULO 3 

DESENVOLVIMENTO TEÓRICO 

O método numérico proposto neste trabalho consiste na aplicação do método da 

expansão em fimções hierárquicas para a solução de problemas de dinámica de fluidos em 

duas dimensões. São utilizados neste novo método as equações de conservação da 

quantidade de movimento e da pressão, obtidas da aplicação do método de Chorin, e a 

equação da conservação da energia, confiarme descrito no Capitulo 2. Este conjunto de 

equações é composto das equações que calculam as componentes da pseudovelocidade, u 

e w*, nas coordenadas cartesianas xez, respectivamente: 

Ai 

du du' 

dx dx , dx' dz' , 
= o 

' dw* dH* (d'w* d'w*^ w - -w 

At 
+ pu—- +pw-

ÕX dx 
- M - + — 

dx' dz' 
= o 

(3-1) 

(3-2) 

das equações das velocidades uew, nas direções x ez, respectivamente: 

pu - pu - Ai— ; 
dx 

p^v - pw - Ai— , 
dz 

e finalmente da equação de Poisson para a pressão, dada por: 

(3-3) 

(3-4) 
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òí 
OU ÕW 

(3-5) 

Ressalta-se que a solução deste conjunto de equações segue os passos do algoritmo 

proposto por Chorin, descrito no Capítulo 2. 

Como a equação da energia encontra-se desacoplada das outras equações de 

conservação, a mesma pode ser resolvida separadamente. Como este trabalho trata apenas 

de fluidos incompressíveis a equação da energia foi convenientemente escrita, como já 

vista no Capítulo 2, em termos da temperatura, para as coordenadas cartesianas x e z, ou 

seja: 

ÕT ÕT ÕT k . n 
õt ÕX ÕZ Cp Cp 

ÕU õw^ 2fi 
õz^ ÕX 

+ - + 
\ÕXj \ÕZ J 

(3-6) 

Neste trabalho são utilizadas as formulações de Petrov-Galerkin e Galerkin na 

solução das equações de Navier-Stokes, sendo que as funções de expansão utilizadas são 

baseadas em polinomios de Legendre, ajustadas nos elementos retangulares de forma 

conveniente. 

A seguir são apresentados todos os passos do desenvolvimento matemático 

aplicado ao conjunto de equações gerado pelo método de Chorin e a equação da 

conservação da energia, equações (3-1) a (3-6), para resolver problemas de escoamento de 

fluidos incompressiveis em duas dimensões. O primeiro passo é integrar e pesar este 

conjunto de equações em cada elemento. A fimção peso utilizada para os termos 

COMiSSAO ...•:LEÂR/5P-IPEÍ 
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convectivos segue a formulação Petrov-Galerkin e a função peso utilizada para os outros 

termos (temporais, viscosos e difixsivos) segue a formulação Galerkin, onde as funções 

peso são as próprias funções de expansão. A partir desta manipulação matemática, obtém-

se então, um conjunto de equações cuja solução representa o campo de velocidades, 

pressão e temperatura do fluido. 

3.1 Discretização do domínio da solução 

Como mencionado anteriormente este trabalho utiliza malhas cartesianas 

estruturadas para a discretização do dominio da solução. A Figura 3.1 apresenta um 

esquema de uma malha retangular estruturada, da forma como é utilizada nesta tese. 

0-JJ+J) 

m 

OJ+J) 
0 

Xi,Zj+] 

0+JJ+J) 

0 

Xi+i,Zj+i 

(i-lj) 

m 

Elemento (iJ) 

XuZj 

(i+lj) 

0 

Xi-,l.Zj 

(i-lJ-1) 
9 

Xi-],Zj.¡ 

(iJ-1) 
0 

XuZj-l 

0 

Xi+l,Zj.} 

^ > • 

Figura 3.1 - Esquema da malha retangular utiüzada. 
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Na malha da Figura 3.1 Ax¡j é o espaçamento na direção x do elemento ij, Azjj é o 

espaçamento na direção z do elemento iJ e as coordenadas Xy e z,j representam o ponto 

central do elemento iJ. 

Para facilitar a solução das equações de conservação e posteriormente permitir o 

uso de geometrias irregulares, sem grandes modificações nas equações, é utilizado um 

outro sistema de coordenadas. Neste novo sistema, as coordenadas são as variáveis ^ e ij, 

cuja correspondencia com as coordenadas do sistema cartesiano x e z, de cada elemento, é 

dada por 

^=2 

rj=2 
Az,, 

(3-7) 

(3-8) 

Observa-se que tanto e variam de - 1 a 1 dentro do elemento iJ. Nota-se que as 

coordenadas <̂  e são coordenadas locais de cada elemento. 

As derivadas das coordenadas ^ e 77 em fianção das coordenadas cartesianasx ez, 

são obtidas pela derivação das equações (3-7) e (3-8) respectivamente, obtendo-se o 

seguinte: 

Õ4 
ÕX Ar , , 

(3-9) 

õri_ 

ÕZ Az, 
(3-10) 
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As variáveis u*, w*, u ,w, p e T, são descritas por uma série de funções dentro de 

cada um dos elementos iJ, do domínio de discretização, como se segue: 

M M M M 

OT=y m=J m=] m=\ 

M M 

(3-11) 

onde M e o número total de funções utilizadas na expansão das variáveis em série, Nméa 

• * 

/n-ésima função de expansão para o elemento íj e u„ , ^mr, '^m:> Pm ^ são 

respectivamente os coeficientes das variáveis w*, w*, u , w, p e T, correspondentes à 

/n-ésima fimção de expansão. Dependendo do grau da expansão, ou do número de funções 

de expansão utilizadas nas séries, pode-se ajustar a precisão desejada para a solução. 

As funções de expansão das variáveis são baseadas nos polinomios de Legendre e 

ajustadas aos elementos retangulares. Uma descrição destas funções é fiímecida no 

item 3.4. 

3.2 Desenvolvimento matemático das equações de conservação para u m 

elemento 

As equações utilizadas para calcular o escoamento desejado são obtidas pela 

integração ponderada das equações da conservação da quantidade de movimento, da 

pressão e da conservação da energia, equações (3-1) a (3-6), como é mostrado no 

desenvolvimento que se segue. 
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Pesando-se e integrando-se as equações da pseudovelocidade M * e da velocidade u 

no elemento iJ, equações (3-1) e (3-3) respectivamente, obtém-se as seguintes expressões: 

ÕZ 

õ u õ u 
+ õx' ' õz' 

dV = 0 

N„pudV= ¡N^pu'dV- AljP^p^dV, 
l i ÕX 

(3-12) 

(3-13) 

onde V é o volume do elemento iJ e Pm é a flinção peso associada à m-ésima função de 

expansão para o elemento iJ. A fimção peso Pm segue a formulação de Petrov-Galerkin 

sendo dada, segundo Hughes e Brooks (1982), por: 

Aí _õN„ A / _ õ N „ pÁí 

2 ÕX ÕZ 2p õx' õz' 
(3-14) 

onde w é a velocidade média no elemento na direção x e é a velocidade média no 

elemento na direção z. 

De forma análoga, pesando-se e integrando-se as equações das velocidades (3-2) e 

(3-4) para a direção z, no elemento i,j de volume V, obtém-se o seguinte conjunto de 

equações para w* ew elemento ij: 

fes 
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^^p'^^'^dV ^¡F^pu^dV ^¡P^pw^dV-
At i dx i dz 

dw* dw* 

d^w* d'w* 

~d¡F^~^ 
dV = 0 

37 

(3-15) 

¡N^pwdV = \^„pw*dV - at¡P„^. (3-16) 

Pesando-se e integrando-se a equação de Poisson para pressão, equação (3-5), no 

elemento iJ de volume V, obtém-se: 

" dz' Aí 
?„^dV+{?„^dV 

^ i "* dz 
(3-17) 

Finalmente integrando-se e pesando-se a equação de conservação da energia, dada 

pela equação (3-6), no elemento iJ obtém-se a seguinte expressão: 

F^p^dV +\?„p^dV + \?^p^dV-¡N„ — V'TdV + 
õt p ÕX p ÕZ p Cp 

(3-18) 

m 
V "^P 

(ÕU õw) 
— + — 

^& ÕX ^ 

dV + 
2p 

m 
V 

'du^ fõw^^ 

ydXy 
+ 

Vdz 
dV=0. 

Observa-se que na verdade cada uma das equações (3-12), (3-13), (3-15), (3-16), 

(3-17) e (3-18) representam um sistema de M equações para o elemento Sendo que a 

w-ésima equação corresponde ao w-ésimo coeficiente da expansão da correspondente 

variável ou da w-ésima fimção de expansão. 
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A partir destas equações obtidas pela integração das equações de conservação no 

elemento da malha, aplica-se o método de expansão em funções hierárquicas para a 

obtenção das variáveis desejadas. Na seqüência são obtidas as equações das componentes 

da pseudovelocidade, das componentes das velocidade, da pressão e da temperatura, nas 

coordenas xtz, onde observa-se que cada equação é tratada separadamente. 

3.2.1 Equação da componente da pseudovelocidade na direção JC, u 

Para a obtenção da expressão utilizada no cálculo da componente u* da 

pseudovelocidade, aplica-se inicialmente o Teorema de Green na equação (3-12), 

chegando-se ao seguinte: 

N 
m At 

I ÕX I ÕX ÕX f 
is 

ÕZ 

ÕZ ^ ÕZ ÕZ 
= 0. 

param = \,...,M, (3-19) 

onde Sé a. área externa do elemento iJ. 

Abrindo as integrais da equação acima, para as direções x e z, tem-se a seguinte 

equação: 
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• í-A/ a . • 

N„ aros + p V„u—-—dxdz + p 
JC z 

Aí a»: " dz 

- P N . d z -

•'x=L. X z 
dx dx 

N . 
dz 

dx -

l l ^ ^ d x d z 
dz dz 

= O, param = \ , . . . ^ (3-20) 

onde Lx e Z,? representam simbolicamente os respectivos extremos x e z de cada um dos 

elementos da malha. Nota-se que nesta equação assume-se largura unitária para o dominio 

na dh-eção z. 

A fim de facilitar o cálculo das integrais e facilitar fiituramente o uso de geometrias 

irregulares faz-se a mudança do sistema de coordenadas de x, z para ^ , rj, por meio das 

equações (3-7), (3-8), (3-9) e (3-10). Além disso, introduzindo-se a expansão das variáveis 

u* eu, dadas por (3-11), obtém-se a seguinte expressão: 

M 

«=1 

11 

4bã 

M Az. • i i 

-1-1 -1-1 dç 

tL „Ax, ; 1 

+ 2 J J dij Áx^j 

Az, , 

-1-1 

dl. . 
- 1 ^ 5^ )r,-^ 

11 

[^dE, d^ 
-P 

Az,, 

1 r -5xr 

N, 
d n 

d r j - W ^ ^ d ^ d r j 

= P ^ ^ ^ : f ^ Z " r ^ Í Í N „ N „ c / ^ c / 7 , p a r a m = l , . . ^ r 
4 Aí 1 

(3-21) 

,1=1 
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Ax Az. . 
Dividindo a equação (3-21) por ———— e colocando-a na fonna matricial. 

tem-se: 

. M 

1/ fi ^ (3-22) 

onde A^'{ é a matriz de expansão da variável u para o elemento iJ, u é o vetor dos 

coeficientes da variável u* para o elemento iJ e hH é o vetor resultante para a variável u* 

para o elemento iJ. Nota-se que a dimensão da matriz A''-', s é (MxM) e a dimensão dos 

vetores «* e W'i é (A^l ) . O elemento (/»,«) da matriz A'"-! é dado por: 

M 2 ^ 

(3-23) 

e o /w-ésimo componente do vetor resultante, para o elemento iJ, que é dado por: 

(3-24) 

os parámetros a' '^, C^'-', C^^, e .D'^'^, contém as matrizes de dimensões (MxM) e os 

parámetros /í''-' e y''-^ formam matrizes com dimensões (MxMxM), ou seja, de três 

dimensões. Cada um dos elementos destas matrizes são definidas por integrais das fimções 

peso e expansão, da seguinte forma: 
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1 1 

(3-25) 
-1-1 

i i i i 

m 'w 
Ax,, i ¿ a^ 

_ A/ 
+ H ' 

1 1 
rõN„ ÕN, 

^i.J .1.1 ^4 

2p A/ j j a ^ N ^ aA^„ 

p àzfj.y^j ÕT]' õE, 
(3-26) 

; i 

YMIN,K =\]^M "^^K^^RJ = J J N„ ^ ^ K ^ ^ T J + Ü 
ÕN, 

11 

-1-1 

aA .̂ _ A/ 11 

-1-1 
õrj 

rõN^ ÕN„ 

^ i j . l . l ^ n Pàxfjy_jõ4^ ÕTJ 

2M Al [\õ'N„ÕN„ 

P ^Ij -11 

-^KD^DTJ, (3-27) 

-iV 77 = - 1 -7 

d^-fci 

=7 -7 7=-7 

C ' ^ = í 
ÕTJ 

(3-28) 

^ 7 = F C D ¡ ^ ^ ^ DTJ.fceJN 
-1 

ÕTJ 

ÕN. 

4-1 
-1 

ÕTJ 
DRJ. 

(3-29) 

1 1 

-1-1 
a ^ a ^ 

(3-30) 
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(3-31) 

Observa-se que Pm é a função peso dada pela equação (3-14). Nota-se que a 

matriz de parâmetros a''^ está associada com o termo temporal, as matrizes dos 

parâmetros ^ ' ' ^ e y^'-' com os tennos convectivos, as matrizes e D'^^ com os tennos 

difusivos, a matriz C'^^ com as condições de contorno nas faces x do elemento e a matriz 

C'¡^ com as condições de contorno nas faces z do elemento. 

Os termos fcd, fce,/cs e fci que aparecem nos parâmetros de contorno C^^^^ e 

Q m , n ' denominados de fatores de contorno e são definidos como se segue: 

fçd: é igual a 1 se a face direita do elemento iJ estiver no contorno do domínio da 

solução e igual a zero se não estiver, 

fçe: é igual a 1 se a face esquerda do elemento iJ estiver no contorno do domínio da 

solução e igual a zero se não estiver, 

fçs: é igual a 1 se a face superior do elemento iJ estiver no contorno do domínio da 

solução e igual a zero se não estiver e 

fci'- é igual a 1 se a face inferior do elemento i,j estiver no contorno do domínio da 

solução e igual a zero se não estiver. 
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3.2.2 Equação da componente da velocidade na direção j c , u 

Para o desenvolvimento da expressão utilizada para o cálculo da componente u da 

velocidade, as integrais da equação (3-13) são abertas em cada uma das direções x e z, 

obtendo-se a seguinte expressão: 

X2 XZ 

N^udxdz = pí{l<i„u*dxdz - Aí [ Í P ^ ^ d r a t , param == l,..,Ay. (3-32) 
ÕX 

O mesmo procedimento matemático adotado na obtenção da equação da 

pseudovelocidade u* é empregado para desenvolver a equação da velocidade u. 

Inicialmente faz-se a mudança do sistema de coordenadas x, z para as variáveis locais ^ e 

T], de acordo com as equações (3-7), (3-8), (3-9) e (3-10), respectivamente. Introduzindo-se 

a expansão para as variáveis m* uep, dadas por (3-11), obtém-se a seguinte equação: 

Ar- Az- • ̂  i i Ax -Az- • ^ i l 

n=l -7-1 n=l - i - i 

«=1 

param = 1,...,M. (3-33) 

Ax .Az. . 
Dividindo-se a equação (3-33) por ———— e reescrevendo-se na forma matricial, 

obtém-se o seguinte: 

(3-34) 
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onde A'lf é a matriz de expansão da componente u da velocidade no elemento iJ, «''-' é 

o vetor de coeficientes da velocidade u no elemento iJ e b^^ é o vetor resultante para a 

variável u para o elemento iJ. Novamente, ressalta-se que a dimensão da matriz A'^' é 

(MxM) e a dimensão dos vetores são (Mx\). O elemento (m,n) da matriz A ' ^ é definido 

por: 

(3-35) 

onde a^-'„ é definido pela equação (3-25). O /n-ésimo elemento do vetor b^-' é dado por: 

M 2ÒJ M 

(3-36) 

onde é definida por: 

11 11 

-1-1 

_ A/ 
1 1 

-1-1 

f c N „ dN„ 
J 

- At V 
+ w 

2/i At Wd'N^ON^ 

p Azfj i i ÕT]-
(3-37) 

3 . 2 3 Equação da componente da pseudovelocidade na direção w 

Na obtenção da expressão utilizada para o cálculo da componente da 

pseudovelocidade w*, adota-se o mesmo procedimento matemático utilizado para o cálculo 

-PBÍ 
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da pseudovelocidade na direção x Isto é, aplica-se Teorema de Green na equação (3-15) e 

obtém-se a seguinte expressão: 

N . 
• L-AL 

W - W 

Ãí 
dv + pW„u-—dV + p 

ÕX 
?„w^dV -

" ÕZ 

- M h 
ÕW* f 5N_ ÕW* 

ÕX ÕX ÕX 
-dl' - M 

" ÕZ ÕZ ÕZ 
dV = 0, 

para/n = \,...,M. (3-38) 

Abre-se as integrais nas direções x e z e reescreve-se a equação anterior da seguinte 

forma: 

• í-A/ 
W ~ W 

J A/ 
dxdz + p Pu — dxdz + píiVw^dxdz -

ÕX ^JJ ^ ÕZ 

- M 
ÕW* 

dz -
c N „ ÕW* 

x = L X Z 

ÕX ÕX 
dxdz - P í 

N. 
ÕW* 

òz 
dx -

2=L. 

- í 
^'dxdz 

ÕZ ÕZ 
= O, para/w = 1,...,M (3-39) 

Fazendo a mudança de variáveis de x e z para ^ e 77, conforme as equações (3-7), 

(3-8), (3-9) e (3-10) e introduzindo a expansão para as variáveis w*. w, w''"^, uep, segundo 

a equação (3-11), a equação anterior assume a seguinte forma: 
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Ax,..Az,.. II ^ Az.- 11 õN„ 

-1-1 -1-1 

ü Ax, Az,, 

- 1 ^ )n-^ 

W^^d^dn -p 
Az 

N. 
J 

drj - J J 
i l J í=- i i i 077 077 

= P ^ ^ S - r ^ í J N . N „ , para m = 
^Ar _ 1 , 

(3-40) 
,1=1 

Ax Az. . 
Dividindo a equação (3-40) por ———— e substituindo adequadamente as 

integrais duplas pelos parâmetros a j ^ ^ , p'¿j^ e ,Y¿„j,, pode-se então reescrever a 

mesma na forma matricial, ou seja: 

A H IV* = b H , (3-41) 

onde A'^- é a matriz de expansão da variável w* para o elemento iJ, w* é o vetor de 

coeficientes da variável M>* no elemento iJ e é o vetor resultante para a variável w* 

para o elemento iJ. A dimensão da matriz A'j^. é {MxM) e a dimensão dos vetores são 

( A ^ l ) . O elemento (m,n) da matriz é definido por: 
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I ^ 2 • • ^ 2 -

^ ¿ = 1 - ^ y ¿ = 1 ^ij 

-H-^ÍÇÍL,„-D^Q- / Í - V ( C Í 4 „ - D ^ Í ^ ) , (3-42) 
Ax,, A r „ 

O /w-ésimo componente do vetor resultante para o elemento iJ, é dado por: 

onde . .r;^Í^,CÍ4.„,CÍi.„, Z )^ i^ as integrais já 

definidas anteriormente. 

3.2.4 Cálculo da componente da velocidade na direção z, w 

Na seqüência desenvolveu-se a expressão utilizada para o cálculo da velocidade w a 

partir da equação (3-16), cujas integrais são abertas nas respectivas direções x e z, 

resultando no seguinte: 

p^^N^wdxdz = p^^N„w*dxdz - A / I J P ^ ^ í & í Z z . param = 1,..M (3-44) 

XZ XZ XZ 

Neste caso, também é realizada a mudança de variáveis de x e z para ^ e 7, e é 

introduzida a expansão para as variáveis w, w* e p, na equação anterior, de acordo com a 

equação (3-11), obtendo-se a seguinte expressão; 
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Ax, ,Az, , ü W 

,1=1 - i - i ,»=1 

M 1 1 

2 n=\ .].] 

para/W = 1,...,M (3-45) 

Ax,- ,Az,- ,-
Dividindo a equação anterior por - — — e reescrevendo-a na forma matricial. 

tem-se: 

(3-46) 

onde A'j;f é a matriz de expansão da componente w da velocidade no elemento ij, w^^ é 

o vetor de coeficientes da velocidade w no elemento iJ e bj;/ é o vetor resultante para a 

variável w para o elemento iJ. Neste caso, a dimensão da matriz A'¿f é (MnM) e a 

dimensão dos vetores são (MxA). O elemento {m,n) da matriz A';/ é expresso por: 

¿SÍ 

(3-47) 

O /n-ésimo componente do vetor resultante para o elemento iJ, é dado pela expressão: 

,7=1 ^ij ,1=1 

(3-48) 

onde a^^„ é a integral já definidas anteriormente e o parâmetro ^¿;̂ „ é definido por 
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-1-1 ^uj y.j ^4 

_ Aí 
; 1 

p Az~j drf dt] 
(3-49) 

3.2.5 Equação de Poisson para a pressão 

A partir da equação integrada e pesada de Poisson para a pressão, dada por (3-17), 

aplica-se o teorema de Green para as derivadas de segunda ordem, resultando na seguinte 

expressão: 

l dx l dx dx 
- M 

dz 
dS -

- í dz dz Aí dx V 
dz 

, p a r a m = \,...M- (3-50) 

O mesmo procedimento matemático adotado para as equações da quantidade de 

movimento é utilizado neste caso, ou seja, abre-se as integrais, faz-se a mudança de 

variáveis de x e z para ^ e TJ, e introduz-se a expansão para as variáveis p, u e H»*, dadas 

por (3-11), obtendo-se a seguinte equação: 
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M 

n=l 

Az 

Ax, 
Ift 

1 / 

- 1 ^ 

r}=l 

Õ4J 

1 1 

¿¿ ^7 Ô7 2A/ Á 

Ax, , ' 1 

f 
Az , , J 

. - 1 
l ^7 ) 

DRJ-

- ==^i:^'l\\K^d4 dri,param-\,...,M. 
n=\ .1.1 2A/ ÍTÍ * "' ô# 

(3-51) 

Escrevendo a equação (3-51) na forma matricial tem-se: 

A y p ' V = b j / , (3-52) 

onde A y é a matriz de expansão da pressão p no elemento iJ, p''^ é o vetor de 

coeficientes da pressão p no elemento iJ e é o vetor residtante para a variável p paia 

o elemento ij. A dimensão da matriz A''J é (MxM) e a dimensão dos vetores são (Aixl). 

O elemento {m,n) da matriz A'^ é dado por: 

pm,n- . \r-z m.n ^xm,n) ^ • \J-JC in.n ^zm,n) ' 

e o m-ésimo componente do vetor resultante para o elemento iJ, é o seguinte: 

M Az.... Ax,, 

2A/ 
BLN''J I '-J Ñ^-J 

2Á1 m,n 

(3-53) 

(3-54) 

file:///J-JC
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onde C!^i^. C^i„. D^i^, D'¿i^ ,Q^. e eÍ¿, são as integrais já definidas 

anteriormente. 

3J1.6 Equação da energia 

Com base na equação integrada e pesada da energia, dada por (3-18), e 

aplicando-se o teorema de Green para os termos difiísivos, a mesma pode ser reescrita da 

seguinte fijrma: 

/ 5 c „ f P „ — í / F + pc„ fp„ —dV+ pc„ fp„ —dV -
" õt ^ ''i " ÕX ''l " ÕZ 

cT 

-K 
l ÕX l ÕX ÕX 

- K 
ÕZ ÕZ 

- 2p N . 
(ÕU 

^2 

{dxJ {dzj 

1 
+ — 

2 

(du dw^^ 
+ 

\dx dz 
í/F = O, param = \,....,M. 

(3-55) 

Inicialmente aproxima-se a derivada temporal, presente na equação anterior, por 

uma diferença para trás. Posteriormente, abre-se as integrais nas direções x e z, faz-se a 

mudança de variáveis de x e z para ^ t rj, e finalmente introduz-se a expansão para as 

variáveis T,u ew, conforme (3-11), resultando na seguinte expressão: 
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M 

Z T . 
,1=1 

4Aí 
-1-1 

ÒL Ar,, 11 
' .7 

t= i ^ .1.1 

V^^N^d^drj 
ÕT] pCp 

.7 V O»? y 

Ar,, 

^ i j .1.1 

Ar, ,Äz,, ¿ 1 i i 

4M 
,1=1 -7-7 

^ i j ,.=1 ¿ = 1 l i l i 

Ar,, ^ 1 1 ^ ^ 

^ i j n=\ rr=\ 

1 
+ — 

2 

Ax„ 4Í, aN„ SN 

"/.y ,í=l Âr=l -1-1 
Õ4 

d4dT) + 

M M 1 1 

+ 2 Z ^ « Z " ¿ N^^—r^—r^d^dT] + 

,,=1 Jt=l i - i 

^ r fXT S^k , 

^ / J ^ l i T l - V i ^'í 
,para m = 1,..., M. (3-56) 

. i onde T'^ é a temperatura no instante de tempo anterior t-Ât. 



Desenvolvimento Teórico 53 

Ax¡ .Az, 
Dividindo a equação (3-56) por — - — — e reescrevendo-a na forma matricial. 

tem-se: 

(3-57) 

onde A*j é a matriz de expansão da temperatura T no elemento iJ, f^^ é o vetor de 

coeficientes da temperatura T no elemento iJ e bj.-' é o vetor resultante para a 

temperatura T para o elemento iJ. Salienta-se que a dimensão da matriz é (MxM) e a 

dimensão dos vetores são (Mxl). O elemento im,n) da matriz A ^ é definido por: 

1 m,n IL. m,n . / / n f m,n,K » » ' m,n,K 

^' ^i.J „=1 ^i,J k=l 

4k 
m.n + m,n 

(3-58) 

e o /w-ésimo componente do vetor resultante para o elemento iJ, é dado por: 

^^n=\ P^P ^ j n = \ k=\ 

A/ A/ 

A X ^ n=\ k=\ 
(3-59) 

2 M M I A 7 A J 

Z ^ " Z"A- ^ + Z " " Z " ; t ^ 
»=] t=i Az,- ,- „_] T=\ 

M M 

Uj n=\ k=\ 
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r t . ^ = l K ^ ^ < í í < í . , (3-60) 

1 1 

^ «Ujt = f Í N „ ^ ^ . (3-62) 

5N„ SN, 

Õ4 

ÕN, 

ÕTJ ÕT} 

ÕN„ ÕN, 

ÕTJ 

(3-61) 

-1-1 

Todas as integrais que aparecem nos parâmetros das equações para a solução de um 

escoamento dependem das fimções de expansão, que se encontram listadas no Apêndice A. 

As condições de contorno utilizadas neste trabalho necessárias para a solução das equações 

desenvolvidas estão apresentadas no item 3.3 a seguir. 

Para uma melhor compreensão de como as fimções de expansão são ajustadas nos 

elementos retangulares, de fiarma a definir fimções de canto, de lado e de área, no item 3.4 

é apresentado um exemplo unidimensional da aplicação destas fimções, a fim de se ter uma 

idéia real do método propwsto neste trabalho. 

onde aÍ;l„, fiÍ;,^„ed^J„„.CÍ'i^„, DÍ,'J^^^^ são as integrais já definidas 

anteriormente e os parâmetros ifr '^^j^, e ^•'^^ e X '^^j^ são definidas pelas seguintes 

expressões: 
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33 Condições de Contorno 

A fim de resolver as equações desenvolvidas no item 3.2 é necessária a 

especificação de condições de contorno. Todas as condições de contorno utilizadas neste 

trabalho são do tipo de variável especificada e portanto somente condição de contorno 

deste tipo são descritas. Observa-se contudo que o método não é limitado a este tipo de 

condição de contorno. 

A seguir são definidas as condições de contorno para as seguintes variáveis: a 

pressão, a temperatura, as componentes da velocidade, w e w e as componentes da 

pseudovelocidade, M * e w*. 

Pressão: Condição de contorno de pressão prescrita na entrada e na saída. 

Observa-se que em escoamentos incompressiveis, apenas o gradiente de pressão 

tem influência sobre a solução, não interessando o nível de pressão existente. Por exemplo, 

no caso do escoamento incompressível em um duto de comprimento L e área transversal A, 

apenas a diferença de pressão entre a entrada e a saída é o suficiente para estabelecer a 

vazão mássica ao longo do escoamento.Neste caso, qualquer constante que for adicionada 

à pressão não alterará o escoamento. Portanto, em escoamentos incompressíveis , uma vez 

especificadas as pressões de entrada e saída do domínio, não se pode prescrever também a 

velocidade. Esta condição de contorno é denominada de condição de pressão prescrita na 

entrada e na saídas do escoamento. Neste trabalho são utilizadas as condições de pressão 

prescrita na entrada e saída, dadas por: 
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Pensada (^) « Psaida COnhccido. (3-63) 

Observa-se que estas condições de contorno vem acompanhada de outras condições 

relativas a parede do canal de escoamento, que são descritas a seguir. 

Velocidade. : Condição de contorno de velocidade na parede. 

Considera-se neste trabalho que as componentes da velocidade são iguais a zero 

nas paredes. Portanto as componentes da velocidade, « e M', são dadas por: 

Uparede (^) = ^parede ( ') ^ (3-^4) 

Velocidade -Pressão: Condição de contorno de velocidade prescrita na entrada e pressão 

prescrita na saída. 

A mistura de condições de contorno, se não forem observadas as características 

físicas, pode ocasionar divergência da solução numérica e consequentemente levar a 

resultados que não representam a realidade. Se, no entanto, a pressão e a velocidade forem 

prescritas na entrada, não se pode prescrever a pressão na saida pois, dois valores de vazão 

mássica estariam sendo especificados. Sendo que a combinação de condições de contorno 

mais usual é a velocidade prescrita na entrada e a pressão prescrita na saída, condições 

estas utilizadas neste trabalho e dadas por: 

^entrada (^) ^ O OU «e„fraja (^)" V^^^ ^c velocídadc prcscrito na entrada, (3-65) 

I COMISSÃO,:/; . . . . . . > . ; C - A ^ S P - r a 



j 
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Lembrando que nos problemas analisados neste trabalho, a entrada corresponde 

sempre a face esquerda e por este motivo a componente da velocidade na direção z, 

^entradai^) ^ ' 2 "^ ' ^ Ncstc trabalho, esta condição de contorno é utilizada em 

conjunto com a condição de contorno da velocidade na parede, descrita anteriormente. 

Pseudovelocidades: : Condição de contorno das componentes da pseudovelocidade. 

As condições de contorno assumidas para as componentes da pseudovelocidade, u* 

e w*, são da mesma forma que as condições de contorno prescritas para as componentes da 

velocidade, uew. 

Temperatura: Condição de contorno da temperatura prescrita na entrada e na parede. 

As condições de contorno da temperatura sempre vem acompanhada de outras 

condições de contorno, isto é, da velocidade prescrita na entrada e da pressão prescrita na 

saída. Sendo que, neste trabalho especifica-se a temperatura de entrada, enquanto que na 

parede não é ufilizada nenhuma condição de contorno, pois não foi simulado nenhum 

problema com fluxo de calor entre a parede e o fluido. A condição de contorno da 

temperatura é dado por: 

^entrada (^) ~ temperatura especificada na direção z. (3-67) 

Adicionalmente, neste trabalho, uma condição de contorno de valor especificado 

para uma variável em uma face se traduz em coeficientes de expansão conhecidos para os 
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parâmetros associados aos cantos da face e à própria face. Por exemplo, considere o 

elemento retangular apresentado na Figura 3.2. 

3 4 
Elemento (iJ) 

Figura 3.2 - Elemento retangular utilizado para a aplicação das condições de 

contorno. 

Neste exemplo assume-se que a face (1-3) do elemento é parte de uma condição de 

contorno. Assim, os coeficientes da variável especificada associadas com as fimções de 

expansão de canto NCI{4,T]) e Nc^i^,^), e com as fimções de expansão de linha 

^L(\-3)Í4->^) são conhecidas e portanto deixam de ser variáveis que devem ser calculadas. 

3.4 Funções de expansão 

Nesta seção são apresentadas e comparadas as fimções de expansão utilizadas no 

método clássico dos elementos finitos e as fimções quase hierárquicas para um problema 

unidimensional. Com estas fimções são apresentadas as principais vantagens da utilização 

das fianções de expansão quase hierárquicas. 
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São também apresentadas as funções de expansão quase hierárquicas utilizadas em 

problemas bidimensionais com malhas retangulares. Estas funções são geradas através de 

associações das funções de uma dimensão, como será visto. 

3.4.1 Fimções de expamão clássicas 

No método de elementos finitos clássico os coeficientes de expansão das variáveis 

são identificados com as mesmas em pontos específicos da malha. Esta identificação é 

utilizada amplamente na literatura que trata de elementos finitos e fiamece um significado 

físico aos coeficientes de expansão das variáveis. A desvantagem desta definição pode ser 

facilmente observada a partir das funções linear, quadrática e cúbica aplicadas para o caso 

de uma dimensão. A Figura 3.3 mostra um elemento unidimensional típico de dimensão Ax 

com funções de expansão linear, quadrática e cúbica. 

-= -c • 
X 

Figura 3.3 - Elementos unidimensionais e funções de expansão (a) linear (b) quadrática, e 

(c) cúbica, segundo Zinldewics e Morgan (1983). 
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Linear: 

No = N, = ^ ^ . (3-68) 

Quadrática 

No=^^; N,=-{^-l)(^ + lJ; A ^ 2 = ^ ^ - (3-69) 

Cúbica: 

^ 0 --^(4+hi4 - h(4 -1); ^1-^(4+i)(í - -1 ) ; 
lo 3 i 16 3 

N2 = ~i4+m+b(4 -1); N, = - ^ ( ^ + i ) ( í + i ) ( ^ - i ) . 
lo i 16 3 3 

(3-70) 

Nestes polinómios ^ é a variável local, que dentro do intervalo Ax varia de - 1 a 1. 

Observa-se que cada uma destas funções está associada á variável no ponto da malha onde 

a respectiva função de expansão tem valor unitário. Por exemplo, no caso quadrático a 

função No(^ é igual a 1 para ^ = - 7 , ou no ponto O indicado na Figura 3.3, a função Nj(^ 

é igual a 1 para ^ = O (ponto 1) e a fimção N2(^ é igual a 1 no ponto 2. 

A partir da Figura 3.3 e das equações (3-68), (3-69) e (3-70), pode-se observar que 

quanto mais se deseja refinar a solução pelo aumento do grau da expansão, é necessário 

Com elementos igualmente espaçados entre si, as fimções de expansão utilizadas 

são normalmente as seguintes: 
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reiniciar o problema em vista da mudança total e completa de todas as fiinções de expansão 

e das variáveis envolvidas. 

A fím de exemplifícar como é realizada a montagem dos elementos das matrizes de 

expansão considera-se a equação da temperatura (energia) em uma dimensão. Para isto, 

reduz-se a equação da temperatura, equação (3-56), de duas para uma dimensão, da 

seguinte forma: 

Ar i M l ßi^ 

2bã 
-1 

K 
N ^ " 

-IV 

M 1 

1 

dã - -

2^t:^i i P^p jt=l _1 

para/W = l,...,M. (3-71) 

A fim de simplificar a montagem da matriz de expansão relativa a equação anterior, 

os termos temporais são desprezados, o fluido é considerado inviscito (// = 0) e a 

velocidade do fluido é considerada constante igual a w. Assim., a equação anterior se reduz 

á seguinte expressão: 

M 

77=1 

M 1 } 

Z r-- ÕN„ , , j c K 2 

*=i i 5^ P^p^iti ^4 ^4 

= O, 

para m = 1,...,M. (3-72) 
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Nota-se que na medida em que a velocidade é considerada constante e igual a u, os 

coeficientes correspondentes as fijnções de expansão da velocidade são todas iguais a u. 

Ax 
Dividindo a equação (3-72) por e escrevendo a mesma na fonm matricial. 

tem~se: 

A'j.f'= 0. (3-73) 

O elemento (m,n) da matriz de expansão é dado por: 

4K 1 
(3-74) 

onde Pm é a fimção peso sendo que a mesma é considerada igual ao polinomio de expansão 

Nm, a fim de simplificar o exemplo. 

Calculando os elementos da matriz A j confiarme a equação (3-74), para as fimções 

de expansão definidas pelas equações (3-68) e (3-69), (3-70), obtém-se as matrizes para 

expansão linear, quadrática e cúbica, de acordo com o seguinte: 

Linear 

Ik u Ik u 

PCPÁXF Ax, 

2k u 

pCpÁxf Ax, 

2k u 
• + pc.Axf Ax, pc.Axf Ax, 

(3-75) 
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Quadrática: 

4 = 

14S: u 
3pCpAx? At,. 

16fe 4u 

Spc^Axf 3AX, 

- + 

4u 2JT 

3 / ? c ^ 3Ai;. 3/>cySxf SAx̂ -

32fc Ift 4u 

SpCpAj^ SpCpAx^ 3AI,. 

145: 16it 4u 
+ -

3 p c ^ 3AX, 3pCpAx^ 3AX,. 3pcy^)f Ax̂  

(3-76) 

Cúbica: 

37À: llu 

189t 1149/ 

IQpCpA^ 56Q\x, 

27¿ 3u 

lOpc^Axf 35Aii 

13fe 4LM 
- + 

1 8 * 

lOpCpí^ ' 2 8 0 ^ 

108t 729/ 
- + -

27ít 

SpCpA^ 56(hx, 

29:»: 27Í/ 

l^pcpts^ 28Aii 

27;t 691/ 
- + 

l'OpCpA^ 1 4 0 ^ 
37yt: w _ 

IQpCpí^ ' 4 2 0 ^ IQpc^Atf ' 28a\xi lOpc^A^ ' 2 ^ ^pCpAcf 24Axi 

14T/ 

l O ^ c ^ 2 8 0 ^ 

29"»: 8h/ 

IQpCphs^ 112AX, 

10«: 271/ 

Spc^Axf 280^1^ 

189t 3« 
+ -

•+-
19t/ 

20pCpAi^ 28Qk^ 

27Â: 9i/ 

143/ 

(3-77) 

Como pode ser visto, as matrizes de expansão mudam completamente quando se 

altera a ordem da expansão. Este fato é mais um complicador pois, quando se deseja 

alterar o grau de expansão das variáveis deve-se, além de reiniciar o problema, calcular 

novamente as matrizes de expansão para todos os elementos. 

3.4J2 Funções de expansão quase hierárquicas em uma dimensão 

No caso das fimções de expansão quase hierárquicas os coeficientes de expansão 

das variáveis não são identificados com as variáveis em pontos específicos da malha. 

Neste caso, os coeficientes estão associados com as fimções de expansão que são 
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Nj4h T - ^ - i r - ^ k ' - H (3-78) 
( m - l ) ! 2 ' " " ' d^'" 

Por exemplo, integrando-se a expressão acima para OT=2,3,4,5 obtém-se os 

seguintes polinomios: 

Â 2 = - r ^ ' - 1 ) ; Â 4 = 7 (1 - 1 8 ^ ' + 3) ; 
4 

(3-79) 

Estas fimções correspondem às fimções de expansão de grau 2, 3, 4 e 5 para lun 

elemento unidimensional. As fimções de expansão lineares utilizadas em conjunto com 

estas fimções de grau superior, são as mesmas utilizadas no método dos elementos finitos 

ajustadas nos elementos retangulares, definindo fimções de canto, de lado e de área. Esta 

associação permite, iniciar a solução de um problema com uma expansão linear e se 

necessário durante o processo de solução, adicionar novas fimções de ft)rma a aumentar o 

grau de expansão e obter uma solução de maior precisão. Esta característica pode ser 

facilmente observada através do desenvolvimento das fimções de expansão quase 

hierárquicas apresentado a seguir. 

As fimções de expansão quase hierárquicas são baseadas em polinómios de 

Legendre. Os polinómios de Legendre formam um conjunto de fimções com propriedades 

de ortogonalidade dentro do intervalo de - 1 < ^ < 7. O polinómio de Legendre de grau 

m, L(4), pode ser gerado pela seguinte fórmula de recorrência, conforme Zienkiewicz e 

Morgan (1983): 
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clássico, OU seja, as funções presentes na equação (3-68). O comportamento destas 

fimções, até o terceiro grau, no intervalo - 1 < ^ < 1, pode ser visto na Figura 3.4. 

(a) 

( b ) 

(c) 

Figura 3.4 - Elementos hierárquicos e fimções de expansão quase ortogonais (a) linear, 

(b) quadrática, e (c) cúbica. 

Observa-se que as funções lineares No(4) e Ni(4) estão associadas à variável física 

nos pontos O e 1 respectivamente do elemento, da mesma forma que no caso do método 

dos elementos fínitos clássicos. Contudo, as fimções de expansão de grau 2 e superiores 

não estão associadas à variável física em um ponto determinado da malha. Estas fimções 

alteram o valor da variável ao longo de todo o elemento, exceto nos pontos O e 1, onde 

assumem valor igual a zero. A utilização destas fimções permite introduzir ou retirar uma 

fimção de expansão e seu respectivo coeficiente (a menos das funções lineares) durante o 

processo de solução de forma relativamente fácil. 
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Considerando-se a equação de energia em uma dimensão, cujos elementos da 

matriz de expansão para um elemento são dadas pela equação (3-74), pode-se obter as 

matrizes de expansão para expansões lineares, quadráticas e cúbicas com as funções quase 

hierárquicas. Nota-se que neste caso, para se ter velocidade u constairte, tem-se que o 

coeficiente correspondente à velocidade para as funções de expansão No(4) e Ni(4) é igual 

a u e para as outras fimções igual a zero. Assim, as matrizes de expansão resultam em; 

Linear: 

2k u 

pCpAxf Ax, 

Ik u 

2k u 

pCj,Axf Ax, 

u 2k 
+ • 

pCpÁxf Ar, pc.Axf Ax, 

(3-80) 

Quadrática: 

2k 

pc.Axj Ar, 
2jt 

Cúbica: 

Ar 

2k 

pCpAxf Ax, 

Ik 

Ax,. 

4u 

3Ar 

2k u 

Ar, 

2Jc u 

PCpí^ 15Ax, 

Au 
3Ax 

0 

• + -

pcpòxf Ax, 

Au 

3Ar 

Au 

3Ar 

Au_ 

3Ar 

32jt 

3pCpAxf 

2k 
+ • 

pCpArf Ar, 

2k 
- + • 

Au 
3Ar 

O 

Au 

"3Ar 

Au 

3Ax 

32k 

3pCpAxf 
32u 

O 

_8u_ 

15Ax 

32u 
15 Ar 

128¿ 

I5Ar SpCpAxf 

(3-81) 

(3-82) 
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Em cada etapa descrita anteriormente, pode-se ver que as matrizes não se alteram 

quando se muda a ordem da expansão, ou seja, não há a necessidade de se recalcular os 

elementos das matrizes do estágio anterior. Esta é a grande vantagem de se poder alterar o 

grau de expansão das variáveis sem a necessidade de reiniciar o problema. 

Observa-se que, embora a ortogonalidade absoluta não seja atingida, os termos das 

diagonis principais são predominantes sobre os outros termos. 

3 . 4 3 Funções de expansão quase hierárquicas e m duas dimensões 

Com base nas funções hierárquicas em uma dimensão, a geração das funções de 

expansão hierárquicas em duas dimensões para elementos retangulares se toma simples. A 

Figura 3.5 mostra um elemento retangular, com os seus cantos nimierados de O a 3, e o 

perfil de algumas fimções de expansão associadas ao canto 3 e ao lado 2-3. 

Figura 3.5 - Elemento da função de expansão hierárquica no elemento retangular. 
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As funções lineares associadas aos cantos dos elementos são obtidas pelo produto 

de duas funções lineares, da forma da equação (3-68), sendo cada uma fimção de uma 

direção. Por exemplo, a fimção de expansão linear associada ao canto 3 é dada po r 

4 
(3-83) 

Nota-se que esta função é igual a 1 no canto 3 e igual a zero nos outros três cantos. 

As funções associadas aos cantos dos elementos são funções lineares e o 

coeficiente associado a estas funções representam o valor fisico da variável naquela 

posição. Observa-se também, que os coeficientes associados ás funções de canto estão 

presentes e são os mesmos para quatro elementos distintos. 

As fimções de expansão associadas aos lados dos elementos são obtidas pelo 

produto de uma função linear unidimensional ao longo de imia direção, por exemplo r¡, 

com uma função de grau 2 ou superior ao longo da oirtra direção, para o caso ^. Assim, por 

exemplo, as funções de expansão de graus 2 e 3 associadas ao lado (2-3) do elemento da 

Figura 3-4, são as seguintes: 

A^2(2-3)(^,7) = |(l + 7)(^'-l)/ 

A^3(2-3)(^,7) = -̂(l + 7 X ^ ' - ^ ) -

(3-84) 

Observa-se que o valor destas funções é zero em todos os cantos e nos outros três 

lados. Os coeficientes associados ás funções de lado não representam a variável física em 

nenhuma posição determinada, estes coeficientes estão simplesmente associados à forma 

geométrica da respectiva fimção. Ressalta-se que cada um destes coeficientes pertencem à 

dois elementos adjacentes. 
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A identificação dos coeficientes de expansão associados com qualquer um dos 

lados do elemento e com os cantos deste lado, com o mesmo valor no elemento adjacente, 

garantirá automaticamente a singularidade da aproximação da variável ao longo daquela 

lateral e portanto, a continuidade da mesma no dominio da solução será assegurada. 

As fimções de expansão associadas à área de um elemento podem ser obtidas 

através do produto de duas fianções, uma na variável 4 e outra na variável 77, de graus 

maiores do que 1. Por exemplo, a fimção de grau 2, para cada direção, é dada por: 

^2iarea)(4,rj) = ^if " W " D (3-85) 

A equação (3-86) fiamece uma fianção de expansão adequada que é associada a um 

parâmetro que não está conectado à mais de um elemento, isto é, um parâmetro que é 

interno a um único elemento. Observa-se que o valor desta fimção é zero nos quatro cantos 

e nos quatro lados do elemento. 

As funções de expansão para os outros cantos e os outros lados são obtidas de 

fi)rma similar. O Apêndice A apresenta com detalhes todas as funções de expansão 

associadas a um elemento, até o grau 6. Embora neste trabalho tenha-se limitado o grau do 

polinómio em até 6, nada impede que sejam acrescidos grau maiores, quando íor exigido 

um detalhamento maior na solução do problema que estiver sendo analisado. 
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3.5 Processos de agrupamento das equações dos elementos 

No item 3.2 foram desenvolvidas as equações de conservação utilizando o MEFH 

para cada elemento da malha. Cada uma das equações de conservação se transforma, para 

cada elemento, em uma equação matricial de M equações, onde M é o número de funções 

de expansão utilizadas para descrever as variáveis no elemento. 

A Figura 3.6 apresenta um elemento e os coeficientes de expansão associados com 

os seus cantos, lados e área. 

Figura 3.6 - Elemento retangular de duas dimensões e seus parâmetros associados. 

Na Figura 3.6, os coeficientes são os parâmetros de canto associados às funções 

de expansão lineares, e são os coeficientes de lado associados às funções de 

C0MI5SA0 fmO'^L li CAN/SP-ÍPERA 
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expansão de lado, e tf»"^ são os coeficientes de área associados às fianções de expansão de 

área. O subscrito g preserrte nos coeficientes de lado e de área representa o grau da fianção 

de expansão associada a este coeficiente. 

Pode-se observar da Figura 3.6 que os coeficientes de canto pertencem a quatro 

elementos diferentes e os coeficientes de lado pertencem a dois elementos. Dessa forma, 

estes coeficientes estão presentes nas equações de mms de um elemento. Para calcular os 

coeficientes que pertencem a mais de um elemento, deve-se usar as equações de 

conservação de todos os elementos nos quais o coeficiente está presente. Assim, a equação 

final correspondente à um coeficiente de expansão da malha é constituída por equações 

referentes a diversos elementos. O processo de obtenção das equações finais associadas a 

cada coeficiente de expansão da malha é chamado de processo de agrupamento. 

A fím de explicar como é realizado o processo de agrupamento para gerar as 

equações finais, cuja solução fomece os coeficientes de expansão, são considerados quatro 

elementos adjacentes da malha, como mostra a Figura 3.7. 

Observa-se que na Figura 3.7 os coeficientes de área não estão representados, pois 

na medida em que pertencem à um único elemento, as equações referentes á estes 

coeficientes não entram no processo de agmpamento. 
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3 4 

Elemento 
(i-lj) 

fIJ.FI 

1 2 

3 4 

Elemento 

OJ) 

Elemento 
R / - I J - I ; 

1 2 

Elemento 

1 2 

^ 1 + 1 ^ 1 

Figura 3.7 - Quatro elementos adjacentes e seus coeficientes de expansão 

associados. 

Pela Figura 3.7 observa-se que o coeficiente está associado à fimção de 

expansão N\ do elemento mas também está associada á fimção no elemento (/J-1), 

á fimção ATj no elemento (/-V-1) e à fimção 7̂ 4 no elemento Portanto, como se nota, 

os coeficientes de canto estão conectados a quatro difisrentes elementos através de quatro 

difisrentes fimções de expansão. Qs coeficientes de lado g estão conectados a dois 

elementos, aos elemento {ij) através da fimção de expansão A^f(i_3), e ao elemento {i-\j). 

http://iJ.fi
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através da função N[^2-4y coeficientes de lado ^fjg estão associados à função de 

expansão A^f(i_2) do elemento (iJ) e à fimção A^f(3_4) do elemento (ij-l). Portanto, os 

coeficientes de lado estão conectados a dois elementos diferentes através de duas fimções 

de expansão. 

Como visto cada equação de conservação gera M equações para cada elemento e a 

/w-ésima equação está associada à m-ésima flinção de expansão. 

Para exemplifícar o processo de agrupamento considera-se uma expansão linear. 

Nota-se que na expansão linear somente existem os coeficientes de canto. Assim, uma 

equação de conservação , escrita na forma matricial, para os elementos, (ij), {i-\J), (iJ-V 

e (J-\J-\) gera as seguintes expressões: 

A'-J^^h'-J - elemento ( / j ) , (3-86) 

A'-^-J^^ p-^-J - elemento (/-l^), (3-87) 

A'-J-^^= b'J-^ - elemento (y-1) , (3-88) 

A '-^'•'-^^ = b'-^-J-^ - elemento (/-1 J-l), (3-89) 

onde ^ é o vetor que contém os coeficientes de canto dos respectivos elementos. 

Para as expansão linear, cada uma destas equações matriciais consiste de quatro 

equações algébricas lineares. Para obter a equação final do coeficiente deve-se utilizar 

as equações correspondentes a este coeficiente nos quatro elementos envolvidos. Assim, 
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para o coeficiente ^fj utiliza-se a equação (3-86) do elemento (ij), a equação (3-87) do 

elemento (i-lJ), a equação (3-88) do elemento (ij-l) e a equação (3-89) do elemento 

(/-l j - 1 ) , descritas a seguir: 

(3-90) 

(3-91) 

(3-92) 

onde os parâmetros a'^^„ são os componentes das matrizes de expansão dos elementos da 

malha envolvidos com o coeficiente ^fj e são os componentes do vetor resultante. Os 

parâmetros e blñ^ são constituidos por integrais das fimções de expansão, por 

parâmetros geométricos dos elementos, por propriedades fisicas do fluido e também por 

componentes da velocidade no fluido no elemento, na fijrma derivada no item 3.2. 

As equação final do coeficiente tpfj é obtida simplesmente somando-se as 

equações (3-90), (3-91), (3-92) e (3-93), resuhando em: 
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+ C K Í " -^^í-'^<'^'-'h<i>iiMi 

+ <Í;+1J+1«Í4^ +íVi lJ+l«£' '^ = 

= ¿Í '^ + + + A F ^ ' ^ - ^ (3-94) 

A obtenção das equações finais para os coeficientes de lado é realizada de fiarma 

semelhante, porém somente dois elementos da malha são utilizados. Assim, por exemplo, 

para obter a equação final correspondente ao coeficiente de expansão 4'fj,g •> utiliza-se as 

equações de conservação dos elementos (iJ) e {i-\J). 

A obtenção de equações similares a equação (3-94) para cada um dos coeficientes 

de expansão da malha consiste no processo de agrupamento. A solução desta equação, em 

conjunto com as equações correspondentes aos outros coeficientes de expansão, ft)mece a 

solução do problema desejado. 

As equações de conservação desenvolvidas no hem 3.2 e o processo de 

agrupamento descrito anteriormente fiaram implementados no programa computacional 

desenvolvido neste trabalho, PMEFH2D. Este programa é utilizado no Capítulo 4 para a 
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CAPITULO 4 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

Este capítulo apresenta os resultados numéricos relativos a aplicação do método da 

expansão em fimções hierárquicas na solução das equações de Navier-Stokes, para 

problemas de escoamento de fluidos incompressiveis em regjme laminar em duas 

dimensões. 

A fim de validar o modelo numérico proposto neste trabalho, simula-se três 

problemas conhecidos da literatura, que são os seguintes: a) escoamento entre duas placas 

paralelas, b) degrau de temperatura e c) escoamento através de uma expansão abrupta na 

ft)rma de degrau {"backward-facingstep"). 

A partir da aplicação do método numérico proposto para a solução das equações de 

conservação, como descrito no Capítulo 3, elaborou-se um programa computacional para 

resolver os problemas de mecânica dos fluidos denominado de PMEFH2D. Utilizando-se 

este programa simula-se os problemas mencionados anteriormente, a fim de validar o 

método numérico desenvolvido neste trabalho. 

A fim de diferenciar os resultados obtidos pelo programa proposto, PMFH2D, dos 

resultados existentes na literatura, adotou-se as seguintes nomenclaturas: 
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4.1 Problema de escoamento entre duas placas paralelas 

O primeiro problema analisado consiste no escoamento entre duas placas paralelas 

de um fluido incompressível em regime laminar. Este problema consiste em um dos 

problemas mais simples que existe em mecânica dos fluidos e tem como objetivo 

simplesmente verificar a capacidade do método e principalmente verificar a 

implementação das equações, a medida que existe uma solução teórica que pode ser 

utilizada para comparação. 

Através da Figura 4.1 observa-se a geometria adotada para o problema de 

escoamento entre duas placas paralelas. Os seguintes dados geométricos são considerados 

«• PMEFH2D, rqjresenta os resultados obtidos com programa do método 

numérico desenvolvido neste trabalho; 

© Teórico, refere-se aos resultado obtidos por meio do modelo teórico quando 

existente; e 

© Experimental, representa os resuhados experimentais. 

Em todos os casos analisados o fluido considerado é incompressível {p & pi 

considerados constantes) e a discretização espacial do domínio da solução emprega malhas 

estruturadas constituídas de elementos retangulares. 

A seguir são apresentados os três problemas propostos para validar o método 

numérico desenvolvido neste trabalho e seus respectivos resultados. 
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para este problema: comprimento das placas, L = 0,9m e distância entre as placas de 

2b = 0,06m. Adicionalmente, são assumidas as seguintes propriedades físicas para o 

fluido: a viscosidade dinâmica, // = 0,01 kg/sm^ e massa específica, p = lOOOkg/m'. 

L 

(D) 

(A) (C) 

2b 

(B) 

Figura 4.1 - Geometria utilizadas para simulação do escoamento entre duas placas. 

As condições de contomo empregadas para a solução do problema são as seguintes: 

pressão prescrita na entrada e na saída, sendo que esta diferença de pressão estabelece a 

vazão mássica do escoamento; e velocidade igual a zero nas paredes. Estas condições de 

contorno podem ser escritas numericamente como: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Entrada, face A (pressão fomecida): 

Pentrada = 0,9Pa; 

Parede sólida, face B (velocidade nula): 

^parede = 0, -w parede = 0; 

Saída, face C (pressão fomecida): 

Psaida = 0; 
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(4-1) 

onde Ap é a queda de pressão e u(z) é o perfil da velocidade na direção z, ao longo das 

placas. 

A nodalização empregada para a solução deste problema é bastante mdimentar, ou 

seja, emprega muito menos elementos do que os utilizados em outros trabalhos, como por 

exemplo no de Sampaio (1991), em que foram utiüzados um número de 20 x 10 elementos 

retangulares. Comparativamente adota-se aqui um número menor de elementos. Para 

comprovar a eficiencia do método numérico, este problema é resolvido com três malhas e 

graus de expansão diferentes. No primeiro caso utiliza-se uma malha de 6 x 6 elementos 

retangulares, com uma expansão de grau 1. No segundo e terceiro caso utiliza-se uma 

malha com 6 x 2 elementos retangulares, nas direções de x e z, respectivamente, com 

expansões de graus 2 e 3 respectivamente. Os resuUados obtidos nestes três casos são 

comparados com a solução analítica, obtida através da equação (4-1), denominada de 

solução teórica. O intervalo de tempo utilizado para todos os casos foi da ordem de 10"' 

segundos. Deve-se mencionar que na medida em que todos os problemas propostos neste 

trabalho são casos de regime permanente, o transiente foi simulado até ser estabelecido o 

estado estacionário. 

(iv) Parede sólida, face D (velocidade nula): 

^parede = O, ^parede = O-

A solução analitica deste problema, segundo Sampaio (1991), para condição de 

contomo de pressão prescrita na entrada e na saida, é dada pela seguinte equação: 
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Caso 1. No prímeiro caso utilizou-se urna nodalização composta de 6 x 6 elementos 

retangulares nas direções x e z. O grau da expansão utilizada é 1. Adota-se este número 

de elementos retangulares como valor limite, pois verifica-se que a medida em que 

aumenta este número, os resultados finais não são alterados. 

A Figura 4.2 mostra a evolução espacial da componente da velocidade na direção x, 

u, ao longo do dominio de escoamento. O resultado obtido mostra que a velocidade é 

plenamente desenvolvida entre as duas placas desde o seu inicio até o final do dominio. 

Este comportamento da velocidade é o esperado, para as condições impostas pelo 

problema. No entanto, o seu perfil não é de urna parábola perfeita, isto se deve 

principalmente ao fato de utilizar-se urna expansão linear. 

Distancia z (m) Distância x (m) 

Figura 4.2 - Perfil da componente da velocidade u, em duas dimensões para a 

expansão de grau 1 (PMEFH2D) - Caso 1. 
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A Figura 4.3 apresenta a comparação entre os perfis da componente da velocidade 

u, obtidos através da solução analitica e do programa desenvolvido neste trabalho 

(PMEFH2D). Verifica-se que o perfil de velocidade não é exatamente o analítico mas 

está muito próximo dele. Este comportamento, como mencionado anteriormente, é 

devido á utilização de uma expansão linear para descrever as variáveis fisicas 

envolvidas no problema. 

E 

" O 

CE 
;G 
"O 
O 

> 

0 . 0 0 5 

0 . 0 2 0 . 0 3 0 . 0 4 

Distância z (m) 

0 . 0 6 

Figura 4.3 - Comparação entre as velocidades obtidas pelo método analítico (Teórico) 

e com o programa PMEFH2D - Caso 1. 

O número de Reynolds (Re) para este problema é baseado na distância entre as 

duas placas (Ib), assim tem-se: 
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B ^ - ^ . (4.2) 

onde M é a velocidade média na seção transversal ao escoameirto. A partir do perfil de 

velocidade da Figura 4.3, pode-se obter ü = 0,03m/s, o que resulta em Re = 180. 

Verifica-se portanto que o escoamento é laminar da fiarma esperada pela definição do 

problema. 

Com o objetivo de mostrar a eficiencia do método numérico proposto (MEFH) é 

simulado um segundo caso no qual são utilizados uma expansão de grau 2 e uma malha 

menos refinada. 

Caso 2. Neste segundo caso fiai utilizada uma malha com 6 x 2 elementos retangulares 

nas direções xtz, respectivamente. A expansão das variáveis utilizada é de grau 2. 

A Figura 4.4 mostra o comportamento da componente da velocidade na direção x, 

u, entre as duas placas em duas dimensões. Este resultado revela que a velocidade é 

plenamente desenvolvida ao longo de todo domínio de escoamento, como observado no 

caso anterior. Além disso, verifica-se que o perfil da velocidade é parabólico, como era 

de se esperar pela teoria e pelo fato de ter sido utilizado neste caso imia expansão de 

grau 2. 
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0.05^. 

Distância z (m) O O Distância x (m) 

Figura 4.4 - Perfil da componente da velocidade u, em duas dimensões para a 

expansão de grau 2 (PMEFH2D) - Caso 2. 

A eficiência do MEFH pode ser vista através da Figura 4.5, que mostra a 

comparação entre os resultados obtidos através da solução analitica e por meio do 

programa desenvolvido neste trabalho (PMEFH2D). A partir desta figura constata-se 

que o perfil calculado para a velocidade é praticamente igual ao perfil teórico. 

A partir do resultado obtido neste caso percebe-se que o aumento do grau da 

expansão permite a utilização de malhas pouco refinadas para a obtenção de bons 

resuUados. 



í1 Resultados Numéricos 

0.02 0.03 0.04 
Distância z(m) 

0.06 

Figura 4.5 - Comparação entre as velocidades obtidas pelo método analítico (Teórico) 

e o programa PMEFH2D - Caso 2. 

Com o intuito de confirmar os ótimos resultados obtidos neste segundo caso, 

simulou-se ainda um terceiro caso, onde o grau da expansão utilizado é 3. 

• Caso 3. Neste caso novamente é utilizada uma malha de 6 x 2 elementos retangulares 

nas direções x e z, respectivamente, sendo que o grau de expansão é 3. Este caso é 

semelhante ao Caso 2, diferindo apenas no grau da expansão. Através da análise das 

Figuras 4.6 e 4.7, confírma-se os bons resultados obtidos para o Caso 2 e a capacidade 

do método numérico na solução deste tipo de problema, sem necessidade de refinar a 

malha. 
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A Figura 4.6 apresenta o perfil da componente da velocidade u, entre as duas placas 

em duas dimensões. Novamente, o resultado obtido demonstra que a velocidade é 

plenamente desenvolvida ao longo do dominio de escoamento e apresenta um perfil 

parabólico. 

0.05^. 

0.04 

£ 
0.03. 

1 0.02 

Distancia z (m) O O 
Distancia x (m) 

Figura 4 .6- Perfil da componente da velocidade, u, em duas dimensões para a 

expansão de grau 3 (PMEFH2D) - Caso 3. 

Observa-se através da Figura 4.7, que o resultados obtidos pelo programa 

PMEFH2D e a solução teórica são praticamente coincidentes. Isto confirma a eficiência 

do método numérico na solução deste problema, ou seja, no escoamento de fluidos 

incompressíveis em regime laminar entre duas placas paralelas. 
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Figura 4.7 - Comparação entre as velocidades obtidas pelo método analítico (Teórico) 

e o programa PMEFH2D - Caso 3. 

A Figura 4.8 apresenta o comportamento da pressão no fluido ao longo do 

escoamento para os três casos analisados. Observa-se a variação linear da pressão desde 

a entrada ip = 0,9Pa) até a saída ip = OPa), como é de se esperar para um escoamento 

laminar de um fluido incompressível entre placas. 

Nos três casos analisados observa-se que os resultados encontrados foram muito 

bons quando comparados com a solução teórica. Ressalta-se que, na medida em que o grau 

da expansão aumenta pode-se utilizar malhas mais grosseiras, obtendo-se mesmo assim, 

resultados mais precisos. Portanto, pode-se concluir, a prior, que o método MEFH quando 

aplicado a este tipo de problema alcança bons resultados, mesmo sem uma nodalização 

detalhada e cons^çquentemente com um menor custo computacional. Deve-se ressaUar que. 
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a escolha do grau do polinomio a ser empregado no cálculo das fiinções de expansão é o 

fator predominante para a obtenção de bons resultados. 

0.06 0.1 Distancia x (m) 

Figura 4.8 - Queda de pressão ao longo das duas placas paralelas (PMEFH2D) - para 

os três casos analisados. 

4.2 Problema de degrau de temperatura 

Q segundo problema a ser analisado é a da descontinuidade na temperatura entre 

duas faces. Esta análise tem o objetivo de verificar problemas de difiisão numérica, ou seja, 

difiisão artificialmente criada pelo método numérico, que na realidade não existe. Observa­

se que é comum nos métodos numéricos utilizados em dinâmica dos fluidos a existência de 

difiisão numérica ou 'Yalsa difiisão", como é comumente denominada. A Figura 4.9 mostra 
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a geometria adotada para este problema. A nodalização empregada neste caso é também 

muito simples, quando comparada a outros trabalhos, como por exemplo o de Sjunpaio 

(1990), que utilizou uma malha com 20x20 elementos retangulares, enquanto que aqui 

assume-se uma malha com 6x6 elementos retangulares. 

As condições de contorno adotadas para o problema em questão são as seguintes: 

velocidades e temperaturas prescritas nas íàces esquerda (entrada) e inferior (entrada) e 

pressão prescrita na face direita (saída). Com a finalidade de gerar o degrau de 

temperatura, a condição de contorno de temperatura na face esquerda é diferente da 

condição de contorno de temperatura na face inferior. 

Adota-se os seguintes dados geométricos para a análise do problema: comprimento 

e largura do domínio, L = 0,6m. Assume-se também, as seguintes propriedades físicas do 

fluido: fluido inviscito, / i = O e sem condutividade térmica, AT = O, ou seja, os termos 

difiísivos da equação da conservação da energia são eliminados, de forma a não existir nem 

um tipo de difiisão. 

(A) 

4M 

(Q 

(B) 

Figura 4.9 - Geometria utilizada para simulação de um degrau de temperatura 

{v .éo vetor velocidade do fluido). 
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As condições de contorno utilizadas são as seguintes: 

(i) Entrada, face A: 

T= 100°C,M = M i , w = M'i; 

(ii) Parede sólida, face B: 

T^50°C,u = ui,w = wú 

(iii) S saida, face C : 

Psaida = o 

Observa-se a diferença de 50°C nas condições de contorno da temperatura entre as 

faces esquerda e inferior. Nestas condições de contorno, u\ e wi são as componentes do 

vetor velocidade do fluido na entrada e assumem valores distintos dependendo do caso 

analisado. A variação das componentes da velocidade tem a finalidade de alterar o ângulo 

com que o vetor velocidade faz com o eixo x (ângulo ^ ) e, portanto, a direção relativa 

entre a malha e a velocidade do fluido. Dois casos são analisados, um com O = 45°C e 

outro com 6 = 60°C. Para ambos os casos é utilizada a malha com 6x6 elementos. Tanto 

neste problema como no anterior o intervalo de tempo utilizado é 10'^ segundos. 

• Caso 1. O primeiro caso consiste em um degrau de temperatura com a velocidade 

fazendo um ângulo de 45° com a horizontal. Os valores das componentes da velocidade 

de entrada, fornecidos como condições de contorno, são U\ w\ = 0,5m/s, para as 

direções x e z, respectivamente. A fim de verificar a influência do grau da expansão, 

simula-se este caso para expansões de graus 1, 3 e 5. A Figura 4.10 mostra o perfil de 

temperatura no dominio da solução para expansão de grau 1. Pode-se observar que o 

resultado não é muho satisfatório, pois a descontinuidade na temperatura é bastante 

suavizada, apresentando o problema de falsa difiisão. 
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Distância 2 (m) 
O O Distância x (m) 

Figura 4.10 - Perfil da temperatura ao longo do domínio, para ^ = 45° e expansão de 

grau 1 (PMEFH2D) - Caso 1. 

As Figuras 4.11 e 4.12 mostram o perfil da temperatura para expansões de graus 3 e 

5, respectivamente. Os resultados obtidos nestes dois casos são muito melhores do que 

o obtido com grau 1 e mais próximos da realidade física do problema, ou seja, 

verifíca-se urna descontinuidade abrupta na temperatura com um ângulo de 45°com a 

horizontal. 

Concluindo, nota-se que na medida em que se utiliza uma malha grosseira, a 

expansão de grau 1 não é suficiente para eliminar a falsa difiisão, fazendo com que este 

fenômeno se alastre em uma boa porção do domínio da solução. Na medida em que se 

aumenta o grau da expansão, observa-se que o fenômeno da falsa difiasão fica restrito 
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somente aos elementos onde a descontinuidade de temperatura está presente. Nota-se 

que um aumento do número de elementos da malha melhoraria os resultados, pois na 

medida que a falsa difusão fica restrita ao elemento onde está a descontinuidade e 

quanto menor este elemento, menor será a influência da falsa difusão. Finalmente, 

observa-se que o problema de falsa difusão não se espalha por todo o domínio da 

solução quando se utiliza o método MEFH, portanto, o método proposto minimiza o 

problema de falsa difusão. 

Distância 2 (m) 

O O 
Distância x (m) 

Figura 4.11 - Perfil da temperatura ao longo do dominio, para G = 45° e expansão de 

grau 3 (PMEFH2D) - Caso 1. 
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Figura 4.12 - Perfil da temperatura ao longo do dominio, para 9 = 45° e expansão de 

grau 5 (PMEFH2D) - Caso 1. 

Observa-se que aumentando o grau da expansão, a partir do grau 5, não são 

observadas alterações significativas nos resultados. 

Caso 2 . No segundo caso a descontinuidade na temperatura ocorre ao longo de urna 

reta que fiarma um ángulo de 60° com a horizontal. Para impor a descontinuidade com 

inclinação de 60°, a condição de contorno para a velocidade de entrada é wi = 0,4m/s e 

wi = 0,69m/s, tanto para a face esquerda quanto para a inferior. 

Novamente, a fim de verificar a influência do grau da expansão, simula-se este 

problema com expansões de graus 1,3 e 5, cujos resultados podem ser vistos a seguir. 
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A Figura 4.13 mostra o perfil de temperatura para a expansão de grau 1, onde 

pode-se observar que a descontinuidade na temperatura é suavizada ao longo do 

domínio, apresentando a falsa difiisão da mesma forma que a descontinidade à 45°. As 

Figuras 4.14 e 4.15 apresentam o perfil da temperatura para expansões de graus 3 e 5, 

respectivamente. Os resultados obtidos nestes dois casos são satisfatórios, porém 

observa-se a presença de pequenas ondulações no perfil de temperatura adjacente à 

descontinuidade. Estas ondulações são causadas pela posição da descontinuidade no 

elemento, pois as fimções de expansão tem dificuldades em se ajustarem ao perfil da 

descontinuidade quando a mesma não é simétrica no elemento. Novamente verifíca-se 

que o aumento do grau da expansão leva a obtenção de melhores resultados e nota-se 

que a partir da expansão de grau 5 não ocorrem alterações nos resultados. 

0.8 0.8 
Distância z (m) 

Distância x (m) 

Figura 4.13 - Perfil da temperatura ao longo do domínio, para ^ = 60° e expansão de 

grau 1 (PMEFH2D) - Caso 2. 
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Figura 4.14 - Perfil da temperatura ao longo do dominio, para 6=60° e expansão de 
grau 3 (PMEFH2D) - Caso 2. 
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Figura 4.15 - Perfil da temperatura ao longo do dominio, para ^ = 60° e expansão de 
grau 5 (PMEFH2D) - Caso 2. 
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4.3 Problema de escoamento através de uma expansão abrupta na forma de 

degrau - ("backward-facing step") 

O terceiro e último problema analisado pelo programa computacional 

desenvolvido neste trabalho, PMEFH2D, é o de um escoamento através de uma expansão 

abrupta na forma de degrau {^'backward-facing step"). Para realização desta análise 

reproduz-se o experimento feito por Denham e Patrick (1974), onde o escoamento do 

fluido é realizado através de um duto, como mostra a Figura 4.16. O fluido utilizado no 

experimento é água, sendo que o perfil da componente da velocidade de entrada na direção 

X, u, é parabólico. A medida das componentes da velocidade realizada por Denham e 

Patrick (1974) nos seus experimentos, foi realizada com anemómetro á laser. O perfil da 

componente da velocidade u, na direção z foi medido em seis pontos ao longo do dominio 

Concluindo, em ambos os casos analisados, verifica-se que na medida em que o 

grau da expansão aumenta não é necessário um refinamento maior da malha para se ter 

resultados mais precisos. Portanto, para este tipo de problema, o MEFH é um método 

eficiente, que não exige uma malha com muhos elementos para a obtenção de bons 

resuhados, o que leva à uma otimização dos custos computacionais. 

Deve-se ressahar que a escolha do grau da expansão a ser empregada na solução do 

problema, é novamente o fator preponderante na obtenção de bons resultados. Além disto, 

os resultados apresentados acima confirmam a capacidade do método numérico em 

resolver com êxito problemas com potencialidade para apresentar falsa difijsão e portanto 

obter uma boa aproximação do escoamento. 
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do escoamento. Quatro experimentos, com números de Reynolds diferentes, sendo todos 

em regime laminar, foram realizados por Denham e Patrick (1974). 

Neste trabalho utiliza-se o experimento de Denham e Patrick (1974) com número 

de Reynolds igual a 73. A geometria do canal de escoamento está apresentada na 

Figura 4.16. 

(D) 

z 

02 

d i 

(A)' U 

(B) 

Figura 4.16 - Geometria utilizada para simulação de escoamento através de uma 

expansão abrupta na forma de um degrau (" backward-facing step"). 

Os dados geométricos utilizados são os seguintes: comprimento do canal I = 0,15m 

e largura da face direita, d = 0,045m (largura do degrau, di = 0,015m e largura da entrada, 

d2 = 0,03Om). As propriedades físicas utilizadas para a água são as seguintes: viscosidade 

dinâmica, p = 0,001 kg/sm^ e a massa específíca, p = lOOOkg/m'. 
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As condições de contorno adotadas para este problema são as seguintes: o perfil da 

componente da velocidade na direção x, u, prescrito na entrada, como pode ser visualizado 

através da Figura 4.16, e a pressão prescrita na saida. Numericamente tem-se as seguintes 

condições de contorno: 

(i) Entrada, face A : 

Perfil parabólico para u, como mostrado na Figura 4.16, com velocidade 

média, « = 0,00485m/s e w = O ; 

(ii) Parede sólida, face B: 

M = O, w = 0; 

(iii) Saida, face C : 

Psaida = O' 

(iv) Parede sólida, face D: 

w = O, w = 0; 

Com as propriedade fisicas adotadas para a água e com a velocidade média na entrada o 

número de Reynolds, segundo Denham e Patrick (1974), neste caso é dado por: 

R e = P ^ , (4-3) 
P 

e é igualada a 73. 

A fim de comparar os resultados obtidos com o modelo numérico e aqueles 

alcançados experimentalmente por Denham e Patrick (1974), são considerados os 

seguintes pontos de medida ao longo da direção do domínio de escoamento, Om; 0,012m; 

0,03 Om; 0,060m; 0,090m e 0,12m, como pontos de referência. 
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Com o objetivo de validar o MEFH, é realizado um teste de sensibilidade para duas 

malhas diferentes, assim, são analisados dois casos, um com uma malha de 25x12 

elementos retangulares, e um outro com uma malha de 25x8 elementos retangulares, nas 

direções x e z, respectivamente, para as mesmas condições operacionais e geométricas. A 

discretização na direção z não é uniforme, ou seja, utiliza-se elementos de tamanhos 

diferentes. Do número total de elementos ao longo da direção z, a metade dos elementos 

são igualmente distribuídos ao longo da distância </i e a outra metade igualmente 

distribuída ao longo de (¿2, distâncias estas definidas anteriormente. 

Os resultados obtidos para as duas malhas propostas, com o programa PMEFH2D, 

estão descritos a seguir. 

• Caso 1. Neste primeiro caso utiliza-se uma malha com 25x12 elementos retangulares, 

nas direçõesx ez respectivamente e simula-se o problema com expansões de graus 1, 2 

e 3. O número de elementos retangulares na direção z foram dispostos da seguinte 

forma, seis elementos são distribuídos igualmente ao longo de d\ e os outros seis são 

dispostos igualmente ao longo de d2. Portanto o tamanho dos elementos não é 

constante ao longo da direção z. O intervalo de tempo utilizado na simulação deste 

problema é o mesmo que os utilizados nos problemas anteriores, ou seja, em tomo de 

10"' segundos. 

A Figura 4.17, fiindo, mostra o perfil da velocidade resultante ao longo do domínio 

de escoamento, obtido pela simulação numérica para a expansão de grau 1. O corte na 

figura assinalado de azul mostra o perfil da velocidade ampliado e o corte assinalado de 

vermelho mostra a recirculação do fluido em tomo de d\. Este comportamento da 
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velocidade perto do degrau é esperado, pois para uma expansão brusca observa-se uma 

recirculação do fluido em tomo da região fechada do duto. 
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Figura 4.17 - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de um degrau 

("hackward-facingsíep"), obtido com PMEFH2D, grau=l - Caso 1. 

A comparação entre os resuhados obtidos experimentalmente e os alcançados pela 

simulação numérica para a expansão de grau 1, podem ser vistos através da Figura 4.18. 

Nela observa-se que o perfil calculado para a componente da velocidade na direção x, u. 
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para cada um dos pontos de medida, se aproxima relativamente bem dos dados 

experimentais, sendo que a medida que se afasta da entrada o erro entre os dois 

resultados aumenta um pouco. 
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Figura 4.18 - Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados 

experimentais de Denhan e Patrick (1974), para Re =73 e grau =1 - Caso 1. 

A Figura 4.19 apresenta o contorno da pressão no dominio de escoamento, 

podendo-se observar que ela se toma negativa perto da entrada, devido a recirculação 
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do fluido, crescendo ao longo do escoamento e indo a zero na saída, que é condição de 

contorno imposta para o problema. 

9.78E-05 

2.71E-02 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
Distância x (m) 

0.0 

0.12 0.14 

Figura 4.19 - Contorno da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com 

i?e = 73 e grau =1 - Casol. 

As figuras 4.20 e 4.21, mostram o perfil calculado para a velocidade ao longo do 

domínio de escoamento, para as expansões de graus 2 e 3, respectivamente. Em ambas 

as figuras é possível visualizar o perfil da velocidade na entrada, ampliada através do 

corte da figura em azul, e a recirculacação do fluido em tomo de d\, através do corte na 

figura em vermelho. Novamente, a recirculação do fluido é esperada nesta região, sendo 

que em outros trabalhos, como de Zienkiewica, Szmelter e Peraire (1990) e Sampaio 

(1990), este fenômeno não pode ser visualizado. 
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Figura 4.20 - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de um degrau 

(^"hackward-facingstep"), obtído com PMEFH2D, grau=2 - Caso 1. 
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Figura 4.21 - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de um degrau 

("hackward-facingstep"), obtido com PMEFH2D, grau=3 - Caso 1. 

Verifica-se por meio das Figuras 4.22 e 4.23, que na medida em que se aumenta o 

grau da expansão os resultados obtidos pelo PMEFH2D se aproximam mais dos 
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resultados experimentais. No entanto, tanto pára o grau 2 como para o grau 3, os erros 

entre os resultados numéricos e experimentais aumentam a medida que se afasta da 

entrada do duto, mas com valores inferiores aos obtidos para a expansão de grau 1. 
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Figura 4.22 - Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados 

experimentais de Denhan e Patrick (1974), para Re =73 e grau =2 - Caso 1. 
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Figura 4.23 Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados 

experimentais de Denhan e Patrick (1974), para Re =73 e grau =3 - Caso 1. 

O contomo da pressão ao longo do dominio de escoamento, para as expansões de 

graus 2 e 3, podem ser vistos através das Figuras 4.24 e 4.25, respectivamente. Em 

ambos os casos observa-se que o comportamento da pressão é o esperado para este tipo 

de problema, ou seja, a pressão é negativa perto do degrau na entrada, devido à 

recirculação do fluido, cresce ao longo do domínio de escoamento e na saída é igual a 

zero. 
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Figura 4.24 - Contomo da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com 
Re = 73e grau =2- Casol. 
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Figura 4.25 - Contomo da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com 
/?e = 73 e grau =3-Casol . 
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Observa-se que o comportamento da pressão, para os três casos analisados, é muito 

parecido, pois como no primeiro problema analisado verifica-se que o grau da expansão 

não altera o perfil da pressão ao longo do dominio de escoamento. 

A Tabela 4.1 mostra os erros numéricos calculados entre os resultados da 

velocidade obtidos com o PMEH2D e os resultados experimentais. Estes erros 

representam a média dos valores absolutos dos erros entre a velocidade calculada e a 

experimental para cada posição de medida ao longo da direção z. 

Tabela 4.1 - Valores dos erros médio obtidos entre os resultados experimentais e os 

calculados pelo programa computacional PMEFH2D para a velocidade, para cada uma 

das posições de medida e graus de expansão - Caso 1. 

Posição ao longo 

da direção x (m) 
Erro médio (8m£dio) 

grau = l (%) 
Erro médio (Emuio) 

grau = 2 (%) 
Erro médio (Emidio) 

grau = 3 (%) 

0,012 8,70 4,42 3,01 

0,030 10,3 8,30 4,19 

0,060 13,47 11,95 7,09 

0,090 13,653 12,51 8,17 

0,12 15,92 13,21 10,29 

Por meio da Tabela 4.1 observa-se que os valores dos erros médios para a 

velocidade diminuem na medida em que se aumenta o grau da expansão. Embora os 

valores dos erros não sejam desprezíveis, observa-se que no seu cálculo não são 

considerados os erros experimentais de medida, contudo, para a expansão de grau 3 o 

valor do erro está dentro do esperado, apresentado um valor máximo de 10 %. Deve-se 
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u(z) = -u 2-' 
z 

d/2 .d/2) 

2 
(4-4) 

onde dea distância entre as placas e w é a velocidade média na seção transversal do 

escoamento, que no caso é igual a 0,00323m/s. 

A Figura 4.26 mostra a comparação entre os valores teórico, experimental e 

calculados pelo PMEFH2D, para as expansões de graus 1, 2 e 3, apenas para x = 0,12m. 

Esta posição de medida foi escolhida como ponto de comparação, pois Denhan e 

Patrick (1974) observaram durante a simulação deste experimento que a partir de 

X = 0,012m o escoamento j á era plenamente desenvolvido. Por esta razão pode-se fazer 

esta comparação teórica-experimental neste ponto de medida. Através da Figura 4.26, 

observa-se que o perfil da velocidade teórica encontra-se entre os resultados obtídos 

experimentalmente e o perfil da velocidade calculado pelo PMEH2D, para os três graus 

de expansão analisados. 

COMISSÃO NACIOu;, r r - • • ; :-i EAR/SP-IPEÍ 

ressaltar, que na entrada o erro médio é igual a zero, pois nesta posição o perfil da 

velocidade calculado com o PMEFH é o mesmo que o experimental. 

Com o objetivo de verificar a origem dos erros encontrados entre os resultados 

experimentais e os obtidos pelo método numérico proposto para a velocidade, é 

estabelecido um perfil teórico para a velocidade em uma posição na direção x onde o 

escoamento está plenamente desenvolvido. 

O perfil teórico da velocidade para um escoamento entre placas paralelas 

plenamente desenvolvido é dado, segundo Sampaio (1991), pela seguinte equação: 
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Figura 4.26 - Perfil da velocidade gerados pelo PMEFH2D, teoricamente e 

experimentalmente, para a posições de medida 0,12 m e para os polinomios de grau 1, 

2 e 3 - C a s o 1. 

A Tabela 4.2 apresenta as diferenças médias entre os dados experimentais e os 

valores teóricos e entre os resultados do modelo e os valores teóricos. Estas diferenças 

representam a média dos valores absolutos das diferenças para cada posição ao longo da 

direção z. 
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Tabela 4.2 - Diferenças médias entre os dados experimentais e calculados pelo modelo 

em relação aos valores teóricos do perfil de velocidade. 

Caso E r r o médio ( E . ^ ) (%) 

Experimentais/Teóricos 10,31 

PMF,FH2D (grau=l)/Teóricos 14,93 

PMEFH2D (grau=2)/reóricos 12,71 

PMEFH2D (grau=3)/Teóricos 9,97 

Por meio dos dados apresentados na Tabela 4.2, observa-se que o diferença média 

menor em relação aos resultados teóricos é aquela que corresponde a simulação numérica 

com grau de expansão igual a 3. De onde se conclui que a maior fonte de diferenças deva 

ser, provavelmente, devido aos erros de medida e não pela aproximação matemática do 

modelo numérico. 

Deve-se ressaltar que a escolha do grau da expansão, é também, para este tipo de 

problema, o fator determinante para a obtenção de bons resultados. 

• Caso 2. Como nos outros dois problemas simulados com o programa PMEFH2D, para 

este problema também realiza-se um teste de sensibilidade, a fim de constatar que com 

o aumento do grau da expansão não existe a necessidade de refinamento da malha para 

garantir a obtenção de bons resuhados. Dessa forma utiliza-se uma malha de 25x8 

elementos retangulares, nas direções x e z respectivamente e novamente simula-se 

numericamente a expansão na forma de degrau para expansões de graus 1, 2 e 3. Nota-

se que o número de elementos na direção z desta malha ( 8 elementos) é 33 % menor 
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do que na malha utilizada na primeiro caso (12 elementos). Observa-se que, com uma 

malha com um menor número de elementos na direção z, não é possivel visualizar a 

recirculação do fluido perto da região da entrada. 

Dos oito elementos retangulares na direção z, quatro são distribuidos igualmente ao 

longo da distância d\ e quatro ao longo de d2. O intervalo de tempo utilizado na 

simulação deste problema é da mesma ordem de grandeza daqueles utilizados nos 

problemas anteriores, ou seja, em tomo de IO"' segundos. 

As Figura 4.27, 4.28 e 4.29 mostram a evolução da velocidade ao longo do domínio 

de escoamento, obtido pela simulação numérica para as expansões de graus 1, 2 e 3, 

respectivamente. Sendo que os cortes nas figuras assinalados de azul apresentam de 

ft)rma ampliada o perfil da velocidade na região da entrada e os cortes assinalados de 

vermelho apresentam a recirculação do fluido para região do degrau. 

Por meio das Figuras 4.30, 4.31 e 4.32 pode-se ver a comparação entre os 

resultados da velocidade obtidos experimentalmente e os calculados pela simulação 

numérica para as expansões de graus 1, 2 e 3, respectivamente. Observa-se que os 

perfis da velocidade se aproximam razoavelmente bem do perfil experimental para as 

expansões de graus 2 e 3. Para a expansão de grau 1 os resultados do modelo não são 

muito satisfatórios, se distanciando dos resultados experimentais. Verifica-se também, 

que os perfis da velocidade calculados para cada um dos pontos de medida se 

distanciam mais dos resuhados experimentais a medida que se afasta da entrada, como 

ocorreu no Caso 1. 
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Figura 4.27 - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de um degrau 

{"hackward-facingsíep"), obtido com PMEFH2D, grau=l - Caso 2. 



Resultados Numéricos 113 

-0.01 

0.01 0.015 0.02 0.025 O.Ol 

T T 
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 

Distância x (m) 
0.12 0.14 0.16 

Figura 4.28. - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de lun degrau 

(^'hackward-facingstep"), obtido comPMEFH2D, grau=2- Caso 2. 
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Figura 4.29. - Perfil da velocidade ao longo de um escoamento através de um degrau 
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Figura 4.30 - Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados 

experimentais de Denhan e Patrick (1974), para Re =73 e g rau=l - Caso 2. 
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Figura 4.31 - Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados 

experimentais de Denhan e Patrick (1974), para Re =73 e grau= 2 - Caso 2. 
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Figura 4.32 - Comparação entre resultados obtidos com o PMEFH2D e os resultados 

experimentais de Denhan e Patrick (1974), para Re = 73e grau=3- Caso 2. 
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As diferenças entre os resultados experimentais e os calculados podem ser vistas na 

Tabela 4.3, que apresenta os erros médios entre os resultados obtidos com PMEH2D e os 

correspondentes experimentais, para cada uma das expansões analisadas. 

Tabela 4.3 - Valores dos erros médio obtidos entre os resultados experimentais e os 

calculados pelo programa computacional PMEFH2D, para cada uma das posições de 

medida e graus da expansão - Caso 2. 

Posição na 

direção x (m) 
Erro médio (Cg,édio) 

grau = l (%) 
Erro médio (Cmídio) 

grau = 2 (%) 
Erro médio (Emé<uo) 

grau = 3 (%) 

0,012 12,41 10,20 5,70 

0,030 12,21 12,03 6,12 

0,060 15,47 14,95 8,27 

0,090 15,43 14,51 9,85 

0,12 19,92 15,21 12,34 

Os resultados da Tabela 4.3 comprovam novamente que na medida em que 

aumenta-se o grau da expansão, o erro entre os valores calculados e medidos 

experimentalmente diminui. 

Comparando-se os resultados deste caso com os resultados do Caso 1, observa-se 

que os valores dos erros médios são superiores, como era de se esperar pois utiliza-se 

uma malha menos refmada. No entanto, verifica-se que os erros médios apresentados 

neste caso para a expansão de grau 3 , são inferiores aos obtidos para a expansão de 

grau 1 do Caso 1 e da mesma ordem de grandeza daqueles obtidos para a expansão de 

grau 2 do Caso 1. Isto confirma o bom desempenho do método numérico proposto 
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neste trabalho, ou seja, o MEFH não necessita de uma da malha muito refmada, pois 

com um aumento do grau da expansão pode-se obter bons resuhados mesmo com 

malhas pouco refinadas. Esta é a grande vantagem do método numérico desenvolvido 

neste trabalho. 

O contorno da pressão ao longo do domínio de escoamento, para as expansões de 

graus 1, 2 e 3, podem ser vistos através das Figuras 4.33, 4.34 e 4.35, respectivamente. 

Em todos os casos observa-se que a pressão é negativa perto da região de entrada, 

devido a recirculação do fluido. 

0.045 

2.67e-3 

7.93<-5 

0.0 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
Distância x{m) 

0.12 0.14 

Figura 4.33 - Contorno da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com 

7?e = 73 e grau =1, Caso2. 



Resultados Numéricos 120 

0.045 

9.50e-5 0.0 

2.94^3 

0.02 0.04 0.06 0,08 0.1 0.12 0.14 
Distância x(m) 

Figura 4.34 - Contomo da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com 
Re = 13e grau =2, Caso2. 
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Figura 4.35 - Contomo da pressão em Pa, gerado pelo programa PMEFH2D, com 
Re = 73e grau =3, Caso2. 
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Neste caso, como no anterior, verifica-se que o perfil da pressão, para os três casos 

analisados, são muito próximos, pois o grau da expansão não tem influência no 

comportamento da pressão ao longo do domínio de escoamento. 

Finalmente, observa-se que para ambos os casos analisados, a medida em que se 

aumenta o grau da expansão não é necessário um refino da malha para se ter resultados 

mais precisos. Conclui-se também que para problemas de escoamento através de uma 

expansão abrupta na ft)rma de degrau o método numérico proposto é eficiente para 

descrever o comportamento da velocidade do fluido ao longo do domínio de escoamento, 

sem a necessidade de uma malha refinada. 
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CAPÍTULO 5 

CONCLUSÕES 

5.1 Introdução 

O objetivo deste trabalho foi desenvolver um método numérico, baseado no 

emprego do método de elementos finitos utilizando a formulação Petrov-Galerkin em 

conjunto com a expansão das variáveis em fimções quase hierárquicas, para a solução de 

problemas de dinâmica dos fluidos. As fijnções de expansão utilizadas são baseadas em 

polinómios de Legendre, as quais são ajustadas nos elementos retangulares de forma 

conveniente. A utilização destas fimções para solução de problemas de dinâmica dos 

fluidos é inédita e apresenta diversas vantagens sobre as fimções de expansão normalmente 

utilizadas no método dos elementos finitos. 

Este trabalho consiste basicamente na aplicação do MEFH na solução das equações 

de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis em duas dimensões. Adicionalmente 

utilizou-se o método de Chorin para resolver o problema do acoplamento entre a pressão e 

a velocidade, que aparece nas equações da quantidade de movimento. Ressaha-se que, o 

motivo da escolha do método de Chorin, dentre outros existentes na literatura, é a 

simplicidade do método no tratamento das equações de conservação da quantidade de 

movimento para criar uma equação de pressão (equação de Poisson), que satisfaz a 

conservação da massa. Neste trabalho adota-se o segundo método proposto por Chorin 

(1971), que se aplica à solução de problemas transhòrios. 
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A fim de verificar a aplicabilidade e a eficiência do método proposto na &o^jção de 

problemas de dinâmica de fluidos, que envolvam fluidos incompressiveis em duas 

dimensões, ft)ram tratados neste trabalho apenas problemas com propriedades fisicas 

constantes, em regime laminar e com malhas estruturadas retangulares. No entanto, estas 

simplificações não representam limitações do método numérico proposto. 

A aplicação do método numérico proposto na solução das equações de 

Navier-Stokes originou um programa computacional denominado PMEFH2D que foi 

utilizado neste trabalho, para a solução de problemas de dinâmica de fluidos, apresentando 

bons resultados. 

A validação do MEFH foi obtida a partñ da simulação de três problemas 

conhecidos da literatura, que são os seguintes: a) escoamento entre duas placas paralelas, 

b) degrau de temperatura e c) escoamento através de uma expansão abrupta na fiarma de 

degrau ("backward-facing síep"). 

O primeiro problema foi analisado com o objetivo de verificar a capacidade do 

método e principalmente verificar a implementação das equações, por existh uma solução 

teórica que pode ser utilizada para comparação. O segundo problema teve o objetivo de 

verificar a difiisão numérica, ou seja, difiisão artificialmente criada pelo método numérico, 

que na verdade não existe. O último problema analisado teve o objetivo de comprovar a 

potencialidade do método na solução de problemas de dinâmica de fluidos, com 

comprovação experimental. Neste caso o problema escolhido foi o de uma expansão 

abrupta na fiarma de degrau, que foi simulado experimentalmente por Denhan e Patrick 

(1974) 
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5.2 Conclusões 

Com base nos resultados obtidos na solução dos problemas propostos, pode-se 

concluir que o método da expansão em fiinções hierárquicas é adequado para a solução de 

problemas de fluidos incompressiveis em duas dimensões. Nos três problemas analisados 

observa-se que os resultados encontrados fiaram muito bons quando comparados com a 

solução analitica e com os resultados experimentais. 

A principal conclusão que se chegou, a partir dos resultados obtidos da simulação 

dos problemas propostos, é que a medida em que se aumenta o grau da expansão se toma 

desnecessário um refinamento da malha para a obtenção de bons resuhados. 

Concluindo-se, portanto, que para problemas de dmâmica de fluidos, o MEFH é um 

método eficiente que não necessita de uma malha extremamente detalhada para a obtenção 

de resultados precisos, o que leva a uma otimização dos custos computacionais. 

Os resultados apresentados neste trabalho confirmam a capacidade do método em 

resolver com sucesso problemas de escoamento de fluidos entre placas paralelas, 

problemas de condução de calor por convecção e problemas de escoamento de fluidos 

através de uma expansão abtupta na fornia, de degrau. 

Ressalta-se que, embora os problemas propostos neste trabalho são casos de regime 

permanente, o transitório foi simulado até ser estabelecido o estado estacionário, já que 

esta é uma condição esta imposta pelo método de Chrorin. 
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Com base nestes resultados conclui-se também que a escolha do grau da expansão a 

ser empregada no cálculo, é o fator determinante para a obtenção de bons resultados. 

Constata-se que a grande vantagem do método da expansão em funções 

hierárquicas é a capacidade de adaptar o grau da expansão até o valor necessário ou 

desejado durante o cálculo do escoamento, ao invés de refinar a malha, sem que para isto 

haja a necessidade de reiniciar o problema, como ocorre no método dos elementos finrtos 

convencional. A grande vantagem do MEFH se deve ao fato da possibilidade de adaptar o 

grau da expansão ao invés do refino da malha, pois a aheração do grau da expansão é 

realizado facilmente e não exige o reinicio do problema. Observa-se, contudo, que neste 

trabalho não foi implementado a adaptação do grau da expansão durante a solução do 

problema. Para fim de simplicidade, neste trabalho, o grau da expansão é definido no início 

da solução e não é posteriormente alterado. 

Através deste trabalho observou-se que o MEFH é um método numérico bastante 

complexo, apresentando equações longas e complicadas. Por este motivo utihzou-se o 

método de Chorin (transitório), para o acoplamento entre a pressão e a velocidade, ao invés 

da aplicação de outros métodos de tratamento de acoplamento, próprios para regime 

permanente, por não serem facilmente aplicados ao MEFH. Observou-se por meio deste 

trabalho, que para graus de expansão superiores a 2 não se tem idéia dos custos 

computacionais envolvidos, e quais seriam os benefícios de aumentar o grau da expansão 

com o objetivo de obter melhores resultados. 

Deve-se mencionar que neste trabalho não se teve a preocupação de desenvolver 

um programa computacional eficiente e por este motivo não é feito nenhum comentário a 



Conclusões 126 

5.1 Sugestões para trabalhos futuros 

A motivação para o desenvolvimento de trabalhos fiitiu-os advém do fato de que, 

apesar da metodologia desenvolvida ter se mostrado bastante potente na resolução das 

equações de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis em duas dimensões, em regime 

laminar para malhas cartesianas estruturadas, poucos problemas de dinâmica de fluidos se 

encaixam nestas simplificações. Assim a eliminação destas limitações, ou seja, capacidade 

para resolver problemas de três dimensões, simulações de escoamento turbulento, 

tratamento de fluidos compressíveis e modelagem de geometrias complexas, é de 

importância fiindamental para o sucesso deste novo método numérico proposto nesta tese. 

Como praticamente todos os problemas numéricos presentes na solução de 

escoamento de fluidos em três dimensões estão também presentes em escoamento de duas 

dimensões, as mesmas podem ser modificadas facilmente para considerar três dimensões e 

existe a possibilidade, e a facilidade de estender este método para três dimensões. 

respeito do tempo de computação utilizado na simulação dos problemas. Além disso, 

também não é realizado nenhum tipo de comparação do tempo de computação gasto 

quando da aplicação do MEFH na solução de problemas de dinâmica de fluidos em relação 

a outros métodos numéricos existentes. 

Finalmente pode-se concluh que a grande contribuição deste trabalho na solução de 

problemas de dinâmica de fluidos, mais precisamente na solução das equações de Navier-

Stokes para fluidos incompressiveis em duas dimensões e em regime laminar, é obter 

resuhados precisos com malhas extremamente simples. 
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Outra possibilidade seria a de estender o modelo numérico proposto também para 

fluidos compressíveis. 

Adicionalmente, o modelo numérico poderá ser aplicado em escoamentos de 

fluidos em regime turbulento, onde os modelos apropriados de turbulência devem ser 

acoplados ás equações originais, introduzindo novos complicadores numéricos. 

A fim de que este método numérico possa ser utilizado para problemas com 

geometrias complexas, poderão ser utilizadas malhas deformadas e malhas não 

estruturadas no modelo numérico proposto neste trabalho. 

Além das sugestões dadas anteriormente, uma das implementações mais imediatas 

é a introdução da adaptação do grau da expansão durante o processo da solução, por ser 

esta a grande vantagem do MEFH, pois pode ser realizado facilmente sem a necessidade de 

reiniciar o problema. Esta adaptação do grau da expansão deve ser local, ou seja, deve-se 

aumentar o grau da expansão somente nas regiões da malha onde for necessário. Esta 

adaptação do grau da expansão pode ser baseada no cálculo dos residuos das equações de 

conservação. 
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APÉNDICE A 

F U N Ç Õ E S D E E X P A N S Ã O H I E R Á R Q U I C A S UTILIZADAS N O P M E H 2 D 

Como já mencionado no Capitulo 3, as funções de expansão hierárquicas 

utilizadas neste trabalho, para a solução das equações de Navier-Stokes, são baseados em 

polinomios de Legendre, ajustados nos elementos retangulares de forma conveniente. A 

associação das fimções de expansão aos elementos é feito de forma a definir fiinções de 

canto, de lado e de área. A ordem das funções associadas aos lados e às áreas dos 

elementos é definida de forma a ter o grau necessário ou desejado. Neste trabalho são 

adotadas funções de expansão de grau 1 a 6. O método de quadratura de Gauss, segundo 

Press et al. (1986), é utilizado para o cálculo das integrais envolvidas na solução das 

equações de conservação, descritas no Capítulo 3. Ressalta-se que, embora o grau das 

fiinções de expansão adotadas neste trabalho esteja limitado até 6, nada impede que sejam 

acrescidos graus maiores, para a solução de problemas que exijam um maior 

detalhamento. 

A Figura (A.l) apresenta um elemento típico e os parâmetros hierárquicos 

associados com o seus cantos, lados e áreas. 
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3 4 
Elemento (iJ) 

A. 

t 

I Figma A. 1 Elemento retangular de duas dimensões e seus parâmetros associados. 

Como visto no item 3.4 os polinomios de Legendre, de grau 2 a 6, utilizados neste 

trabalho, indicados por Lg^{§) onde o indice g indica o grau do polinomio e ^ é a variável 

local do elemento que varia de - 1 a 1, são os seguintes: 

Í 2 r ^ > = - ( r - i ) ; 

I / ^ ; = 2 ( ^ 3 - ^ ) ; 

(A-1) 

(A-2) 

4 
(A-3) 

Z 5 r ^ j = ( 7 ^ 5 - 1 0 ^ 3 ^ 3 ^ ^ . (A-4) 

l^(4)=-{\QSf - \1S4' + 1S4' . S). 
4 

(A-5) 



Apêndice A 130 

Cantos: 

(1) Na=^(4-J)(rj-J); (A-6) 
4 

(2) Nc2=-^(4+^Kr}-i), (A-7) 
4 

(3) Nc3=-U4-mTJ+'^y, (A-8) 
4 

(4) Nc4-^(4+l)(.rj+l). (A-9) 
4 

Nestas fimções o subscrito c indica canto e o número após o subscrito indica o 

canto ao qual a fimção está associada. 

As fimções de expansão associadas aos lados do elemento são definidas por imia 

função linear multiplicada por um dos polinomios de Legendre dados pela equações (A-1) 

a (A-5). Estas funções são indicadas por N[^j_j^, onde o subscrito índice L(i-j) 

representa o lado associado à fimção e o subscrito g o grau do polinomio. Estas fimções 

são as seguintes: 

COM;-^i;;:v,Oí^LDEE?iF:;í^^ -.luAR/SP-IPE^ 

Para direção TJ os polinomios adotados são idênticos aos da direção ^, 

substituindo-se simplesmente ^ por nas equações anteriores e indicadas por Lg{Tj). 

Para formar as fimções de expansão são utilizadas além dos polinomios de 

Legendre, fimções lineares de acordo com o apresentado no item 3.4. Estas funções 

lineares formam as funções de expansão associadas aos cantos da seguinte forma: 
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L a d o ¿ n - 2 j ; 

(A-10) 

( A - l l ) 

(A-12) 

Lla-2)=-Uv-\)Ls{4y, (A-13) 

4 n - 2 ; = - ^ ( 7 - l ) / ' 6 ( ^ ) - (A-14) 

Lado ¿r3-4;; 

A ^ L r 3 - 4 ; = ^ ( 7 + l ) / ^ ( ^ ) ; (A-15) 

A ^ Í r 3 - 4 ; = ^ ( 7 + i ) ^ ( ^ ) ; (A-16) 

< 3 - 4 ; = ^ ( 7 + l ) ¿ 4 ( ^ ) ; (A-17) 

A ^ L r 3 - 4 ; = ^ ( ' 7 + i ) ¿ 5 ( í ) ; (A-18) 

< 3 - 4 ; = ^ ( ^ + l ) hi4)- (A-19) 
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< i - 3 ; = - ^ ( ^ - 1 ) ^ ( 7 ) ; (A-20) 

(A-21) 

(A-22) 

í̂ri-3;=-^(^-l)^('7); (A-23) 

(A-24) 

Lado La-4): 

A ^ ! r 2 - 4 ; = - ^ ( ^ - 1 ) ^ ( 7 ) ; (A-25) 

(A-26) 

(A-27) 

^ í r 2 - 4 ; = - ^ ( # - 1 )^5 ( 7 ) ; (A-28) 

< 2 - 4 ; = - ^ ( ^ - 1 ) 4 ( 7 ) . (A-29) 
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As funções de expansão associadas com a área do elemento são formadas pelo 

produto de dois de polinomios de Legendre Lg(4) e Lgfrj). Estas fimções são indicadas por 

P P , onde o subscrito A representa a área e o subscrito gg os graus dos polinomios de 

Legendre. Estas fimções são as seguintes: 

Área Aíl-l-S-A): 

Nf=£^i4)I^(Tj); (A-30) 

Nf=L,i4)L2Írjy, (A-31) 

N^^=L2(4)L3(n); (A-32) 

A ^ ? = Z 3 ( ^ ) l 3 ( 7 ) ; (A-33) 

Nf=m4)L2(r?); (A-34) 

N'/=I^(4)mTj); (A-35) 

Nf^Lsi4)L2(rj); (A-36) 

Nf= L2Í^)Ls(rj), (A-37) 

Nf=m4)L3(n); (A-38) 

N^=L,(4)mrj); (A-39) 

NÍ'= L,i4)L^(rj); (A-40) 
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N^^=Lsi4)L,(r?); (A-41) 

NA=^(4)L6(rj); (A-43) 

N\'= L,i4)Ls(ri). (A-44) 

Uma vez definidas as fimções de expansão, para os cantos, lados e áreas, associa-se 

determinadas fimções para cada grau de expansão solicitado ou desejado. Assim, para 

expansões de grau 1 a 6 tem-se as seguintes fimções associadas: 

Grau 1: Somente as fimções de canto, equações (A-6) a (A-9). 

Grau 2: Fimções de canto, equações (A-6) a (A-9); 

Funções de Lado Z-(l-2), equação (A-10); 

Funções de Lado Z-(3-4), equação (A-15), 

Funções de Lado ¿(1-3), equação (A-20), 

Funções de Lado ¿(2-4), equação (A-25), 

Funções de Área ^(1-2-3-4), equação (A-30). 

Grau 3: Funções de canto, equações (A-6) a (A-9); 

Funções de Lado ¿(1-2), equação (A-10) e (A-11); 

Funções de Lado ¿(3-4), equação (A-15) e (A-16); 

Funções de Lado ¿(1-3), equação (A-20) e (A-21); 

Funções de Lado ¿(2-4), equação (A-25) e (A-26); 

Funções de Área .4(1-2-3-4), equação (A-30), (A-31) e (A-32). 

Grau 4: Funções de canto, equações (A-6) a (A-9); 

Funções de Lado ¿(1-2), equação (A-10) a (A-12); 
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Funções de Lado ¿(3-4), equação (A-15) a (A-17); 

Funções de Lado ¿(1-3), equação (A-20) a (A-22); 

Funções de Lado ¿(2-4), equação (A-25) a (A-27); 

Funções de Área/í( 1-2-3-4), equação (A-30) a (A-35). 

Grau 5: Funções de canto, equações (A-6) a (A-9); 

Funções de Lado ¿(1-2), equação (A-10) a (A-13); 

Funções de Lado ¿(3-4), equação (A-15) a (A-18); 

Funções de Lado ¿(1-3), equação (A-20) a (A-23); 

Funções de Lado ¿(2-4), equação (A-25) a (A-28); 

Funções de Área y4( 1-2-3-4), equação (A-30) a (A-39). 

Grau 6: Funções de canto, equações (A-6) a (A-9), 

Funções de Lado ¿(1-2), equação (A-10) a (A-14); 

Funções de Lado ¿(3-4), equação (A-15) a (A-19); 

Funções de Lado ¿(1-3), equação (A-20) a (A-24), 

Funções de Lado ¿(2-4), equação (A-25) a (A-29); 

Funções de Área >1( 1-2-3-4), equação (A-30) a (A-44). 
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APÉNDICE B 

DESCRIÇÃO D O P R O G R A M A C O M P U T A C I O N A L P M E F H 2 D 

O programa computacional PMEFH2D segue o ciclo iterativo proposto pelo 

método de Chorin, conforme descrito no Capítulo 2 deste trabalho, além de conter a 

solução da equação da temperatura. O programa computacional foi escrito na linguagem 

FORTRAN-99 e executado em um microcomputador Pentium 11-266 com 64 MB de 

RAM. 

O PMEFH2D é composto das rotinas computacionais descritas a seguir. A 

Figura B. 1 apresenta um diagrama de blocos do programa, mostrando a ordem de execução 

das diversas etapas (subrotinas). 

Programa Principal - MAIN: O programa principal é a parte central do PMEFH2D onde 

são chamadas as subrotinas de leitura de dados, impressão de resultados e as subrotinas 

que calculam as velocidades, pressão e temperatura na seqüência indicada pelo diagrama 

de bloco fornecido pela Figura B. 1. 

Subrotina INPUT : A subrotina INPUT realiza a alocação das variáveis na memória do 

computador, através do endereçamento feito por ponteiros, além da leitura dos dados 

necessários para a modelagem do problema a ser resolvido. 
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MAIN PROGRAM 

INPUT 
DadtaJe 
Batrdada 

INIMAT FÜNC902D 

imVAR 

VALOLD 

—T" 
ttxapo'^teEspo + ai 

CONOœNT 

CALWmed neotd = aeoBt +1 

CÁLUU (a*} CÁLUU (a*} 

CALWWfw') SOLVE 

CALP <p) SOLVE CALP <p) SOLVE 

Bamtl=neotitl+I 

Figura B.l : Diagrama de blocos do programa computacional PMEFH2D. 



Apêndice B 138 

Subrotina INIMAT : Esta subrotina calcula as integrais das fiinções de expansão envolvidas 

na solução numérica das equações. Ela utiliza um banco de fimções polinomiais 

denominado de FUNC902D. 

Subrotina INTVAR : A inicialização das variáveis vetoriais e matriciais utilizadas no 

programa PMEFH2D é realizada nesta subrotina. 

Subrotina VATOTI) ; Esta subrotina é utilizada para salvar as variáveis do tempo anterior 

com relação ao tempo da iteração corrente. 

Subrotina CONDCONT : Todas as condições de contorno especificadas para o problema a 

ser analisado são ft)mecidas e tratadas por esta rotina. 

Subrotina CALWMED : Nesta subrotina são calculadas as velocidades médias uew, para 

as direções x e z respectivamente. Estes valores são utilizados no cálculo da função peso 

Pm, segundo a equação (3-14). 

Subrotina CALUU : Calcula a componente da pseudovelocidade na direção x, u*, que é 

utilizada para resolver o acoplamento pressão-velocidade que aparece nas equações de 

movimento, confiarme ciclo iterativo descrito no Capítulo 2 deste trabalho. Esta subrotina 

calcula os coeficientes de expansão de « ' em todo o domínio da solução. 

Subrotina CALWW : Calcula a componente da pseudovelocidade na direção z, w*, definida 

pelo método de Chorin. Esta rotina calcula os coeficientes de expansão de w' em todo o 

domínio da solução. 
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Subroíina CALU : Calcula os coeficientes de expansão da componente da velocidade na 

direção x, u, no dominio da solução. 

Subroíina CALW: Calcula os coeficientes de expansão da componente da velocidade na 

direção z, w, no dominio da solução. 

Subroíina CALP : Calcula os coeficientes de expansão da pressão p, que são obtidos 

através da solução da equação de Poisson para a pressão. 

Subroíina CALT: Calcula os coeficientes de expansão da temperatura T, que são obtídos 

pela solução da equação da energia no dominio de escoamento. 

Subroíina SOLVE : Esta rotina resolve um sistema de equações lineares por dois métodos 

diferentes: diretamente pela inversão da matriz, ou de forma iterativa. A rotina de inversão 

de matrizes utílizada é da biblioteca de rotinas EMSL e utíliza o método de eliminação de 

Gauss. A forma iterativa utiliza o método de relaxação linear. 

Subroíina OUTPUT : Esta subrotina realiza a impressão das variáveis de saída do 

programa, as quais são; as componentes da velocidade u ew,a pressão pea temperatura T, 

para cada instante de tempo, em todo o domínio do escoamento. Além disso, imprime os 

coeficientes de expansão destas variáveis correspondentes aos cantos, lados e áreas para 

cada elemento da malha. 
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