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RESUMO

Dosimetria utilizando dosimetros de Fricke-Xilenol-Gel (FXG) permite a confirmagdo e um melhor
entendimento de tratamentos por Radioterapia. A técnica envolve a avaliagdo de volumes irradiados por
imageamento por ressonancia magnética (IRM) ou CT-6ptico. Em ambos os casos, o tempo gasto entre a
irradiacdo ¢ a medi¢do ¢ um fator importante, que influencia diretamente nos resultados. A qualidade das
imagens pode ser comprometida pela mobilidade dos fons férricos (Fe**), formados durante a interagdo da
radiacdo com a matéria, elevando as incertezas na determinagdo das isodoses. Neste trabalho, simulamos a
dindmica envolvendo os ions férricos formados em uma regido irradiada em um dominio bidimensional com um
coeficiente de difus@o variavel. Este fendmeno ¢ modelado por uma equacdo diferencial e resolvido
numericamente por um algoritmo eficiente que generaliza o método de Crank-Nicolson. A estabilidade e
consisténcia do método garantem a convergéncia da solucdo numérica para uma tolerancia pré-definida, baseada
nas escolhas dos passos de discretizagdo do tempo e espaco. Diferentes fungdes continuas foram escolhidas para
representar o coeficiente de difusdo e visualizagdes graficas do fendmeno sdo apresentadas para um melhor
entendimento do processo.

1. INTRODUCAO

O uso de dosimetros quimicos para avaliagdo de doses absorvidas € uma técnica amplamente
utilizada em Dosimetria das Radia¢des. Dosimetros do tipo Fricke-Gel sdo obtidos a partir do
dosimetro de Fricke, constituido por dgua de elevada pureza e Sulfato Ferroso amoniacal (ou
Sal de Mohr), ao qual ¢ adicionado um agente gelatinoso (gelatina, agarose, agar-agar). Estes
dosimetros apresentam equivaléncia ao tecido humano e podem ser moldados em diferentes
geometrias tridimensionais [1]. Dosimetros Fricke-Gel podem ser utilizados na avalia¢dao do
planejamento de doses em radioterapia.

Apoés a irradiagdo, os ions ferrosos (Fe’") presentes no dosimetro sdo oxidados,
transformando-se em ions férricos (Fe’), em uma quantidade proporcional a dose absorvida,
alterando as propriedades opticas do dosimetro. A leitura pode ser feita por técnicas de
imageamento utilizando equipamentos de ressonancia magnética nuclear [2,3,4]. Desta forma
¢ possivel mapear tridimensionalmente esta distribuicdo e identificar a regido irradiada.
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Um dos problemas da avaliacdo de doses por esta técnica ¢ que ao longo do tempo, os ions
férricos podem se movimentar pela matriz de gel causando imprecisdes nas leituras e
consequentemente, nas estimativas de dose. Este movimento dos ions férricos pode ser
modelado por uma equagdo diferencial parcial e resolvido numericamente. Neste trabalho
apresentamos simulagdes deste fendmeno em um dominio bidimensional considerando um
coeficiente de difusao varidvel no espaco. A solugcdo numérica € obtida por uma adaptagao do
método de Crank-Nicolson (CN) que engloba o coeficiente de difusdo varidvel na
discretizagdo por diferengas finitas, mantendo a ordem de convergéncia e estabilidade
incondicional do método. Para maior eficiéncia computacional, utilizamos as diregdes
alternadas que otimizam CN através da decomposicao do problema em cada dimensao [7,8].

Partindo das Leis de Fick, na secdo 2 apresentamos a modelagem matematica do problema
fisico. O algoritmo utilizado na se¢@o 3 e os resultados das simulagdes, utilizando diferentes
funcdes conhecidas para o coeficiente de difusdo, na secdo 4. Conclusdes e propostas de
trabalhos futuros na sec¢ao 5.

2. MODELAGEM MATEMATICA DO PROBLEMA FISICO

A dindmica da concentracdo de ions férricos em dosimetros Fricke-Gel ¢ representada por
uma equacdo diferencial parcial. Pela segunda Lei de Fick, se em um meio existe um
gradiente de concentracdo, forma-se um fluxo de difusdo que tende a homogeneizar o
mesmo. Este fluxo tem a mesma direcao e sentido oposto ao gradiente, sendo proporcional a
ele [3]. Sendo C()?,t) a distribui¢do da concentragao em 5c'=(x, y,z) € no instante ¢ e

D:RPIx 1R — [R,(¥,t) > D(¥,t)uma fungdo continua que representa o coeficiente de
difusdo do meio, a equacdo de difusdo ¢ dada por (1).
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Dominios que apresentam um coeficiente de difusdo variavel ocorrem quando sao compostos
por diferentes materiais, ou cuja variagdo do coeficiente ¢ influenciada pelo tempo. A
introducao de um coeficiente constante para um meio serve como uma hipoétese restritiva do
problema da difusdo que simplifica os célculos necessarios a sua resolugdo. Pequenas
perturbagdes nao alteram significativamente o resultado da difusdo, mas quando lidamos com
meios ndo-homogéneos (como o corpo humano, por exemplo), ou seja, onde o coeficiente de
difusdo sofre grandes alteracdes devido a presenca de diferentes meios em um mesmo
dominio, um estudo mais detalhado é necessario. Neste trabalho consideramos um coeficiente
dependente do espago, assumindo uma fun¢do continua positiva conhecida, ¢ simulamos a
dindmica dos ions férricos em um meio que apresenta este coeficiente.

Para determinar a solu¢ao da equacao (1), € necessario conhecer a distribui¢do inicial de ions
férricos no instante inicial, C()?,O), e as condigoes de fronteira do dominio Q. No caso do
dosimetro, como nao ocorre fluxo através do bordo, temos que:
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onde 7 ¢ o versor normal exterior a fronteira de Q. Foram realizadas simula¢des da difusdo
considerando um dosimetro homogéneo, caso onde o coeficiente de difusdo ndo apresenta
nenhuma variagdo, e um dosimetro onde o coeficiente varia com relagdo a posi¢do, conforme
uma funcao que determina o valor do coeficiente em cada ponto.

As simulagdes foram realizadas considerando o fenomeno bidimensional, no qual o
dosimetro Q ¢é representado por um quadrado unitario. Esta restricdo simplifica 0 modelo sem
prejudicar o objetivo do estudo, que ¢ gerar solugdes aproximadas com uma precisao pré-
fixada.

3. METODO NUMERICO

Nesta secdo apresentaremos o método numérico utilizado para resolver a equacao (1)
numericamente. Este método provém da discretizacdo da equagdo (1) por diferencas finitas e
generaliza os métodos classicos de resolugdo numérica da equacdo da difusdo com
coeficientes constantes.

Vamos considerar o problema da difusdo em um dominio bidimensional, definido por um
quadrado unitario. A discretizagdo no espaco ¢ igual nas duas dimensodes,
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Figura 1: Dominio discretizado

O método de Crank-Nicolson para a equagdo da difusdo com coeficientes constantes ¢ um
método incondicionalmente estdvel e com ordem de convergéncia quadrdtica nas
discretizagdes do tempo e espaco [5,6,7,8]. Quando temos um coeficiente de difusao variavel,



podemos construir uma discretizagdo por diferencas finitas que mantém as ordens quadraticas
para o erro de discretizagdo [9]. A figura (2) mostra a aplicacao do método de Crank-Nicolson
em um ponto do dominio discretizado.
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Figura 2: Stencil do método de Crank-Nicolson

No CN, para cada passo de discretizagdo no tempo devemos resolver um sistema linear
constituido por matrizes tridiagonais por blocos proveniente da discretizacdo da equacdo (1)
por diferengas finitas. Portanto, para um passo de integracdo, ¢ necessario um esforgo
computacional da ordem de O(N 4) operagdes, o que torna o método computacionalmente
ineficiente. Para reduzir significativamente este esfor¢o, foi implementado um método que
utiliza as direcdes alternadas que transforma a evolucdo de um passo de integracdo em dois
problemas unidimensionais. Portanto, o sistema tridiagonal por blocos ¢ transformado em
dois sistemas tridiagonais.

Ao aplicarmos CN em uma das direg¢des, obtemos uma aproximagao para a concentragdo num
instante ¢ , . Ao aplicarmos novamente CN na outra dire¢do, usando como condi¢do inicial
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a aproximacao obtida anteriormente, obtemos uma nova aproximagdo para a concentragao,
mas agora no instante 7,,,. Ao utilizarmos as direcdes alternadas, temos um esforgo

computacional da ordem de O(N 2) operacdes a cada passo de discretizacdo no tempo. Este é

um método implicito da familia ADI (Alternate Direction Implicit methods). A figura (3)
mostra a aplicagdo do método em um ponto do dominio discretizado, primeiro em uma
direcdo e depois na outra.
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Figura 3: Stencil do método ADI



A utilizacao das dire¢oes alternadas na constru¢cao de um método numérico eficiente mantém
as ordens de convergéncia quadraticas para as discretizagdes espacial e temporal, bem como a
estabilidade do método [9].

Como nao temos o valor explicito da concentragdo de ions férricos na fronteira do dominio, e
sim a expressdo de sua derivada em relagdo as diregdes, devemos incorporar o calculo dos
valores nestes pontos em conjunto com 0s outros pontos da malha computacional. Existem
varias maneiras de incorporar pontos de fronteira na discretizagdo escolhida que podem ser
vistas em [5,7,8]. Para o método construido, foi escolhida uma discretizacao, para a primeira
derivada, centrada no ponto de fronteira a ser determinada a concentragdo, expressa em (6).
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Utilizando a expressao (6) em conjunto com o a discretizagdo da equacdo (1) por diferencas
finitas aplicada em Cj; e a expressdo da derivada (2), eliminamos o valor C”) ;. A férmula
(6) define as condigdes de fronteira para x = 0. As expressoes parax =1, y=0e¢ y =1 sdo
analogas. Esta forma de aproximar a derivada da funcdo concentra¢do foi escolhida por
tratar-se de uma aproximagao de segunda ordem que concorda com a ordem quadratica do
método.

A escolha dos passos de discretizagdo do espaco (4) e do tempo (k) garantem que a solucao
aproximada para C;; esteja dentro de limites pré-definidos para o erro local de discretiza¢dao
€.

Nos dois casos tratados, as regides que delimitam as fronteiras da regido irradiada e do
proprio dosimetro serdo responsaveis pela escolha adequada de % e k, para que os resultados
numeéricos para C;; atinjam a precisdo no menor tempo possivel. Como o método utilizado ¢
de ordem quadratica tanto na discretizacao espacial quanto na temporal, 4 ¢ k£ devem também

verificar as desigualdades {hz;k2 } <e.

Uma vez definidas as magnitudes do dominio, da regido irradiada e das barreiras fisicas,
determinamos os passos % e k, satisfazendo as condi¢des descritas acima, fixando primeiro

uma precisao ¢ > 0 e um valor para r que garanta a qualidade da solucdo numérica.
Escolhemos o passo de discretizacdo, 4, de tal forma que a malha computacional gerada por

este passo seja uma boa representagio do dominio e tal que #°< & .

. . D, k .
Uma vez determinado /4, calculamos k pela formula 7, == de modo a garantir a
estabilidade, onde D, = maxl.,_].D(xl., y_l.). Se k* > ¢, redefinimos 7 e repetimos o processo.

Ao final, teremos os passos / e k de forma que {hz;kz } < g, a malha computacional ¢ uma

boa representagao do dominio e garantem a qualidade da aproximacao. Estas escolhas dos
passos de discretizacdo proporcionam um erro controlado, inferior a precisdo pré-fixada.



4. RESULTADOS

O caso tratado neste trabalho simula a ocorréncia de um coeficiente de difusdo dependente do
espaco em um dominio bidimensional, um quadrado unitario. Para cada ponto do dominio
discretizado foi associado um valor positivo de acordo com uma fun¢do conhecida. As
simulagdes numéricas foram obtidas a partir da implementagdo do algoritmo descrito na
secdo 3. Este algoritmo utiliza uma rotina implicita, alternadamente nas diregdes x e y e
armazena a decomposicdo LU da matriz dos coeficientes em cada dire¢do. Cada elemento
desta matriz depende do valor do coeficiente associado a cada ponto e a seus vizinhos. Como
a fungdo associada ao coeficiente de difusdo nao ¢ dependente do tempo, as matrizes
diagonais inferior e superior foram armazenadas apenas uma vez. Apos a decomposi¢do, a
cada nivel de discretizagdo no tempo, utilizamos uma subrotina que faz a substituicdo
reversa. Para cada passo de integracdo no tempo, o algoritmo cumpre as seguintes etapas:

Recebe a distribuicao inicial de ions no dominio;
Armazena as matrizes tridiagonais do método;
Armazena a decomposi¢ao LU das matrizes calculadas;
Para a direcdo x, calcula a nova distribuicao de ions;
Para a diregao y, calcula a nova distribui¢cdo de ions;
Retorna a distribuicao de ions no tempo discretizado;
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A funcao utilizada para o coeficiente de difusdo deve ser uma fungao positiva e derivavel até

a primeira ordem. Para cada ponto (x;y; )do dominio discretizado, foi necessario conhecer o
valor do coeficicente em seus vizinhos, X X Y Yo No bordo, alguns destes pontos
(A S i+— i—
2 2 2 2
nao estdo definidos, pois o dominio da fungdo atribuida ao coeficiente de difusao nao engloba
tais pontos. Assim, para calcular o valor destes pontos ndo definidos, foi feita a extensao
impar da fungdo, ampliando o dominio de definigdo. Portanto, para um ponto na reta X =0,
temos que:

Dl x , .|=D|x, (7)
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As extensOes para as retas x=1,y =0,y =1sd30 andlogas. Para as simulag¢des abaixo,
utilizamos a fung¢ao (8) para o coeficiente de difusao.

D(x,y)=0,018sin(x* + y°) (8)

A figura (4) mostra a distribui¢cdo dos valores atribuidos a cada ponto do dominio pela funcao
(8). A linha branca delimita a regido a ser irradiada. Escolhemos como regido uma coroa
circular, pois esta apresenta uma transi¢ao entre a regido onde foram formados ions férricos e
onde ndo ocorreu esta formacao, caracterizando um espalhamento de ions também para
dentro da regido irradiada.
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Figura 4: Distribuicdo do Coeficiente de Difusao
pelo dominio (a esquerda) e regido irradiada (a direita)

A fungdo definida pela equagdo (8) foi escolhida por apresentar uma variacdo perceptivel
entre as regides onde a difusdo ocorre de forma mais rapida e onde a difusdo ocorre mais
lentamente. Mais geralmente, uma distribuicdo genérica, conhecida a priori, como uma
imagem de tomografia por exemplo, poderia ser utilizada, desde que apresentasse transi¢des
suaves entre as fronteiras que delimitam os meios identificados.

A figura (5) mostra uma sequéncia de imagens da evolucdao temporal da difusdo dos ions
férricos, correspondente a 30 minutos apos a irradiagdo num dosimetro bidimensional de
lem? . A area irradiada é uma coroa circular de raios R = 0,4 ¢m e r = 0,2 ¢m centrada no
ponto (0,5;0,5) do dominio.

A coluna da direita mostra a evolugdo temporal assumindo um coeficiente constante
D=0,018 cm®/h. Na sequéncia da esquerda, consideramos como coeficiente de difusio a
funcdo dada por (8). As simulagdes foram obtidas com os valores de 2 =0,0039 e k£ =0,0033 e
7w = 1,95, considerando uma malha espacial homogénea. Esta escolha para os valores dos

m

passos espacial e temporal fornecem uma precisio de 107 .

Na figura (5), as isolinhas marcam areas de mesma concentragdo, de acordo com uma escala
de cores. A linha branca, presente em cada imagem mostra a localizagdo da area irradiada.
Como esperado, nas regioes onde o coeficiente de difusdo apresenta um valor maior, a
difusdo ¢ facilitada, havendo uma maior presenca de ions férricos. Nas areas onde o
coeficiente de difusdo apresenta um valor menor, a difusdo ¢ mais lenta, havendo menor
presenca de ions.
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Figura 5: Dinamica da difuséo de ions férricos em um meio
com coeficiente de difuséo variavel ao longo de 30 min.



A figura (6) fornece a sobreposi¢do das isolinhas de maior concentragdo ao longo do tempo, e
dois perfis de solucao nos casos em que o coeficiente de difusdo ¢ constante (a esquerda) e no

caso em que o coeficiente de difusdo varia conforme a fungdo (8) (a direita).
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Conforme esperado, para o segundo caso a difusdo tende a ser maior onde o coeficiente de
difusdo assume maiores valores, ao contrario de um coeficiente constante, onde a difusdo
tende a ser simétrica.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, simulamos a difusdo de ions férricos em dominios com um coeficiente de
difusdo variavel utilizando uma generalizagdo do algoritmo de Crank-Nicolson para meios
com coeficiente constante e aplicando as dire¢des alternadas para maior eficiéncia do
método. Com as escolhas apropriadas para os passos de integracdo espacial e temporal, os
resultados mostraram-se condizentes com a realidade e dentro da precisao estipulada. Para
trabalhos futuros serdo considerados os casos em trés dimensdes e diferentes geometrias.

A simulagdo do movimento dos ions férricos formados a partir de uma concentragdo inicial
conhecida ¢ chamada problema direto e foi o problema tratado neste trabalho. Em geral, o
maior interesse pratico ¢ determinar a distribuicdo da concentracdo inicial baseado na
observacdo da dinamica dos ions, transcorrido um periodo de tempo. Este ¢ o chamado
problema inverso, e sera tratado em trabalhos futuros. A partir da simulagdo da dindmica da
concentracao de ions em dosimetros Fricke-Gel, podemos determinar a distribui¢ao dos ions
férricos na matriz de gel e estimar, com uma precisdo pré-definida, o impacto desta difusdo
no dominio, além de preparar para o estudo do problema inverso. Por este motivo, ¢
importante termos dominio das técnicas de simula¢do do problema direto, que nos fornecem
resultados precisos e confidveis.
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