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SUMARIO

A solução da equação de difusão de neutrons em estado esta -

cionario e obtida através do método dos elementos finitos. Especi-

ficamente, usa-sc a técnica variacional para problemas em uma di -

mensão c a técnica dos resíduos ponderados (aproximação de Galer -

Icin) para problemas em uma ou duas dimensões. Elementos retangula-

res são utilizados para a divisão do domínio espacial e o fluxo de

neutrons e aproximado, por função linear (caso unidimensional) e

função bilinear (caso bidimensional). Resultados numéricos são ob-

tidos por meio de um programa de computador em linguagem FORTRAN '

IV e comparados com os fornecidos pelo código CITATION de diferen-

ças finitas. •



1. INTRODUÇÃO

A partir da década de 1960, o Método dos Elementos Pinitos *

(MEF) vem se desenvolvendo de uma maneira acelerada dentro das téc:

nicas numéricas computacionais, para a solução de problemas de va-

lor no contorno. Apesar de ter sido inicialmente mais aplicado e

obtido maior sucesso em problemas práticos da mecânica estrutural,

tem sido aplicado também em cálculos de transferência de calor, me

cânica dos fluídos e outras áreas. Programas computacionais elabo-

rados são disponíveis para análise de estrutura de aeronaves, cons

trução naval, cálculo do vaso de pressão de reatores nucleares e

outros problemas básicos da engenharia civil estrutural {5) . O

número de vantagens inerentes que conduziu ao uso extensivo desse

método nas áreas acima citadas resultou no interesse de sua aplica.

ção em cálculos de física de reatores. Com precisão e relativa fa-

cilidade o MEF pode tratar geometrias regulares e irregulares, ma-

teriais homogêneos e heterogêneos e quaisquer combinações de cond.i

ções de contorno, além de poder-se utilizar aproximações de alta

ordem.

Dentre v.ãrios trabalhos publicados em cálculos neutrônicos c^

tam-se os de Kang e Hansen {6,7} ; Semenza, Lewis e Kossow {10} ,

Franke {4 }, Nakata {8}e o seminário sobre aplicação do MEF em cãl̂

culos de blindagens ill} .

Basicamente, o MEF e um procedimento numérico pelo qual equa-

ções diferenciais são discretizadas dividindo o domínio do proble-

ma em subdomínios (ou elementos). Funções de interpolação são for-

muladas dentro de cada elemento em termos dos parâmetros associa -

dos aos pontos discretos, ou nos dos contornos, desses elementos.

Para isso várias técnicas são utilizadas destacando-se a variacio-

nal e a técnica dos resíduos ponderados.

No presente trabalho o MEF é utilizado no cálculo neutrônico'

em problemas unidimensionais com a técnica variacional e a técnica

dos resíduos ponderados e problemas bidimensionais com a técnica '

dos resíduos ponderados, com elementos retangulares e funções li -

neares.

2.-FORMULAÇÃO GERAL

Seja o problema de valor no contorno descritas por equações '

do tipo :



Lop U(r) s f ( i) i £ G fl ' (2.1)

e

a C JH-v. U ( X ) ) + 3U(r) =g(r), r c 3ÍÍ (2.2)

onde Lop e um operador diferencial, U a variável dependente ( uma

função definida sobre o domínio ti ) das variáveis independentes ex

pressas pelo vetor r £ £2 , f ( r ) e g ( r ) funções especifica -

das. 0 valor de U(r).5 obtido pela divisão do domínio (ft) em

subdomínios ( fie-) e da aproximação de U(^r) por funções contínuas'

dentro do elemento. Assim

U(r) = U(r) = E aiyi, ' . (2.3)
"*- ~" i

onde yi são funções bases contínuas no subdomínio, em termos das '

variáveis independentes, e ai são os parâmetros incógnitas.

A solução e obtida tratando o problema original, que consis-

te de equações diferenciais, numa forma integral equivalente, i.e,

1= f FâSl +f Hd(an) , (2.4)

onde F e II são funções, combinações de funções ou operadores inte-

grãvcis no domínio ( ft) e seu contorno (3^ ) respectivamente. As

duas técnicas principais que envolvem tais formas são a variacio -

nal e a técnica dos resíduos ponderados.

2.1. Técnica Variacional Í12)

Nessa técnica a forma integral correspondente ê obtida a pa_r

tir de teoremas da Física-Matemãtica os quais garantem que a solu-

ção de problemas de valor no contorno, do tipo das eqs. (2.1) e

(2.2), e equivalente a extremizar funcionais associados ã equação1

diferencial, ou seja, a função que extremiza o funcional e a solu-

ção da equação diferencial.

Para um elemento (e), a forma integral é expressa como :

• (2.S)

onde F e H são função da variável dependente Uf^r,), que 5 aproxi-

mada por U(r) dentro de cada elemento. Portanto:



Finalmente escolhendo-se um número adequado de funções ponde-

ração W(r). pode-se obter, um conjunto de equações algébricas li -

neares para os coeficientes a..

3.1. Técnica Variacional

Partindo da equação de difusão, a UF grupo, na forma :

-v.DC,r;v<Kr) + za<# - sÇr) - o , #a (3-D

coni as condições de contorno

èfr) = 0 , re3Q (3.2)

e/ou — K — ô f r j = 0 , r* 9 £2 \. • j

onde a notação é convencional, o funcional equivalente é dado co-

mo {1}:

C -> , , , ,,2
I Cr,*,*1) =1/2 /{-D(r){V(Kr)}~- Z (r) í 4> (£J ) +

Si
2S(r) 4»(r)}díl (.3.4)-

Dividindo o domínio-em n elementos e expressando a equação '

(3.4) para cada elemento tem-se:

I = 2 I C • C3.5)
e

o fluxo de neutrons <j> ( r ) ê aproximado por

i
onde Mi (^) são as funções bases de tal maneira que

y.(rj) 1 • , i = j

. 0 , i f j , (3.7)

e desta forma o funcional I fica sendo uma função dos valores no-

dais ^i , que extremizado em relação a *i , ou seja

-4Í- =0 , i= 1,2........ n , . (6.S)

obtém-se o sistema de equações algébricas .



reI = £ r (2,6)

Pelo princípio variacional deve-se ter :

61 = 0 .(2-7)

A equação (2.7) representa um conjunto de equações simultâ ~

neos dos quais se obtém os parâmetros incógnitas (ai) .

2.2. Técnica dos Resíduos Ponderados Í12) v

E um procedimento de derivação direta da equação diferencial

a ser resolvida. Assumindo-se um comportamento o mais proximo pQ$~

sível do comportamento real da variável a ser calculada, obtém- se

um erro de aproximação, ou resíduo (R):

Lop Ü (r) - £(r) = R f 0. (2.8)

A técnica consiste em impor que esse resíduo se anule em mé-

dia sobre todo o domínio da solução. Assira:

f{(YÍ Lop Ü (r) - W£(r)'}dn + J\1 {ct(n.VÜ(r)) +
ü

) - g(r)}d (3fl)= 0 ( 2.0)

onde \i é a função ponderação. Dependento da•escolha da função pon-

cl-ery.ção tem-se os vários tipos do.método dos resíduos ponderados.'

Particularmente, para a função ponderação igual à função de aproxj;

mação, a técnica dos resíduos ponderados é chamada aproximação de

Galerkin.

Desta femna, usando-se a aproximação dada pela eq. (2.3) e

subdividindo-se a integral no domínio, nos respectivos elementos '

obtém-se ; -

r ) - W f(r)) âü°+ J W{a(n .VÜ(r) +3U(r) -g(r) )d (3«e) } = 0

(2.10)
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2 a A X 1 AX (*& + SCb)l = 0 T3 91

6 J 2
onde os superscritos (a) e (b) representam os elementos adjacentes

ao nó i.

3.2. Técnica dos Resíduos Ponderados

Multiplicando-se a equação de difusão (3.1) pela função pon-

deração W itj ) e integrando-a no domínio S3 obtém-se a forma fraca:

(r)S(r)rin (5.10)

Pela identidade de Green, e das condições <j) ou È.ÈL—. nulos '
3n

no contorno tem-se:

n + /w(r) Za(r) dh= J W(r)S (r) dü (5.11)

Aproximando-se o fluxo de nuetrons no elemento como:

(3.12)

(3.13)

obtém-se

/*y-(r)S(r)dn , j= 1,2,....ri. (3.14)

No caso bidimensional o fluxo de neutrons é aproximado como:

ZZ<t>. -]J. (x)u.(y),
ij 1«3 i 3

onde
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c procedendo-se como o desci"ito no item 2.2 pode-se obter um sis-

tema de equações algebricas para os valores nodais <j>. . {9} .

Os resultados numéricos foram obtidos através de um programa

de computador em linguagem FOHTRAN-IV, que .além do fator de multi-

plicação, fornece a distribuição de fluxo e potcnc.-a Í9). Foram '

processados alguns problemas testes que são apresentados a seguir

de modo sumario.

4 RESULTADOS NUMÉRICOS .

4.1. "Reator Tipo Placa

Para um reator1 tipo placa de duas zonas (combustível, refle-

tor) {6 } , os valores do Kef da aproximação pela técnica variacio-

nal e resíduos ponderados são apresentados na tabela 4.1 e os val£

res do fluxo térmico na figura 4.1. 0 erro do Kef & calculado em

relação do resultado obtido pelo código CITATION Í2} com largura '

de malha igual a L/60.

AX

L/12

L/24

L/4 8'

Galerkin

Kef

1.0215

1.0 211

1.0209

Erro ("O

0.066

0.026

0.009

1

1

1

Variac

Kef

.0188

.0198

.0212

ional

Erro ('o)

0.199

0.101

0.04

Kef. referSncia= 1.02083

Tab. 4.1 - Valores do Kef do problema 4.1
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Fig. 4.1 T Fluxo térmico do problema 4.1,

• '4.2, Problemas teste em duas dimensões

A tab. 4.2 apresenta valores do Kef para três problemas em

duas dimensões e dois grupos de energia. Nos três casos o.resulta-

do referencia é* obtido pelo CITATION de diferenças finitas. O pri-

meiro 5 um reator de duas zonas (caroço e refletor) íd cuja geome

tria e mostrada na fig. 4.2.



4>=0 \3

Fig. 4.2 - Geometria do 1? problema.

0 resultado referência foi obtido com uma discreti~ação de

40 x 40- pontos. A fig. 4.3 apresenta o comportamento ,do' fluxo tér-

mico para y = ÍS cm.
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VJS-K. 4.3 - Fluxo térmico do l9 uroblema.



O segundo é o reator ZION-1 com 5 zonas diferentes (fig.4.4).

0 resultado para comparação e obtido com destretizaçao de 80 x SO '

pontos. A fig. 4.5 mostra a curva do fluxo^termico para y= 78,48 5 cm.
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Fig. 4.4. Geometria do reator ZION-1.
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O terceiro problema 5 o reator padrão 2D-IAEA de 4 zonas. A

£ig. 4.6 .apresenta o núcleo do reator para a seção Z= 190 cm. A dis_

tribuiçao de fluxo térmico para y= 100,Ocm é mostrado na fig. 4.7.
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Fig. 4.6 - Geometria do reator 2D-IAEA
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Fig. 4.7 - Fluxo térmico do 2D-IAEA.



Problema Malha "MET" Referencia Hrro relativo""

6 x 6

8 x 8

0.S9860
0.89679

0.89560

0.202o*

0.1351,

13 x 13 1.27506 1.27514 0.0065°a

9 x 9

13 x 13

1.05009

1.053999
1.03506

1,5561

0.1026*

Tab, 4.2 - Valores do fator de multiplicação dos problemas

em 2D.

5. CONCLUSÃO

Com relação ao autovalor Kef os resultados foram satisfatõ -

rios em ambas as geometrias, obtendo-se boa precisão com malhas '

largas comparadas ao método das diferenças finitas. Entretanto pa-

la os parâmetros diferenciais não se obteve bons resultados para

regiões que apresentam grandes heteregeneidades. Isto foi devido '

ao fato de ter-se utilizado funções de interpolaçã.o lineares que

não conseguem descrever, adequadamente regiões de grande variação'

no valor do fluxo. Isto poderá ^er contornado com a-utilização de

funções de maior ordem, como funções quadrãticas e cúbicas, e ele-

mentos triangulares que descrevem mais adequadamente regiões de

grandes heterogene-idadés. ' • -
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