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RESUMO

Descreve-se o metodo numerico apresentado por Adey.
e Brebbia em "Efficient method for solution of viscoelastic pro-
blems" ' *, capaz de resolver um grande numero de problemas vis-
coelasticos lineares isotropos. 0 método consiste em eliminar a
variavel tempo do problema, utilizando-se a transformada de La-
place. Desta forma, o ﬁroblema real dependente da variavel tem-
po & reduzido a um problema eldstico associado no plano trans-
- formado, ou 'seja, as transformadas de Laplace em relagao ao tem
po das equagodes viscoelasticas de campo e condigoes de contorno
sao formalmente identicas as equagOes para um corpo. elastico de
mesma géometria. As solucoes transformadas sao calculadas pelo
método dos elementos finitos e invertidas numericamente, para a
obtencao das respostas dependentes do tempo, pela aplicagao do
meétodo dos m1n1mos quadrados.

0 metodo apresentado permite que as propriedades
viscoelasticas dos materiais possam ser descritas diretamente
atrivés de dados obtidos dos ensaios de relaxagio ou de fluén-
cia, sem necessidade portanto, da montagem de modelos reongigos
- correspondentes.

* Nimeros referentes aos trabalhos relacionados no Apéndice E.



ABSTRACT

- The numerical method presented by Adey and Brebbia
in "Effioient method for solution of viscoelastic problems" ! *,
capable of solving a large range of linear isotropic viscoelas-
tic problems, 1is described here. The method consists in remo-
ving the time dependence of the problem, by applying the Lapla-
ce transform., The real time dependent problem is thus reduced to
an associated elastic problem in the transformed plane, that is,
the Laplace time-transformed viscoelastic field equations and
boundary conditions are fdrmal]y identical to the equations for
an elastic body of the same geometry. The transformed solutions
are calculated by the finite element method and inverted to ob-
tain the time-dependent response, by applying the method of
least squares. |

The method presented allows to the viscoelastic
data of materials to be described directly by the experimental
creep or relaxation data, without the use of the correspondent
rheological models. ‘

* Numbers refer to works listed in Appendix E.
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Noragdo

0s sTmbolos mais utilizados neste trabalho tem os
significados abaixo relacionados, salvo observagOes em contrario
no texto.

Na viscoelasticidade linear, sendo P e Q os operadores lineares
que relacionam o tensor isotropico das tensdes e o tensor das di
latagoes, e P' e Q' os operadores lineares que relacicnam o ten-
sor tangencial das tensdes e o tensor das distorsdes, por exten-
sao da teoria da elasticidade linear, define-se

K = Q/P

G Q'/P’

£ . 9(Q/P)(Q'/P!)
3(Q/P) + (Q'/P*)

3(q/P) - 2(Q'/P')

v =
6(Q/P) + 2(Q'/P")
Em particular, para a teoria da elasticidade linear,
tem-se:

P =1

Q = K (modulo de elasticidade volumico)

P'= 1

Q'= ¢ (modulo de elasticidade transversal)

9KG

E = : modulo de eiasticidade
3K + G '

y = 3K = 26 coeficiente de Poisson
6K + 2G

n*: coeficiente de viscosidade
t : varidvel tempo (plano real)
Y(t) : fungao de relaxagdo
J(t) : fungdo de fluencia
_ P variavel transformada (plano de Laplace)
f(p) = L {f(t)} : func3do transformada de Laplace de f(t)



sTmbolos correspondentes ds constantes elasticas re
ferentes ao problema elastico associado

: componentes do tensor das tensoes

o0

LY

tensao normal media
componentes do tensor tangencial das tensodes

componentes do tensor das deformagoes

deforma¢3do volumica especifica
componentes do tensor das distorsades

componentes do vetor deslocamento
vetor deslocamento nodal

vetor dos esforgos nodais

matriz de rigidez

constantes de ajuste

constantes de ajusté

funcdo degrau unitario
funcdo impulso unitario
coordenadas cartesianas

i
Fi1 ¥ Fap + fyy

R
axk
of., .

—_—t]
ot

of. . onde fij = f..(xl, xz, X 5, t)

K onde a e bk sao constantes




logB = 109108

0 sTmbolo ~ impresso sob um simbolo qualquer indica matriz.



‘1. INTRODUGZO

A utilizagdo recente de materiais, tais como plas-
tico em maquinas, concreto em reatores nucleares, combustiveis so
lidos em foguetes, bem como a mecanica dos solos e rochas, tem es
timulado pesquisas em viscoelasticidade, Mais recentemente, Zien~
ckiewicz, Watson e King 2 desenvolveram meétodos do tipo passo a
pasao tomando intervalos de tempo durante o0s quais assumiram as
tensboes constantes. A variacdao da deformacdao de fluencia, durante
um intervalo de tempo, leva a uma incompatibilidade que & corrigi
da elasticamente no fim de cada intervalo, atraves do metodo dos
elementos finitos. Porem, este processo leva a dificuldades compy
tacionais, pois, um grande nUmero de intervalos de tempo & exigi-
do para se obter uma solugdo precisa '.

Um outro procedimento, baseado nas transformadas
" integrais, tambem tem sido utilizado. Desta maneira, Lee ® propos
um processo desenvolvido como uma extensdo dos estudos de Alfrey
e Tsien. Alfrey * mostrou que para um meio viscoelastico incom-
pressivel e isotropo, sob a acdao de esforcos prescritos, a tensdo
e a mesma que aguela para um corpo elastico. Tsien ° estendeu a
conclusao de Alfrey para um meio viscoelastico compressivel sob a
agao de carregamento proporcional, mas assumiu uma restrita rela
¢ao tensao-deformagao, de forma que o equivalente ao ' coeficiente
de Poisson se mantivesse constante, em vez de depender de operado
res diferenciais.

Lee ¥ considerou uma relacao tensao-deformagao ge-
ral e removeu a variavel tempo das equagoes viscoelasticas linea-
‘res pela aplicagao da transformada de Laplace. Mostrou como a so-
lugdao poderia ser obtida de um problema elastico associado. Po-
rem, somente resolveu problemas cujos correspondentes elasticos
associados tinham solucGes analiticas e obteve a solugao real a-
plicando a inversao exata. Contudo, alem da dificuldade natural
de se aplicar a inversao exata, mesmo para problemas simples, fre
gquentemente o problema elastico associado tem solugao  conhecida
somente para valores reais positivos discretos do parametro trans
formado, pois, na maioria dos casos praticos utilizam-se t&cnicas
numéricas para a obtencao da solugao transformada.

. Neste trabalho descreve-se o metodo apresentado
por Adey e Brebbia ! para analise de corpos viscoelasticos linea-
res sujeitos a cargas estatiecas, baseado no método da transforma-
da integral, utilizando-se a transformada de Laplace. 0 problema



eldetioo associado & resolvido pelo método dos elementos finitos
e a8 inversdo das tensdes, deformacoes e deslocamentos transformae
dos para o plano real do tempo & feita numericamente por um pro-
cesso do tipo multidata, proposto por Cost &.

As solucoes dos exemplos de aplicacdo do método a-
presentado s3o comparadas com as solugdes exatas quando possTvel,
Estes exemplos sao apenas amostras das possibilidades de sua uti-
lizagao em analise viscoelastica linear, pois, o método e geral
para qualquer estado de tensao, desde que se possa aplicar a
transformada de Laplace; alem disso, os autores Adey e Brebbia !
afirmam que o metodo pode ser utilizado para varios tipos de pro-
blemas dependentes da vériivel tempo.

2. VISCOELASTICIDADE LINEAR

A teoria da viscoelasticidade linear, descrita por
7 89 10 11" pasicamente pode ser entendida como
o estudo das combinacdoes das propriedades dos corpos elasticos e
corpos viscosos lineares. Estas propriedades e suas combinagoes
sao resumidas a seguir, com o objetivo principal de conceituar o

diversos autores

fenomeno viscoelastico linear. Ndo se discute em detalhes os mode
los reologicos e as-solucoes das respectivas equacoes diferen-
ciais, desnecessiﬁios‘para a aplicagdo do método em analise. Con-
tudo, essas equagoes diferenciais podem ser resolvidas, mais fa-
cilmente, utilizando-se a transformada de LapTace (veja apéndice
A).

2.1 Corpos elasticos e viscosos lineares

A relagdo tensdao-deformagao unidimensional referen
te a um solido elastico linear e descrita pela lei de Hooke:

o = ke (1)

onde 0 € uma componente qualqusr de temsao, € € a pomponente de
de formagao correspondente e E, no caso, € uma das constantes elas
ticas que depende da natureza de 0 e ¢ . Estes significados ® pa-
rac , e e E serdao validos neste item 2.

Um 1Tquido viscoso linear e definido pela lei de



Newton da viscosidade;
o = né& (2)

onde a constante n & o0 coeficiente de viscosidade e o ponto sobre
a variavel indica a derivada da variavel em relagio ao tempo.

T T
E 2
« G
{a) Hooke {b) Newton
FIGURA 1 — MODELOS REOLOGICOS
BAsicos

Modelos figurativos, chamados modelos reoldgicost?,
sao frequentemente convenientes para se visualizar as respostas
dos materiais. Assim, os corpos de Hooke e de Newton s@ao represen
tados respectivamente por uma mola e um amortecedor (fig. 1). Ain
da que n3o acrescentem nada as leis expressas por (1) e ([2) estes
modelos sdao muito Uteis, pois, convenientemente associados s3o ¢o
modos para uma descrigao de corpos complexos ideais. '

2.2 Corpos viscoelasticos lineares basicos

As propriedades da elasticidade e da viscosidade
podem, portanto, ser combinadas de varias maneiras para a constru
¢ao de numerosos meios hipotétices, ditos viscoelasticos, corres-
pondentes a materiais de comportamentos intermediarios entre o e-
lastico e o viscoso.

Um exemplo ® desse comportamento pode ser visto no
grafico da fig. 2, representando um teste de quénciaQ A fig.2a
mostra o grafico de uma componente qualquer de tensao o , constan
te e igual a g, ate o instante T, quando se anula. A fig.2b repre
sentando a componente de deformag3ao € (t) € a resposta viscoelas-
tica, associada a tens3ao o , composta de uma deformagao instantd-



nea elastica OA seguida de uma resposta eldstica atrasada e escog
mento viscoso AB, continuando com um .escoamento viscoso BC. Anu-
lando-se a tens@ao o no instante T, a resposta elastica instantd-
nea & recuperada imediatamente, CD, e a eldstica atrasada & recu-
perada gradualmente, DE. Ha uma deformagdo permanente EF associa-
da ao escoamento viscoso.

Gﬁ‘

G

-

o) T

(o) Variogdo da tensdo com ~ (b) Curva de fluéncia ¢
o tempo ) recuperagao

FIGURA 2 — CORPO VISCOELASTICO

Esta complicada resposta a tensdao constante estS
em acentuado contraste com a de um material elastico linear, onde
a varfagao da deformagao reproduz simplesmente a variagao da ten-
sao numa escala apropriada.

Para sistemas simples, como o descrito na fig.2,re
presentados por uma so0 componente de tensdao o = o (t) e pela cor-
respondente componente de deformac3o ¢ = ¢ (t), a viscoelasticida
de e expressa por uma relagdao do tipo:

P {o (t)} = Q {e (t)} (3)

onde P e Q sao operadores que envolvem diferenciagao ou integra-
gao em relagao aoc tempo.

0 mais simples grupo dessas relacoes e obtido quan
do se toma os operadores P e Q lineares; o material € entao dito
vigcoelastico linear, objeto de estudo deste trabalho. *

Para ilustrar os componentes basicos da resposta
viscoelastica linear e conveniente tomar os operadores diferen-
ciais P & Q de ordem mais baixa, estudados a seguir.

* No que se segue, sempre se tratara de viscoelasticidade li-
near, embora, as vezes, se omitira o termo linear, por sim-
plicidade.



2.2.1 Corpo de Mazwell

0 corpo de Maxwell & definido pela equagao diferen
cial:
o _ .
el (4)
E n :
As  constantes s@ao descritas com a notacao acima porque ha conve-

niencia em representar esta relagao por modelo composto por  uma
mola e um amortecedor associados em serie, como mostra a fig.3a.

€ . 9
C
¢ E At T
"--—M/\ANWL-{ U.———o—--.-:
A
o 1 o) =
(o) Modelo reoldgico ‘ {b) Curva de fludncia {¢) Curva de relaxagdo

FIGURA 3 - CORPO DE MAXWELL

A curva de fluéncia para o corpo de Maxwell, isto
€, a variagao da deformagao associada a uma tensdo o aplicada
repentinamente e depois mantida constante, e mostrada na fig.{3b).
Do modelo (fig.3a) decorre que ha uma deformagao instantdanea OA,
de magnitude UO/E, associada 3 extensio da mola, sequida por um
escoamento vistoso com velocidade de deformagao constante o /n.Pa
ra o material de Maxwell n3do ha componente de elastioidade atrasag
da de deformagao. :
De outra forma a curva de fluéncia poderia ser de-
duzida de (4) pela substituicdo de o = ooA(t), onde A(t) e a fun-
¢ao degrau unitario (veja apendice A2.6). A descontinuidade da
tens3o no instante zero fornece a resposta inicial instantanea e
depois a substituigao da tensao constante o, em (4) determina a
velocidade de deformagao constante,

0 fenomeno da viscoelasticidade tambem @& exibido
no teste da relazagdo, onde se mede a variagao de tens3do corres-
pondente a uma aplicacdo repentina de deformagao €, mantida cons
tante. A curva de relaxagao (fig.3c) para o material de Maxwell &



obtida pela substituicao de ¢ =veoA(t) em (4) determinando-se a
solugao:

o = Eeoe-t/TA(t’) (5)

onde T = n/E & denominado tempo de relaxagao. Da mesma forma que
a curva de fluencia, a curva de relaxacdo expressa as proprieda-
des viscoelasticas do material, e se vera mais adiante como as e-
quagBesvdessas duas curvas podem ser relacionadas.

2.2.2 Corpo de Kelvin

0 mais simples corpo que exibe elasticidade atrasa
da @ o corpo de Kelvin ou Voigt (fig.4), definido por:

¢ = Ee + né (6)
&
[ Y
E 3 [
T AWV T
el r_. . B|
.._..E]__‘ AN
] AN
! S reg
A T F
(o) Modelo reocidgico (b) Curvas de_ fluéncia
recuperagio

FIGURA 4 — CORPO DE KELVIN

E evidente da fig.4a que as$ deformagoes da mola e do amortecedor
sao as mesmas em todos os instantes e que a deformacao inicial e
zero, pois, para tensao finita, portanto para velocidade de defor
magao finita, o amortecedor nao pode desenvolver componente de de
formagao 1nstant5nea; com estas condigoes e o = coA(t), (6) forne
ce a solugao:

g
e = 2 (1-e"t/Tya(e) (7)
E

onde T = n/E denomina-se tempo de atraso. A curva de fluencia
ABG fig.4b ilustra esta solugao.

Se a tensdo e removida no instante T, obtem-se a
curva de recupera¢ado BF, fig.4b, cuja equagdo e obtida de (6) i-
gualando-se a tensao a zero.
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Para tempos longos, a curva de fluencia e recupera
¢ao, fig.4b, exibe um comportamento elastico com modulo E; esta
resposta elastica @ atingida gradualmente dependendo de t. Este
comportamento & conhecido como elasticidade atrasada.

2.2.3 Corpo de Maxwell-Kelvin
0 mais simples dbs{corpos que exibe todos os tres
tipos de respostas viscoelasticas (elasticidade instantdnea, elas

tieidade atrasada e escoamento viscoso) e representado pelo mode-
lo de Maxwell-Kelvin fig.5. '

Ey :
T Eo I f;;::ti Y2 q
2 |

FIGURA 5 — CORPO DE MAXWELL~ KELVIN

A relagao tens3ao-deformacao correspondente & da

forma: " |
2 = 2 :
(pZD + pID + po)o (D% + qlo)e (8)
K = d , <
onde D" & o operador ——ep PP e4q sao constantes do ma
d t 0 1 2 1

“terial e podem ser expressas em termos das constantes que caracte
rizam os elementos do modelo.

A curva de fluéncia e de recuperagdo e do tipo i-
lustrado na fig.2b. | ~

2.3 Corpos viscoeldsticos lineares generalizados

Uma generalizag¢ao direta das leis viscoelisticas
particulares (4), (6) e (8) @ a relacao (3), tomando-se para P e
Q as expressoes: ’ -

n .
P= 1t abDf, Q=% kak (9)
k=0 ‘
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onde m, a_, n e b sHo consiantes do material e D¥ & o operador
k g " :

ddk . Corpos definidos pela lei geral (3) - (9) podem ser repre
t |

sentados pelos chamados corpos generalisados, descritos a seguir,

2.3.1 Corpo de Kelvin generalisado

0 corpo de Kelvin generalizado @ 0 COrpo represen-
tado pelo modelo reologico mostrado na fig.6 . Somando-se as de-
formagoes dos elementos individuais deste modelo e utilizando-se
(1), (2) e (6), a relagdo viscoelastica correspondente & dada for
malmente por:

~ 1 r-1 1 1
€= (——+ I + ) o (10)
Eo 1 Ek + nkD nrD
E| Ez E,-|

an=T ol =N el =

h N = .
FIGURA 86 — CORPO DE KELVIN GENERALIZADO

i [P i S gy v

Eliminando-se D dos denominadores de (10) multipli

cando-se ambos os membros por:
r-1

n_D ? (E, + n, D) (1)
obtem-se uma relagao do tipo expresso por (3) - (9), com as or-
dens m e n dos operadores P e Q@ iguais a r.

Para a curva de fluéencia correspondente a tensao
constante oo. cada elemento de Kelvin da fig.6 fornece uma con-
tribui¢ao de deformagao com variacao exponencial, com diferentes
tempoe de atraso se v, =n,/E, @ escolhido diferentemente para ca-

da elemento. Isto oferece a possibilidade de se ajustar uma curva
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de fluéncta do tipo.mostrado-na . fig.2b atraves de uma soma de
termos exponenciais e um termo linear, em lugar de um Gnico termo
exponencial mais um termo linear, correspondentes ao corpo de Max
weZZ-KeZvin'[fig.S e (8)] . Desta forma, qualquer cdrva de fluen-
cia, com a forma da fig.2b, pode ser ajustada com um razoavel .
grau de precisao; uma maior precisio de ajuste, em geral, requer
mais termos exponenciais, portanto, um modelo de Kelvin generali-
zado com mais elementos e assim, operadores diferenciais de ordem
mais alta.

R Em particular, o corpo de Maxwell expresso por (4)
'corresponde a tomar-no corpo de Kelvin genera11zado r=1; 0 mode
1o de Maxwell-Kelvin expresso por (8), r = 2 (veja fig.6).

2.3.2 Corpo de Maxwell generalizado '_

0 corpd considerado em 2.3.1 pode igualmente ser
representado pelo corpo de Maxwell generalizado, cujo modelo reo-
16gico & mostrado na fig.7 . Neste modelo a deformagio & igual
em todos os elementos ligados em paralelo e a tensdo resultante e
a soma das contribuigdes individuais.

E, E, €5 E,

[]_]‘7, U'ﬂz [T];:“-“ L_]’ﬂ,

FIGURA 7 CORPO DE MAXWELL
CENERALIZADO

O0s correspondentes operadores sao deduzidos de:

o= (I D je -2

Elimina-se D dos denominadores multiplicando-se am
bos os membros de (12) por:
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r
T(D/E, + 1/m) (13)
1 .

Assim, (12) toma a forma da relagao expressa por (3) - (9), onde
as ordens de P e Q s3ao iguais a r.

Em resumo, um par de operadores particulares, do
| tipo dado por (3) - (9), pode ser, igualmente, representado por
" modelos generalizados de Kelvin fig.6 ou de deweZZ fig.7 . A
determinacid do modelo consiste em dividir formalmente ambos oS
membros de (3) por um dos operadores: dividindo por Q obtem-se
(10), modelo de Xelvin generalizado; dividindo por P obtém-se (12),
modelo de Maxwell generalizado. o

2.4 Linearidade dos operadores viscoelasticos

A linearidade dos operadores viscoelasticos® impli
ca na validade do princfpio da superpgsig%o de efeitos, ou seja,
se a variagao de deformagao el(t) € associada a variacao de ten-
530 Ui(t); isto e, simbolicamente:

| o () »e (&) (14)
e oz(t) > ez(t) (15)

entao, para constantes arbitrarias B e B, , tem-se:

g (t) =B o (t) + B o (t) e (t) =B e (t) + B € _(t) (16)
3 1 1 2 2 3 1 1 2 2

Esta relacgdo e utilizada para testar a linearidade de um material
viscoelastico e obter as respostas para situacgoes arbitririas de
tensdes, a partir de uma variagao particular de tens3ao, por exem
plo, fluéncia.

A 1inearidade & verificada de modo mais simples to
mando-se B2 = 0 e gerando-se as variagoes de tensao

oa(t) = B;°x(t) o ' ' (17)

para um intervalo de valores de Bl e um particu1ar»valoh de oi(t).
Para que se tenha linearidade,

€, (£)/B =€ (t) ‘ (18)
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deve ser independente de 81’ Desta forma, se € medida uma serie
de valores de ea(t)bpara certos valores de 81, a repeticao da mes

ma curva [ea(t)/81’ t] indicara a linearidade °®,
2.5 Integral hereditaria

Considere-se a variagao de tensdo mostrada na
fig.8. Esta curva pode ser aproximada pela soma de uma serie de
tensoes constantes com o tempo, correspondente a solicitagoes de
fluencia ® '°, Definindo-se J(t), fungdo de fluéneia, como sendo
a variacao de deformacdao correspondente a uma tensdo unitaria a-
plicada no instante t = 0 e mantida constante, a resposta a varia
¢ao de tensdao mostrada na fig.8, fazendo uso do prineipio da su
perposigao, pode ser representada pela integral:

t1 do (1) J

(¢t~ 1) dt | (19)
- dt 1

e(t ) =
1

A\

Zi
L1 1}
A r
g

F

T '~ “l
R A

FIGURA 8 -~ SUPERPOSICAO DAS RESPOSTAS
DE FLUENCIA

0 extremo inferior da integral e tomado como sen-
do -~ para permitir o inTcio da aplicagdao de cargas em qualquer
instante, mas se a origem de t apenas indicar o infcio do carrega
mento, com o corpo inicialmente descarregado, o extremo inferior



15

pode ser substituTdo por zero.

A represéhtacio da viscoelasticidade linear pela re
lagdo (19), Integral de Duhamel, foi introduzida por Volterra sob
a terminologia de Integral Hereditaria, pois o niicleo da integral,
J(t1 - t),pode ser considerado como uma fungao meméria, transfor-
mando a influéncia da tens3o aplicada no instante t = T para o ins
tante t = t . A relagdo (19) @ equivalente & relacdao contendo o o-
perador diferencial expressa por (3) = (9), pois J(t) € uma solu~
¢ao particular da equacgao diferencial (3) - (9) para e(t), corres-
pondente a uma tensao unitdria constante aplicada °.

Uma relagao similar a (19) pode ser obtida em ter-
mos da fungdo de relaxagdo Y(t) '°, que & a variac3o de tens3o por
unidade de deformagao constante aplicada no instante t = 0, ou se-
Ja,

t
o(tl) - fl_ﬂiill_ Y(tl - T) dt (20)
- 00 d-t

2.6 Conclusao

0s varios métodos de expressar as propriedades vis
coelasticas (3) - (9) , (19) e (20) podem ser considerados como
variacoes de (3), com P e Q tomando a forma de operadores diferen
etats ou integrais. Para um material viscoelastico particular, es
tes operadores sao todos equivalentes, pois, cada um deles pode
ser deduzido de outro qualquer por manipulacOes puramente matema-
ticas. Na pratica, deve-se saber mudar de uma forma de operador
para outra, pois, pode ser conveniente medir as propriedades vis-
coelasticas numa forma e ser mais conveniente uma outra forma pa-
ra a analise de tensoes °.

A influencia das derivadas em relagao ao tempo,que
comparecem nas relacgoes tensao-deformagcao (3), (4), (6), (8),(10),
(12) e em outras relagdes viscoelasticas, determina distribuigoes
de tensdes em acentuados contrastes com as da analise elastica.
Assim, em andlise estdtica, sob acdo de esforcos constantes pres-
critos, as tensoes internas podem variar acentuadamente com dife-
rentes distribuicdes em diferentes instantes, apos a aplicagao da
carga. A correspondente solucdo elastica fornece tensdoes que nao
variam com o tempo. Em projetos viscoelasticos pode ser possivel
a utilizac3do deste efeito no tempo, escolhendo-se materiais cujas
caracteristicas impegam o desenvolvimento de certas componentes
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de tensdes, antes que sejam aliviadas pela remo¢ao do carregamen-
to (veja 1tem 5.3.1).

3. RELAGOES TENSZO-DEFORMACZO DA VISCOELASTICIDADE LINEAR

Como em problemas praticos normalmente surgem esta
dos triplos de tensdao, serao necessarias leis viscoelasticas 1li-
neares que relacionem as componentes dos tensores das tensoes e
das deformagoes.

, A situacio & inteiramente anialoga a discutida em e
lasticidade linear, com a diferenca de que razoes entre operado-
res do tipo discutido na secgao anterior substituirao as constan-
tes elasticas. Desta forma, materiais viscoelasticos lineares iso
tropos poderao ser representados por dois pares independentes de
operadores, por analogia as duas constantes independentes necess§
rias para representar um material elastico isotropo. Este fato se
demonstra exigindo-se que a resposta a uma solicitagdo nao se al
tere quando o corpo € girado arbitrariamente, antes de atuar a s0
licitacao.

E particularmente significativo, em viscoelastici-
dade, separarem-se os efeitos distorsionais e dilatacionais, pois,
as influencias viscoelasticas sao mais acentuadas nas respostas
as tensoes tangenciais °,

No que se segue, adota-se um sistema de eixos car-
tesianos (xl, X, x3) designados por X; (i =1, 2, 3)°., Neste
sistema de referéncja, O (i, § =1, 2, 3), €3 (i, §j = 1,2, 3)
e u, (i =1, 2, 3) denotam respectivamente as componentes dos ten
sores das tensoes, deformacoes e as componentes do vetor desloca-
mento., Utilizam-se também as conveng¢oes de derivagao e soma do
calculo tensorial:

u. = o

- T1,k Bxk ’

ou seja, um Tndice apos a virgyla indica derivagdo em relagio a

coordenada correspondente;’ '

.. = + + -

ii T %1 % %2 Y %933

ou seja, quando um Tndice aparece duas vezes no mesmo monomio, de
ve-se dar a este indice os valores 1, 2, 3 e somar-se os resulta-

dos. '

g
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3.1 Estado de tensao em um ponto

Quando um tetraedro infinitesimal e retirado de
um corpo constituido de um material qualquer, sob a hipotese
de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes, as grans
dezas oij (i, d =1, 2, 3), mostradas na fig., 9, definem o es

tado de tensao num ponto P '3,

X,

FIGURA 9 « ELEMENTO lNFlNlTE'SIMAL DE UM CORPO SO'LIDO

Estas grandezas sao componentes das tensoes nas facetas que pas-
sam por um ponto e sao paralelas aos planos coordenados, e formam
uma entidade fisica denominada tensor das tensoes, representado

pelo primeiro membro de (21). Por razoes de equilibrio O;i = 04

J Ji
e, portanto, o tensor das tensoes e simetrico. Esse tensor pode
ser decomposto em dois outros tensores denominados esférico e an-

tiesferico;
. - r . - -
Oy 02 Oi3 s o o Sy 8y Si3
O O Oy = o s o + S5 82 S23 (21)
; On O3z Oa3 ] o ° 5 ] | Ba 832 S5 )

Sendo s a tensdo normal média, ou seja,

(22)

tem-se:
Syi = 0 (23)
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Desta forma, o primeiro tensor do segundo membro
. de (21) representa um estado isotropico de tensdes, por isso cha-
mado de tensor isotropico das tensoes; o segundo tensor, com a
propriedade (23), € o denominado tensor tangencial das tensdes e
pode ser decomposto em cinco outros tensores '°::

- 3 - L . -

I ] ; [
S S Su| |0 sp Oj |0 o O 0 0 s, S 0 0 o o o]

IS0 Sn Sn|=|Sy 0 O|tf0 0 Sul+| 0 0 O |+] 0 =S, 0|+ 0 =Sy 0

Sy Sy Sn) lo o of|o S Of [Sw 0 of [0 o of |o o s
“ (24)

0s tres primeiros tensores do segundo membro de’
(24) representam estados tangenciais simples de  tensao, com
sij = °1j' 0 quarto tensor representa um estado de tensao no pla-

no (xl, xz), fig.10a, sendo equivalente ao estado tangencial sim-

plec de tensao mostrado na fig. 10b.

X2 0/

1 ;// \ang | -
A
" ¢

(o) {b)

FIGURA 10~ ESTADOS TANGENCIAIS SIMPLES DE IENSEO
EM SISTEMAS DIFERENTES DE REFERENCIA .

Uma interpretacdo analoga para o quinto tensor. do
segundo membro de (24) pode ser feita.

3.2 Estado de deformagao em um ponto

Uma analise analoga para o estado de deformagao,
ainda considerando a hipotese de pequenos deslocamentos e pegque=-
nas deformagoes, pode ser feita considerando-se que &as grandezas
€4j (i,§ = 1, 2, 3) definem o estado de deformagao num ponto P ',

Estas grandezas, denominadas componentee de deformagao, sio alon-
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gamentos e distorcoes relativos a tres segmentos elementares con-

siderados num ponto e paralelos a trés eixos ortogonais de

refe-

rencia, e compOem o tensor das deformagoes representado pelo pri-
meiro membro da expressao (25). 0 tensor das deformacGes € sime-
trico, pois eij-= Eji’ e pode ser decomposto em dois outros tenso

res denominados esférico e antiesféerico:

-

]

.

e
En €n € 3 o o en e eg
e
€ € Enj=t| o 3 ° ez ex €2 (25)
e

€n &2 &y ° ° 3 en  ep ey
Sendo e a deformagao volumica especifica, ou seja,

e = €, (26)
tem-se:

esy © Q (27)

Desta forma, o primeiro tensor do segundo membro
de (25) representa uma dilatagdo uniforme, e & o denominado ten-

sor das dilatagoes; 0 segundo tensor, com a propriedade (27), @ o
denominado tensor das distorgoes e pode ser decomposto em cinco

outros tensores !°:
- - o ! L . L - L o " -
ey ey ey o ey o o o o 0 o0 ey ey o o© o o o
ey ©exn exn|=ley o o|¥lo o epyl+¥j o o o j+] o -ey o | *+]|] o -ey O
e €3 B”J o (o] (o] o €3 O ] ey O [o] ] 0 (o] o [s] (o] €3,
b - 4 3 . 3 s 3
(28)
0s tres primeiros tensores do segundo membro de

(28) representam distorgoes simples, com €ij = €43° 0 quarto ten-

sor representa uma deformac¢dao no plano (xl, xz) equivalente a dis
torgao simples mostrada na fig. 11.
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I
|
!

[~

FIGURA I - DISTORSAO SIMPLES EM UM SISTEMA DE REFERENCIA (§,N)
DIFERENTE OE (x;,xy)

Para se produzir este estado de deformacdo, mantém-se fixo o pon-
to 0 e deixa-se o ponto A mover para a direita de uma distancia

e, enquanto o ponto B se move de igual quantidade para baixo. 0

ponto C tem por deslocamento a soma vetorial dos deslocamentos de

A e B, portanto, CC' = ell/f' . A diagonal 0C gira de um angulo

de e e, portanto, o angulo reto COD varia de 2e11. No sistema

11
(E,n) da fig.10b, 1sto corresponde a um estado de distorgao sim-
ples com ' "

€en T €11

Uma interpretac3ao analoga para o quinto tensor do
segundo membro de (28) pode ser feita.

(29)

3.3 Relagdes tensao-deformagao viscoelasticas

Se o material @ isotropo, o tensor isotropico das
tensoes deve produzir dilatagao e nao distorgao e, portanto, as
grandezas s e e , considerando-se material viscoelastico, de-
vem ser conectadas por uma das relagdes do tipo (3), apresentadas
na secgao 2:

Ps(t) = Qe(t) | (30)
ou utilizando-se (22) e (26):
P aii(t) = 3Q eii(t) | (31)
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Por outro lado, cada um dos tensores de (24) deve
produzir distorcao simples representada pelo tensor corresponden
te em (28), e a isotropia do material exige que uma das relagoes
do tipo (3) seja igualmente valida para todos os pares de compo-
nentes correspondentes, ou seja,

Prosy(t) = 20" ey (t) (32)

onde, de acordo com (21) e (25),

- 2]
s;3(t) = 045(t) = —= 0, (t) 8,4 (33)
- ]
sendo aij’ o0 simbolo de Kronecker, isto e, 61j = 1sei=37]e
§.. =0 se i #£j.

1)

0s quatro operadores P, Q, P' e Q' que descrevem o
comportamento viscoelastico do material s3ao inteiramente indepen-
dentes.

Note-se que o material elastico &€ um caso. Tlimite
dos materiais viscoelasticos. Pode-se escrever a lei de Hooke !°
na forma (31) e (32): ’

g, = 3Ke,, (35)
Sij = 26ey; ‘ (36)

onde X € 0 modulo de elasticidade volimico e G & 0 modulo de elas
ticidade transversal. Portanto, para um solido elastico linear,os
quatro operadores sao simples constantes multiplicativas:

P=1, Q=% P' =1, Q' =¢ (37)

As outras constantes elasticas, modulo de elastici
dade E e coefictiente de Poisson vV, que igualmente descrevem as
propriedades do material elastico linear, estdo relacionadas com
as constantes K e G através das expressoes !°:

3K + ¢ 6K + 26
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Como a aplicagao de um operédor linear sobre outro
do mesmo tipo resulta num operador linear, os opéradores viscoe-
lasticos basicos P, Q, P' e Q' podem ser combinados, como  foram
as constantes elasticas, determinando-se operadores apropriados
para a descrigao de respostas a estados particulares. de .tensdo Ha
conveniéncia em se definir ¢,

L=k e =g (39)

pois, desta forma, as relagdes tensao-deformagdo viscoelasticas
lineares (31) e (32) se expressam por relacdoes formalmente identi
cas as elasticas lineares (35) e (36), ou seja,

as;(t) = 3K .4 (t) (40a)

Sij = 26 eij(t) , | (40b)

As relacgdes (32), (33), (34) e (39), para i=j=1,
permitem escrever:

011 (t) = = o (8) = 26[e; (8] = = e (1] (81)
A combinagao de (40a) e (41) resulta:.

0,,(t) = [K+ 6] € (t) + [K - L~ [e,,(t) + e 5(t)]

(42)
Fazendo-se novamente uma analogia com a lei de
Hooke !S5,
£
o1 T T ST = [0 = VIegy + viey, + e55)] (43)

podé-se definir formalmente em (42) os operadores viscoelasticos
Eev tais que: '

4 E(1 - v) 2 - Ev
K+ =G = (T + 5)(1 5 2v) ° K- —3-6C-= (T + v)(T - 2v)

(44)

De (44) resultam para E e v relagbes idénticas as corresponden-
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tes da teoria da elasticidade expressas por (38):

=

TG S (45)

sendo; K=Q/P e G = Q'/P'

Desta forma, definindo-se K ¢ G através de (39),po
de-se obter os operadores combinados, correspondentes &s outras
constantes elasticas, utilizando-se formalmente as re1a¢aes (45).

Por exemplo ®, considerando-se estado de tragao
simples, 0 operador viscoelastico correspondente ao modulo de e-
lasticidade £ e definido por:

e(t) |
Para um material viscoelastico definido por (31) e (32), utilizan
do-se (45), (46) pode ser expresso formalmente por:

t _ 9 /P ‘/P!
St - TS (47)
ou [3P'Q+ Q'P] a(t) = [9 QQ'] e(t) (48)

Esta e a relacgao viscoelastica tensao-deformacao para um estado
de tragio simples em termos dos operadores diferenciais basicos.
Para melhor exemplificar, tomando-se um corpo que se comporta e-
lasticamente a solicitacgdes hidrostaticas e como material de Max-
well a solicitagOes tangenciais, ou seja, utilizando-se (35) e
(4), com uma notagdao conveniente, tem-se:

t
- =K » “%T - 'AEQ$‘E | (49)
onde X, A e B sio constantes do material e D € o operador —%f— .
Substituindo (49) em (48), tem-se:

[(3kA + 1) D + 3kB]o(t) = 9XD e(t) (50)
ou ‘
(AL T v By o(t) = D oe(t) (51)

que e do tipo da relagao (4), de Maxwell, apenas com coeficientes
diferentes. Assim, o corpo definido por (49) se comporta como um
material de Maxwell num teste de tragao simples,com tempo de rela
xagao e demais constantes diferentes daquelas correspondentes ao
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modelo basico de Maxwell para solicitacoOes tangenciais.

De maneira analoga, uma relacao de operadores pode
ser obtida para relacionar,num elemento em estado simples de ten-
sdo, o alongamento principal minimo e o alongamento principal ma
Ximo, correspondeﬁfe a constante elastica coeficiente de Poisson
V.

Na consideragio das relagGes entre os varios meto-
dos de representar os operadores viscoelasticos que se fara édiag
te, estas relagdes podem ser vistas como aplicadas ou aos pares
de operadores basicos, ou a outros operadores viscoelasticos com-
- binados. Portanto, por exemplo, a tensdao o e a deformagao € po-
dem representar efeitos dilatacionais, distorcionais,ou estados
de tragao simples conforme se esteja considérando (31), (32) ou
(48).

4 ANALISE VISCOELASTICA

4.1 Formulagao no plano real do tempo

FIGURA 12 - CONDICOES DOE CONTORNO PARA
0 CORPO X

A fig.12 mostra um corpo viscoelastico V sujeito a
esforgos constantes Ti (xj) aplicados na parte S,, e com desloca-

mentos uy (xj) impostos na parte Sz; S, e S2 formam o contorno S

1
do corpo. Forcas por unidade de volume fi (xj) tambem podem ser
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consideradas. A analise viscoelastica consiste em determinar a va
riagao das tensdes, deformacoes e deslocamentos, fungbes da varia
vel tempo, no corpo viscoelastico V. A presente analise e limita-
da a pequenos deslocamentos e deformagdoes '3, desta forma, consi-
derando-se material viscoelSstico linear, a analise toda pode
ser considerada linear,

Assim sendo, as componentes do estado de tensao e
as componentes de deformagao,

g,, = Uij(x

iy t)y 55 = g5 (K t)y Hadnk =1, 2,3 (52)

k? J

satisfazendo as relacbes viscoelasticas lineares descritas em
(31) e (32), sao fungoes das coordenadas cartesianas (xl,xz,x3) e

da variavel tempo t . Assim, as derivadas em relagao ao tempo, a-
te aqui consideradas, tornam-se derivadas parciais. Os operadores
P, Q, P' e Q' podem assumir qualquer uma das formas discutidas
nas secgoes anteriores, onde todas as derivadas ou integrais, em
relagdo 3 variavel tempo t, sdo validas para cada ponto (xl,xz,x3)
do corpo V.

As relagoes des locamento-de formagdo linearizadas
podem ser escritas !%5:

€33 (Xert) = == [ug 5 (xot) + ug (x,t)] (53)

onde ui(i =1, 2, 3) sao as componentes do vetor deslocamento.
As equagoes de equilibrio linearizadas '° sdo ex-
pressas por:

oij,j‘(xk,t) + fi(xk) =0 (54)

As condigoes de contorno para o problema se escre-
vem:

Ti(xj) SELE em S,, (55)

onde Ti(xj) sao os esforcos impostos e hj'sﬁo 0os cossenos direto-
res da normal externa;

ug(x, ) = uy(x,. ) emS,, {56)
onde ﬁi(xk) sao deslocamentos impostos.

As equacgoes (31), (32), (53) e (54) formam um sis-
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tema de 15 equacoOes diferenciais parciais lineares que, juntamen-
te com as condigoes de contorno (55) e (56),determinam as incBgni
tas, ou seja, seis componentes de tensao, seis componentes de de-

formagcao e tres componentes de deslocamento, funcdes de Xio Xp0Xg

e t.

Devido a existencia de derivadas em relagdo ao tem
po, serao necessarias condigoes iniciais. Este aspecto sera abor-
dado no item seguinte.

4.2. Formulagao no plano transformado de Laplace: problema elds-

tico associado

Uma grande classe de problemas da analise viscoe-
lastica linear pode ser tratada pela remoc3ao da variavel tempo do
sistema de 15 equagoes diferenciais acima referido, pela aplica-
¢do da transformada de Laplace em relagao ao tempo t * !¢ 8,

A transformada de Laplace em relagao a t & por de-
finicdo (veja apendice A):

f (X, ¥, 2, p) = J f(x, y, z, t) e Pidt (57)

0
onde o acento circunflexo sobre o simbolo f indica a transformada
de Laplace da fungao f.
Para a aplicagao da transformada de Laplace, a for
ma e o volume do corpo V nao devem ser alterados, a menos de des-
locamentos infinitesimais, e as regioes S1 e 52’ sobre as quais

se prescrevem as condicdes de contorno mecanicas e geométricas,dg
vem ser mantidas fixas durante o periodo em que a analise e fei-
ta. Do contrario, a transformada de Laplace, sendo uma integral
sobre o tempo no intervalo de zero a infinito, nao pode ser calcu
lada.

De acordo com as conclusdes do item A2.8 do apendi
ce A, supondo-se que o corpo esteja inicialmente descarregado, a
hipotese de condigoes iniciaie nulas (para t -+ O+, tensoes e de-
formagoes e suas derivadas de todas as ordens necessarias iguais
a zero) levam a resultados corretos apos a aplicacao da transfor-
mada de Laplace. Portanto, a relagao tensao-deformagao (3) - (9),
em termos de operadores diferenciais, se transforma em:
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m ky = n ky =
(Zap)a(p)=1(2Zbrp)e(p) (58)
k=0 k=0

Por outro lado, as transformadas de Laplace das relagbes tensdo-
deformagao (19) e (20), em termos de operadores integrais, sdo ob

tidas pela aplicagio do teorema da Convolugdo (veja apéndice

E(p) = Ap) PE(D) - (59) -
5(p) = Y(p) PE(p) (60) -

Note-se que as expressoes (59) e (60) permitem re-
lacionar os modulos de relaxagao e de fluéncia no plano transfor-
mado:

J(p) Y(p) =p™? (61)

Pela observagcao de uma das trés relagoes equivalen
tes, (58), (59) ou (60), conclui-se que uma relagao tensao-defor-
macao elastica se aplica no plano transformado, sendo os termos e
quivalentes as constantes elasticas fungoes do parametro transfor
mado p. Esta & realmente a grande importancia da transformada de
Laplace na solugao de problemas em viscoelasticidade linear: uma
equagao diferencial ou integro-diferencial do tipo convolugao (ve
ja apendice A, item Al1.2) se transforma numa equacdo algebrica no
plano de Laplace.

As transformadas das relagoes tensao-deformagao,na
forma (31) e (32), das equagoes diferenciaie e das condigoes de
contorno (53), (54), (55) e (56) formam o sistema de equacoes:

P(p) 34;(p) = 3 Qp) &4, (p) (62)
5'(p) §i5(p) = 2 Q'(p) Ei40P) (63)
E5(P) = = [3; 5(0) + T 4(p)] (64)
Gyge 5 () + £y(p) = 0 (65)
T;(p) = G;5(p) ny, em S (66)
iy (p) = W (p), em S, (67)

‘Note-se que todas as fungoes que“aparecem nas rela
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¢Oes acima dependem das variaveis x, (k = 1, 2, 3), omitidas por

simplicidade. ‘

Este sistema de equacoes diferenciais lineares,com
condicoes de contorno, constitui o chamado problema eldstico asso
etado, que possibilita a determinagiao das tensoes, deformacgoes e
deslocamentos no plano transformado. Obserye-se que as variaveis

X, Permaneceram inalteradas e que, portanto, o problema elastico

associado tem a mesma geometria que o problema original.

As constantes elasticas usuais correspondentes as
equagoes (62) e (63) sao expressas formalmente por:

K= Q/P (68a)

G

Q'/P* (68b)
Como a formulagao do problema em termos do modulo de elasticidade
e do coeficiente de Poisson pode ser mais conveniente, as demais

constantes elasticas, £ e U, podem ser deduzidas utilizando-se as
relagoes equivalentes as relagOes expressas por (38):

E = -gKG‘ . \")' = 35 - 2? (69)
3K + G 6K + 2G

Os acentos circunflexos sobre as constantes elasti
cas para o problema associado apenas lembram os seus significados.
Assim, por exemplo, E, num elemento em estado simples de tensao,
€ o quociente da tens3o principal transformada, nao nula, pelo a-
longamento principal transformado correspondente 33,

As conclusoes obtidas acima permitem a utilizagao
das tecnicas de resolucdo de problemas elasticos lineares, entre
estas o metodo dos elementos finitos, para a resolugao dos pro-
blemas viscoelasticos lineares correspondentes. ,

. Desta forma, considerando o problema elastico as-
sociado, a aplicacao do método dos elementos finitos, processo
dos deslocamentos '® ! | conduz a relacgao: |

-

X (3, E)

-
=

te
tn

(70)

onde K & a matriz de rigidez, U o vetor deslocamento nodal trans-
formado e F 0 vetor dos esforgos nodais transformados. Tambem, co
mo se trata de analisar problemas estaticos, ou seja, F constante,
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tem-se que f = f/p, portanto:
pU = K71 (v,E)F (70a)

Note-se que a relagao (70) tambem poderia ser obti
da utilizando-se os métodos variacionais de uma outra maneira 3%,

Resolvido o problema elastico associade, as solu-
¢oes reais poderao ser obtidas pela inversao das §olugdes trans-
formadas na forma (70a).

4,3 Inversao da solugao viscoeldstica transformada para o plano
real do tempo '

Devido as dificuldades, mencionadas no apendice B,
de se aplicar um processo de inversao exata na soluc¢dao viscoelas-
tica transformada, deve-se utilizar um processo numeérico de inver
sao aproximada para a obtencao da solugdao real func¢aoc da variavel
tempo. ' ‘ '

Dois processos numericos de inversao aproximada,co
locagao *! e multidata ®, sao descritos no apendice B,

Cost ® realizou um estudo, descrito no item B.4.1,
aplicando os dois processos acima citados a transformada da fun-
¢ao teste A(t),

0, t <0
75
A(t)=| £ e Byt | t >0 ‘ (71)
i=0
B, = 101-2,5 + G/15)} 4 _ g 1,2,....,75
L

Note-se que a funcao transformada inversa conside-
rada, A(t), assume o valor zero no limite quando a variavel tempo
t tende ao infinito. Baseado neste estudo, onde variou exaustiva
mente os parametros envolvidos nos dois processos, Cost aponta
vantagens em se utilizar o processo multidata em relagao ao pro-
cesso da colocagdo, principalmente quando ha erros na fungao a
ser invertida. Aceitando esta conclusao, neste trabalho utilizar-
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se-3 o processo multidata, pelo menos em suas bases mais gerais,
ou seja, a aplicacao do metodo dos minimos quadrados no ajuste de
curvas diretamente no plano transformado.

Para a sua aplicacao, em casos semelhantes ao da
funcgao teste (71), o processo multidata, descrito no apendice B,
€ a seguir resumido e colocado sob forma matricial visando facili
tar a sua programacao para calculos em computador,

Na deducdo do processo multidata chegou-se ao sis-
tema (b.14):

IT -~ ) (!k ) II JJ aj . Gk .
I p, f(p;)(1 + ) = ¥ I S.(1 + 71+ )
ja1 1 Pj i=1 j=1 3 P3 P3

k = 1’2,.0.'\]\] (72)

Este sistema de JJ equagoes lineares permite a de-
terminacao das constantes Sj, portanto, a determinacao da trans-
formada inversa aproximada precurada através de (b.9),

J
fx(t) =
hi

S.e-ajt

L 3 (73)

t ™«

0 numero de termos da série aproximagio (73) deve
ser fixado, segundo as conclusoes de Cost (item B.4.7), de forma
que se tenha um termo exponencial por década de log p, no interva
1o onde a fungdo varia. 1

As consideracoes feitas para a centragem dos ter-
mos exponenciais resultaram no calculo dos valores o, em funcao
da variavel tempo t atraves da relagao (b.20). Como as duas fun-
¢c0es, inversa e transformada correspondente, variam no mesmo in-
tervalo (veja, por exemplo, o grafico b.la), ha uma corresponden-
cia entre t e a variavel transformada p, de forma que a relagdo
(b.20) pode ser expressa por:

log ay = -log pj - 0,5 (74)

onde log P @ o centro da curva exponencial associada a constante
correspondente o .

Estas condigoes para a determinacdo de JJ e a, de-
vem levar a bons resultados. Além disso, o valor de II, numero de
valores dados da fungao a ser invertida, deve ser igual a JJ,quan
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do nao ha erros nos valores das funcoes transformadas. Porem, o
valor de II deve ser aumentado conforme aumente a porcentagem de
erros nos valores dados. Estes criterios, estabelecidos experimen
talmente, s3ao apresentados no apendice B onde pode-se observar
tambem os resultados obtidos quando se variam os valores de Il e
Jd.

' 0 sistema de equagOes lineares (72) pode ser colo-
cado sob a forma matricial: |
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Com a notagao indicada em (75), tem-se:

B f -8 8 s (76)
Portanto, formalmente,
s = (88)" 87" (77)

Assim, com os valores de Sj determinados, a aproximagao f*(t) da
fungao inversa procurada & fornecida pela relagao (73).

Este processo, da forma como foi descrito, foi a-
plicado a funcdao teste (71), sem erros adicionais, repetindo 0
procedimento de Cost. Considerou-se o caso 3 citado no item B.4.5,
relagoes (b.21), ou seja tomou-se 6 termos na serie exponencial
(73), isto e, JT = 6, e 6 valores de pi(p), isto &, 1I = 6. A in
versao da matriz §T§ foi feita considerando-se apenas precisao du
pla (apendice C) em computador B6700, n3ao havendo necessidade de
pivoteamento, pelo menos nos exemplos considerados. Desta forma,
chegou-se a um erro quadratico medio, definido por (b.19), igual
~a 0,04, menor que o conseguido por Cost, em torno de 0,3 (veja
fig.b.5, curva k = 0), Confirma-se assim, a eficiencia do proces-
so multidata proposto por Cost, quando aplicado a funcoes do tipo
da fungao teste (71). Porem, em viscoelasticidade linear se encon
tra mais frequentemente fungoes do tipo de (71) com um termo cons
tante adicional, por exemplo uma funcao do tipo mostrado na fig.2.
Neste caso, a fungao teste (71) assumiria a forma:

0, t <0
, 75 gt .
A(t) = £ e "i" + C, para t >0 - (78)
i=0 .
onde, Bi = 10{’2’5 *+ (i/15)} i =0,1,2,...,75
C = constante

Note-se que, desta forma, A(t) assume o valor cons
tante C no limite, quando a variavel tempo t tende ao infinito.

Para estes casos, constata-se que a_ utilizagao do
processo multidata, adotando-se a série aproximacio (73), nio le-
va a bons resultados. Isto se deve ao fato de que quando t + » ,
considerando-se a serie (73), f*(t) - 0 e, portanto, ndo pode re-
produzir a condigao A(t) = C para t » o,

Uma melhor aproximacao para estes casos seria uma
serie composta de (73) com um termo constante adicional:
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, 13 ot |
fr(t) = 5o+ I S, e % (79)
D el

Assim sendo, repetindo-se os passos indicados no a
peéndice B, na aplicacdo do processo multidata, obtém-se a trans-
formada de Laplace da relagao (79),f¥(p): utilizando-se a tabela
(a:1) do apéndice A, que pode ser colocada na forma:

- JJ 0.
pf¥(p) = S + I S, (1 + —)" (80)
i=1 P

Sendo II o numero de valores de pf(p), calculados
com certos critérios fixados por experiéncia, de acordo com.
(b.11) o erro quadratico total &:

II - - A .

E?2 = I [pi f(pi) - pi f*(pi)]z (81)

i=1

Substituindo (80) em (81), obtém-se:

II - JJ a,
EZ = 3 [p; f(p;) - S. - £ S, (14— )-1]2
. i i 0 . j
l=1 J=1 pi
(82)
Minimizando E? em relacdao a Sk (k = 0,1,2,...,3J),
resulta: '
2 I1 - JJ a. o
A S S (Ip;flpy) = Sp = Z.S;(1 +4)7](1 + Ey-ry = 0
3S, i=1 j=1 P, P
(83)
onde @, = 0, por definicao. Assim,
11 [ - : o ) l] IL {[ JJ S (] uj)“(] ak)l}
r Ip.f(p.) (1 + - = I S + I . + =) (1+—)
je1 V] P i=1 0 j=1 3 Py Py
(k = 0,1,2,...,33) (84)

Sob forma matricial o sistema de equagoes lineares
(84) se escreve:



BTf = BB S (85)
onde
o tag/py ) (T4 ay /ey e (1 + g /e )
T (0% o/, (V4 o,/p, ) es (1 +ag /e, )
B - |
(11 x JJ+1)
-] (-| + al/pII).l (.l + aZ/pII).l e ('I + GJJ/pII).lJ

(86)
o - T - ’
P Ty S0
P,f, 5y
f! o= 2 S = (87)
~ Py, | ~ Sy .
(11 x 1) (JJ+1-x 1)
BpIIfII S1a

0,1,...,3J) podem ser

Assim, os valores de Sj (3
determinados atraves de:

s = (B'B)* B £
g S (88)

Adey e Brebbia !, na aplicacido do processo de in-

versao aproximada para a obtencao das respostas viscoelasticas
reais, sugerem a utilizacao de uma série exponencial, aproximagao
da fungao inversa procurada, sob outra forma., Segundo os autores,

se a equagao proposta por McHenry '7,
' JJ
Y(t) =S + I S, (1-e /Y5 (89)

0 J

j=1
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representa bem o modulo de relaxac3o do material viscoelastico, &
razoavel supor que uma serie do mesmo tipo igualmente representa
as respostas viscoelasticas, ou seja, tensdes, deformacgdes e des-
locamentos. ‘ '

Desta forma, a serie aproximacao da transformada
inversa & suposta ter a forma:

fr(t) = s, + J3:]r s, (1 - e"t/V3) (90)

j=1 ~

Assim sendo, na aplicagao do processo multidata,
transforma-se (90) para o plano de Laplace, utilizando-se a tabe-
Ta (a.1) do apendice A: '

- So JJ ’ 1 )
f*(p) = + I S, Y (91)
Pgmr T Y p(pre—)
3
ou, mais convenientemente,
- JJ S.
pf*(p) = Sy + I ———d— | (92)
j=1 1 + ij

Sendo II o nimero de valores de pf(p), arbitraria-
mente considerados, de acordo com (b.11) o0 erro quadratico total

-

e:
2 - s 7 - P 2 93
.E > [pi f(Pi) P; f (pi)] (93)

i=1

Substituindo (92) em (93) obtém-se:

) 11 - JJ 412
B = 2 Iy fleg) - 5o - TS5 (Tepyy) 12 (94)

Minimizando E* em relacdo a 5, (k = 0,1,2,...,3J),

resulta:
oE2 11 - 33 ., ; )
Eg; = -2 iil {[pif(pi) = SO = 521 Sj (]+pin) ][]+piYk] b =

(95)
onde Yo = 0, por definigao. Assim,

s
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I1 - I1 JJ

1 = -1 "lv.
ifl[pif(pi)][1+piYkT ifl [So + j§1 Sj (1+pin) ][(]+piYk)] _
(96)
ou seja, matricialmente:
B = 88 S
onde:
[
1T (1 + plyl)‘l ‘(1 + plyzr‘ o (1 ¢ plyJJr‘
T+ pyy P (0 +p,r,)t aes (1 pyy )Y
B = "
- S e S I L L T2
(1T x J3+1) |
] (1 + pIIYl)-l (] + pIIYz)-I e e (]+ pIIYJJ)‘l
i (98)
- i 1
Pyfy S,
- p.f S
f. = 2 2 § = . 1
(1 x 1) | Paf3 (3341 x 1) Sy (99)
Prifir SJJJ
b B Lo

Assim, os valores de Sj (i =0,1,...,37) podem ser
determinados atraves de:

s = (87801 BTf (100)

obtendo-se, portanto, a solucao aproximada por meio de (90),
Deve-se notar que a utilizagao do processo multida
ta tomando-se uma das duas séries aproximacgdes (79) ou (90), ou
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seja,
JJ
fr(t) =S + £ s. e %" - (79)
j=1
JJ _t/
fre(e) = 2+ £8' (1 - e Y5, (90')
i=1 ]

levam a resultados identicos, pois considerando-se:

Y5 = Vo
JJ
S'+ 5 S! =5§ (101)
S} = - §,
J J

observa-se que (90') se torna igual a (79).

Assim sendo, nos exemplos de aplicacgao mos trados
a seguir, considera-se apenas a serie aproximacao (90), para que
a notacao utilizada neste trabalho fique coerente com a da refe-
rencia 1, ou seja, 0o processo multidata e associado a:

- func¢ao transformada inversa:
JJ

fr(t) =S, + £ 5. (1-e /5 (90)
j=1 7

- fungao transformada:

S.
S (92)
1 ]+pyj

J

[ e IS

pf*(p) = S, +
]

Note-se que o processo multidata, da maneira como
foi apresentado no apendice B, embora possua bases tedricas cla-
ras, ou seja, o método dos minimos quadrados, teve a sua estabili
dade numerica garantida atraves de parametros especificados expe-
rimentalmente. Desta forma, como ha interesse em se aplicar este
processo a funcoes diferentes da funcdao teste de Cost (71), no
sentido de que a fungao transformada inversa nao converge para ze
ro quando a variavel tempo t tende ao infinito, a imposigao dos
valores dos argumentos da fungao exponencial, yj, devera novamen-
te ser pesquisada.
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Assim, duas tentativas serao feitas no item 5.1:

- considerando-se a sugestao de Cost, (74):

1

;

log = - 0,5 - log Py (102)

- considerando-se a sugestao de Brebbia:

—_ = p, " (103)

Observe-se que, como j3 se fez referéncia no Apén--
dice B, uma outra maneira de se calcular valores de y podera ser
aceita desde que os resultados f1na15 obtidos sejam conf1avels.

- 5 EXEMPLOS DE APLICAGAO
5.1 Fungao tipica em viscoelasticidade linear

Pretende-se neste item estudar a influéncia da con
digao f*(t) = C para t » », nao considerada por Cost na referen-
cia 6; também, pretende-se estabelecer uma mane1ra em que 0 pro-
cesso multidata, associado as relagoes (90) e (92), fornega resul
tados aceitaveis. .

Desta forma, aplica-se o processo a fungao cons -
truida a partir da funcdo teste (71):

0, t=<0

‘ 1000 73 -g.t

f(t)s] — T e i* +500, t>0 (104)
76 i=0 |

onde, B, = 1ol-1.5 + /25 4 _g.1,2,..., 75

A fungao assim gonstruida tem as seguintes caracte
risticas: | | |

f£(0) = 1500

f(t)]= 500

>0



40

e, portanto, se presta ds finalidades estabelecidas.
A transformada de Laplace de (104), multiplicada
por p, pode ser determinada de forma exata, ou seja,

B.
(1 + —2= )1 + 500 (105)

~ 5
pf(p) = 1200 5
76 =0 p

Assim, seguindo os mesmos passos indicados por
Cost (veja apendice B), utilizando a expressao (105), pode-se ob-
ter a curva [pf(p), log p] mostrada na fig.13a.

Observa-se que, na curva do grafico 13a, o interva
1o onde a fungao p?(p) varia pode ser considerado como sendo
-2,5 < 1log p ¢ +2,5. Porem, tomou-se valores de pj distribuidos

em intervalos desde -2,5 ¢ Jog pj < +2,5 ate -1,0 < log pj < 1,0,

conforme se indica na figura 13b, com o objetivo de se estudar es
tas variacdes. Assim, montou-se 12 tentativas de inversdao referi-
das atraves de uma notacdao que e a seguir descrita.

As tentativas feitas para inversdo foram construi
das baseadas nas Zocagoes de (1) a (12), mostradas na fig.13b. Ca
da uma dessas Zocagoes , determinando valores de log p atraves
das setas indicadas, serve para a especificacdo dos parametros en-
volvidos no processo multidata, Ou seja: :

I1 valores p;f(p.),
JJ valores Yj’ correspondentes aos JJ termos exponenciais
da serie, calculados atraves de (102) ou (103).

Por exemplo, suponha-se o seguinte cgnjunto de da-
dos:

6 valores pi;(pi), II = 6, onde os valores de Pj sejam de
terminados atraves da lpcagao (3), ou seja, 10g Pj iguais
a {-2,5; -1,5; -0,5; +0,5; +1,5; +2,5}

5 valores Yj’ JJ = 5, calculados atraves de uma das rela-
¢oes (102) ou (103), sendo os valores de pj determinados

atraves da locagao (11), ou seja, log pj iguais a {~1.0;
-0.5; 0.0; +0.5; +1.0}
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Uma inversao atraves do processo multidata, onde
os dados necessarios sao completamente especificados pelo conjun-
to acima descrito, serd denominada de tentativa (3-11). Isto por-
que o conjunto de dados que compoe esta tentativa pode ser deter-
minado pelas Zocagoes (3) e (11), indicadas no graficoe 13b. Esta
notacao sera utilizada neste e noutros exemplos seguintes.

Considerou-se, na obtencao das inversoes, o proces
s0 multidata no seu caso restrito, ou seja, tomou-se o numero de
termos da‘série incluindo S,0 JI+1, dgual ao numero de valores da
dos de pif(pi), 11. Desta forma, um valor de p, adicional aos va-
lores dados nas locagoes da fig.13.b, deve ser fornecido para 0
calculo de um valor adicional de p%(p). Este valor de p, nos ca-
sos restritos considerados, sera designago por p, e estara asso-
ciado ao valor da fungao transformada pof(po).

0s valores de p; (j = 1,2,...,33) foram adotados
de acordo com o critério sugerido por Cost (Apendice B), ou seja,
distribuidos homogeneamente no intervalo onde a fungao transforma
da varia. Foram adotados varios valores de Py (1073, 10°%, 10712,
10 *, 10 *, 10 '2, 10 °*3), visando determinar as suas influen-
cias nos resultados da inversao.

Os valores de Y5 foram calculados atravées de (102)
e (103), com o objetivo de, conforme se apontou no final do item
4.3, escolher uma maneira de impor os valores de Yj de forma a

se obter resultados aceitaveis.

Na tabela 1 estao relacionados os resultados obti-
dos, na consideracao da inversao da fungao transformada (1G5), a-
valiados atravées do erro quadratico medio e, definido no item
B.4.4 do apendice B. Alem disso, para se ter uma ideia do que es-
tes resultados fornecidos em termos do erro e significam, apre-
senta-se na tabela 2, para o caso I, os valores dags solugdes apro
ximadas f*(t) obtidos atraves da tentativa de inversao (6-6), e
os correspondentes erros relativos as solugoes exatas‘f(t).

Notagao para a Tabela 1:
Caso (I) .: 1/yj= pj (103)

Caso (II) : log Wy, = -0,5 - log py (102)



. (1) (1) (I) (1) (1) (1) (I) (11}

Tentat1va'po=10+3 po=]0+& po=-|0+12 po=]0—3 p0=]oj4 po=]o-12 po=]0+0.3 p0=19+12
(1-1)  .705E-05 .749E-05 .755E-05 .705E-05 . .749E-05 .754E-05 .364E-05 .462E+07
(2-2) | .119E+00 .125E+00 .126E+00 .119E+00 .125E+00 .126E+00 .203E+00 .419E+07
(3-3)  .299E+03 .305E+03 .306E+03 .218E+03 ,223E+03 .224E+03 .100E+03  .100E+06
(4-4)  .219E-04 .231E-04 .232E-04 .219E-04 .231E-04 .232E-04 .449E-04 .264E+09
(5-5)  .169E+00 .177E+00 .178E+00 .169E+00 .177E+00 .178E+00 .549E+00 .258E+08
(6-6)  .137E+02 .143E+02 .144E+02 .137E+02 .143E+02 .144E+02 .123E+02 .B60E+06
(7-7)  .549€-03 .576E-03 .580E-03 .549E-03 .576E-03 .580E-03 ,257E-02 .156E+14
(8-8)  .519E+00 .548E+00 .551E+00 .519E+00 .548E+00 .551E+00 .235E401 .221€+09
(9-9)  .737E+03 .752E+03 .754E+03 .511E+03 .522E+03  523E+03 ,267E+03 .310E+06
(10-10) .885E401 .939E+01 .945E+01 ,885E+01 .930E+01 .945E+01 .632E+02 .348E+12
(11-11)  .529E+02 .562E+02 .566E+02 .529E+02 .562E+02 .566E+02 ,246E+03 .131E409
(12-12) .577E+02 .625E+02 .631E+02 .577E+02 .625E+02 .631E+02 ,749E+02 .221E+07

Tabela 1: Erros quadraticos medios (e) obtidos na inversdao da fung3ao teste (105), atraves
do processo multidata, caso restrito (Notagao para (I) e (II):veja pag.anterior).

£y
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Tentativa (6-5)

tempo t So]ugi?tﬁxata f*(t) f(ti;:;(t) -100
e = 14.4
. 100x10 "2 1495, 31 1494.91 0.02 %
.316x1072 1485, 44 1484,51 - 0.06
.100x10"! 1456. 39 1455.69 0.04
.316x107! 1382.14 1386.22 0.29
.100x10 © 1245.66 1246.24 0.04
.316x10 © 1083.37 1077.53 0.53
.100x10%! 921.82 926.46 0.50
.316x10" 1 766.38 764.16 0.28
.100x10*2 628.67 633.06 0.69
.316x10%2 533, 80 525,26 1.59
.100x10%3 501.81 505,87 0.80
.316x10*3 500.00 500.67 0.13
.100x10*4 500.00 500.00 0.00

Tabela 2:;Va10res da funcao aproximada f*(t) obtidos na tenta-

+12

tiva de inversao (6-6), caso I, Po = 10 - erros

relativos

Por analise da tabela 1, pode-se concluir que o ca
so I (103) forneceu melhores resultados do que o caso II (102) e,
portanto, ser2a o caso utilizado daqui por diante. ’

Para o caso I, pode-se afirmar com base nos erros
quadraticos medios fornecidos na tabela 1 e nos valores das fun-
;o0es aproximadas f*(t) juntamente com os erros relativos relacio-
nados na tabela 2, que todas as tentativas forneceram bons resul-
tados, a menos das tentativas (3-3), (9-9) e (12-12) por conside~
rarem poucos valores p , no intervalo onde a fungdo pf(p) varia,

para a determinagao de pJf(pJ) e Yy Tambem a tentativa (11-11)
nao forneceu bons resultados e deve-se notar que, embora tenha
considerado 5 valores p , da mesma forma que a tentativa (6-6),es
tes valores nao foram tomados homogeneamente d1str1bu1dos no in-
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tervalo onde a fungao varia, ocasionando um valor relativamente
alto de e. Note-se que a conclusao de Cost (veja o item B.4.7 do
apendice B), de que € melhor considerar um termo por década de
log p, ja ndo & mais valida, pois, encontrou-se melhores resulta-
dos considerando valores de pi distanciados de 0,5 na escala
log p, no intervalo onde a fungao transformada varia.

Alem disso, observando a tabela 1, pode-se con-
cluir taTbém que todos os valores de Po considerados para o c51cg
lo de pof(po) praticamente levaram aos mesmos resultados.

5.2 Teste de relaxagao

Aplica-se o metodo exposto a um exemplc resolvido
por Zienckiewicz, Watson e King 2
Trata-se de um teste de relaxacao onde a estrutura apresentada na
fig.14a, constituida de um material viscoelastico linear, & subme
tida a uma deformacao provocada por uma variagao de temperatura

T,» mantida constante ate o tempo t = 80 dias (fig.14b).

atraves do metodo passo a passo.

4°cC

To

g

NN

| B ,
v I TS

‘_ L: constante ‘O t(dias)
[ as

{a) {b)

Fig.14: Teste de relaxagao

0 material da barra foi suposto representado por
um modelo constituido por um elemento de Hooke e dois elementos
de Kelvin, todos associados em serie. Assim sendo, a equagao (10)
do modelo de Kelvin generalizado se aplica para o caso, tomando-
ser =3¢e eliminando-se o elemento de Newton. Desta forma, sendo
g a tens3ao normal na direcao do eixo x, mostrado na figura l14a, e
sendo € a deformagao correspondente, tem-se:
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€ =;(.] + + Jo (106)

1 a , a
e = ( + 1 + Lismn ) €F - (107)
Eo D +b D +6b
1 2
onde 1/a = n 1/a =n
1 1 2
bl = E1/n1 ' bz = E2/n2

A referéncia 2 especifica numericamente as constan
tes da expressao (107):
5,0 . 10°

[-Y)
i

6,0 .10° T,s a 0,14 .107° T E p.s.i.

2 o

400C

o
L

. 1,5/dia; b2 0,035/dia; T,

0 coeficiente de dilatagdo t&rmica linear foi toma
do igual a 9,0.107%/%, | |

Trata-se de determinar a variacao de tensoes com o
tempo, ate o tempo t = 80 dias.

5.2.1 Solugao analitica exata

Como a variacao da temperatura To’ imposta no}ins-
tante zero, € mantida constante no decorrer da analise e estando
fixas as extremidades da barra, uma deformagao ¢ = aTo e imposta
no instante zero e mantida constante durante a analise, ocorrendo
entdo o fenomeno da relaxagao.

Desta forma, (107) pode ser escrita:

1 a a
( + 1 + 2 ) o= aTo A(t) (108)

E0 D + b1 D + b2

onde A(t) € a funcdo degrau unitario, definida no item A.2.6.1.
A transformada de Laplace (veja apéndice A) corres
pondente a expressao (108), se expressa por:

1 a a . ol
( + e 4 2 ) o = — (109)
E_° p +b p+b p
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2 .
- uTO EO [P ¥ pv(b1 ¥ bz) ¥ blbz]
g=

, 2
p{p? + [bl +b + (a+a ) Eg]p + [blbz + (ab +ab ) Eyl}
(110)
Fazendo-se as substituicdes numéricas, obtém-se:

_ p?2 + 1,535 p + 0,0525
g = 1800 [ ] (111)
p(p2 + 2,763 p + 0,1365)

Fatorando o denominador, tem-se:

2

_ +dp +d
o = 1800 [ 1 - (112)
p(p+b) (p+c)
onde, dl = 1,535 b = 0,0503192
d, = 0,0525 c = 2,7126807

0

Utilizando-se a inversao n9 296 da tabela 1, refe-
rencia 29, obtem-se a transformada inversa:

a b2-a b+a c?-a c+a
o(t) = 1800 [ + —1 0 Pt . 1 0 ,-Ct (113)
o be b (b-c¢) ¢ (c-b)

A tabela 3 relaciona os valores de o(t) calculados

- “atraves de (113) para alguns valores de t no intervalo considera-

do. A curva da fig.15 ilustra esta solucgao.

Tempo (dias) (p.s.i)

0.0 - 1800.00
1.0 1029.75
2.0 965.69
3.0 949.12
4.0 936.31
6.0 912.93
10.0 872.71
20.0 801.38
30.0 758.25
40.0 732.18
50.0 716. 41
60.0 706.88
70.0 701.12
80.0 697.63

Tabela 3: Solugdao exata do problema da relaxagao.
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FIGURA 15 — RELAXAGAO DA TENSAO AXIAL DE COMPRESSAO COM O TEMPO -

5.2.2 Solugdo numérica aproximada

Neste jtem, calcula-se solugoes aproximadas para o
teste da relaxacao, especificado no item 5.2. Utiliza-se o proces
So multidata na forma que levou a bons resultados quando aplicado
a funcdo teste (104) no item 5.1, ou seja, associado as relagoes:

- funcao transformada inversa:

: JJ
Fr(t) =S + 1 S, (1 - et/ (90)

() . _ ]
j=1

- fungao transformada
- JJ S.
pf(p) = S, + & —d—o (92)

cermmimr e ROV A A TAARIOA
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- Calculo das constantes L
1/y. = p.
/YJ P, (103)
O0s passos a serem seguidos, na aplicagao do proces

so, sao os mesmos indicados no item 5.1, Assim, a expressao (109)
pode ser, convenientemente, expressa por:

pa(p) = aT E(p) (114)
onde, | |
- 1
E (p) = - = (115)
L + 1 + 2
Eo p + b1 p + bz

-

E representa o modulo de elasticidade para o problema elastico as
soctado. A expressao (114) representa a solugao desejada no plano
transformado, podendo ser calculada numericamente para os valores
desejados de p, permitindo a montagem da tabela 4 e a construgio"
da curva [pG(p), log p] mostrada na figura 16,

Por analise da curva do grafico 16a. observa-se
que fora do intervalo -3,5 < log p < +2,5 a funcgao transformada
pa(p) @ constante. Portanto, tomou-se neste intervalo 8 locagdes
de p (veja fig.16b) para a determinagdo de 8 tentativas de inver-
sao, atraves do processo multidata, caso restrito, ou seJa,

I1 = JJ+1; o valor adicional de P,» Para o calculo de p f(p )
foi adotado igual a 10*12 ap todas as tentativas.

, Com a notacdao referente as tentativas estabelecida
no item 5.1, os resultados obtidos, avaliados através do erro qua
dratico médio e, estao relacionados na tabela §.
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log p pa(p)

-4.0 .69292 E + 03
-3.5 .69426 E + 03
-3.0° .69842 E + 03
-2.5 .71089 E + 03
-2.0 .78474 E + 03
. -1.5 -~ .81678 E + 03
-1.0 .91958 £ + 03
-0.5 ~ .10342 E + 04
0.0 11943 E + 04
+0.5 14216 E + 04
1.0 .16258 E + 04
1.5 17355 E + 04
+2.0 17784 E + 04
+2.5 17930 E + 04
+3.0 17977 € + 04

Tabela 4: Valores de pa(p) calculados através de (114)
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{b)
(a) Curva da solucdo transformada [p3(p), log p]

(b) Locagoes aue determinam os valores de P, para os calculos de
F(p.) ey, (3 = 1,2,0..,3)
pJ (pJ)' YJ (i ’ »JJ)

Figura 16
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Tentativa erro e
'(1 - 1) ‘6,3
(2 -2) 164,0
(3 - 3) | 7,5
(4 - 4) 171,3 .
(5 -5) | 7,5
(6 - 6 ) 171,2
(7 - 7)) 7,7
(8 - 8 ) 171,3

Tabela 5: Erros quadraticos medios (e) obtidos na invers3do das so
lugoes transformadas do problema da relaxagdo.

Para se ter uma idéia do que estes resultados
fornecidos em termos de erro e significam, apresenta-se na tabela
6 os valores das solucgdoes aproximadas o*(t) obtidos atraves das
tentativas de inversao (1 - 1) e (2 - 2), e os correspondentes
erros relativos as solugdes exatas f(t).



Solugao exata

Tentativa (1-1)

Tentativa (2-2)

Tempo e = 6,3 o(t)- o*(t)} 1 e = 164,0 o(t)-o*(t) 1
o(t) o* (t) o(t) [T00 o* (t) a(t) | 100
0. 1800.00 1800.00 0.00 1800.00 0.0
1. 1029.75 1032. 34 0.25 1049.19 1.88
2. 965.69 963.50 0.22 980.00 1.48
3. 949,12 945,43 "0.38 948.59 0.05
4, 936.31 934,95 0.14 925.01 1.20
6. 912.93 916.12 0.34 891.30 2.36
10. 872.71 875.48 0.31 851.83 2.39
20, - 801.37 797.64 0.46 801. 41 0.00
30. 758.25 756.16 0.27 769.33 1.46
40. 732.17 733.06 0.12 746.24 1.92
50. 716.41 719.00 0.36 729.51 1.82
60. 706.88 709. 85 0.42 717. 41 1.48
70. 701.11 703.66 0.36 708.67 1.07
80. 697.63 699. 39 0.25 702.39 0.68

Tabela 6: Valores da fungao aproximada o*(t), obtidos nas tentativas de inversao (1-1) e
(2-2)- erros relativos

€S
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~Assim, fazendo um julgamento atraves dos erros
quadraticos médios fornecidos na tabela 6 e dos valores das fun-
¢oes aproximadas o*(t) relacionados na tabela 7, pode-se afirmar
que as tentativas (1 - 1), (3 - 3), (5 ~-5)e (7 - 7), com erros
quadraticos m&dios proximos entre si, forneceram resultados prati
camente exatos, com erro relativo maximo em torno de 0,5%, As de-
mais tentativas com erros quadraticos médios proximos ou menores
~que o erro quadrdtico médio obtido na tentativa (2 - 2) tambem le
varam a bons resultados, com erro relativo maximo em torno de 3%
(veja tabela 6 e grafico 15). |

5.3. Cilindro viscoelastico com reforgo externo

Considera-se neste item um exemplo extraido da
referéncia 33, onde os autores Lee, Radok e Woodward analisam um
cilindro viscoelastico reforgado por um revestimento externo elas
tico e sujeito a uma pressdao interna uniforme. 0 cilindro é toma-
do suficientemente longo e & impedido de ter movimento axial, de
forma a se poder admitir estado plano de deformagao. Uma secgao
transversal tipica @ mostrada na fig. 17.

Fig.17: Cilindro viscoelastico com reforco externo, sujei
to a pressao interna.

5.3.1 Solugao analitieca exata

A solugdo analitica exata, determinada na refe
rencia 33, pode ser encontrada diretamente em coordenadas polares
cilindricas (r, ©, z) utilizando-se a solugdo geral de Lamé '°.As
sim, considerando-se o cilindro sem reforgo constituido de mate~-
rial elastico, tem-se:
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o A' - (B'/r?) (116)

rr

o A' + (B'/r?) (117)

00

onde A', B' s3o constantes.

Para o problema elastico assoetiado, as solu-
¢oes (116) e (117) continuam validas, apenas que A' e B’ serao
fungoes do parametro transformado p, conforme as consideragoOes
feitas no item 4.2. As funcdes A' e B' serdao determinadas atraves
das condigdes de contorno impostas nas superficies internas e ex-
ternas do cilindro viscoelastico, ou seja, nos pontos r = a e
r = b,

Desta forma, sendo a pressao interna imposta i
gual a 1, a condi¢3o de contorno (66) se escreve:

n(p) = ~ Ty em r = a (118)

A condig3ao de contorno em r = b deve expressar
o equilibrio entre as tensdoes no reforgo e pressao radial no ci-
lindro, e a igualdade da deformagao circunferencial do cilindro e
do reforgco em contacto. 0 reforco e suposto delgado e, portanto,
pode se aplicar a teoria de membrana desprezando-se as influen-
cias de flex3ao. Sendo F a forgca de tragao circunferencial trans-
formada no reforco, o equilibrio radial em r = b exige que:

-

Fdo = -0, . bdo (119)

-Utilizando-se a lei de Hooke para a deformagao
circupferencial Egp MO Caso de estado plano de deformagao ls,tem-
se:

- para o reforgo:

-

F (1= /2p)
E

200 (B> P) = (120)

R

onde h & a espessura do reforgo, conforme indica a fig.17, e o in
dice R denota o material do reforgo.

- para o cilindro viscoelastico:

v « -. L -
(i-v?) G

. N - -
ee@(bsp)=*?—[de@(1'“2)-m rr]

(121)
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Igualando os segundos membros de (120) e (121)
e eliminando F pela utilizagdao de (119), chega-se a condigdao de
contorno em r = b:

-

- - - g2
Gpp = Fpp 2T r s (122)
av(l + v) - E
onde . ERh
- J2
(1 v R)b

contém as propriedades do reforgo.

, Substituindo as condigdoes de contorno (118) e
(122) na solucgao geral (116) e (117) determina-se A' e B' e, por-
tanto, as solugoes procuradas:

a1 - v?) b? b2
— (——+ 1) - ( -1)
- av(l +Vv) - E  r? r?
Tpp «fi - (123)
a(l - v?) b2 b2
= = =— +1) - | - 1)
av(l +v) - E a? a?
a(l - v?2) b2 b2
= = = ( - 1) - | + 1)
- av(1 +v) - E r2 r?
Gop = M - (124)
o) s Sl
= — - +1) - —— -
av (1l +v) - E a2 4 a?
Para que se possa avaliar a distribuicao de

- tensdes, a referéncia 33 supde que uma pressao interna igual a no

e aplicada instantaneamente em t = 0 e mantida constante nos ins-
tantes seguintes. Portanto,. '

n(t) = HOA(t) : : (125)
onde A{t) € a fungdo degrau unitirid (veja item A,2.6).

A transformada de Laplace de (125), utilizan-
do-se a tabela al do apéndice A, se expressa por:

fi(p) = 1 /p (126)

Para a especificagdo dos,opefadores viscoelas-
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ticos a referencia 33 supOe um material que se comporta elastica-
mente quanto a dilatagdes e como corpo de Maxwell quanto a distor

soes. Assim, o material considerado pode ser descrito fazendo-se
uso das relagoes (35) e (4):

6., = 3Ke . B | (127)

'éi‘ + Si‘ )

R T I - (128)
E n 1] ‘ '

onde a notacdo utilizada para tensdes e deformacOes & a mesma de-
finida nos itens 3.1 e 3.2. ‘

A relagio'(128) pode ser expressa, fazendo uso
de uma notagao conveniente, por:

R | O (129)
il “ap + 8 1d (
onde, A= 1/E, B=1/n e D= —9
dt

As transformadas de Laplace das relagoes ten-
sao-deformacao (127) e (128), representativas do material, se ex-
pressam por:

0., = 3K€ii (130)
S,, = P &, o (131)
+ Ap + B 13

Comparando (130) com (62) e (131) com (63),
tem-se:

Q/P = K = C/3 | (132)

Q'/P' = P | (133)
2 (Ap + B)

onde C = 3KX.
Assim, utilizando-se (68a) e (68b), obtem-se:

K = ¢/3 | (134)

oW
it

P (135)
2 (Ap + B)

Como, conforme referencias ja feitas anterior-
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mente, a formulagdo do problema associado em termos do modulo de
elasticidade E e coefictente de Poisson v & mais conveniente, uti
lizando-se as relagoes (69) chega-se a:

do, ou seja:

- 3 Cp
(2AC + 1) p + 2BC

(2AC + 1) p + 2BC

Substituindo (126), (136) e (137) em (123) e
(124) obtem-se as tensdes transformadas para o problema considera

2 2 T
[(1 - 22 - aa)(2ac + 1) - 30A 2] p2
Y‘z rz'
2 2
+ [(1 - 2y 2BC - oB(32= + 4ac + 1)] p - 2aB%C
- 11-2- r.2 r2
Grr - p ) )
' [( 1- 2= - aA)(2AC + 1) - 3aAR= ] p2
az2 a?
2 2
+ [(1 - 2 28c - aB(32- + 4AC + 1)] p - 2aBC
a2 a?
(138)
[ b2 b2 7
[(1 + =— - aA)(2AC + 1) + 30A — ] p?
rZ Y.Z
2 2
# [(1 +22) 2BC - oB(-3 2= + 4 AC + 1)] p - 20B%C
- IIo r? r2
000 N b2 b2
P [(1 - 2= - aA)(2AC + 1) - 3aA = ] p?
a? a?
2 2
+ [0 -2y 28C - aB(3 2=+ 4 AC+ 1) ] p - 2aB2C
a2 a2
(139)
Prosseqguindo, a referéncia 33 adota, para . as

constantes envolvidas no problema, os valores numericos:
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C=3K=3.10° p.s.i h/b = 1/33

A=B=-2 103 Ep =3 107 p.s.i.
3

b/a = 2 /R = 1/v/ 11

Desta forma, (138) pode ser escrita em termos

de fragodes parciais:

. n .005282 .2233 b? .001320 .N5583
6., = - —=[(.3616+ + )+—(1.596 - - .
. p p+.9849 p+.3528 r? p+.9849 p+.3528
(140)
29

A inversdo de (140), obtida através de tabelas

27 se expressa por:

o . =-1 {[.3616+
o = .9849 .3528

rye

.9849 .3528 ~
(141)

2
+ 2 [.1596 -
rz

De forma analoga se obtem a express3do para Oog €M

fungao da variavel tempo t. A
As figuras 18 e 19, extraidas da referencia 33, i-

lustram estas solugoOes.

o
T

tsi0
.9 L te
-8 | t=3
.7F
°
twi
E.el N
- =z.5
o .5} 1z}
] ts O
4
.3
.2 L i . i 1
' 625 75 .87% 1.

/b

Fig.18 - Variacao da tensao radia1\orr.“Solucio exata.
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o
-

teio
‘or teg
L8k
.7
°'°
g,u
bg.‘
'3
.2
A
)
=i
-2
-3
Fig.19 - Variacgao -da tensao circunferencial o Solugao exata.

00e°

Observe-se que na fig.19, nos instantes ini-
ciais, ocorrem tensoes circunferenciais de tragao numa regiao ad-
jacente ao furo interno do cilindro. Isto, segundo a referencia
33, poderia ser evitado na pratica aplicahdo-se a pressao interna
gradativamente. |

5.3.2 Solugao numérica aproximada

No item anterior, o0 problema elastico associa-
do, com a mesma geometria que o problema real proposte (fig.17),
teve as solugOes transformadas calculadas analiticamente expres-
sas por (138) e (139). Isto tornou possivel a obtengio da inver-
sao exata atraves de tabelas.

Neste item, calcula-se a solugao transformada
numericamente, como fizeram Adey e Brebbia ! atraves do metodo
dos elementos finitos !® 1'% 20 21 45 que torna obrigatorio a apli-
cagdo de um processo numer1co aproximado de 1nversao, no caso, 0
‘processo multidata.

Assim sendo, na aplicacao do processo multida-
ta, deve-se arbitrar certos valores da variavel transformada p e
calcular os valores das solugoes trans formadas correspondentes
p f(p) de forma a se poder construir a curva [pf(p), log p] Ba-
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seado nesta curva, atraves de critérios estabelecidos anteriormen
te, escolthe~se II valores P; que definirao os valores pif(pi) e

JJ valores pj que definirao os valores Yy Estes dados, assim ob~

tidos, permitem a aplicacao do processo multidata.

Porem, os calculos das solugoes pi?(pf), obti-
das através do metodo dos elementos finitos, s3do operagbes bastan
te dispendiosas no que se refere ao tempo de computagao. Assim, u
‘ma tentativa e feita no sentido de eliminar a construc3dao da curva
[p?(p), log p)}, substituindo-a pelas curvas [E(p), Togp] e
[G(p), log p]. admitindo que as tensoes transformadas tenham va-
riacoes semelhantes. Desta forma, as curvas [E(p), log p] e
[V(p), 109 p] permitirdo a determinagdo dos II valores pi?(pi) e
dos JJ Valores yj, necessarios para a aplicagao do processo mul-
tidata. B

Portanto, considerando-se as expressoes (136)
e (137), apos as substituicdoes numéricas, ou seja,

S |
_3_12_25 (142)
>+ ﬂ

E(p)

S(p) = —g—P—‘-'-g- - (143)
p +

pode-se, arbitrando valores p. , construir‘a tabela 7 e as cur-
vas [E(p), log p] e [V(p), log p] , apresentadas nas figuras 20
e 21, respectivamente.



J(p)

Tog p E(p)

-2,0 1 112,4845 0,4981
-1,5 3 435,3477 0,4942
-1,0 10 112,3595 0,4831
-0,5 26 240,4278 0,4562
0,0 52 941,1764 0,4117
+0,5 78 058,4461 0,3699
+1,0 91 836,7346 0,3469
+1,5 97 265,9390 0,3378
+2,0 99 118,9427 0,3348
p +» 000,0000 0,3333

100

Tabela 7: Valores de E(p) e v(p) para a construcidao dos graficos
e [S(p), log pl.

[E(p), log p]

0® L o
P
7
/
/
/
/
/
/
/
/
/
a s.0' | / y
- /
/
/
/
/
/
/
i /
io® |- / J
,./
= L . i
-2 -1 o +1 +2
log p

Fig. 20 - Curva

[E(p), Tog p]
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L] ) [
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0,4 ~ -
~

a I

L \

L b J RS
03 .
0,2 i 1 i

-2 - -1 (o] +1 +2
lop p

FIGURA 21 — CURVA[S(p)Jog p]

Observando as figuras 20 e 21, pode-se tomar os II
e JJ valores de log p no intervalo -1 < log p < +1, onde as fun-
¢des E(p) e v(p) variam. Al&m disso, como este intervalo & muito
pequeno, os valores log pj foram escolhidos distanciados de 0,5
na escala log p, ou seja, iguais a -1.0, -0.5, 0.0, +0.5, +1.0.
Considerou-se o processo multidata no seu Caso reéfrito, ou seja,
IT = JJ+1 = 63 o valor adicional P, Para o calculo de po;(po)
foi adotado igual a 10+1'5. Observe-se que, sendo JJ = 5, foram
considerados cinco termos exponenciais na série aproximagao, mais
um termo constante. Este caso, restrito, deve conduzir a bons re-
sultados, pois, com a utilizagao do método dos elementos finitos,
a solugdo transformada obtida praticamente n3o contém erros, se a
malha utilizada for de tamanho e regularidade razoaveis. |

Os cinco valores de E(p) e v(p), correspondentes
aos valores de log p acima arbitrados, que foram utilizados nos’
calculos das solugdes elasticas associadas, podem ser retiradas
da tabela 7.

As solugdes elasticas associadas foram calculadas
numericamente atraves do metodo dos elementos finitos,utilizando-
se um elemento triangular com seis graus de liberdade.

A discretizacao de uma secg¢ao transversal tipica
do cilindro, considerando-se a simetria existente, pode ser vista
na fig.22. ’
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iz

FIGURA 22 — MALHA TRIANGULAR PARA O CILINDRO VISCO=
ELASTICO COM REFORGO EXTERNO -

Apos a resolucao dos problemas elasticos associa-
dos, tomou-se as solugoes transformadas referentes ao eixo glo-

- bal (x,y), ou seja, EX, Ey e ?xy; em cinco pontos localizados

nos centros de gravidade dos elementos 1,2,3,4 e 5 (veja fig.22)
e procedeu-se a inversao atraves do processo multidata.

Um programa de inversdao numérica baseado no pro-
cesso multidata na forma anteriormente indicada, utilizado em to
dos os exemplos apresentados neste trabalho, € apresentado no a-
pendice C. Também sdo apresentados neste apéndice, a titulo de e
xemplo, os dados de entrada do cilindro viscoelastico, ou seja,

as tensdes transformadas, o_, g, e T_., e 0Ss correspondentes re-

x> Yy Xy
sultados Oys cy e Txy, relativps a alguns valores arbitrarios de
tempo.

Obtidas as tensoes reais para os cinco pontos .da
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estrutura e os valores de tempo ja referidos acima (veja apendice

C), por consideracdes do estado duplo de tens3o '®, em cada ponto,
obteve-se as tensdes radiais S © circunferenciais Opg® COrres-

pondentes. Estes resultados s3o jlustrados nas figuras 23 e 24,

onde sdo comparados com as solugOes exatas fornecidas pela refe-

réncia 33. '

1,0 $1210,0
o9 —c 12 5,0
123,0
08
= o7
N t=1,0
b 0,6 1205
] N
L [}
;g 0.5 -
v
[/
::‘ 004 -
% 6 — SOLUGAO NUMERICA
© 03 F  —— SOLUGAO EXATA
0,2 |
0,1 F
t/b
os ¢ 97 o8 g  wr

FIGURA 23 — VARIACRO ‘DA TENSAO RADIAL G:'r



66

ol 3 2 3 4 $ te1,0
X 3
| o —— t &30
0.8 /v
— t23,0
0.7} o
os |
o~ 0.8}
&= O
Y1
0w
-l
| g
-
e/
S-0.1
g -
@ © SOLUGAO NUMERICA
[
F-0.2 = SOLUGAO EXATA

FIGURA 24 — VARIACKO DA TENSAO CIRCUNFERENCIAL '6.69

Conclui-se, observando os graficos das figuras 23

e 24, que o0 processo multidata na forma apresentada tambem forne~
ceu bons resultados para o exemplo analizado neste item.
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6. UTILIZAGAO DAS CURVAS DE RELAXAGAO OU DE FLUENCIA PARA A CA-
RACTERIZAGAO DE MATERIAIS VISCOELASTICOS LINEARES

Como ja se fez referencia anteriormente, o metoddo
da transformada integral, proposto por Adey e Brebbia !, permite
que as propriedades dos materiais viscoelasticos lineares possam
ser descritas diretamente atraves das curvas de relaxacdo ou de
fluencia obtidas, por exemplo, atraves de ensaios experimentais.
Desta forma, os modelos reologicos utilizados nos exemplos ja . a-
presentados podem ser dispensados.

Assim sendo, em primeiro lugar deve-se aplicar os
testes de linearidade apontados resumidamente no item 2.4, Se es-
tes testes indicarem a linearidade do material, a determinagao
das curvas de relaxacao ou de fluencia, por pontos, e suficiente
para a caracterizagio compTetaLdo material, como se vera adiante.

A descricao do metodo, seguindo a referéncia 1, e
feita a seguir., Considera-se em primeiro lugar, que sejam conheci
das as curvas de relaxacao do material, pelo menos para alguns va
lores especificados de tempo segundo critérios a serem estabeleci
dos no item 6.1. A consideracao das curvas de fluencia sera feita
posteriormente. |

Adey e Brebbia !, sequindo McHenry !'7, representam
o modulo de relaxacao experimental atraves da expressao:

JJ
H(E) = Sy ¢ B ST - e t/V5) (144)
1=

1

onde JJ deve ser escolhido de forma a representar adeqUadamente 0
material. A relacao (144) pode ser ajustada aos dados experimen-
tais aplicando-se o processo multidata, descrito no apendice B,pa
ra o caso, ou seja, ajustando-se uma curva aos pontos dados, no
plano do tempo, através do metodo dos minimos quadrados.

Sendo II o numero de valores de Y(t), arbitraria-
mente considerados, o erro quadratico total no plano real do tem-
po & definido por:

I1 ~ ’
E2 = 1 [ Y(ty) - ¥H(ty) ]° (145)

i=1

Substituindo (144) em (145) obtém-se:

I JJ “t. /v
E2 = 3 [¥(t;) - S - £ S, (1-e tifY§)] (146)
is1 j=1
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Minimizando E? em relagdo a Sk (k = 0,1,2,...,37),
resulta:

JJ

9~ E s (1-e"%/Y)](1-e"M /M)y = 0 (147)
m] ’

R
3 .2 t,)-5 -
3s, il 17 %

onde v, + 0, por definigdo. Assim,

II 11

JJ
p [Vt (-t = 1 ([s+ &5, (1-e" b/ T5)] (-7t M)y
im1 i=1 jul 3

(148)
(k = 0,1,2,...,3J)

Este sistema de JJ equagOes lineares permite a de-
terminacao das constantes Sj (i = 0,1,...,37).

Matricialmente o sistema (148) pode ser expresso

por:
B'Y = B'BS (149)
onde:
1 (-e~t1/M1y  -emt1f2) ... (1-e”t1 iy
1 (-e"t2/M1)  (1-e”t2/2y ... (1-e”t2/Y13)
B =
- v e-ettay (1-e"t M2y Ll (1-e7t3Mag)
(IIXJ'I+1) R Y -oob ) e e 0 e as e e 0
1 (-e"trr/M1) (1-e"trrfa) ... (1ee”tr11/Yag)

(150)
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pe b b
Y(t,) s,
Y(tz) S1
S =
Y(t,) E S, |
Y = : (Jo+1 x 1) | (151)
(I1 x 1) . : ' -
SJJ‘
Y(tiy)

Portanto, formalmente, pode-se escrever:

s = (878 BTY | o (152)

Assim, com os valores de Sj determinados, a aproxi

magao Y*(t) do modulo de relaxagdo & fornecida pela ' relagao
(144), bem como a sua transformada de Laplace. expressa por:

- 1 JJ . Sj
Y(p) = =[5, + I ( )] (153)
P j=1 T +p Yj

Conforme descrito no item 4.2, assumindo que o cor
po esteja descarregado e com deformacao nula antes da aplicagao |
da carga, a relacao tensdao-deformacdo pode ser expressa atraves
da expressao (20): .

g(t) = 5—5551—11— Y(t - 1) dt | (154)
0 T

onde o extremo inferior da integral, valor zero, apenas indica o
inTcio do carregamento. '

A transformada de Laplace da relagao (154), utili-
zando o teorema da convolugao (item A.2.5), se expressa atraves
de (60): : '

5(p) = p Y(p) E(p) (155)

Observando a relagao (155), conforme referencia
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feita no item 4.2, conclui-se que uma relagdo tens3o~deformacgao e
lastica se aplica no plano transformado e, se g e € se referirem
a um estado de tracao simples, vale a equivaléencia:

E > p ;(p) (156)

E & o denominado modulo de elasticidade para o problema eldstico
assoctado no plano transformado, fun¢3do da variavel transformada
p. Desta forma, utilizando a transformada do modulo de relaxagao
aproximado, ajustado a dados de ensaios, pode-se escrever utili-
zando a expressao (153):

J S,
— (157)

1 1 4+ pyj

1 oQ

E->p Y(p) = S0 +
]

Para a determinacao do coeficiente de Poisson para

'oafir-

mam que uma boa aproximagao para muitos materiais pode ser obtida

0 problema elastico associado, 0s autores Adey e Brebbia

assumindo constante o modulo de elasticidade volumico X.

Eliminando, considerando o problema elastico asso-
etado, © m6du]o de elasticidade transversal E das duas expressoes
indicadas em (69), obtém~se a expressao do coeficiente de Poissan
 em funcdo do modulo de elasticidade E e do mddulo de elasticida
de volimico K:

5= (1-—E (158)
2 3K |

Assim, se o mddulo de elasticidade volumico X e suposto constante
ao longo do tempo, tem-se:

K=K ' (159)
portanto, ~
g= 1 (1 - =k (160)
2

3X

Observe-se que, uma expressao analoga a (154) pode
ria ser escrita em termos das camponentes do tensov tangencial
das tensdes e do tensor das distorsGes, permitindo a determinagao
do modulo de elasticidade transversal para o problema elastico as
soetado, é. Este fato possibilitaria, a menos da existéncia de
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possiveis dificuldades experimentais, a determinacdo do coeficien
te de Poisson para o problema associado,v.

Assim, determinadas as constantes el3sticas E e v
para o problema elastico associado no plano transformado, pode-se
determinar as solugoes transformadas. A inversao para o plano do
tempo, para a obtenc3do da solugdo real, e feita de acordo com as
consideracoes feitas no item 4.3.

Caso se tenha a curva de fluencia experimental, o
procedimento € analogo no que se refere ao ajuste da curva, ou se
ja, pode-se assumir a aproximacao:

J
J*(t) =S, + I S, (1- etV (161)

A aplicacao do processo multidata, seguindo-se exa
tamente os mesmos passos quando se considerou a curva de relaxa-
¢ao, conduz a transformada da equacao de fluencia: '

S.
(——L—)] (162)
1 1 + pyj

- -l . J
Ip) = — [s, +
p 3

[ e IS

Fazendo uso da expressao (61), ou seja,

3(p) §(p) = p~? | (163)

obtem-se Y(p), recaindo-se, portanto, no caso anterior quando se
admitiu conhecida a curva de relaxagao.

6.1 Exemplo de aplicagao: fundagao

Neste item, repete-se a analise do problema de fun
dacao, em estado plano de deformacgao, proposto pelos autores Adey
e Brebbia !, Neste exemplo, a curva de relaxac3ao & o dado caracte
ristico do material.

Considera-se, portanto, o solo comportando-se como
material viscoelastico linear, embora ¢ autor Folque, para os ti-
pos de solos analisados na referencia 22, tenha apontado um com-
portamento ndo-linear. Assim sendo, o metodo exposto no item ante
rior se aplica ao presente caso. :

Uma seccgdao transversal tipica do subsolo composto
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de 4 camadas diferentes pode ser vista na fig.25, juntamente com
as respectivas curvas de relaxag¢ao que caracterizam suas proprie-
dades viscoelasticas lineares.

[~ 25a

17,8 m

L.
I ST B

N
ATTT IS S

TITTTTTTTTATTIIT T
) {a)

-
N
o

(4
(=4

o

’

v(103x kg/em2 )
. NODULO DE RELAXAGAO
«

TEMPO( DIAS)

12 5 10 30 70 100
(b)

a) geometria e condigoes de contorno
b) curvas de relaxagao dos materiais

Fig.25 - Problema de fundacgao

Procura-se determinar neste problema, a titulo de
exemplo, a variagﬁo dos deslocamentos verticais ao longo do tempo,
da superchie superior do subsolo, sob a agao da carregamento in-
dicado na fig.25a. Observe-se que a determinagaq de qualquer das
variaveis, tensdes ou deslpcamentos, em qualquer ponto da estrutu
ra se faria de maneira analoga que a descrita a sequir. ’

6.1.1 Determinagdo dos mddulos dz elasticidade para o problema ¢

lastico assoeiado

Para a aplicacao do processo multidata no ajuste
da fung3do aproximagdao (144) as curvas de relaxagdo fornecidas ne
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fig. 25b, escolheu-se:

I1 = 9 e t, fguais a {10=1s5; 19=1,0, 1070s5, 10%; 1003,
10 120, 10 123, 109 250, 192,53,

13 = 4 et iguais a (107903 10 003, 49 1s3; 10247}

Observe-se que estes valores foram escolhidos, no
intervalo de tempo onde a fungdo Y(t) n3oc & constante, diretamen-
te no grafico [Y(t), t] , fig.25.b, dispensando-se,‘portanto, a

“construgio do grafico [Y(t), log t].

Sendo II = 9, nUmero de valores de Y(t;), e JI+1=5,
numero de termos na serie aproximagao, considerou-se o processo
multidata no seu caso irrestrito, ou seja, ITI # JJ+1. Isto porque
os valores Y(ti)’ necessﬁrios;para a aplicac¢ao do processo, foram
determinados graficamente utilizando-se as curvas de relaxagao a-
presentadas na fig,25b, e que, portanto, podem conter erros. Nes
te caso, conforme se concluiu no item B.4.7, do Apéndice B,_b ca-
so irréstrito deve levar a melhores resultados.

Um programa desenvolvido conforme a descrigao fei-
ta no item 6 para o calculo dos valores de E, a partir das cur-
vas de relaxagdo, e apresentado no apend1ce D e @ ilustrado com u
ma aplicagio ao problema em analise.

0s valores de Yio seguindo uma sugestao do  autor
Brebbia, foram impostos através de:

y. = t. ’ (164)

Note-se que, da mesma forma como se fez referencia
no item 4,3, qualquer outro critério pode ser empregado desde qu&
conduza a resultados aceitaveis. ’

0s dados de entrada do programa, extraidos das cur
vas da fig.25b, sdo apresentados na tabela 8.

0s valores do modulo de elasticidsde E para o pro-
blema glastico associado, relativos a valores de p no intervglo
de 1077 €p < 10*2, calculados atraves do programa ja mencionado,
estdo relacionados no Apendice D e perm1tem a construgao das cur-
vas [E Toy p] , apresentadas na fig.26.



| v L 1]
e wum = ed MATERIAL 1
"
//
//
7/
S 7
‘w : /lc
o’
” )
. L 'y e A
-3 -2 bl ‘ 0 + | +2
" 14 1 | P | !
o oo o{ MATERIAL 2
-
-
”~
Y
-— /
: e
| ] .
log p
-3 -2 -1 o +1 +2
T 2 T T '
= — —|MATERIAL 3
-
’/
//
: /"/
PV T, —— —
log p
-3 -2 -1 [ +1 +2
Y 4 R T
e == MATERIAL 4
//""—_ ; .
L~
7
7
- 7
2 /7
w //1
//
//
.l
log p
. P sk, L 1
-3 -2 -1 o +1 +2
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t Mat. 1 Mat. 2 Mat. 3 Mat. 4
10715 20,0 15,0 100 31.5
10710 19,9 1409 9.9 3.4
107043 19.3 14.6 9.5 29,9
10 920 18.1  13.2 8.8 . 28.5
10*:5 15,3 1m0 5.8 25.6

0% 124 9.0 5.4 22,6
10*1s3 1.3 8.4 5.1 - 21.5
10*2:% 0.6 8.3 5.1 20.6

10255 10.6 8.3 5.1 20.6

Tabela 8: Valores do modulo de felaxagio Y(]O4 x t/m?) para o cal
culo dos modulos de elasticidade E para o problema ?l&i

tico assoetado.

Observe-se que outras tentativas de ajuste varian-
do os JJ valores de t levaram a resultados praticamente iguais
aos do caso considerado, o que indica a estabilidade do processo,
Varias tentativas de ajuste ou de invers3o sempre devem ser fei~
tas, principalmente quando existem erros nos dados de entrada, pa
ra maior garantia da interpolacao feita.

6.1.2 Inversao das solugoes transformadas

Observando a fig.26, de acordo com o procedimento
adotado na determinagio dos modulos de elasticidade do problema e
listicd associado, considergu-se o caso irrestrigto do 'processo o
multidata, com: j f
IT = 9 e log - jquais a {-2,5; -2,0; -1,5; -1,0; -0,5; 0,0;
+0,5; +1,03 +1,5} ,
J3 = 5 e log P; iguais a {(-2,5; -1,5; -0,5; +0,5; +1,5}

0s valores de E(p) correspondentes aos II valores
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de log Py estdo relacionados no Apéndice D. Os autores da referég
cia 1 ndo fazem alusao ao coeficiente de Poisson, que poderia ser
determinado através da expressao (160) mantendo-se constante o m§
dulo de elasticidade volumico X, conforme sugestdo dada pelos pro
prios autores. A titulo de exemplo, neste trabalho, adota-se cons
tante o coeficiente de Poisson, iqual a 0,3.

Desta forma, o0s nove pkob]emas elasticos associa-
dos, considerando-se a geometria e as condigoes de contorno apre-
sentadas na fig.25.a, podem ser calculados e, portanto, pode-se
determinar os deslocamentos verticais transformados da superficie
superior do subsolo.

Utilizando o mesmo programa de inversao apresenta-
do no Apendice C, os deslocamentos reais em funcdao do tempo sao,
finalmente, determinados. Estas solugoes estao apresentadas grafi
camente na fig.27.

0 ~ 5m 10 m 15 m
1

o solugao numdrica
- curva interpolada
0.2

UNIDADE DE TEMPO : DIA

Fig.27 - Deslocamentos verticais da superficie superior do subso-
1o ao longo do tempo. ‘
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Embora o problema analisado a titulo de exemplo se
ja de simples geometria, conforme afirmativa dos autores Adey e
Brebbia ', o programa pode ser utilizado para problemas com qUaig
quer configuragoes geométricas e numeros de materiais.

7 Conclusoes

Foi descrito um metodo numerico, apresentado por A
dey e Brebbia em "Efficient Method for Solution of Viscoelastic
1, capaz de resolver um grande numero de problemas esta
ticos viscoelasticos lineares.

Problems"

As vantagens mais marcantes do método exposto a se
rem apontadas sao as possibilidades de utilizagao da literatura
sobre a teoria da elasticidade linear, principalmente o metodo
dos elementos finitos, e a utilizagdao direta das curvas experimen
tais de relaxag¢ao ou de fluencia dispensando, portanto, a monta-
gem dos modelos reologicos.

Alem disso, segundo os autores, muitas dificulda~
des inerentes aos metodos do tipo passo a passo * foram elimina-
das, em particular, os resultados nao divergem da solugao verda-
deira quando o tempo aumenta, uma falha comum do método passo- a
passo. \

Ainda segundo os autores, os resultados obtidos pe
la aplicacio do método descrito depende da precis3o da solug3o ob.
tida atraves do método dos elementos finitos e dd numero de ter-
mos tomado na série aproximagao, Porém, se a malha utilizada for
de tamanho e de regularidade razoaveis pode-se desprezar 0S erros
introduzidos nas solugoes transformadas e uma alta precisdo seria
encontrada na solucdao dependente do tempo, com a .utilizagao de
poucos termos na serie aproximacao !.

E recomendavel adotar valores da variavel transfog
mada p; no intervalo onde a fungao varia, distanciados de 0,5 na
escala Iog p. Tomando-se os varios subconjuntos destes valores pi,
distribuidos de forma regular na escala lagp, pode-se calcular as
correspondentes solugoes invgrsas. Um estudo comparativo entre es
tas so1ug6es quando se aumenta o numero de valorgs da fungao
transformada, ou 6 numero de termos na série aproximagio, pode as
segurar a estabilidade da 3plugdo e permitir a escolha da melhor
inversao.
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APENDICE A

A. Transformada de Laplace
A.1 Introdugao

A.1.1 Transformadas integrais
A.1.1.1 Definigao

Transformada integral de uma funcgao f(x) e, por de
finicdo, a integral impropria:

+ 00

g(y) = J K(x,y) f(x) dx (a. 1)

~ 00
onde y pode ser variavel real ou complexa e a fungdo K(x,y) e de-
23 Alguns dos nucleos mais co-
muns em aplicagdes sao apresentados abaixo:

riominada nieleo da transformada

Transformada exponencial de Fourier:+7 e-ixy f(x) dx (a.2)

~Transformada de Fourier em cosseno: ? cos (xy) f(x) dx (a.3)
. )

Transformada de Fourier em Seno: ? sen (xy) f(x) dx (a.4d)
0

Transformada de Mellin: ? Al f(x)‘dx (a.h)
0

Transformada de Laplace: ? e XY £(x) dx (a.h)
0

As expressoes (a.3), (a.4) e (a.6) podem ser consi-
deradas como casos especiais de (a.2), transformada exponencial de
Fourier.

A.1.1.2 ILinearidade

Uma equacdao do tipo de (a.l1) &, as vezes, represen-
tada por g = K{f}, onde K denota o operador integral que converte
f em g. Em particular, os operadores definidos pelas transformadas
de Fourier e Laplace s3o denotados respectivamente por F e L 23,

Com esta notacdo, segue-se que K & ym operador li-
near, pois,

K{alf1 + azfz} = alK{fl} + azK{fz} (a8.7)

sendo a1 e a, constantes.
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A.1.2 Convolugao

Dadas duas funcoes f e g, ambas absolutamente in-
tegraveis em (-», +w), seja S o conjunto de X em que a integral
impropria oo
h(x) = f f(t) g(x-t) dt (a.8}

converge. Esta integral define uma funcao h, em S, chamada convo-
lugao de f e g, representada simbolicamente por f*g 2?3,

Um caso especial importante ocorre quando f e g
sao nulas no eixo real negativo. Neste caso, g(x-t) = 0 se t>x, e
(a.8) torna-se: x ‘

hix) = S f{t) g(x-t) dt (a.9)

Y

A.2 Transformada de Laplace
A.2.1 Definigao

Seja f(t) uma funcao de variavel real positiva t.
Conforme definigoes dadas em (A.1.1), a transformada de Laplace
e definida pela transformada integral na forma:

f(p) = LIF(E)} = S e P fF(t) dt (a.10)
0
onde p = x + iy. Assim, f(p) € uma func¢3o da variavel complexa p,
para valores de p para os quais a integral (a.10) existe %3 2% Ne
que se segue, o acento circunflexo indicara a transformada de La-
place da fungao correspondente.

A.2.2 Existéncia

A.2.2.1 Definigao: fungdo seccionalmente continua

Uma fungao f(t) se diz seccionalmente continua so-
bre um intervalo finito, se este intervalo pode gser dividido em
um numero finito de subintervalos, onde, em cada um dos quais,
f(t) € continua e possui limites finitos quando t tende aos extre

mos do subintervalo a partir do interior 2% 25,
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A.2.2.2 Definigao: fungao de ordem exponencial

Uma fungao f(t) se diz de ordem exponencial quando
t >~ », se existe uma constante ¢ de forma que e Ct | F(t)] e limi-
tada para todo t > T, onde T & um numero finito positive 2% 25,Em
outras palavras, se M & um limite, entdo

|f(t)] < M eCt, para t > T (a.11)

Note-se que qualquer funcao limitada &€ de ordem ex
ponencial com ¢ = 0.

A.2.2.3 Existéncia da transformada de Laplace

Considere-se uma fung3do f(t) seccionalmente conti-
nua em todo intervalo finito para o qual t » 0, e de ordem expo-
nencial quando t + », A desigqualdade & valida:

ro1e”Pt gty dt <

0

e *t f(t)] dt + MT e (Xm0t g (a.12)
T

o

A primeira integral do segundo membro existe,pois,
f(t) e ssccionalmente continua, enquanto que a segunda integral e
xiste para X > ¢ (X € a parte real de p). Desta forma, a transfor
mada de Laplace existe quando x > ¢, pois, entao a integral (a.10)
converge absolutamente 2% 2%, |

Embora a transformada degLap1ace de f(t) possa e-
xistir para outros casos, estas condigoes permitem a consideragao

da maioria das aplicagoes praticas 25,

A.2.3 Exemplo

Antes de se estudar as propriedades da transforma-
da de Laplace, ilustra-se uma de suas mais Uteis aplicacoes, que
e a resolucgao de equacoes diferenciais, considerande-se um sim-

ples problema 2°%:

_...._..dy-m y =¢eat ) (3.13)
dt
para valores positivos de t, devendo satisfazer a condigao ini-
cial
y(0) = -1 (a.14)
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Em Jugar de se determinar a solugao geral da equa-
¢ao (a.13) e depois calcular as constantes arbitrarias satisfazen
do a condigao (a.14), pode-se utilizar a transformada de Laplace
para obter diretamente a solucao, satisfazendo (a.13) e (a.14). A
plicando~se a transformada de Laplace em ambos os membros de
(a.13), tem-se:

TePt Y 4y o 7 ePty dp = s e Pt @3t gy (a.15)
0 dt 0 0
Supbe-se que as tres integrais de (a.15) existem para certos valo
res de p.
A integral do segundo membro pode ser calculada:

w0 _ -(p»-a)t co
e Pt 3t gy o L 8 ] = (a.16)
0 p-a 0 p-a

Esta integral existe quando p > a.
A primeira integral do primeiro membro de (a.15)
pode ser integrada formalmente por partes:

fe Pt 9G¥ 4¢ - Pt y(t) ] +p s e Pt y dt
) dt 0 0

= -y(0) + p J e”Pt y dt

n
—
+

R=]
— 8
®

y dt (a.17)

-1, cu
p-a
re Pty dt = atl-p ~ (a.18)
0 (p-1)(p-a) '
Portanto, o probiema reduz-se a determinagao de

y(t) cuja transformada de Laplace & dada por (a.18), denominada ¢
quagac subsididria. Pode-se expressar (a.18) na forma:

;e Pt y dt = - L - 4 ! (a.19)

0 i1 p-a a-1 p-1

De acordo com (a.l16), 1/(p-a) & a transformada de

eat e que, portanto, o primeiro termo de (a.19) & a transformada
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de eat/(a-1j e 0 segundo termo € a transformada de -aet/(a-1).As-
sim, (a.19) sera satisfeita para

1 (eat - t)

ae (a.29)
a-1

quando a # 1.

Nao se pode afirmar que (a.20) seja a unica solu-
cao de (a.19), pois, pode haver diversas solucgoes para (a.19) e
somente uma das quais satisfazer (a.13) e (a.14). Este aspecto de
unicidade de solugdo para (a.19) sera discutido mais adiante, con
siderando-se o teorema de Lerch. Porem, por substituic¢do direta
em (a.13) e (a.14), mostra-se que (a.20) e solugao e portanto uni
ca, pois, sabe-se que (a.13) e (a.14) tém uma Unica solugio.

A.2.4 Transformada de Laplace das derivadas d_fle) ét)
- dt

Uma das mais importantes propriedades da transfor-
‘mada de Laplace € a expressao da transformada de uma derivada, de
ordem qualquer de uma fungao, em termos da transformada da pro-
pria funcao e dos valores das derivadas de ordem mais baixa da
fungiao, calculadas quando t » 0% 2% 25 '
| 1. Utilizando-se a definigao

n

Considere-se n-
(a.10) tem-se:

L (-4E(E) o Pt df(E) gy  (a.21)
dt 0 dt '

A inteqracio por partes de (a.21) fornece:

TePt df(t) g - Pt ey ]+ pse P () dt (a.22)
0 dt 0 0

onde f(t) € contTnua e df(t) seccionalmente continua em qualquer
intervalo (0,T) para quedt se possa fazer a integragao por partes.

Como f(t) e de ordem exponencial, a parte integrada se anula pa-

ra t -« (para x > c), portanto |

L‘{—ggle*} = p ;(p) - f(0+) (a.23)

Analogamente, para n = 2:

2 - y +
L FE) o pe fp) - pfot) - 4EO)
dt? dt
(a.24)
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Repetindo-se o processo n vezes tem-se:

n - + n-1 +
L{E——ilil} = p“f‘(p)-’{p“'1 1’(0")+p“'2 d f(0°) +...+ d f(0 )}

(a.25)
onde f(t) e sua n-1 derivadas sao continuas em qualquer intervalo

n
(0,T), —g—iiﬁl—— e, ao menos, seccionalmente continua em qual-
dt ’

quer intervalo (0,T) e f(t) e suas n derivadas sao de ordem expo-
nencial 25, '

A.2.5. Teorema da convolugao

Se f(t) e g(t) sdao seccionalmente continuas e da
, entao: '

;(p) E(p) = Lif*g) (a.26)

onde f(p) = L{f(t)} , g(p) = L{g(t)} e L{f*g} € a transformada de
Laplace da convolugao entre f e g definida por (a.9).

A demonstracdo 2° & feita considerando-se (a.10) e
ut{l1izando-se duas variaveis intermediarias diferentes, u e v:

ordem de eCt

[+

{r e PV f(v) dviis e PY g(u) du} ou,
. .

0

f(p) 9(p)

Fp) a(p) = £ 7 e PVH)e(y) g(u) dv du ou,

°©wge 8

g(u)'{? e~P(v+U) f(v) dv} du (a.27)

' 0

f(p) a(p)

Se, para a segunda integral de (a.27), trocar v
por uma nova variadvel t através da substituigdo:

V=t"u ,dV=dt
segue-~se que:

;e PO vy dv = 7 e P of(t-u) at (a.28)
0 ’ u

Portanto:

F(p) a(p) = £ { 7 e Pt £(t-y) g(u) dt } du (a.29)
P) = 1 U
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FIGURA a.1

Trocando-se a ordem de integracao na integral dupla e os limites
conforme a fig.al, obtem-se:

- - o) t

£(p) a(p) = 7 { 7 e Pt f(t-u) g(u) du } dt ou,
0 0

-~ - ) -pt t

f(p) g(p) = [ e { 5 f(t~u) g(u) du } dt ou,
1] V]

- - t

f(p) g(p) =L { f f(t-u) g(u) du } (a.30)

0

Considerando-se (a.9), (a.30) torna-se identica a (a.26), demons-
trando o teorema.

A utilidade deste teorema e a possibilidade de se
transformar uma equagao integral ou integro-diferencial do tipo
convolucao (a.9) em um produto de funcdes dependentes do parame-
tro p, o que torna mais facil a obtenc3ao da solugao real.

A.2.6 Fungbes degrau unitario e impulso unitdrio
A.2.6,1 Definigdo: fungao degrau unitario A(t)

A fungao degrau unitario e definida como se segue

24 26 ¢

A{t-tg )
A(t-t,)

0, t < t,

T, t >t (a.31)

1]

0 grafico correspondente a (a.31) e mostrado na fig.a2.
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A(1-10)

1

o)

to

FIGURA a2 ~;Fu~c£o DEGRAU
UNITARIO

A transformada de Laplace da fungao degrau unita-
rio e: '
® <pt e Pty
L { A(t-to)}wf e PY gt = S | x > 0 (x:parte real de p) {a.32)
t p
0

Em particular, para t0 = 0, tem-se:

i)

A(t) 0, <0

£ (a.33)
A(t) = 1, t >0
L{a(t)) = 1/p (a.34)
A.2.6.2 Definigao: fungdo impulso unitario S(t)
A fungdo impulso unitario e, por definigao:
s(t-t_ ) = 0, t £t
0 ) 4] (a) .
§(t-t,) = =, t =t (a.35)
4 00
com i) S(t-to) dt = 1 (b)

Uma definicao equivalente 2* 25 para §(t-t ), pode
ser obtida considerando-se o limite da fungao (fig.al):

Blt-t ) = B(t-t_-c)

{a.36)
€
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S(t-to)
2
1
E{OYY
:;
i
P
11
Ix
&4 -
0 to to4+ & 1

FIGURA a3 — FUNCAO
IMPULSO UNITARIO

A funcao (a.36) tem sempre a propriedade (a.35b),
para qualquer valor de e¢. Portanto, quando ¢ -~ 0 em (a.36), ob-
tem-se a derivada formal de A(t-to), que satisfaz as propriedades

de S(t-to) relacionadas em (a.35). Portanto, A’(t-to) = G(tito)

onde,
A(t-t ) - A(t-t -€)

A'(t-t ) = lim (a.37)
© e~0 £
A transformada de Laplace de §(t-t ) e:
-pt, _ Lop(t, to€) -
L {a'(t-t )} = lim &0z & 0 < e Pl (a.38)
. e~+0 pe

apos a aplica¢do da regra de L'Hospital, para o calculo do limite.
Em particular, para tO = 0, tem-se:

S§(t) =0 , t #0
S(t) = o , t =0 (a.39)
<4-00
com S 6(t) dt = 1
L {8(t)} =1 (a.49)

A.2.6.3 Utilizagao das fungoes A(t) e &§(t)

Observando-se as transformadas das fungoes A(t) em
(a.34) e &8(t) em (a.40), pode-se estabelecer a relagao *°:
L{a6{t) =p L { Aa(t)!} (a.a1)

Portanto, §(t) & a derivada formal de A(t), conforme se afirmou no
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item A,2.6,2, porem de acordo com (a.41), deve-se considerar cen-
dicao inicial nula para A(t), ou seja A(O+) = 0, na aplicagao da
regra de derivagao (a.23).

A fungdao S8(t), com a defini¢do dada em (a.35), nao
e uma funcao ordinaria no sentido matematico usual e, portanto,
tentativas de justificar operagdes matematicas ordinarias, dife-
renciagaon, integragdo etc, em expressoes contendo a funcio S(t),
~envolvem questdes extremamente complicadas. Uma discussiao riqoro-
sa desse tipo de funcgOes singulares & feita na teoria das distri-
buicdes. Porém, para se evitar uma justificativa mais trabalhosa
e complexa, utiliza-se formalmente a fungao 6(t) e se os resulta-
dos obtidos forem confiaveis, passiveis de interpretacio fisica,
pode-se aceita-los como corretos nos casos praticos 25 28 27,

A.2.7 Transformada inversa
A.2.7.1 Definigao

Em aplicagoes da transformada de Lapiace encontra-
s5e ¢ problema inverso, ou seja, a determinacao da fungao f{t) que
tem para transformada uma dada funcdo F(p). A notacdo L™!'{F(p)} &
convencionalmente utilizada para se indicar a transformada de La-
place inversa de F(p), isto &, se F(p) = L {f(t)}, escreve-se
fF{ty = LTH{F(p)} .

AL2.7.2 Uniceidade
ConsideragOes sobre a unicidade da transformada in

2% onde se estabe-
lece que duas fungoes fl(t) e fz(t) podem ter a mesma transforma-

versa faz-se utilizando o teorema de Lerch 2%,

da f(p), porem, neste caso,

fF(t) - £,(t) = N(t) (a.42)

onde N(t) e uma funcdo nula no sentido de que

o

J7ON(t) dt =0 (a.43)
0
para todo valor positivo de to.
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Uma possivel funcao N{t) & mostrada na Tig.ad *°%

Nit)

e (ponto singular)

FIGURA 64 — UMA POSSIVEL
FUNGCADO NULA

Tomando-se o teorema de Lerch no seu sentido mais
amplo, a inversa da transformada de Laplace ndo & uUnica. Porem,
para a maioria dos casos praticos de engenharia, pode-se tomar
N = N(t) = 0, pois, artificialidades comc a mostrada na fig.ad,na
pratica nao tem sentido 2° 2%, Desta forma, considerando-se fun-
¢oes continuas f(t), se a equacao integral (a.10) tiver solucgio,
esta ser3d unica.

A.2.7.3 Transformada inversa exata

A determinacao da transformada inversa de maneira
exata pode ser feita utilizando-se a integral de Bromwich, formal
mente expressa por:

. 1 . c+iR oy -

(t) = — Tim J e f(p) dp (a.448)
R+  ¢~iR
Fste procedimento 2% 28 28  fora dos objetivos deste trahalha, em
geral, € muito diffcil. Pordm, facilita-se a invers3o utilizando-
se a defini¢do da transformada (a.10) para a construgao de uma ta
hela de funcoes transformadas e transformadas inversas correspon-
dentes, que utilizada juntamente com as propriedades ja apresenta
das em (A.1.1.2), (A.2.4) e (A.2.5) e outras adicionais 2% 25,
perimitem a determinacao das transformadas diretas e inversas de
forma e¢xata.

Extensas tabelas podem ser encontradas nas referen
cias 29,24,25,26,27, etc. Uma pequena amostra, util para proble-
mas viscoelasticos lineares, extraida da referéncia 10 & apresen-
tada na tabela al.
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Tabela al ~ Pares de Transformadas de Laplace
F(t) f(p)

(1) A(t) 1/p

(2) §(t) 1

(3) e %t 1/{a + p)

(4) L -eh 1/p(a + p)

(5) £ -1 (1 - em0t 1/p%(a + p)

a ol
(6) t" n! p""'], n=0,1,...

0 exemplo apresentado no item A.2.3 tem uma solu-
cao mais rapida utilizando-se as tabelas de transformagao citadas
acima, pois, estas permitiriam a passagem de (a.13) e (a.l4), di-
retamante para (a.18) e de (a.19) para a solugao (a.20) 23,

A.2.7.4 Transformada inversa aproximada

Comc a aplicacao da inversao exata, discutida no
item A.2.7.3, para aplicacoes praticas, nem sempre € possivel, ou
pela dificuldade intrinseca do método ou porque a solugao trans-
formada ¢ conhecida somente para pontos discretos do parametro p,
técnicas numericas de inversdao aproximada tém sido desenvolvidas®
36 31 32 tantando contornar estas dificuldades. No apendice B a-
rresentam-se duas t@cnicas propostas nas referencias 31 e 6, bas-

tante eficientes para problemas especificos em viscoelasticidade
linear,

A,2.8 Exemplo de aplicagao em viscoelasticidade linear

Considera-se um exemplo, extraido da referéncia 2,
onde se procura determinar a equacao de relaxagao de um modelo de
Hooke associado em serie com um modelo de Kelvin, A equagio (10)
fornece:
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1 1 )
£ o= ( E ofe E T n D ) (6] (a.a")
0 1 1
oinde, D = A . Sendo £ = EO, a=1/n eb==E/n , (a.45) 5@
dt i 1 1
expressa por:
e = (=4 2 g (a.46)
£ D+b

Para se determinar a equacao da relaxacao, uma de-
formagd3o € @ imposta no instante t = 0, e mantida constante du-
[Y

rante toda a analise. Portanto,

€ = eoA(t) (a.47)

A substituicao de (a.47) em (a.46) resulta em:
eoA(t) (ED + bE) = o(t) (D+b+ak) (a.a8)

tvetuando-se a derivada de A(t), de acordo com as definigoes da-
cme g item AL2,.6.2, tem-se:

S G(t) + bE e B(t) = Do(t) + (b+aE) o(t) (a.49)

Recorda-se das consideracoes feitas no item
.5.3, que a utilizacio das funcoes A(t) e s(t) leva a expres-
sGes meramente Tormais, estando as solucOes que delas decorreren
suieives a verificagbes para serem aceitas como corretas. A se-
Gguir. procura-se estabelecer as condigoes em que a utilizagao for
patovdecsas funcdes singulares leva a resultados corretos.

Para se obter a transformada de Laplace de {a.49),
suponna-se que, por sugestao das conclusoes tiradas no item
A2.6.3, se tenha condigoes iniciais nulas, ou seja, que as fun-
rnes deuendentes do tempo e todas as suas derivadas em relacao ao
temne quando t - ot sejam nulas. Portanto, sob estas condigoes, u
tilizando~-se (a.34) e (a.40) tem-se:

fe &+ bke /p =p 3o+ (b+ ak) o (a.50)

que pode ser colocado na forma (metodo das fragdes parciais):

_ Ee b Ea
g = [¢] ( + ) (8.5])
(Ea + b) p p + Ea + b
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Utilizando-se a tabela al, a transformada inversa

Ee ' ‘
a(t) = L ba(t) + £a e (ERTRILY oy oy (a.52)
(Ea + b)

Note-se que, se a transformada de Laplace tivesse
sido aplicada diretamente sobre a equacao (a.46), teria se obtido
o mesmo resultado, ou seja, impondo-se € = ¢ A(t) em (a.46) e uti

. 1

lizando-se (a.34), obtém-se:

Ee b Ea

g = 0 ( +

(Ea+b) p p+Ea+b

que e a equacao (a.51),
A fig.a5 1ilustra a solucgao (a.52).

¢{1)
12,
AN E€ob
R Eo+b
L T—
.

FIGURA b

, +

Observe~se que, de acordo com (a.52), quando t-0 ,

a solucdao o~Ee , ou seja, o nao tende a zero como foi imposto pa-
&

ra se obter a ecuagdo subsidiaria (a.50). Isto torna aceitavel a
solucdo (a.52) ja que satisfaz a equagao diferencial (a.46) com
£ = eOA(t) e fornece a condigao inicial esperada o(0) = Eeo,

Supor condicdes Zniciais nulas para o problema e
como se a integral da transformada de Laplace (a.10) fosse tomada
com extremo inferior igual a 0 , desta forma, incluindo a descon-
tinuidade em 0 *°. Sob estas condigoes, a utilizagao formal de
§(t), no exemplo analisado acima, levou a resultados corretos. Es
ta conclusdo também & valida para outros modelos viscoelasticos
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envglvendo derivadas de ordens mais altas de A(t), conclusao que
€ extensivamente utilizada em toda a literatura sobre viscoelasti
cidade * ® 1'® 16 que faz uso da transformada de Laplace.



APENDICE B
B Processos numéricos de inversao da transformada de Laplace
B.7 Introdugao

Quando corpos viscoelasticos sao solicitados con
cargas constantes, o grafico das respostas em funcdo do logaritmo
do tempo, em geral, se desenvolve por muitas décadas de log.t. Es
tes comportamentos podem ser representados por uma série exponen-
cial com um alto grau de precisdo 3'.

0s processos aqui discutidos se basearao neste ti-
po de serie exponencial e, portanto, representam processos de in-
versdo limitados a formas especificas de funcOes a serem inverti-
das, porem, eficientes para problemas viscoelasticos.

Existem varios processos de inversao, segundo Cost
6, apresentando uma grande variedade no que se refere a quantida-
de de trabalho. Porém, a maioria destes processos & sensivel a er
ros nos valores da funcao a ser invertida. Esses erros podem ser
atribuidos a técnicas numéricas utilizadas para a determinacgao
dos valeres da funcdo, a processos de arredondamento de nimeros e
possivelmente a técnicas de interpolacao. Embora esses erros com-
binados ndo afetem muito a funcao a ser invertida, seus efeitos
na solugao inversa podem ser muito grandes. Nestes casos, a apli-
cagao da maioria dos processos de inversao aproximada existentes
nio leva a resultados satisfatorios °©,

Dois processos de inversao numérica da transforma-
da de Laplace aqui sao descritos: um do tipo colocacao proposto
por Schapery *! e outro do tipo multidata proposto por Cost °.Nes
te trabalho, estes processos serao chamados simplesmente de pro-
cessos da colocagao e multidata.

Descreve-se também uma comparacao entre os dois
processos, feita por Cost, baseada numa inversao de uma fungao
com solugdo analitica exata. Esta comparagdo mostrara a sensibili
dade a erros a que o processo da colocagao estad sujeito, bem co-
mo, a melhoria da precisao alcancada com o processo multidata ,e$
pecialmente quando existem erros na fung¢ao a ser invertida.

B.2 Processo da Coloeagao

Schapery 3! sugere que as respostas viscoelasti-
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cas, para a classe de problemas em que a analogia elastico-viscoe
lastico se aplica, seja aproximada por uma seérie de Dirichlet:

fr(t) = £ 5, eHt (b.1)

onde Sj e aj s3ao constantes incognitas, e t & a variavel tempo;
f¥(t) € uma aproximagdo para a resposta real f(t).
Neste processo, Sj e oy sao teoricamente determina

dos de forma que 0 erro quadratico total entre f(t) e f*(t), defi
nido por:
E2 = 5 [f(t) - f*(t)]? dt, (b.2)
0
seja minimo.
A determinac¢ao de o pela minimizacdo do E? leva a

um sistema de equac¢oes nao lineares envolvendo trabalhos computa-
cionais mais laboriosos e a solucao nao e unica °. Desta forma,
sspecifica-se por inspecao e experiencia prévia as constantes o

¢ somente se determina Sj por minimizagdao de E?, resultando:

r2 it -
BE Lo r2 f(t) - )] e %t de =0 (6= 1,2,...,00)
asi 0
(b.3)
o
Foere) en%t dt = £ () eT% b dt (§ = 1,2,...,33) (b.4)
0 Q
Esta equagao pode ser interpretada de forma que pa
ra a minimizacao do erro quadratico total, em relagao a Si’ a

transformada de Laplace (Apéndice A) da fungao aproximada  f*(t)
deve ser igual a transformada de Laplace da fungao exata f(t) em

prelo menos n pontos, p = Qs i=1,2,...,3J.
Portanto:
= f* o= e s as b,
f(p)lp - a, f (p)]p _— i 1,2, JJ (b.5)

onde o acento circunflexo indica a transformada de Laplace da fun
cao correspondente.
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-

A transformada de Laplace de (b.1) e

- JJ 1
f*(p) = ¥ Sj

j=1 + a,
] P 3

(b.6)

Substituindo-se (b.6) em (b.5) tem-se:

- JJ S.
fp)l, ., = & —L—] _ i=1,2,...,3J
P=% ge1 pray P
(b.7)
Por conveniencia escreve-se (b.6) na forma:
- JJ o.
pf(P)], ., = & S, (V+——)"' d=1,2,...,33 (b.8)
P =0y j=1 3 o,

1

f(p) representa os valores dados da fungao trans-
formada a ser invertida, correspondentes, em problemas viscoelas-
ticos lineares, aos valores conhecidos das solucgodes elasticas as-
sociadas. Estes valores, daqui por diante, serao chamados simples
mente de dados, no sentido de que sao dados de entrada para a ob-
tencao da inversao.

Portanto, especificando-se os valores de o,e conhe
cendo-se os JJ dados %(p) em (b.8), obtéem-se um sistema de JJ e-
quacoes lineares que permitem o calculo dos valores de Sj. Assim,
a funcao f*(t), aproximacao da fungao inversa exata f(t), pode
ser determinada utilizando-se (b.1).

Deve-se lembrar que no processo da cclocagao des-
crito acima, exigiu-se um ajuste da série exponencial aproximada
a funcao exata no plano real do tempo, no sentido dos minimos qua
drados., Este critério resuitou num ajuste ponto a ponto da trans-
formada de Laplace da série exponencial aos dados,no plano trans-
formado, 0 numero de dados %(p) utilizado e igual ao numero de
termos da série exponencial.

Por analise do erro quadratico total, Schapery 3!
afirma ser necessario a obtengao dos valores das fungoes transfor
madas com bastante precisdao, para que se obtenha uma inversao sa-
tisfatoria.
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B. 3 Processo multidata

. Em geral, ha dois tipos de problemas em que, seqgun
do Cost®, a determinacdao de uma aproximacao por ajuste, passando
exatamente em um conjunto de pontos discretos dados, nao e o pro-
cesso mais desejavel. Primeiro, quando a funcdo a ser aproximada
@ conhecida para numerosos valores da variavel independente em
certo intervalo, e desejavel levar em conta muitos ou todos os va
lotes conhecidos, em vez de selecionarem-se poucos valores arbi-
trarios. Segundo, quando s3ao obtidos valores aproximados da fun-
cao, o procedimento de tentar forgar a passagem da fungao aproxi-
mada exatamente pelos pontos dados e questionavel. Estas observa-
coes, segunde Cost, indicam uma certa limitagcao para o processo
da colocagao, que pode ser significativa na solugcao de problemas
viscoelasticos que possuem ambas as caracteristicas apresentadas
acima. .

De forma diferente do processo da colocagao no
gual a fungdo & ajustada ponto a ponto no plano transformado, )
processo multidata ® utiliza um numero maior de valores da fungao
a ser invertida e ajusta estes valores dados no plano transforma-
do no sentido dos minimos quadrados. Assim, um niUmero maior de va
Tores sao levados em conta no processo multidata e uma menor im-
portancia e atribuida a um ponto individual. A base deste argumen
to fundamenta-se na jdeia de que uma melhor representagao no pla-
ne transformado da funcdo a ser invertida resulta numa melhor a-
proximacao da inversa no plano do tempo.

No processo multidata, proposto por Cost ®, uma sg
rie de funcodes racionais no plano transformado, cuja inversa no
plano do tempo @ uma seérie de funcdes exponenciais, sera ajustada
no sentido dos minimos quadrados a valores da fungao a ser inver-
tida.

Como no processo da colocagao , a resposta incﬁgni
ta viscoelastica & suposta ter a forma:

J
fr(t) = I sje'o‘j (b.9)
onde f*(t) € a aproximagdao desejada para a fungao inversa exata

f(t);aj e S, sao constantes a serem escolhidas com base em expe-
riencia prévia e determinadas pela minimizag¢d3o do erro quadratico
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total no piano transformado, respectivamente.
A transformada de Laplace de (b.9), multiplicada

por p, €
J

Q.
LS, (14 1y~ (b.10)

pf*{p) = 3
ij=1 p

| e B

Na aplicacdo do metodo dos minimos quadrados para
a determinacdao dos Sj, 0 erro quadratico total @& definido como:

II - - '
E? = = [p; f(p;) - p; f*(p;)]” (b.11)
i=1
onde II & um nUmero arbitririo de dados pif(pi). Substituindo
(b.10) em (b.11) tem-se:
' IT - JJ .
E2 = % [p, f{p;) - I S, (1 + —2=)-172 (b.12)
. i i . J
l“‘l J=1 p,i
: 'Minimizando L2 em re]agio ao Sk (k = 1,2,...,3J3)0b
tem-se:
NE2 11 - JJ o, Qy
— = -2 I {[p; f(py) - X S,(0+—)] (1~ ' =0
85, i=1 j=1 Py Py
k 1,2,00.533 (b.13)
OU,
1T - Oy IT JJ . o. ak
Lopy e )0+ ' = $ £ S, (1 + —) (1 + —)
i=1 P, i=1 j=1 Py P,
k = 13245000y JJ (b.14)

As JJ equacoes (b.14) definem um sistema de equa-
coes lineares a_ser resolvido para jyincognitas S,, em termos de
11 valores de pf(p) dados. Assim, a aproximacgao f*x(t) da fun-
¢ao inversa f(t) fica determinada pela equagao (b.9).

B.4 FExemplo de aplicagao - Comparagac dos processos de coloca-

gao e multidata
B.4.1 Fungao teste estudada

Cost ® apresenta um exemplo de aplicagao do proces
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s0, tomando como fungdo exata no plano do tempo uma série exponen
cial de 76 termos que afirma ser de representagdao analitica sim-
ples e tipica em problemas praticos:

0, t <0
75
) Bt
AME) = E e i S0, onde (b.15)
1=0
B, = 10025+ (3/18)} "5 _ 91,2, ..., 75 (b.16)

Como a transformada de Laplace de (b.15), multipli
cada por p, pode ser determinada de forma exata, ou seja,

- 75 B
px (p)= % (1 +
i=0 0

LIRS (b.17)

a funcao teste pode ser descrita de forma exata nos planos do teﬁ
po e de Laplace (fig.b.1.a ©). Desta forma, Cost pode estudar e
comparar a precisdo dos dois metodos ja apresentados. Uma descri-
¢ao sumaria deste estudo e apresentada a seguir,

k3
i
()]
O

~

AT), pAlp?
[¢Y
o)

\

- E-é § 0 E o ‘E T2 E) =2
! | Log,, 1, og : %
; L) E o
Caso 5 IR N t
Caso 4 fo b 7T e g
Caso 3 T T f f T
Caso 2 f 1 _ 1 T 1 1
Coso 1 $ 1 4 1 i i
(b)
FIGURA b1

(a) ~ FUNGAO TESTE

{b) — LOCAGAO DOS CENTROS DOS TERMOS EXPONENCIAIS
PARA A ESCOLHA DOS VALORES DE of
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B.4.2 Cdlceulo dos erros introduzidos nos valores dados

0s erros que eventualmente possam existir nas fun-
¢oes a serem invertidas, apontados no item (B.1), foram gerados e
introduzidos ao acaso nos dados, calculados de forma exata atra-
vés de (b.17). Este procedimento, feito por Cost, & descrito a se
guir,

Em primeiro lugar, o erro maximo a ser adicionado
em cada valor exato foi especificado como sendo uma certa porcen-
tagem k do maximo valor da fungdo transformada {p A (p)} max. A
sequir foi gerado um conjunto de numeros ao acaso, variando de
-1.0 a +1.0, designados por RN, associados um.a um aos valores e-
xatos, Assim sendo, cada dado'{pj A (pj)} contendo erro foi obti-

do adicionando-se ao valor exato, calculado por (b.17), um certo
erro igual ao produto da porcentagem k especificada, dividida por
100, pelo valor maximo da fungao transformada {p A (p)} max. e pe
1o niimero ao acaso, RN, associado. Este procedimento para o vaior
P = P e ilustrado pela equagdo (b.18) &,

7

™MW

{1 + }='+ RN {(k/100) {p; (p)} max

0 p

A .=ﬁ”.‘=
DADC (ps) ka(pj)

it

i

(b.18)
B.4.3 Estudos dos parametros

0 processo da colocagao permite a variagao de dois
parametros: a,, valores que comparecem no argumento das fungoes
exponenciais é o numero de termos da serie, JJ. 0 processo multi-
data alem desses dois parametros, permite a variacao de um tercei
ro parametro, II, numero de pontos dados, ou seja, possui um grau
de liberdade adicional.

Devido as dificuldades ja mencionadas, os valores
de o. serao escolhidos baseados num entendimento de sua fun¢ao na
serie 3!, Alterando-se os valores o simplesmente mudam-se as 1o
cagoes das fungoes exponenciais associadas num grafico tendo por
abcissa log t. Isto permite escolher aj de forma que as fungoes
exponenciais sejam uniformemente distribuidas no intervalo de va-
riacao da fungao a ser invertida. Portanto, para se manter o estyu
do linear, os a, foram impostos de acordo com a experiencia. 0 ni
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merc de termos da serie, o numero de pontos dados e a porcentagem
do erro k adicionada nos valores dados exatos foram as variaveis
analisadas,

B.4.¢4 Avaliagao dos erros

Para analise dos parametros, Cost ® escolheu como
medida dos desvios das inversoes aproximadas, calculadas pelos
processos multidata e colocagao, em relagao a inversao exata, 0
erro quadratico médio, definido por:

LRl

RARUCHER G CONE

e = (b.19)
-

onde f(t) &€ a funcdo exata inversa, f*(t) € a aproximagao de f(t),
e r € o numero de pontos onde estas func¢Oes foram calculadas.

B.4,5 Escolha dos valores de di

Considerando-se o grafico [e™*

, logx], a curva ex
ponencial € pratijcamente constante fora do intervalo -2<logx<l;

portanto, o centro da regi3o onde a curva nao e constante ( "“cen-
tro da curva" ) e aproximadamente logx = -0,5. Como o argumento
da func¢ao exponencial nas equacgoes (b.1) e (b.9) sao compostas de
fatores ai e t, os valores de o podem ser escolhidos de forma
que as funcoes exponenciais sejam centradas em alguns pontos de-

sejados na escala log t ®. Desta forma, como num grafico

[e"OLt s 106G at] o centro da curva e dado por log at = - 0,5, po-
de-se trocar a variavel independente log ot para log t. Neste ca-
so, a posicao do centro no grafico [e““t , 109 t] sera dada por

log t = - 0,5 - 109 « (b.20)

Experiencias previas 3!, permitem admitir, em prin
cipio, que um termo exponencial localizado em cada década de logt
(ou log p), no intervalo em que a fung3o varia, @ o numero minimo
de termos a serem wutilizados para a obtengao de uma aproximacgao
razoavel.

As consideracoes feitas acima foram tomadas, por
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Cost, como base para tentativas de selecdo de um conjunto otimo
de a,. No grafico (b.l.a) observa-se que o intervalo onde a
func%o nao & constante pode ser considerado como sendo

-2,5 < log t ¢ +2,5. Portanto, foi tomado para a aproximagao ba-
sica uma série contendo 6 termos, onde cada termo exponencial foi
centrado nos valores de log t igquais a -2,5, -1,5, -0,5, +0,5,
+1,5, +2,5. Assim, os centros das exponenciais ficaram distancia-
dos de uma década de log t. A utilizagao de (b.20) permitiu a de-
termina¢do dos valores de o, (10%, 10!, 10°, 107%, 1072, 107*)cor
respondentes, respectivamente, aos 6 valores de log t prée-fixados.
Aléem disso, Cost considerou mais 4 casos ligeiramente diferentes
do conjunto basico. Estes 5 casos podem ser resumidos nas expres-
soes abaixo: .
| [0.354] .10 3*1)

Caso 1 o

Caso 2 o, = [0.630] .10(73*1)

| bl
L]

0,1,2,3,4,5
Caso 3 o, = [1.000] .10¢3%%)

(b.21)

Caso 4 o, = [2.000] .10¢73+1)

o

Caso 5 o, = [0.354] 1073 15 2 0,1,2,3,4,5,6

As locacoes dos centros de cada termo exponencial,
para os cinco casos, sao mostradas na fig. (b.1.b).

Considerando estes 5 conjuntos de a; s Cost obteve
as inversoes aproximadas tomando valores da fungao teste (b.17)
sem erro adicional (k = 0), atraves do método da colocagdo. 0s re
sultados sao mostrados na Tabela I.

Tabela 1
Erro quadratico médio (e) nas tentativas de
otimizar os valores a;

Caso 1 2 3 4 5

erro e 0.4692 1.0251 0.3431 0.3885 0.4478

Pela analise da Tabela I, isto &, fazendo um julga
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mento baseado no erro quadratico médio, o caso 3 resultou na me-
Thor aproximacao. Este caso, chamado no que se segue de aproxima-
gdo de 6 termos, foi o conjunto examinado com mais detalhes. Tres
outros conjuntos de valores de e contendo 11, 21 e 41 termos
respectivamente, foram determinados de forma que, em cada caso,0$
termos exponenciais tivessem por centro as abcissas interpoladas
a partir da aproximacao dos 6 termos (fig.b.2 ©).

[ 6 Termos ! caso 3

21 Termos

‘ i

1N Termos 4
!

}

!
! [ FEEXR!
HitH AR A4 A4

FIGURA b2 — LOCAGAO DOS CENTROS DOS TERMOS
EXPONENCIAIS RELATIVO'A APROXIMAGCAO DE 6 TERMOS

41 Termos

0s valores de a, para os 4 casos podem ser resumi-
dos nas expressoes:

' 6 termos: o, = 10 (73+1) (i = 0,1,.0.,5)
11 termos: o 10343 (i = 0,1,...,10)
21 termos: a, = 10(—3+%) (i = 0,1,...,20)
41 termos: o, = 10(—3+%) (i = 0,1,...,40)

B.4.6 Resultados

Na aplicagao dos processos de inversao, colocagao

e multidata, 0s sistemas de equacgoes lineares resultantes que
permitem a determinacio dos coeficientes incognitas foram resolvi
dos por Cost ®, em computador, pelo processo de eliminagao de

Gauss com pivoteamento completo e precisao dupla para a minimiza-
¢ao dos erros.

Devido d natureza casual em que os erros sao intro
duzidos (b.18), os aspectos estatisticos do prob]éma sao signifi-
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cativos. Desta forma, para se obter uma amostra significativa, em
geral, para um dado conjunto de parametros estabelecidos, Cost ob
teve dez diferentes aproximacoes. Neste caso, cada solucao dife-
ria da outra somente na maneira casual de introducao dos erros.

Desta forma, em vez de se comparar os resultados exatos atraves
do erro quadratico medio (b.19) resultante da aplicagao dos pro-
cessos da colocagao e multidata, na referencia 6 comparou-se a mg

dia destes erros.
B.4.6.1 Processo da colocagao

0 processo da colocagao foi aplicado a fungao tes-
te considerando-se as 4 aproximagoes estabelecidas, com 6, 11, 21
e 41 termos na serie, e tomando-se para k os valores 0,1,2 e 3%.
0s resultados obtidos por Cost, sao ilustrados na fig.b.3 extrai-
da da referencia 6.

n "

- N

40k

30

2,01

Log ‘. ) .
iO(meém do erro e)

-0k

i

i
_2‘0 1l il i il I A 1 il i
(0] 10 20 30 40 50
numero dos termos na serie

FIGURA b3 — RESULTADOCS. DO PROCESSO
DA COLOCACAO
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B.4.6.2 Processo multidata

0s casos analisados em (B.4.6.1) também foram ana-
lisados pelo processo multidata, porém, considerando~se varios di
ferentes niimeros de valores dados, com o objetivo de estudar este
efeito. .

Embora as aproximagoes em série exponencial com 6,
11, 21 e 41 termos tenham sido estudadas considerando-se k = 0,1,
2 e 3% e uma grande quantidade de dados, o conjunto completo des-
tes resultados nao foi apresentado na referén;ia 6, segundo Cost,
devido a limitacoes de espaco, mas os resultados apresentados
(fig.b.4 ®) sdo tipicos do conjunto inteiro.

44

40

YT Ty

41 termos
32

Y

28

LIS VR O TN O WO IO TN N O O SO WO O S I T

LA TN N B S )

24

20

media do erro e

21 termos

-
fs)}
F I I A B B 1

I
1 AN 25 5 G 5 TN U 0L SN WU S N JUUK U W N N U N A 1

4 [N mrmos
"6 ?armos %x__—{_‘;
D g T
0 20 40 60 100
nGmero de dados pf(p)

FIGURA b4 — RESULTADOS DO
PROCESSO " MULTIDATA" PARA
K= 1%

Como pela observacao da fig.b.4 a aproximacao de 6
termos fornece o melhor resultado, independente do numero de da-
dos, este caso foi mais detalhado variando-se o numero de dados e
as porcentagens k, conforme mostra a fig.b.5 ¢,
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2ot ik
L8 aproximocdo de 6 termos
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i
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FIGURA b5 — RESULTADOS DO PROCESSO

"MULTIDATA' PARA A APROXIMACAO DE 6
TERMOS

B.4.6.3 Comparagao dos processos multidata e colocagao

Cost considerou na aplicacao do processo multidata
a func¢ao teste, em primeiro lTugar, casos onde o numero de dados &
igual ao nimero de termos da série aproximac3o (caso restrito).ls
to restringe o processo multidata de 3 para 2 dgraus de liberdade,
portanto, com limitacoes semeihantes as inerentes ac processo da
coloecagao. Depois considerou casos com um grande numero de dados,
major que o numero de termos da serie. Como mostram as figuras
b.4 e b.5, estes casos correspondem aos melhores resultados obti-
dos pelo processo multidata (caso irrestrito).

Estes dois casos foram comparados com o processo
da colecagdo onde os parametros sao variados de acordo com a fig.

b.6.
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FIGURA b& — COMPARAGAO ENTRE 0S
PROCESS0S " MULTIDATA" E COLOCAGAQ

B.4.7 Conclusao

A fig.b.3 mostra que no processo da colocagao, pa-
ra o caso em que nao sao adicionados erros nos valores dados
(k=0), obtem-se melhoria na precisdao das aproximagdes quando se
aumenta o numero de termss da serie. Porem, se ha presenca de er-
ros (k#0), a consideragdo de mais termos na série diminui a preci
sao das aproximacoes. Note-se que na fig.b.3 as medias dos erros
quadraticos médios est3o em escala logaritmica.

Cost afirma que as flutuacGes anormais dos grafi-
cos seriam eliminadas se fossem incluidas mais amostras.

0s resultados do metodo multidata, mostrados nas
figuras b.4 e b.5, indicam que quando ha erros nos dados (k#0),
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significativas melhorias na precisao das aproximagoes sao obtidas
quando se aumenta o numero de dados. Se nao ha erros presentes,
nao se obtém melhorias.

A fig.b.6 mostra que o caso restrito do processo
multidata fornece resultados iguais ou melhores que o correspon-
dente caso resolvido pelo processo da colocagao.

A fig.b.4 mostra que a aproximacao de 6 termos con
duz a melhores resultados do que as aproximacdes com maiores nime
ros de termos, portanto, a utilizacdo de um termo por década de
log t parece ser mais vantajosa.

Resumindo ®, o estudo feito por Cost permite afir-
mar:

a) 0 processo da colocagdo € sensivel a erros nos
valores dados da fung¢ao transformada.

b) 0 processo multidata da resultados, pelo menos,
tio bons quanto os do processo da colocagao, mesmo quando 0 nume-
ro de pontos dados € igual ao numero de termos na série.

¢) Melhorias significativas na precisao podem ser
obtidas com o processo multidata, considerando-se um numero maior
de pontos dados do gque o nUmero de termos na serie.

d) E methor utilizar somente um termo por  década
de log t em ambos os processos, colocagao e multidata, para a in-
versao de fungoes do tipo aqui consideradas.




PATOO/3TT00 FORTR AN cCodr 1l LATION MoA R K Qe

% APEMDTICE € =

PROGIAIA /2 PRUCESSO ' MULTIDATA .* DE INVERSAD DA TRAHSFURMADA
PE LaPLACE :

DIMFMSION TITULOC20),INDP(30)»JSER(3V)

DOURLE PRECISION PTQETC30),THRIT(30),50030,5),PXL(30s30,5),3TRIMNY
*{30,30)26AMAC30),B(30,30),BTB(30,30)23TPXL(30s5),5(3025),RPXL(30
#5553, ARPYLC30,5),R(30,5)

1% DADDS GERAILS
REANCS,10) TITULD

10 FORMAT(2044)
HRITECH229) TITULU

20 FORMATCLIHOR»2044)
WRTTE(6221)
21 FORMATCLIX, "PROCESSD MULTIDATA DE IWVERSAD DA TRANSFURMADA Db LAPLA
*CF )
WNTT)(('M-: P
DY FAIUATIAL /21X e P DANNS DF ENTRADA ¥ as')
AEANCS30) NUAPTOsHPTOTs N THRITANTENT
30 FonMarlaind
wwxer<ﬁyan) MUMPTONPTOTsNTHRIT NTEN]

BO FORMATC/ /7 IXe "HUNMERD DE PONTOS DA ESTRUTURA PARA IHVERSANT 15,7/
w»)vp*¢u1fni NE VALNORES DA VARIAVEL P', 117577, 1Xs "NUHERD DE TEMPOS
*PAN TUPDESSANY S T175 /701X tNUMERY DE TENTATIVAS WYE TWVERSAD'»I114)

DFANCHS50Y(PTOTCI) L=l yPTNT)
50 FOauaTlinrse9)
uu 53 I=1.HPTOT
63 PTATCIY = 10,x#(PTATCIY)
MATTEI6,60) (PTOT(I),I=slaypTOT)

60 FO2aTC// /s 1%s "VALORES DE P ' //,1001X5E£1045))

rfamcipﬁ”) <Tu01T<I);I=1»wTwRIT)

55 FORMAT(HRF10,4)

HRITELA2R0) (THRITCIY»I=I»NTWRIT)
an FaruatT(///+»1%s *VALORES DE TEMPO PARA IMPRESSAQ :'»//51X%01001XsF10e
w4))
N 130 I=1sHUMPTH
DD 130 J=1»NPTOT
30 t?ﬂ‘(\r‘)(ﬁ,yiﬂ())(pyL(I J.»L_)rl_ 155)
40 FOuATI(SE1%,8)
MRITE(G£150)
S0 FOMATC//7/»1Xs *TENSOES E DESLOCAMENTUS TRANSFORMADOS *°)
DO 160 I=1»MNUMPTO
WRITECOL2170) 1 .

FO OFORMATC/ /41X "PONTD NUMERO 2 1I52//51XsT7s*VALORES DE P'sT24» UXLAPL
*¥ ', TUYs TUYLAPL > T54, "SIGUAXLAPL »T69» ' SIGMAYLAPL > T83, " SIGUAXYLARL "
*p /) .
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) fed Jml,eFT0
TAN WRTTE (A, Y H0) J,PT0T ) (PaL(T,sd,) L=1,9)
PERC FORMAT(IX, T8, %! 1 x,6(F15,8))

2 OTENTATTIVAS DE INVERSAQD

WRITF (h,25%)
295 FORMATONIY /7,1, Yhxx SESULTAPDS / TERTATIVAS DE InTERPOLACAN *&x!

)

DO 1001 TTENTZY,NTENT

ARTTR(A,200) ITENT
200 FURMAT(/Z//7, 1%, VTENTATIVA MNUNEROY, 18)

READ(S,210) T1,JJ
210 FURMAT(AIS)

“‘RTTEU‘J,PB(’) II!\’J .
2P0 FORBATI/Z/ 01X NURERD Be VALNRES DF P CONSIDFERADAS' ,I5,//7 ,1X,YnUm

*FRO OF TERMOS NA SFRIE',T18)

READ(S,230) (INDPOTI,IS1,1T)

REA(SD,230) (JSER(I),Ja1,00e=1)
230 FURMAT(1615)

WRITE(6,240) (INDPIIDY,I=1,11)
Puy FORMAT(/ Ly X,'IMDICES DBOS 1Y VALORES DE P 8',6X,16(15))

WRITE (hp241)
L1 FUORHMAT (1%, YCALCULD DE PI*F(PID)

URITE(H,200) (JSERCIYpJ=1,.00=1)
250 FORBAT(/Z,1X, VINGICES D08 JJ=1 VALORES NE PS ',6X,16(1%))

wRITE(6,251)
251 FORMATC1IX, "CALCULD DF GAmaJ?)

Bk MONTAGEM DA & F INVERSAD DA HTH

D8 Gop I=
BoA00 Jd=m1,.Jd
TFLd=93 200P2,3003,3002
300% BLIsd)st,
GO OTD 390
GAVMA(JIZY G /PTOT(ISER(J=1)) :
‘ B{TadIB1 /(1 AP IATLINVFCT)I*GARACT))
00 CONTINUE
D0 330 181,00
0 3 Y J= 1 J\I
2YR{I.J)=0,
D0 310 K=1,11
310 OTR(I,J)euTRII,JI+P{K,I3*(K,J)
CALL INVERTY(JI BTR,HETEINV)

304

g

4% AJUSTE NO PLAND DE LAFLACE 7 CALCULLD DOS COEFTCIEATES §J

WRITE(6,U00)
GO0 FORMATOZ/Z7 1% "AJUSTE AD PLAND DE LAPLAGFY)
GO 1002 NMPISyanlUMPTO
WRITE(O,10038) NPT
1003 FORMATI/ZZ/,40%, "RONTO NUGFERO'Y,110)
TR 1004 LS
DU 510 J=1,J4
BYPXL(J,) =0,
DU %10 I=i,17
D910 BTPYL (I, )28 TPXL Oy L)I*+E(T, DAY (NPT, TNDOPCTI) L)
PO Spo 1=1,4J
S(IIL)z‘Qr
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DA 8520 Jd=1xJJ
520 SUIL1)=S0TsL)e3T Iy CIrgd*aTPpxL{ysi
0n 8550 I=1s711
RPYLETIsL)=S0L,L)
00 550 J=2,J0J
550 RPXLCIsL)=RPXLCI,LI+SCUrL)/ZCLa+PTOTCLOP L)) *GAMACYD)
DN 540 I=1s1]
S60 APXLCTIsL)=PXLINPTsINNPCI),L)=RPXLCIsL)

S% CALCULD DOS DESLOCAMENTOS E TENSUES REAIS

N ALO IT=1,YTWRIT

RETT,LY=SCLl,0)

DD 610 J=2, gd
610 ROITHLI=RCITHLI+S s )% {1, =DEXPCmTHRITCITI/ZGAMACUD))
1004 COMTINVUE

6% IMPRESSOES NAS DIFERENCAS DE AJUSTE NO PLAND TRANSFORMADU
£ DAS sOLUCNES REAILS

WRITE(6+530)
530 FORMAT(// »iXs'COEFICIFHTES S (F(PI)I=SU#SJ*(1/L+PLIxGAMAU))
* tt, /1% INDICE DE S',T18,'UXLAPL',
*T33» " UYLAOL 5 T48, " SIGHAXLAPL ' »T63, "SIGMAYLAPL'»T78, 'SIGMAXYLARPL)
NN 538 Jd=1,4J ‘
535 WRITE(O,540) (JU=1s0SCJsl)sL=1,5))
HRTTFE(G2 7903

700 FAQUMATC// /5 1¢s "CANTRAOLE D0 AJUSTE / DIFERENCACINTERPQLALG=DADD) ',
w /s i, TT o " VALDRES DE P',oT20, *UXLAPL T4, "UYLAPL » T34, SIGHAXLARPL"
wo TR, *STGYAYLAPL 2 T33» "SIGMAXYLAPL " #7)

DO 710 I=1.118
IO O MAQYTELO2T20) I ’TﬂT(I5WP(T))»(QPVL(I*L)»L 1,5)
720 FORMATOIN G T3, v, IXACELS,3))

HRTTEC(GsT30)

730 FORMATC/ /721X *OESLUCAMENTOS E TENSIES REAIS'»//5»T4s'VALORES DE T°
*pT26s YUXREAL »T412 " YYREALY 2 T542 ' STQHMAXREAL'»T63» "STGMAYREAL T » T334
*oI"Wﬁ<Y€“4")

DO 725 I=1s4TURIT

725 HURITF(6+7353) IrTNWI*")r(“tx»L)rL=lr5)

735 FORMATCIXS I3, %, ix,6{Elg,8))

1002 COYTINUE

1001 CONTINIE

ChrLL EXIT
£30
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2007
40

SUARNUTINE INVERTIMN,A2T)

BEAT ST AC30240),0030, 3020032, 30)0AA(30,30)

HOUBLE 2RECIST0H ArdsArsC

NEAROFET DA IATRIZ A

DO 11740 T=1sH

N 1049 Jd=1,

IFCT=)) 1041510421041
5C1s03=1

GO TH 1040

B(I,’J)zab

CONTINUE

GUARNDAR A P/ CALC DO ResInud ¢I)
N 3000 TI=1,N

DO 3900 J=l,N
AACTHUISACTL))

CALCHLT DA +aTRIZ TAVERSA
FOAwARD REDQUCTION

DIVING EACH ZQUATIAN 8Y A(K»,K)

DO 10 K=1sN

K1=x+1

DO 2000 L=ls,y
BORHLIZBIKALI/ACKK)

CHECK FOR LAST EQUATION
IF(HEQsNY 60 TO 100 -
o ACKJI/ZA(KEK)

nn 20 J=Kisw
IFCALK»JYaZQe04) G0 TO 23
ACKsJYSALH2J)/A(KSK)

N3N TEKLsN

ALTs J)RACTLPJ)=ACTIPKIRACKS )
CONTINIE

MONTIFY 8BOJeL)

N 2501 L=1sN

e L)=30 o LI=ACSsI*3(%,L)
CoMTIMUE

COMTInUE

RACK SUBSTITUTION

Kl=x

Kzt =]

TFiKCNaY) G0 TU 200

DD 40 J=Klsrtl

DO 2302 L=lsN
BOKpL)=3 Ko LI=A(Ke J)*B3CJrL)
CONTINUE

ch
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CoTn o1 a0
it CUNTINGE
B B0 13§,
DU B0 JEg N
C(Egs’)g’:’;
DU SO0 KE] N
CCI s d)SARCY KRG, JITLCT,d)
B0 CONTInE
WRTTE(A,M01) ((ClT4J),dB8 1, MY, 08,0) .
S01 FORPBATLYL Y, /2770 MATRYIZ UNTOADE/ZCHONTROLE DA TRVERSAD DA MATHIZ BT
*/1/7,6(0(2X,E10,4)/7))
RETURMN
Enp
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MANUAL DE USQO - DADCS DE ENTRADA

PROCESSO MULTIDATA DE INVERSAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Este programa permite que se faga diversas ten
tativas de inversao num so processamento.

Cada grupo de cartoes, relacionados abaixo,re
fere-se a um comando READ do programa,

1 « Dados Gerais

Grupo 1
- variavel: TITUij- tTtulo do problema

- numero de cartoes: 1

- formato: 20 A4

Grupo 2

- variaveis: NUMPTP - nimero de pohtOs da estrutura onde se fa-
rao as inversoes das solucoes transformadas (sem Ii
mite maximo).
NPTAT - numero total de valores da variavel trans-
formada p(PT@T) que serao considerados nas diversas
tentativas de invers3do (maximo igual a 30).
NTWRIT - nlimero de valores da variavel tempo t
(TWRIT) em que se deseja obter as solugoes transfor
madas inversas (maximo igual a 30).
NTENT - nUmero de tentativas de inversdo das solu-
coes transformadas (sem limite maximo).

- numero de cartoes: 1

- formato: 4 1I5
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Grupo 3

- variavel: PT@T (I), I=1, NPT@T - valores da variavel transfor-
mada p em que serao considerados os valores das solu
¢oes transformadas. A entrada & feita em log p para
maior facilidade.

- numero de cartdes: depende de NPTQT

~- formato: 16 F5.2

Grupo 4
- varjavel: TWRIT (I), I=1, NTWRIT - valores da variavel tempo t
| em que se deseja obter as solugoes transformadas in-
versas, ou seja, para a impressao das solucoes reais.

- numero de cartdes: depende de NTWRIT

- formato: 8 E10.4

Grupo 5

- variavel: PXL (I,J,L), I=1, NUMPTP; J=1, NPTQPT; L=1,5 - valo-
res das solugoes transformadas nos NUMPT@ pontos da
estrutura e referentes aos NPTQT valores da variavel
transformada p (PTQT).

PXL (I,d,1) = U, (p)
PXL (I,J,2) = Gy(p)
PXL (1,3,3) = ax(p)
PXL (1,3,4) = Sy(p)
PXL (I,J,5) = %xy(p)

- numero de cartoes: NUMPT@ x NPTQ@T
- formato: 5 E15.8

- leitura por cartdo: {PXL (I,J,1), PXL (I,J,2), PXL (I,J,3),
PXL (I,d,4), PXL (I,J,5)}
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11 - Dados referentes as tentativas de inversac

Grugo )

- variavel: II - numero de valores de pi¥(pi)

JJ - numero de termos na série aproximacaoc, incluin-
do a constante S .

" - pnumero de cartdes: 1

- formato: 2 IS5

Grupo 7

- variavel: INDP (1), I=1, II
Considerando a ordem em que os valores de PT@T foram
dados, os indices INDP (I) determinam os valores de
PT@PT (I) a serem considerados numa tentativa de 1in-
versdo, para o calculo de pi¥(p1).

- nlmero de cartdes: depende de II

- formato: 16 I5

Grupo 8

- variavel: JSER(J), J=1, JJ-1
Considerando a ordem em que os valores de PTPT foram
dados, os indices JSER(J) determinam os valores de
PTPT(I) a serem considerados numa tentativa de inver
sao, para o calculo de Yj(Yj = 1/pj).

- numero de cartGes: depende de JJ

- formato: 16 1I5

Observacgoes:
- Repetir os cartdes dos grupos 6, 7 e 8 para cada

tentativa a ser feita.



c9
- Imprime-se sob o titulo "MATRIZ UNIDADE/C@NTRfALE

DA INVERSA® DA MATRIZ BTB" o resultado do produto B'B x (B'B)’.
Considera-se que uma inversdao foi satisfatoria quando este produ
to for muito proximo da matriz unidade (veja o exemplo nas pagi-
nas seguintes). ,
- As demais impressoes feitas pelo programa  podem
ser entendidas pela leitura dos tVtulos e comentarios.
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dl

BATON/3T7IY F O 2T a an Co4pP I LATION M o4 R K 2s60

ek APEHDICE D =%

prRAGRAMA , CALCULO Do MIDYLO DE ELASTICIDADE PARA 0 PROBLEMA
ELASTICO ASSOCIADD

DOURLE PRECISION TC30)2YJ(30),B(30230),YJUA(30)sYJDC30)
DIMENSION TITULOC(Z2n0)sJSERC30) .

CoMMny BTA030,300,8TYJ(30),JJ

COMMOMN/ZELFIN/ZELAPLC302S)

DOYRLE PRECISION BTJ,BTYJ’ELAPL»Pc3“>»uAMAcso>:sn’JY(30>
INTEGER CnDE

1* NaNNS [ERATS
READ (5210) TITULD

10 FORMATC20AH)
WRITEC(GH20) TITJULD

20 FOIMATOIHNY20A4)
WRITECSH»3N)
30 FORYAYC// /75 1%s thax DADDS DE ENTRADA **x')
READ(SH240) 1HUAMATs HPYRIT
40 FORAATC2TR)
WRITEC(H2S0) NUMMAT
50 FORAATC/ /731X, *MUHERD DE MATERIAIS'» 143,77/, 1%Xs "HUMERD DE VALORES
*04 VARTAVEL P pARA A IMPRESSAQ")
MRITECH»S1 2 HPHRIT
51 FOR4ATCLIX, DD MODULD DE ELASTICIDAUE TRANSFORMADO' »124)
READCS»ANY 11s4U
60 FORMATLZ21S5)
WATTE(Ar 7)) [1sJJ
70 FORUATC/ /51X, YHUMERD DE TEMPOS TOMADUST,138,///,1X, "HUMERD VE TERM
*#05 OA SERTIE'STI37)
READCS280) (TCT)sI=lsI1)
B0 FAeqaT(3£10.9)
READ(3»400) (JSER(IY»J=124J"1)
400 FOMMATCLALIS)
HRITE(A»410) (JSERQJ)»] 1,0d=1)
410 FORMATC/ /31X "INDICE DOS TEMPOS PARA A SERIE'»5X»10(3X»15))
REAN(S52535) (PCIYaI=l,NPARIT)
A5 FaauatT(laFrSe1)
WRITFELS2358)CT (1) I=1,11)
86 FORUAT(///»1X» " VALORES DE TEYPOS DADNSt',//», 8(1X»£1045))
WRTTECE,87)3(PCT), I=1,HPYRIT)
87 FNRMAT(/7/71X»*VALORES DE LOG(P) PARA IMPRESSAQ: '»//
* I¥,15C1X,F541))

CONE 1 = DADN: CURVA DE RELAX. EXPLRe POR PUHTOS
CONF 2 ™ 9ADO: CURVA OF FLUENCIA EXPER. pPOR PONTOS

REANCS2100) COnE
100 FORUATC(IS)
WRATTE(52973)



e NeReN el

IO O

9S FO2AT( 1Y //751%s"!

DI 107 M=1,MNUMMA
HRITECAPOD)
A0 FOIMATL/ /775 1%s Mt
GO TN(120,140).C0
120 WRITE(AH»140D)

d2
w#hx DLDSULTADDS wwx')
T

*x MATERIAL NUMERUTZ2TIS»® #wwt)
3

1A0 FNAMATC// /2 1% *DADO ¢ CURVA DE RELAXACAQ EXPERIMENTAL POR PUNTOS')

GN T 190
140 WRITF(As150)

1a0 FORUATC//Z/72 1% 'DADO ¢ CURVA DE FLUBNCIA EXPERIMENTAL POR PONTOS')

60 Tn 240 .
190 WRITEC(422900)

200 FOARM ATC/’/»IX"TEMDJ'p13X,’VALQPES DE Y ")

GO YO 350
2u0 WRITE(AS#250)

250 Q?MATC///rIXr'TEMDO';ldX,'VALURFS be J7)

350 COMTINUE
REANCB2360) (YJC(T
360 FORUATIAF1046)
365 WRITEC6,370) (T(I
370 FomrHMaT(//C1XsF 10,

2% AJUSTE DE vy ¢
CAaLCULD DUS COo

DO 42 I=1»11
nNe 420 J=1,4J
IFCU=1) 430440040
Q“O B(I!J)zlu
67T agn
430 GAMACII =T (JSERCI™
ALY, 0)=le=DEXP(=T
420 CONTINMOE
N asn I=1sJd
DN 4850 U=1»JJ
ATR(TI,J)=0.
. DN uan K=1,11
450 ATROT )= (K] )*N
D3 4an U=l
BTYJgJdy=n,
DN 49) (=111
AYYJOUI=ERCT s J) %Yy
o0 CONTIWUE
CALL GAUSS

CALCULD DO DESVYID

IFLCNDE=2Y515,515
515 wRITECSH5520)
520 FO "Nr(///:li»'Cﬂ
*Y=AJUSTANDOY ,8X, 0
69 T 5256
516 WRITF(H62525%)
525 #QQAAT(///»IXr'CQ
% ABISTANNO' 5%, °
526 COMTIUE
00 830 I=1+]11
YUACTI=STYJd( D)
no 530 J=2,JJ

Ji
aal
ey

V,1=1, II)

YsYJCI)s1=1,11)
3,10XsF10.3))

YI=50+5JC1=EXP=TI/GAMAY)
EFICIENTES SJ

39

13)
(I)/GAMACID)

(kygdenTall,J)d
C1yedTYJ( )

NTOS VALDRES DE ¥ 0AuuS

»r514

MTYRnLE D0 AJdSTE'»//;lx,'TLVPC';I9A,’Y CADQY,9X, !
IFEQENCAY)

NTROLt DO AJUSTE Y »// 1%, *TEMPO'»12%,'J DADO'OX,?
DIFEREMCA®)

YIPCIYaY JACI)+nTYJ LI Ll e =DEXPCRy L)/ GANACYI))



e XeXo e

Ty O

530
5410

550

560

671
8570

500
595
580

600
1000

d3

CoanTInGE

B st [=1+6110

\RAIGSEANIGBEL NSS! ,
VRITECS2S80) (TCID),YJCIDeYJACT)»YUUCL)»I=1s1])
FORMATC/ (1IN ELI24623X0E120623X,E12,023%012.0)2

3% CALCULD DOS IT MI0ULDS DE ELAST JRANSFORMADUS:
ELAPL=P*YAPL=S0+SJY/(1+GAMAU*P)Y

WRITE(AFSAD)
FORMATC/ /751X ' MODYLDS OE ELASTICIDADE TRANSFOURMADOS'2//»

*2X5TL0G P, 6Y,'E TRANSFORMADO'»/)

N0 570 I=1s8PepPIT.

FLAPLCTIAMI=RTYJCL)

DO 870 J=psuPHALT
ELARPLCIsMI=ELAPLCI, M)+BTYJCJI) /(L e l0exaP(I)*GAMALI))
CONMTINUE

SE NAND J 7 PHYLAPL=1/P¥JLAPL

TFLCnNE=2) 580,590,590
nn 595 l=1s|PWRIT
ELAP=ELAPLCISH)
FLAPLCI»MI=1W/ELAP
COMTIMUE

MPITECH2AN0Y (RPCIDsEL&PLIoM) =l ant!vilT)
FAORHATCLARF 743 59%,510.8)

COMTINUE

call ExIY

IS
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susnnyTIne GrUSS

Corminy AC0,30),30230)s0

DOUNLE PRECISION A8

NourpLe PRECISION AAC30,30),UBC303,C(30),RES(30)

Hanener (MAXs30) ]
GUARDAR A U W p/ CALGs Dy rOSIDUD

I Y O

nn o 1o0a0 I=1sN
pNo1oan Jdslsp
nREYY=sR{T)
1040 AACT,J)=ACL,U)
Dot K=1,4
Ki=p+]
REKYI=RICYLAL(K2V)
IF(r Eideny GO Tg 109
DG 20 J=isy :
IF(,A(P’UJ).,EQ.O.) GO Tn Zfo
ALK JYSA(KIJY/ZA(KSK)
DN 30 =K1,
AT, D=ACTSI)=ATTIsKI#ALKS YD
3N CoMTINUE
BCd=BCII=A(JrKI*B(K)
20 covTInUE
10 CanTIRGE
100 Ki1=K
Kokl
IF(K,E0.CY GO TQ 200
O a0 Jd=Kisn
PIRI=p{KIwA(KsY) 0D
40 COMTTIHUE
. GOoTD 100
200 WRITECOHFSODOICO(KYsrn=lrr)
S000 FORMATI/ /71X "COEFICTIINTIS S5/ /56(EL12,.06,2%))

-
<

gn 280 I=1,1
C{IX=0.
NN opso Jd=lsy
250 COYy=C{I)+2A (01,0 *n ()
oo o210 I=1s.9
210 RES(II=C(Id=5R(DD
WRITE(6,220) (RES(I)sI=ls)
220 FReMATC/ 772 1Xs 'CUNTROLE 04 RESOLUCAD DU SISTEMA'S//»,6(E12,0,2%)
®}
BETaN
EAD
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MANUAL DE USO - DADOS DE ENTRADA

CALCcULO DO MODULO DE ELASTICIDADE PARA O PROBLEMA
ELASTICO ASSOCIADO

Cada grupo de cartoes relacionados abaixo re-
fere-se a um comando READ do programa.

1 - Dados gerats

Grupo 1
- variavel: TITULP - titulo do problema
- numero de cartdes: 1

- formato: 20 A4

Grupo 2

- variavel: NUMMAT - nUmero de materiais considerados
NPWRIT - nimero de valores da variidvel transformada
p em que se deseja obter os modulos de elasticidade
para o problema elastico associado.

niimero de cartoes: 1

- formato:‘Z 15

jop]

rupo 3

i

1

- variaveis: II - numero de valores do modulo de reiaxagao Y(ti)

considerados.
JJ - numero de termos na série aproximagdo, incluin
do a constante S . '

- numero de cartoes: ]

- formato: 2 I5
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Grupo 4
- variavel; T(I), I=1, II - valores da variavel tempo t onde se-
rdao considerados os valores do modulo de relaxacgao.

- numero de cartdes: depende de II

- formato: 8 E10.5

Grupo 5

- variavel: JSER (J), J=1, JJ-1 ,
Considerando a ordem em que os valores de T(I) foram
dados, os indices JSER(J) determinam os valores de

T(I) a serem considerados, para o calculo de Y;
i d = t' .
(v; 5)
- numero de cartoes: depende de JJ

- formato: 16 1I5

Grugo 6

~ variavel: P(1), I=1, NPWRIT - valores da variavel transformada
p em que se deseja obter os modulos de elasticidade
para o problema elastico associado. A entrada e fei
ta em log p para maior facilidade.

- numero de cartdes: depende de NPWRIT

- formato: 16 F5.1

Grupo 7

- variSve]:'CQDE - codigo para diferenciagao:
CPDE = 1: & dada a curva experimental de relaxac¢do
por pontos. |
CADE = 2: e dada a curva experimental de fluencia
por pontos.

- numero de cartoes: 1

- formato: I5
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IT - Dados referentes a cada material

Grupo 8
- variavel: YJ(I), I=1,‘II‘-‘va1ores;dos,m6dulos de felaxagﬁo re
ferentes aos II valores da variavel tempo T(I).

- numero de cartdes: depende de Il

- formato: 8 F10.6

Observacoes:

- Repetir os cartbes do grupo 8 para cada material
considerado. |
- Imprime-se sob o tTtulo "CANTROLE DA RESPLUGAZ DP
SISTEMA" o resultado da expressao matricfal'ng S -'ET!. Consi=
dera-se que a resolucdo do sistema foi satisfatoria quando o re-
sultado desta expressao for muito pr6ximp‘da matriz coluna nula.
(Veja o exemplo nas paginas seguintes). .

- As demais impressoes féitas pelo programa podem
ser entendidas pela leitura dos titulos e coment3rios.
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Vegd REOSULTADAS ww%

wax MATERYTAL

Dapo ¢

TFMPD

De037
Del00
NDe3l6
1,000
3.1567
19.000
31.527
100,000
316.220

CNEFICIENMTES

2007 A2E+04

CAMTRNOLE DA

COMTRILE DA
Truen

e3162200=01
J100000E+00
«31H220F400
J100000FE+01
«31622054+01
s 100000F+02
0 316220F+02
s 100000F+03
e 316220E+073

CuUrva

NUMEQn 1

OF RELAXACAQ EXPLRIMEMTAL PUK

5

VALURES

L

neE

Y

200000,0090
199000.000
193000000
1810004000
153000.,010
124000.000
113000.000
1060004209
1060904009

«7682312+03

PEINLUCAD

Do

N

AJISTE

Y=DADD

«200000E+06

2+ 199000E+06
«193000E4+06h
s 181000E+04
«153000E+04
«124000E4085

«113000E+06

«106000E+06
«105000E+05

« £ 3094538 +058

SISTEMA

+5933R39E"17

Y=~AJUSTAUY

$200016E+00
21985355 +06
0 193920F %06
2 180670E4+06
W 152527F+U6
+124394E4+06
2 113002E+006
«105908E+06
s 10802864006

4ADULOS 08 ELASTICIDAGE TRANSFIRMANDS

POMNTOS

“e2344320+05

+59335898~17

DIFERENCA

dg

8 307728E %04

200209817

“v158610E*03
HEHILBE+DT
“,920244E£+03
«330166E+03
WAT2819E+01
“+394408BE+013
“e183604E+01
920761 +07
-, 276585E+02



tNGg » o TRANSFDRMADD
=3,000 «10737080E+95%
w2, 500 v 103482548 +045
w2,000 e11271711E+05
=1,:.500 122797128 +05
«1,300 «13972819E+95%
=) e 500 e16232614E+04
NaNN0 2182310465404
D200 2 1941 3427E408
1.000 «193546%56E+06
1:“’3/)0 0’0001623!5"'()0
2,000 «20043478E405
Wgwe MATERIAL NUNERD P ek

NANG ! CURYA DOF RELAKACAD EL2ERI9LNTAL PUR PONTOS

TEupn VALORYS DE Y
D100 149000.,009
0316 146000000
1000 . 132000.9990
F.182 111090.00)

T0La000 FOU0T.000
P1.6272 34000.0090
100000 8330004000
314220 830004000

COFFICIENTES S

P 151751F+06  =e136561E+04 =eh09270E*05 =e729329E+04

Cant2aLE pr R297LdCAN DO SISTE 44

. 2 HD3830L=17 Do

CANTRALE Do AdusTe

Teupn Y= 3A00 Y=AJUSTADD
2316220601 «150000E+06 150538406
L1000NDE+ND «149000E+06 2 14399264+06
W 315220F+N0 s 14A000E+06A s 104550£4006

J100900E+01 +132000E4904 1332356405

+780626E=17

DIFEREHCTA

“¢533102E+03
7T73511E+01
«145020£+04

“,123545E+04

d10

$221714E%04

J433681E=17



A BN N
LInNannten?
s 31HIVDHERND
10DONNE+0]Y
3142208407

Hanulas o nt
LOG =

“3.000
=2 ,500
w2, 000
1,500
"'1» nO")o
"0.500
0000
D500
1,000
16500
2,000

wagw MATTRTA

NANG 2 CcuynvYAa DF RELAXACAD £ PLRIMENTAL

Teupn

MDD
Do 10N
DedlA
1,000
1582
10:0‘;‘?(”}
31522
31A42720

CnEF1CIENTE

s 1011848 ¢4

CAnTrOLE naA

e AOIHAQGFE =17

«111000E+05
00000 +0S
CHADD0DE+DS
«B3000NE+0S
s H30N00E+05

ELASTILIOADE TRANSFD

£ TRAYSFISNAND

s A3795031E+05
«34071590E+058
L 85852177E+05
¢« 310085790E+05
«10198389E4+06
0e11893490E+06
+13538007E404
«144933960E406
214506330E+054
+150%54680E+3¢
$15104520E+05

LU 4ERg 3 waw

VALIRES N Y

1090n00.000
9000402
950004000
88000.,000
580006000
54000.000
510004000
51000.000
519004000

5 S

~ 28401E+00

0. Je

1107318400
s AIH3Y2EL05
WBAD9220+05

s 1260526 +05
W3INYT2E+05

A R

“e533800E+05

1A

RESALUCAD 00 STSTCM

pUR

3540980 =17

e 25948180 +03
3407918403
“eH5092213L+03
¢« 394805L+073
“,O072385E+02

2347138

dl1

= 220897E+04

«433681C=17



CaMTHALE 00
TEuen

W 3162005 =01
21NN N
e 31G220E+00
1000008 +N1
e 31472208+
2 10000NE+nN32
c31H2P0F w0
e 10ON00FENT
e 316220F+03

Mpnylos DF
LNG P

~3.000
“?,500
"2»“00
"1 .SOO
wl 0NN
«0,500
N«N0D
NeHDO
1.000
1500
2000

wawe MATERTAL

Dann t CURYA

Tevpn

Na13?2
0109
De3lA
13{)!’)”)
,‘*9152
to.000
31527
100000
31f)w??".}

COEFICIENTTS

0«31 7851E404%

SLASTICINADE

DE

AJdUSTE

Y=DADD

»100000E+94
$90DANE+0S
+¥500000+05
«BRONGOE+DS
s+ SU40000E4+058
+D40000E+09%
«510000E+05
2 510000E+0%
+S51N000E+I5

TRANSFORMAADD

0663591 E4+05
«51073531E+05
e 523802480 +05
s SADHERBIE+05
«60027693F+05
s T2351005E+05
s ABHA5IFALH0S
eI5156090F 40
s 989745928 +0%
s 10043742E+08
«10094183E+06

HUAER) 4 wwn

VALORES nC Y

315000.000
314003.000
299000.07%)
235000.000
256000.000
226000.000
215000.000
2060004000
2060004000

S

s 18087 RE+DS “

7T27305E£+05

Y=aJuUSTALY

e 1004248408

W37 IBE40Y
dHANTLE+OD
CRG5250E+05
285554360405
A95880E+09
303093 +05
+5244135E405
»505385£4+05

TSI A0S

RELAXACAQ EXPLRIAENTAL PUR

OIFERz~CA

- 424416E+03
e 126235E+03
« 3749048 +03
c 34T H99E+0 4

* 7554336404
CA4L1195ER04
CG0067BEYD S

~o 144151E+04
L411493E403

PUNTOS

s 238073E+04



CrNTROLE 0A

ronn

cotrTeal D o0

TEupn

0 3162208=21
»10000NE+NQ
2 31A220E+0D
s 100000FE+01
s 316220E+01
L100000E+02
«316220F+N2
J100000FE+03
$316220E+D3

MAnpLas NS ELASTICINADE Toa

Lng »

w3, 000G
mgnsﬁﬁ
A :> ® l«} (_u“r)
w3300
«1,009)
~0a 599
Ne330
DeHOH
16330
1300
2.009

-

A

-
he D

NLUCAD DO STISTE4A

Alig Ty

Y=0AD0

+315000E+05
» 3140005406
$299000£+06
+235000E+05
«255000E+06
«226000E+06
"+ 215000F+06
+206000E+06
»206000E+04

TRANSFORYADY

$207305325E+04

-

2IAI7 U8RI+ 08
P1367084E+04

e 22470720E+U6

DURAEITHIE+DS

205298 23E+04

333387558 +04

» 303954838 +04

e

31216953E+05

»31533610E+06

L 2

31719234E+06

Y-AJUSTADU

«3157730+06
3311701E“'06
«3D1787E+06
20B3A4TE+006
«2D55293E+05
2269736406
2144565E+06
e206218E+00
+205984F+06

SEOR1ADOS

»138778E~16 = 485723E16 “e2

7T556E=13%

OIFECENCA

=s772753E403
$229339L+04
. 2786R9E+04
«115300E+04
$70T231E+03
=~ 972771E+03
«545743E+03
-~,218235£+03
+453536£+02

di3

“.0933389€~17
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