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PREFACIO 

Na resolução de problemas matemáticos há três tipos de 

erros que podem ocorrer nos crioulost 

(1) propagação dos erres dos dados iniciais. 

(2) acumulação dos êrrrs de arredondamenzo. 

( 3 ) e r r o de trai oamente . 

Suponhamos, por exemplo, que o problema y" = ay""13, y(0)=yo, 

y(l) - y-j_» descreva algum processo físico e que os números ã, b*, -

y^ e y^ são apenas aproximações das quantidades a, b, y Q e y^, reis 

pectivamente. Neste caso o problema que se coloca é: qual a magni­

tude do erro na solução em decorrência dos erros cometidos na de -

terminação experimental dos valores das quantidades a, b,y Q e y^ ? 

0 erro de arredondamento é causado pela execução dos cálcu­

los com números arredondados para um número finito de dígitos. Es­

te erro decorre da impossibilidade de se representar um número -

real qualquer com um número finito de algarismos, quando se usa a 

representação decimal do número real. 

0 erro de truncamento é originado pelo truncamento de uma -

sequência infinita de operações aritméticas após um número finito 

de etapas. 

Os irros de arredondamento e de truncamento podem sempre, -

em princípio, ser tomados arbitrariamente pequenos pelo uso de -

cálculos adicionais, o que não ocorre com o primeiro tipo de erro, 

sendo, porisso mesmo, o mais desfavorável. 

Na prática, naturalmente, aparece a questão de eficiência 

e é importante formular esquemas computacionais onde ao preço de 



um aumento do volume de cálculos se possa tornar tão pequeno quan 

to desejado o erro de arredondamento e de truncamento. 

Há muitas técnicas para análise do erro em muitos tipos de 

cálculos. Entretanto, na prática, são raramente usadas, por serem 

difíceis, exigirem muito tempo e impossíveis de efetivarem-se com 

cálculos manuais, se o problema prático for de certa complexidade. 

A análise de intervalos preocupa-se com técnicas, programa 

veis para um computador, que permitam simultaneamente o cálculo -

de um valor aproximado da solução e uma análise rigorosa e comple_ 

ta do erro do resultado encontrado. 

A propagação dos erros dos dados iniciais e o efeito acu -

mulativo dos erros de arredondamento em qualquer sequência finita 

de operações aritméticas0 podem ambos ser limitados pela máquina 

durante a .recução das operações, se estas forem executadas com-

aritmética de intervalos arredondada em vez de usar a aritmética 

real. 

Este trabalho está dividido em duas partes. Na parte I es­

tudamos estruturas topológica, de ordem e algébrica no conjunto dos 

intervalos (Cap.l) e as funções racionais de intervalos (Cap.2). 

Na parte II apresentamos exemplos numéricos utilizando in­

tervalos: alguns na área de problemas algébricos (Cap.3) e outros 

na área de problemas contínuos (Cap«,4). 

Os programas para resolução desses problemas, redigidos em 

FORTRAN e processados no computador B-3500 do Centro de Computa -

ção Eletrônica da Universidade de São Paulo, tem finalidade ilus­

trativa, não havendo preocupação de otimização. 

Nas ilustrações numéricas, com exceção do mé*todo de Han­

sen para inversão de matriz, usamos ternos em vez de intervalos. 



Os ternos são representados por Cx,x,xJ, onde x e x definem 

o intervalo C x,x 1 e x é um número real entre x e x. A arit­

mética de ternos arredondada utiliza a aritmétioa real para mani, 

pular com 2 e a aritmética de intervalos arredondada para operar 

com C x,x D• Uma das razoes para uso de ternos é que se o re -

sultado final, expresso por C x,x H, carecer de significação, 

ainda resta a informação dada por x; além disso, muitos algorit­

mos são formulados de modo a usar x e o correspondente interva -

lo [x,x3 (§ 13 - Método de Newton Generalizado). 

No § 14 (Cap.4) apresentamos um método de primeira ordem 

para resolução de problemas iniciais em sistema de equações di­

ferenciais ordinárias, em que o segundo membro é dado por fun -

çoes racionais, Este método pode ser estendido para os métodos 

de ordem k, os quais utilizam a expansão em série de Taylor. No 

§ 15 expomos um método e respectivo programa, redigido em POR -

TRAN, para geração automática dos coeficientes de Taylor, neces 

f?sários para os métodos de ordem k. 

No apêndice A relacionamos e descrevemos sucintamente as 

subrotinas utilizadas nos diversos exemplos numéricos. No apên­

dice B colocamos a listagem dos programas descritos no apêndice 

A e, finalmente, no apêndice C apresentamos alguns dos resulta­

dos numéricos obtidos do processamento dos programas apresenta­

dos. 

D.D.Salvetti 
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§ 1 - Conjunto de Intervalos <F 

Definição 

Seja R a reta real e a 9 b e R com a « b . Definimos intervalo 

I - Qa,bl por8 

I * { z e R I a ^ x ^ b ) 

Indicaremos por & o conjunto de todos intervalos (fechados) da reta, 

Identificando-se o vetor 5*J€R 9 a < b com o intervalo Ca-ble o 

vetor 
a 

= [a9aD com o numero real a, temos 

B C J C H 2 

Na figura abaixo a parte hachurada representa d" como o semi-plano 

que contém a diagonal j=xa Tendo em vista a identificação feita, pon­

tos acima da diagonal representam os intervalos [j^ç^l c o n * a < b e pon 

tos sobre a diagonal os intervalos degenerados, em que a=b. Os números 

reais que pp- ?^cem ao intervalo Cap^3 representados pelo segmen­

to AB da c :.agonal. 

P * U ,b3 

A « La,d3 

B Cb.b3 

X e La>3 
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"or1a I « £a.9*>] 0 J « ' [c?D3 

lo tSo x 6 I 9 x é um número real entre a e b„ inclusiveso 

2, I C a á 0 ^ a ^ b 

3o I D J = ^ ^ I U J não 6 um intervalo. 

4o I d J 0 =$> I U J = [min(a,c),max(b,d)] 

5« I = J ^ a = c e b = d. 

§ 2 ~ Topologia - Aplicações Continuas 

Topologia em 3" 

p 
Consideremos o espaço métrico (R 9à)9 munido da distancia 

d(xPy) = max(U i~y i|) 

sendo x = (x-^Xg) © y ~ (y^ 9y 2) pontos de E . A distância d define 

em H a topolo^' habitual,, Como H adotaremos como distancia 

em $ a dir ̂ v..i& induzida por d p isto ê9 se I = C a9^3 « J = CC»D" 

d(IeJ) = max(|a-cl9|b-d|) 

A topologia em 3" definida por esta distância é a topologia indu-

2 
zida pela topologia habitual de R 0 

Essa topologia, em indus eaH c ^ a topologia habitual e Í 

distancia usuais 

d(x9y) = d(Cx»x! ?[ysy] ) = max(jx-y|,|x-y|) = |x-yj 

Topologia em JXcPÜFX ... X# 

Pontos do produto cartesiano t̂ -XSx ».. são vetores de interva­

los (X^jXgç • o o pX^)« Indicando X - (X^pXgo».. 9 X a ) e Y = (Y-^Yg? o.. 9Y n, 

dois vetores do produto cartesiano9 definimos distância eaatre X e Y p< 

d(25Y) * max d(X j L,Y i), i=lB2,,..9n 

n 
Essa distância define em 77 c? a topologia produto. 



Lema 1 
oi HT 

Sejam Ut /2, X 8 números reaisa Usaremos a notação /3 < £ 

para indicar que simultaneamente < < T) /3 < lT) *< < cP - * - / ? > < & 
- 1 J _ ! \ 

*t fò V £ 

S e /3 < 5 9 ®atão existe y tal que /ò < y < £ 

Demonstração8 

Portanto, basta tomar y entre max^,^) e min(3%<£). 

Proposição 1 

Seja X = (X l sX 2,...,X n) e Y = (Y 1 ?Y 2,... , Y n ) , X ± = Q a ^ b ^ 

Y i ~ Cci»di^l 9 € > o9 então d(X,Y) <>£ se e somente se valem si -

multàneamente; 

(i) Vx tXj 3 y £ Y tal que d(x,y) < £ 

(ii)Vyr^ \4 x fi X talqie d(x,y) < <? 

Demonr " .o 8 

Se d(X,¥)< £ ,então d(X i,Y i)< <?. Portanto, \eL±-o±\<€ e I ^ ^ K c f , 

isto é 9 

*i ~ £ < ci < ai + ^ (2.1) 

\ - £ < d i < b ± + <f (2.2) 

Se x 6 2, então á ^ é b ^ (2.3) 

De (2.1) e (2.3), c ± < x ± + £ .De (2.2) e (2.3) X j - £ <* d ±. 

Temos então ci < di e pelo lema 1 existe y. tal que 
xi '€ x i *€ \ 

7± £ YjL = C
ci»dil e lxi"*3Tii < Portanto, sendo y = (y^ygf •. , y n ) , 

temos y £ Y e d(x,y) < £ ,o que completa a demonstração da implica -

ção (i). Da propriedade d(X8Y) - d(Y,X) e da demonstração anterior de­

corre a implicação (li)o 

Provemos agora a recíproca, isto ê, que (i) e (ii) implicam 

a(x,Y) 

Tomando-se x - (a l fa 2 a n)€ X ^ . . . ^ existe pela (1) 
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donde &i -£ < ^ < &^ + £. .Portanto, 

(2.4) 

Se X a * ("b̂ jbg» •«• »^a) & J^tZ^tSiy »yS-n estabelecemos de modo seme­

lhante a desigualdade 

(2.5) 

Considerando-se y - ( c l f c 2 , . , c n ) e y» * (d^dg,... ,d n) pertencen­

tes a Y^YgX..•xY n repetimos o raciocínio feito, obtendo, através de 

( ü ) , 
ai < ci + € 

di " * < *i 

(2.6) 

(2.7) 

De (2.4) e (2.6), |ai - o± \ < € .De (2,5) e (2.7), 1^ - d ± I < € 

Portanto, d(X,Y) < £ , ^.e. oi. 

Observação (Moore, R.E. - Interval Analysis, pg. 16) 

Se n = 1 a proposição 1 assume o seguinte enunciado» 

Se I,J e 3- , £>o, então d(I,J)<£ ( ̂  £) 

se e somente se as seguintes afirmações Talem simultaneamente: 

(i) Vx frl, 3 y 6 J tal que |x - y|< £ ( ̂ £) 

(ii) Vy e J, 3 x e I tal que |x - yl<£ ( 

Continuidade em ofc 
•I-

Seja <3j- - -̂j» ^ [x,yO | a - x - y - b} , o conjunto dos inter-

raloa oontidoa « I - Ca.lü . 0 triângulo uachurado na figura abaixo ro-

prasenta 3 r 



2-5-

A aplioagâo V i Jfj. — * & ê contínua em X e & se dado ' 

£ > o arbitrário, existe. tal que p a r a todo r e que satisfaça 

d(X,Y) 4 S(€), ocorre d(F(X),F(Y)) * £. 

Continuidade em J T xcL x. ,,x3L 
¿ 1 X2 i n 

A aplicação P i 71 õ̂ . — » é contínua em X=(X-, ,X9,.,, , X ) 
i=l i x <; n 

se dado £> o arbitrário existe <f(£) tal que para todo Y=(Y,,Y o t...,Y ) 
X c . I L 

pertencente a Tl &1± que satisfaça à condição d(X,Y) ^ $(€), ocorre 
i 3» 

d(F(X),F(Y)) 

Recordemos que d(F(X),F(Y)) = max d(X i,Y ±), i=l,2,... ,n, enquanto 

que d(X,Y) é a distância entre dois intervalos. Observamos que indica­

mos com a mesma notação as distâncias em 3~ ou em 3~x^x ...xí. 

§ 3 - £*râem - Aplicações MonotSnicas 

Belação de Ordem Parcial 

A relação de inclusão I c J define uma relação de ordem parcial 

eja , No produto cartesiano 3-X.OIL, , .xc? uma relação de ordem parcial 

é definida da seguinte maneira 

X = (X^,Xg,...,Xa) ̂  Y = (Y^,Yg».•.fYn) 

ee e só se I j C Y^, i = l,2,.,,n 

A relação de ordem ^ ,por abuso de linguagem, será referida daqui 

por diante pelo símbolo CZ , 

Aplicação Monotonica 

„ Seja F : èfj x ? i x ... ~* ^ 4 * - ^ , X e Y elementos 
L c n 1 2 m' • 

de 3L x.. ,xi?T . A função de intervalos F é monotonica se X C Y 
1 1 x 2 n 

implica F(X) ci p(Y). 

http://Xc.IL


Composição de Aplioaçges Monotonioas 

Proposição 1 

SejaF : J,t » ̂  * « ̂  ~+ «V ^ "'' * ^ e 

S G- i * ̂ t *• • * aplicações monotónic&s. 

Se P( £ F A ̂  * ^ ) c ^ * JVf x . . . x ^ ^ 

a composta GoP é monotonica. 

Demonstração: 

Consideremos X e Y pertencentes a ^ * ^x, y "^r^ .Se X c Y,entã 

P(X) C p(Y) e P(X), P(Y) pertencem a ^ *<ír8 .Logo 

G(P(X))C G(P(Y)). Portanto, para todo X,Y € <?x x Jx, *• " ^ / n . 

que satisfaça à inclusão 2 CL Y, temos GoP(X)<= GoP(Y) 

Corolário 1.1 

A composição de um numero finito de aplicações monotonicas é mono­

tonica. 

§ 4 - Restrição e extensão de aplicações 

Definição 

Seja Pi 5j — * \? . A restrição aos reais de P é* a aplicação 

fÍ I -* 2 definida por 

f(x) - P(fcc,x]) = P(x) 

Generalizando: seja P:£ T x3L x. ,.x?T — • J m . Sua restrição 
A l x2 x n 

aos reais é a aplicação f: I^IgX. ..xl n — * v £
m definida por 

Definição 

Sejam f: I^xIgX...xln — • £ m e 
P: xõj x...x3t

I £-m 

1 2 n 

Dizemos que P ê uma extensão de f se f for uma restrição aos reais 
de P. 
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Pefinlcâo 

Uma extensão importante de uma aplicação continua f: I —* ̂  . •'. 

é a função de intervalos ? t ̂  — ^ chamada extensão unida e de-

finlda por: 

?(X) = U f (x) 
x€ X 

Mostremos que a extençao unida está bem definida provando através " 

das proposições 1 e 2 que ?(X) 6 5" ̂isto e", ê um intervalo. 

Proposição 1 

Se f: I —» J é contínua, f(x) «[f^x) ,f2(x)] ,então e f 2 são 

aplicações de I em R contínuas. 

Demonstração: 

Dado £>o aaíbitrário e xel, da continuidade de f(x), existe cf>o, 

tal que para todo x* e I que satisfaça |x-x* |< 8 ,ocorre d(f (x) ,f (x1)) <£ 

Portanto, 
\tjix) - fjU»)!- < £ (D 

JL |f2(x) - f2(x')l < £ (2) 

De (l) obtemos a continuidade de f^ e de (2) a continuidade de fg. 

Proposição 2 

Se f 8 I —> 3" é contínua, f(x) - £fx(x) ,f2(x)], então 

7(X) =[minf1(x), max f2(x)J 6 £ 

Demonstração: 

Se f (x) é contínua, pela proposição 1 são contínuas f-ĵ x) e f2(x) 

tais que "f (x) =[f.̂ (x),f2(x)3 • Da continuidade de f^(x) no intervalo 

fechado X, f^x) assume todos valores entre min f^x) e max f^(x) en-

quanto x percorre X. 

Seia à = min f, (x) e "b = max f9(x) 
X x X d 

Por definição f(X) = U tf ,(x) ,f2(x)l 
X 6 X 

Para todo y de f"(X), existe x pertencente a X tal que 

y e [f1(x),f2(^)]c
:lafbl» e t o n d e y € e P° r t a n t°t 7(X)c[a,b3 Cl) 

Seja x 6 X. Consideremos os intervalos 
Al - U,f 3lx 0)] 

file:///tjix


A2 • ki<v,*2(x0>3 

A 2 está contido em F(X) porque A g - f(x Q). 

A.̂  está contido em 7"(X) porque f^(x) assume todos valores entre 

a = min f-^x) e ̂ (x ) quando x percorre X. 

A^ está contido em f"(X) por razão semelhante. 

Logo, a reunião A^UAgUA^ C F(X). Porém À^AgUA^ = [a,bj 

Portanto, [a,b]c7(X)# (2) 

De (1) e (2) segue F(X) = [a,bl , ^ . e . ¿ . 

Definição 

Seja f: I.jxl2x ... xl n — > & contínua. 

A aplicação 7: JT x«?T x.. .x>?T —> 3~ definida por 
xl A2 An 

7(1) = ü H * ! , ^ ' • • " * * ) = A f ( x ) 

é chamada extensão unida. Quando n= 1 re-encontramos a definição, 

f"(X) está bem definida pois valem as proposições: 

Proposição 1' 

Se f: I^jXlgX. ,.xln —+ 3- 6 contínua, f(x) = Cf ̂ x ) ,f 2(x)3 , então 

f.̂  e f 2 são aplicações de I-̂ xIgX... .xln em R contínuas. 

Demonstração t 

Idêntida a da proposição 1. 

Proposição 2' 

Se f: I^xIgX. ..xln —> J" é continua, f(x) - [f .^x) ,f 2(x)] , então 
f(X) = £ min f,(xl,x«,...,x ), max f«(x,,x«,...,x )J 

77Xi A ¿ n ¿ i. ¿ . n 

Demonstração t 

Pela proposição 1*, f^ e f 2 são contínuas e portanto levam 

I,xl«x«..xl que é compacto conexo num conjunto compacto conexo da reta, 
JL ¿ n 

isto é, num intervalo fechado limitado. Portanto f i assume em 1^. ..xln 

um máximo, um mínimo e todos os valores intermediários. 
0 resto da demonstração é idêntida a da proposição 2, lembrando que 
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Proposição 3 

Se f: ITXI 0X...XI — * ^ é contínua, então ± 2 n * 
? : Xv?j x..,x^j —> é contínua. 

1 2 n 
Demonstração: 

Sendo f contínua num compacto, f com valores num espaço métrico é 

uniformemente contínua. Seja £ > o arbitrário. Da continuidade uniforme • 

existe <?>o tal que para todo x€l e x' e I satisfazendo d(x,x' )< 8 

se verifica d(f (x) ,f (x*)) <€. 

Seja X,X' elementos de <3L x<£. x. ..x^- tais que d(X,X* )< & 
xl x2 xn 

Pela proposição 1 do § 2* 

(i) V x 6 X, 3 x'eX» tal que d(x,x« ) < £ 

Consideremos t € 3T(X), então existe x e X taloque t 6 f(x). 

Por (i), existe x1 € X« tal que d(x,x f)<#. Por hipótese d(f(x),f(x'))< 

Como t e f(x), pela proposição 1 do § 2 exiète t* 6 f(x*) e portanto 

t* 6 f(X*), tal que d(t,t f)<^. Temos então 

V t 6 f(X), 3 t'ç F(X') tal que d(t,t')< € (1) 

Repetindo para x' € X*, provamos analogamente que 

Vt'6?(X'),3t G f(X) tal que d(t,t«) < £ (2) 

De (1) e (2) concluimos, pela proposição 1 do § 2, que 

d(?(X),f(X«)) < £ 

o que completa a prova de que 7 6 contínua. 

Proposição 4 

Â extensão unida é uma aplicação monotonica 

Demonstração: 

Sejam f: I^xIgX...xln —> <h 

7i S- x & x . . . x & — > & 
xl x2 xn 

e X.X1 6 x£. x.. ,x2L tais que X c X 1 

xl x2 xn 

Provemos que f (X) C T(X' ) 



Seja y & F(X) . Exis te x e X t a l que y € f ( x ) . Mas x € X«,don< 

f ( x ) c r ( X « ) . Logo y 6 7(X«), q .e .d . 

Composição de Extensões 

Seja f j I e p , ™ s^a extensão. 
I 

Consideremos o seguinte diagrama, onde i indica inc lusão . 

i t 

Observemos que d ize r P ó uma extensão de f é equivalente a d ize i 

que o diagrama é comutativo, i s t o ê9 Pol = i o f 

Proposição 5 

A composição de duas extensões é uma extensão da composta das res 

pect ivas r e s t r i ç õ e s aos r e a i s . 

Demonstraçãos 

Sejam P* e G extensões de f e g , respectivamente, Se as compostas 

refer idas na proposição estão def in idas , temos f ( I ) c J e P ( J i ) d 

0 diagrama 

^ 2 „ P { t ? I ) > ^ — j 

1*— > f ( D > J 

é comutativo porque os t rês diagramas pa rc i a i s são comutativos. Logo 

PoG é uma extensão de fog . 

Observação 

Aplicando-se repet idas vezes a proposição acima vemos que composi-

çoes mais complicadas de extensões é uma extensão das compostas envol 

vidas na composição das respec t ivas r e s t r i ç õ e s aos r e a i s , supondo-se, 

logicamente, que as condições para a definição das composições estejam 

s a t i s f e i t a s * 
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Proposição 6 

* Se.1a F : 3^ x & x,. 0x^r — ~ , * , 
J 1^ I 2 ' I n ^ uma extensão monotonica de 

*f: I,xl„x...xl ^ , então para todo Z$ 3"T xcL X...X&- 3 T ( X ) C F ( X ) 
J. <Í n J.1 i 2 x n, 

Demonstração; 

y e f~(X) = U f (x) implica que existe x€ X tal que y e f (x). 

x e S 

Sendo F uma extensão monotonica de f9 f (x ) = F ( L x , x 3 ) C F ( X ) , donde 

y € F ( X ) , q.e.d. 

Corolário 6.1 

7 ( X ) = H F ( X ) onde P percorre o conjunto das extensões monoto-
2P 

nicas de f, 

k Demonstração s 

Pela p ropos ição 6 f ( X ) < = F ( X ) para toda extensão monotonica F . 
» 

L o g 0 ' ? f x > e H F ( X ) 

F 

Por outro lado como F é uma particular extensão monotonica temos 
? ( X ) C O F ( X ) . 

F 

Observação 

No sentido do corolário 6<>1 podemos dizer que a extensão unida é 

a "menor" das extensões mono tônicas. 

§ 5 - Aritmética de Intervalos 

Definição 

Indiquemos por n uma das operações + - x / sobre números 

reais. Vamos prolongar s s KxR — * R a x : «5x3^ -** 3- definindo» 

XsY = 1 s eX, y 6 Y ] , X,Y 6 # 

Se 2 for a divisão 9 suporemos a restrição Y ^ o 
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Seja f: XsY — > R onde f(x,y) = xâ r. 

Como f é contínua podemos tomar sua extensão unida Ft^xJ^ 3~ 

Pela definição acima verificamos que 

XsY = F(X,Y) G «? 

Portanto a operação 5 sobre intervalos está bem definida, 

Como consequências de XaeY = 7"(X,Y) temos: 

(1) XsY = [[min(x^r), max(xxy\] 
XfeX x&X 
yc-Y yôY 

(Aplicação da proposição 2' do § 4) 

(2) [a, to] + [c,d] = ta+ c,b+d] 

& f J " Lc»d3 = t a ~ d,b-c] 
|a,bl x ^c»dl = £min(ac,ad,too,bd) ,max(acfad,bcfbd)J 

[a,bl/ [c,d] = [a,bl x[l/d,l/c] se [c,d]$ o 

(conpoquência de (l)) 

Propriedades da adição e da multiplicação 

1, Assoeiatividade 

I + ( J + K ) = ( I + J ) + Z 

I(JK) = (IJ)K 

2. Comutatividade 

I + J = J + I 

IJ = JI 

Estas propriedades decorrem diretamente da definição das operações. 

3« Elementos Neutros 

Os números reais o e 1 são os únicos elementos neutros para a 

adição e a multiplicação de intervalos, respectivamente. 

De fato, 0 + J = J + 0 = J. Se Ea,bl for um elemento neutro da 

adição teremoss 

[a,b] + [o,o] « [o,o] 

ou [afb] - L°»°l (unicidade) 

Para o caso da multiplicação temos uma verificação análoga. 
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Não existe oposto nem inverso, a menos que o intervalo seja dege­

nerado, e neste caso, o oposto e o inverso sao Tínicos e dados por C-a, -a 

e D/ajl / a l ,respectivamente. 

Suponhamos que í]a,bl tenha oposto e seja Sle [x,y3 . Então 

[a,bl + bc,yl = Co,o] nos leva ao sistema a+x=o e b+y=o cuja única so­

lução é x=-a e y=-b. Portanto, a ^ b e -a ¿ -b, o que implica a = b, 

isto é, o intervalo [a,b} é degenerado e o oposto de [a,a~[ é E r a , - a ] , 

Do mesmo modo, admitamos que Ca,b3 tenha por inverso o intervalo 

[x,y]. Então [a,b]. [x,y]= &.,l]. Supondo-se a > o , b > o , x > o e y > o 

Ta,b]. Gx,yl - [ax,by] e [ax,by]= I l,ll conduz ao sistema ax=l e by=l 

cuja única solução é x - l/a e y = l/b. Logo a ^ b e l/a ^ l/b, o 

que implica a = b, isto é, o intervalo [a,bl é degenerado e o inverso 

de [a , a l ó Q./af3/a}0 

Para as demais combinações de sinais, relacionadas no quadro abaixo 

demonstra-se analogamente o mesmo resultado: 

a b x v 

+ + - + 

- + + + 

- + + + 

+ - + 

4. Propriedade semi-distributiva 

I(J + K) C IJ + IK 

Verifiquemos que esta inclusão está sempre satisfeita. 

V w€I(J + K ) , 3 i C - I e u 6 J + K tais que w = x.u Por outro 

lado se u 6 J+K existem y € J e z ç K tais que u = y + z. Portanto, 

w = x.u - Xo(y+z) ~ xy + xz. Como xy £ IJ e xz £ IK, concluimos que 

is € IJ + IK, q.e.d. 

Um simples contra-exemplo mostra que a inclusão em sentido con­

trário nem sempre está satisfeita: 



1 
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[ l p 2] . [ -2 ,2] + d ,2 ] . k,2l = [-4,4] + £1,4] = [-3,8] 

Cl f2l(C-2,2l + Cl,2]) = [l ,2l.C- l,4] -C-2,8] 
i 
' Entretanto, há dois casos em que é vá l i da a propriedade d i s t r i b u -

i t i v a : 
i 

(a) Se I = [ a , a ] , então I(J+K) = IJ+IK 

A prova é imediata» 

Vejamos um exemplo numérico. Sejam I =[2,2], J=[-3,4] e K = L o , l ] 

I(J+K) « C 2 , 2 l ( C r 3 , 5 l ) = [-6,10] 
IJ+IK = Ü2,2l. [-3,4] + [2,2l[0,l]=[-6,8]+t0,2l = [-6,10] 

(b) Se JK > o, então para todo I temos I(J+K) = IJ + IK 

A notação JK > o ind ica que todos números r e a i s do in t e rva lo JK 

são p o s i t i v o s . JK > o ocorre s e J > o e K > o ou J < o e K < o . 

Sejam 1= [a ,b] , J = [ c , d ] e K= [ e , f ] . Suponhamos a > o, b > o, c > o, 

d > o, e > o e f > o. Neste caso teremos: 

[ a 9 h] ( [c ,d ] + [e,f])=[a,b](Cc+e,d+f]) = [a(c+e),b(d+fO = 

= [ac+ae,bd+bf] = [ac, bd] + [ae,bíQ = [ a , b ] . [ c , d ] + ( a , b ] . [ e , j Q 

Para as demais combinações de s i n a i s , relacionadas no quadro 

abaixo, prova-se a propriedade de modo análogo: 

a b c d e f 

- + + + • + + 

+ + - - - -

Exemplo numérico. Sejam I = [ - l , 2 ] , J = t i ,2] e K = [2,4] 

I(J+K) - C~1.2l(QL,2] + [2,4l) - C-l,a.D.íl - C-6,12] 

IJ+IK - [ - l ,2] . [ l ,2 l + C-l,23.[2,Cl - Er2,4l + Cr4 ,Cl = E-6 fl£l 



1-15-

Relação de Ordem e as Operações Aritméticas 

Além da relação de ordem parcial em <£ definida pela inclusão e 

«denotada por C vamos considerar uma nova relação de ordem estrita 

parcial que denotaremos < definida por: 

C&ífcl K Co,dl Be b < c 

Da monotonia da extensão unida, relativamente à relação de ordem 

C , decorrem as seguintes propriedades de compatibilidade com as ope­

rações aritméticas sobre intervalos» 

Se I c K e J c l , então 

I + J C K + L 

I - J C K - L 

IJ C KL 

I/J C K/L se L $ o 

A relação de ordem < possui as seguintes propriedades de compati­

bilidade 8 

I < K e J < L I + J < I + L 

0 < I < K e 0 < K < L IJ < KL 

São consequências imediatas àm definições» 

Continuidade das operações aritméticas sobre intervalos 

Pro-poaicão 1 

As quatro operações aritméticas sobre intervalos são continuas 

aonde definidas. 
« 

Demonstração: 

Seja X uma das quatro operações e provemos a continuidade da ope­

ração no ponto (X 0»Y 0). Ho caso da divisão suporemos Y Q £ o. 

Seja £>o e I = X 0 + t-4£3 , J = Y o £j. 

No caso da divisão podemos tomar Ç>o suficientemente pequeno de mo 

do que resulte J $ o. 
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Como x&j ê uma vizinhança de (X 0,Y Q) inteiramente contida 

no campo de definição de z , basta provar a. continuidade nessa vizi­

nhança. Entretanto, em <£j. xcjjjj a operação z coincide com a extensão 

unida da aplicação contínua ** I x J — > R. Portanto, a operação 

z prolongada a 3j x&-r ê contínua, q.e.d. 

§ 6 - Medulo e Comprimento de Intervalos 

Condição de Lipchitz 

Defini ção 

Definiremos a aplicação módulo | | t & —> R por 

|Ca,bl| = max(|a|,|b|) 

Podemos estender a definição, definindo 

I I ~+ R 

por |X| = max \ \ \ t i=l,2,...,m onde Z=(X 1,X 2,„.. ,X m) 6 £ m 

Definição 

Definiremos a aplicação comprimento w: 3" — > R por 

w(\ja,b3) = b - a 
* 

Podemos estender a definição, definindo 

w s J m — > R 

por w(X) = max w(X i), i=l,2,...,m onde X^X-^Xg,... ,X m) £ # m „ 

Propriedades 

1. IXI - d(I,o) 

2. Se I = [a,b], então w(I) = 2|l| 

"\ w(I) = b-a & |b| + |a| ^ 2max(|a|,|b|) = 2.|l| 

3. Se I C J, então existe um único intervalo E tal que J - I + E, 

com E 3 o e |E| - d(I.?J) 

Seja I ^Lajb] e J c,d. k equação J = I + x,y conduz ao siste­

ma a+x=c e b+y=d cuja única solução é x=o-a e y=d-b. Logo, 



32 = Cx5yl= Cc-a pd-b] . Como K J, c - a - b - d f de onde 

decorre i - o e y ^ o , donde o € E. Pelas definições de 

mddulo e distância entre dois intervalos vemos que \ 
\ 

\ 
!E| = max( | a - o | ,|b-d|) = d(l,J) 

4o v ; (I+J) = + w(J) 

Se I = Ca,b] e J = £o f d ] f então 1+J = Ca+c,b+d]. 

w(I+J) «'b+d -a-c « (b-a) + (d-o) = w(I) + w(J) 

w(c<T% ;(d-c) ou (-eO(d-c). Portanto, w(«*J) = K|v7(J) 

Cf_ „ .aêiicias: 

501 /(~J) = w(J) 

502 T7(I-J) = T7(I) + W(J) 

De fato, w(l-J)=w(I+(-J)) * W(I) + w(-J) « v/(I) + w(J) 

Condição de Lipchita 

Seja f t I^xIgX...xln — > ^ . Dizemos que f satisfaz uma condição 

de Lipchitz se existe L > o tal que: 

para todo x?x'<** 

Definição 

Seja Pívj x3y x 
jL 2 

d(f(x),f(x»)) - Id(x,x») 

:'«T?I e L independente de x,x». 

n 
• Dizemos que 3? sat is faz uma 

condição de Lipchitz ae exiBte L > o tal que 

w(3?(X)) é Lw(X) 

onde L independe de X • (X^Xg,... 
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Prop03ição 1 

Seja f: I 1xl 2x...xl <f- e ± 2 tais aue f(x) = Cf x(x),f 2(x) 

Se f <S 6 1, isto é, se f ^ í g C C 1 , então f satisfaz uma condição de 

Lipchitz. 

Demonstração! 

Pelo teorema da média temos: 

f l ( x ) ~ f l ( x 5 ) e s Ç |íi(x + «•^•-x)).^-»}) onde. o ^ Ô : ^ 1, 

| f i ( x ) - f i ( x , ) 1 - ^ Í i - C x + e^x'-xîîl.lx.-x'l ^ 

< {li d x (x + G^Cx'-x) ) I J ,max |x j -x j | ̂  E^dCx,!* ) onde 

= max E 1 ̂ fl(z) 

z€ÏÏI±

 3 ' ^ j 

Analogamente o 

|f2(x) -Ml - K2d(x,x» ) 

Pow-^to d(f(x),f(x')) - Ld(x,x*) onde 

L = max(K^,K 2) q. e, do 

Proposição 2 

Se F: <fcr x«3L x ... x3L — < ? " é monotonie a e satisfaz uma con 
x l 1 2 •Lm 

dição de lipchitz com constante L, então sua restrição aos reais f tamb 

satisfaz uma condição de Lipchitz com mesma constante. 

Demonstração : 

Sejam x / = a

1 ( x l f x 2 ( í . . . s x n ) s x' =(x^,x2,... ,x n) tais que x^,xj S 1^. 

Construamos X = (X^,X2,. ». ,X n) como: 



Como x, x* £ X, por construção, temos: f (x),f (x') C F(X) ;vi 

Portanto, |f 1(x)-f 1(x')1 ^ w(P(X)) ^ Lw(X) = L maxjx^-xj| = Ld(x,xf 

Analogamente, |f 2(x)-f 2(x*)1 - Ld(x,x») 

Logo, d(f(x),f(x')) = max (|f 1(x)-f 1(x«)I,lf 2(x)-f 2(x')I ^Ld(x,x«] 

Proposição 3 

Seia f :I-,xI~x. . .xl — R (a valores reais) satisfazendo a vm 
° 1 d n 

condição de lipchitz. Então 7 satisfaz uma condição de Lipchitz. 

Demonstração: 

w(f(X)) = w[minf(x), maxf(x)l = w [f(x»),f(x*•)} 

XêX XéX 

onde x' e x' 1 são pontos de mínimo e de máximo em X. 

Logo, w(f(X)) * |f(x»)-f(x»')l - L max |xi-x'»| á L w(X), q.e.d, 
j 3 3 

Lema 1 

Sejam A.̂ , B^ intervalos tais que A^ e U A^ e U B i são in­

tervalos. Então d(UA i,UB i) - maxdCA^B^) 

Demonstração! • r 

Seja A ± = Ca^^,^] e B ± = &i» dj3» Temos & ± ~ G ± é &± ^ \ » 

Como UA^ 6 3" , então UA^ = (mina^ ,max b ^ 

Analogamente, UB i = [min c^, max d ^ 

d(UA^ 9UB^) = max (I min a^ - min c^I,|max - max d^ |) 

Por outro lado temos que |min a^ - min j - |min a^ - |, V i 

Seja a^ « min a^„ Então |min a.^ - min c^ll^ |a^ - o^j - d ^ A j » B j ) 

^ max d(A i,B^) 

Do mesmo modo mostramos que |max b^ - max d^l - max d(A^,B^) 

Portanto, d(UA^,UB^) = max d ( A i » B i ) t q.e.d. 

Proposição 4 

Seja lis 1^ xl 2 x «,«. x I n * d" satisfazendo uma condição de 

Lipchitz. Seja Pi d ^ x õ ^ x ... xS^ — > 3f- definida por: 



1' 2''''' n 
X j =* E(X. » 1»•• •» n* 

_y <»— 

• • • t -

^ j 

Seja f a restrição aos reais de F e 7 sua extensão unida. 

Então, F(X) = 7(X) + E(X) onde 

E(X) 3 o e w(E(X)) á kw(X) 

isto é, E(X) satisfaz uma condição de Lipchitz. 

Demonstração t 

Primeiramente verifiquemos que o enunciado é coerente; 

h satisfaz condição de Lipchitz =$> h é contínua E é monoto -

nica e contínua ^ P é monotônica e contínua *y* f é contínua 7 ó 

monotônica e contínua e f"(X)c: F(X), 

Como P(X) ?(X), vem P(X) = 7(X) + E(X) com E(X) 3 o. 

Provemos que E ó Lipchitziana, 

w(E(X)) ^ 2|E(X)| = 2d(E(X),r*(X)). 

Para simplificar a notação suponhamos n=l e k^ = 2. Teremos: 

P(X) = E(X,X) = ü h(x,y) 
xcX 
yeX 

7(X) = U f (x) = ü P(x) = U E(x,x) = ü h(x tx) 

Mas, d(P(X),?(X)) = d( U ( U h(x,y)), U h(x,x)) 
xex ysx . xex 

Como U h(x,y) 2> h(x,x) para todo x € X vem pelo Lema 1 
yeX 

d(F(X),?(X)) ^max d( U h(x,y),h(x,x)) ^ 
x6X y€X 

- max max d(h(x,y),h(x,x)) 
x*X yc-Y 

Pela condição de Lipschitz de h temos: 

d(h(x,y),h(x,x)) ^ L max(|x-x|,|y-x|) = L|y-x| ^ Lw(X). 

Portanto, 

w(E(X)) ^ Kw(X) onde K = 2L, q.e.d. 



Corolário 4.1 

Se h 6 real, isto é, assume valores reais, então P satisfaz uma 

condição de Lipchitz. 

Demonstração: 

P(X) = ?(X) + E(X) 

w(P(X)) = w(?(X)) + w(E(X)) £ K l W(X) + K 2w(X) ^ Kw(X). 

E consequência da proposição 4 e proposição 3. 



V 

Capítulo 2 



§ 7 - Punções Racionais 

2-1 

Expressões Racionais 

Para definir "expressão racional" vamos nos valer da notação 

de Backus. Nesta notação o símbolo »:= indica que o que está à sua 

y esquerda é definido pelo que aparece à sua direita. Uma "barra ver­

tical j significa "ou exclusivo". Um termo genérico vem delimi 

tado pelos símbolos ' <̂  e *)> • 

Assim definiremos? 

<delimitador> : := ( I ) 

<operador> S í = + | - J x j / 

Consideraremos dado um conjunto enumerável A cujos elementos 

chamaremos "variáveis". Uma "constante" será um elemento qualquer 

de . 

Uma"expressão racional" será uma sequencia de variáveis, cons 

tantes, operadores > delimitadores e será definida recursivamente 

por» 

<exp.rac»> s := <variável> | <constante> | (-<exp.rac> ) j , 

«exp.rac.]> < operador]><exp.rac.> ) 
* 

Exemplos de expressões racionais 

Seja A - {x fY #z} e denotemos constantes por C, yC o y... 

D X 

2) C 1 

3) - X 

4) ( - ( ( ( ( X + T ) x 0 1 ) / ( T - Z ) ) ) 

Funções Racionais de Intervalos 

Dada uma expressão racional podemos associar a cada variável 

um intervalo. A expressão racional define então uma sequencia de ope 



rações sobre intervalos, as quais se possíveis de serem executadas 

definem um novo intervalo. 

Sejam X^, X,, ..,, X^ as "variáveis" que entram na defini­

ção da expressão racional E. K expressão racional E definirá uma 

função R E ' x 4 x ... x J x > 
1 2 n 

desde que as operações aritméticas sejam possíveis. 

As funções de intervalos que podem ser obtidas através de 

expressões racionais da maneira descrita acima serão chamadas "fun 

ções racionais de intervalos" 

Definição 

Sejam Ê ^ e E 2 duas expressões racionais com n variáveis, 

Se dados 1^, Ig, ..,, I n £ C? tais que 

e 

R P : <JÍ . c£. x . . . x c f T > 
^1 xl x2 A n 

E E s e ? , x c f j x . . . . xJ j > ^ 

t J . t n 

são definidas9 isto implicar em Rg = R^ f dizemos que E^ e E g 

são "expressões racionais equivalentes". 

Observação 1 

Alguns parêntesis numa expressão racional.são tornados su -

pérfluos pelo estabelecimento de prioridades nas operações; outros, 

clevido à assoei atividade e comut atividade. 

A notação das expressões racionais é simplificada pela elimi­

nação dos parêntesis supérfluos e pela notação de potencia X 3 1 em lu 

gar de (((XxX)xX9,. X). Por exemplo, escreveremos X + Y^ em lu -

gar de X + ((YxY)xY), 

Omitiremos também o símbolo x quando não houver perigo de con­

fusão. Escreveremos, então, a última expressão da seguinte maneira 

X + ((YxY)Y)« 



Observação 2 

Se numa expressão racional as variáveis forem associadas .a 

númeroa reais (intervalos degenerados) e se as constantes que ne-

la apareces também forem reais, teremos funções racionais reais de 

variáveis reais. 

Observação 3 

Seja E^ e Eg duas expressões racionais não equivalentes, is 

restrições aos reais de Rg e Rj, podem coincidir e simultânea-
2 

mento ocorrer R™ + H-P • 
El E 2 

Exemplo 

Sejam E^ e E g as expressões racionais X - X e X(l-X). Faça-

«o S X - C 0 , l 3 . Teremoe X-X 2 * X(l-X). Be fato, 

x-x2 = Qo,i>Co,i3.i:o,iD = Co.iD - C°,i3 - C - I A J 

x(i-x) = ro i3(i-ro,il) = Co,ij(i:i fij-co,iJ) = C 0,1 j 
p 

Ent** 'jato, para qualquer número real x, x-x = x(l-x). 

Observação 4 

Toda função mcional de intervalos 4 monotônica e contínua,co­

mo composição de funções monotSnicas ó contínuas. 

Observação 5 

üma extensão a intervalos de uma função racional não é neces­

sariamente uma função racional de intervalos. 

Exemplo 

Seja f: R — » R definida por f(x) = x 2 e a função de in­

tervalos F t &x definida por F (Cx,yJ) = x £ x , v j . 

F é obviamente extensão de f mas não é extensão racional, poj 

não é monotônica. De fato, 
4 W 

i - 1 : 2 , 3 3 CL j - ri,4i =H> HD <= p(j) 

pois temos F(I) = 2£2,3 ] - C M ! e F(J) - l C l t O = Q . O . 



Conjeturamos neste ponto que mesmo supondo a monotonia, não 

teremos ainda uma condição suficiente para garantir que a extensão 

seja uma função racional de intervalos. Propomos como candidato 

a contra exemplo, o seguinte: 

"Seja f definida por f (x) = x 2 e F definida por F{X)=T(X)f-

Precísaríamos mostrar que f", a qual é extensão monotonica 

de f,não ê função raoional de intervalos, isto é, não existe ne -

nhuma expressão racional E tal que T « Rjj. 

Proposição 1 

Seja E uma expressão racional, Rg a função racional |e in -

tervalos a ela associada e r a restrição de R̂ , aos reais. Se em 

E cada variável ocorre uma única vez, então teremos Rg = r. 

Demonstração (recursiva) 

(a) Se E é uma variável ou constante a proposição ê verdadeira, 

("b) Se é verdadeira para E, é verdadeira para -E. 

(c) Suponhamos verdadeira para E^ e Eg. Mostremos que é ver­

dadeira para E.̂  SE E 2 , onde x é um dos símbolos +, x ou /. 

Temos K g seE = ^E ^ E 
3» 2 2 

Mas R-g = 5j e R E = r"2, por hipótese, onde r^ e r 2 são as 
«L 2 

restrições aos reais de Rg e R^ , respectivamente, donde 
3> 2 

Temos que provar que ^^sEg ~ *9 s e n d o r a restrição aos 

reais de Rg ^ . 

Gomo Rg -̂g = Rg 3ERe = r-jXTg, "basta mostrar que r̂ aÈFg = r. 

3» ,2 3» 2 

Suporemos, para simplificar a notação, que r^ é função de uma 

variável x e r 2 de outra variável y 0 Então, devemos mostrar que 

r1(X)3Er2(Y) =» Tr^FgTCX.Y), isto é, que 



U r ^ x ) s U r 2 ( y ) = U ( r - ^ x ) * r 2 ( y ) ) onde X,Y e & 

xeX yeY xeX 

yeY 

(a) Se j a z e ü r , (x) * U r 0 ( y ) , então z = z* i z " com z*e r, (x) 

x X y Y x 

para aigum x e X e z» • e r 2 ( y ) para algum y e Y | l o g o 

z €• r ^ í x ) & r g ( y ) para algum x de X e algum y de Y f donde 

z e U (r^Cx) 32 r 2 ( y ) ) e p o r t a n t o , 
xéX « " 

y*Y U r x ( x ) x U r 2 ( y ) d U (r 1 (x ) 3 er 2 (y ) ) 
xeX yeY x e x 

yéY 

(b) Se j a z e U (r,(x) se r « ( y ) ) f então z e r . , ( x ) * r 0 ( y ) para 

XèX X * . ± £ 

y€:Y 
algum x e X e algum y € Y . 

Como r , ( x ) c . U r , (x ) e r 2 ( y ) C U r 2 ( y ) r e s u l t a p e l a monotonia 
X6X x * y e Y 

de 3E que r , (x ) 22 r « ( y ) C U r , (x ) * U r 0 ( y ) . 
- 1 ^ xfcX 1 y 6 Y 2 

P o r t a n t o , ze U r , (x) 2 U r ^ C y ) , donde 
x&X x yeY d 

ü rx(x) * U r 2 ( y ) <= u (r-Jac) z r 2 ( y ) ) q . ,e .d , 
xeX ycY x e X 

y e Y 

Exemplo 

S e j a E a expressão 1 - X 2 . Então R E é* d e f i n i d o por 

S-gíX) = 1 - X pa ra X g í , Sua r e s t r i ç ã o aos r e a i s r ó d e f i n i d a 

2 
por r(x) f l - x » Mostremos que para X = £ - 1 , 1 1 temos R E(xHr(X) 

R E ( C - I , I 3 ) = 1 - C - i f i 3 . E - i . i l - C 1 .13-C- i ,£ l = Lo,23 

r (C - l , l3 ) 5 8 U t z | z=l -x 2 } = C o , l 3 

x & G-1 ,13 

http://C-ifi3.E-i.il
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§ 8 - Importância das Funções Racionais 

As seguintes considerações têm por objetivo evidenciar a 

importância prática das funções racionais de intervalo! 

1. Como elas são avaliadas através de uma sequência finita 

de operações aritméticas, o seu cálculo pode ser feito exatamen -

te ( a menos do erro de arredondamento) num computador. 

2. No Cap.4 apresentaremos técnicas adaptadas à aproximação 

de soluções de sistemas de equações diferenciais ordinárias de 

la. ordem com segundo membro racional. Como veremos no § 15 outros 

sistemas com segundo membro não racional podem ser reduzidos ao ca­

so racional. 

3» Se um termo complementar for da forma 

g(x) = r(x)f(x), 

r(x) racional, g(x) monotonica e x e I, podemos calcular um limite 

superior de sua variação quando x percorre I, tendo em vista que 

g(I) c r(I)f (l)cR(i)7(i) 

onde R ê uma extensão racional de r. 

Por exemplo, consideremos a série de Taylor com o termo com­

plementar expresso na forma de Lagrange, da função exponencial com 

argumento real negativo 

e x = 1 + x +_x£ + ... +kg*^" + e^x k para algum te Cx,0 2 
x < 0. 

leios e* 6 Ce x,e°3 <=• Co»lU para t e [ z , 0 ] , x < 0, 

Portanto, para todo k inteiro positivo e todo x < 0, a função 
« 

exponencial está contida em 

P. (x) = 1 + x + x 2 + ... + x ^ 1 + r 0,1 2¿ 
k ~2T W=TTl kí 

Temos e x B P^C*) para k = l , 2 , . . . e x - 0 

Avaliando-se P^( x) c o m a aritmética de intervalos árredonda-

x 
da (§ 10) obteremos um intervalo contendo o valor exato de e , pa-



ra x < 0. A distância d(ex,Pjc(x)) pode ser tornada arbitrariamen­

te pequena, considerando-se k suficientemente grande e uma aritmé 

tica com precisão suficientemente elevada. 

§ 9 - Extensões de Funções Racionais 

Neste parágrafo abordaremos o seguinte problema: 

"Dada uma função racional f real de variáveis reais, 

como obter uma extensão racional a intervalos F, -

tal que d(F(X),?(X)) seja pequena ?" 

Nas aplicações gostaríamos de trabalhar com a extensão uni­

da f. Como sua avaliação não ê em geral simples, preferimos subs­

tituí-la por uma extensão racional F. Como F(X) f(X) teremos 

resultados a favor da segurança. Esta a motivação para o proble­

ma acima, 

Se a função racional f pode ser obtida a partir de uma ex -

pressão racional E sem variáveis repetidas, a proposição 1 do § 7 

nos dá a solução ótima: F = Eg = T 

No que se segue vamos supor não ser este o caso. No caso ge 

ral não existem ainda definições aceitas para caracterizar uma "so­

lução ótima" do problema. Caso uma tal definição seja proposta,es­

ta levantará imediatamente a questão de existência e unicidade de 

solução ótima", 

Limitar-nos-emos a expor algumas técnicas que em geral d£Ó 

bons resultados: 

1, Técnica da interseção 

Sejam F 1 e F 2 duas extensões racionais de f. Como f(X)cP 1(X) 

e f ( I ) c P 2 ( X ) temos C P ^ X ) f] ? 2(X) e 

F X(X) f] F 2(X) d F 2(X) 
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Nesta técnica substituímos T por G definida por 

G(X) = P 1(X) D P 2(X) 

que pode não aer uma extensão rracional de f. Se F^(X)cfz Fg^) 

e Pg(X) F-̂ (X) teremos uma melhoria na estimativabpara ?(X). 

2. Técnicas de redução de repetições de variáveis 

Dentro do espírito desta técnica adotamos uma expressão 

racional tal que f seja obtida a partir dela e que tenha o menor 

número de repetições de variáveis. Como o caso sem repetição é 

o caso ideal, esperamos que ao reduzir o número de repetições a 

situação seja mais favorável. 

Exemplo 

Sejam E.. e E 2 as expressões racionais . „, , e 1 + 2 » 

respectivamente. Façamos X = C*3,4 3» Teremos 

X/£-2)= C3*4 3/(C3,4]-C2,2 3) = C3,4l/[Il,2j = 4 3 e 

l+2/(X-2) = l +2/(C3,4 3-C2,2 3) = C 1,1 3+t 2,2 U/Q 1,2 3 = 112,3 

Portanto, 1 + 2/(X-2) Cl X/(X-2), X = £3,4 3 

Casos particulares 

(a) Se f(x) = a nx
n + aj^x 1 1" 1 + ... + a Q 

podemos adotar a extensão racional em forma de ninho; 

F(X) =(((anX + a n - 1)X+..,+a 1)X + a Q 

a qual reduz o número de repetições a n. Neste caso a propriedade 

semi-distributiva garante que 

F(X) a X a + a^ -.X11"1 + ... + aft N ' n n-1 o 

' (b) Se f é racional podemos exprimi-la numa forma de fração 

contínua. Por exemplo, seja f (x) =(x -x+l)/(x + l). Podemos es­

crever f (x) = 1 - l/( x + l/x) e adotar F(X) = 1 - l/(X+l/X) 
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3. Técnica do Desenvolvimento de Taylor 

Seja f uma função real de variável real, X o intervalo pa­

ra o qual se deseja calcular a extensão unida f (X) e c um ponto -

de X. Desenvolvendo em forma áe Taylor, 

f(x) = f(c) + f'(c) + (x-c) 2f"(c) + ... + (x-cf^f^Hc) + R n(x,c) 
2» (n—1). 

Conforme o tratamento dado ao termo complementar teremos oa 

procedimentos: 

(a) R n(x,c) = ^ ? > n f ( n ) ( c + e(x-c)) 0 ^ e ^ 1 

( Tl) 

Seja Fn uma extensão racional de f v . Então, 

f(x)€ f(c) + (x-c)f(c) + ... + |x-c) n" 1f ( n" 1 )(c) + 

(x-c)J 

n 

Pn(c + Co,i](x-c)) 
ní 

donde, 

f (X)Cf(c) + (X-c)f(c) + ... + (X-c) 2 1'" 1^ 1 1" 1^) + 

(n-l)í 

^=^. npn(c + C0,ll(X-c)) 
ní 

Quando n=l, temos a forma do valor médio 

f(c) + (X-c)Fn(c + Co,ll(X-c)) 

(b) R a(x,c) é uma função racional dada por 

R ( X c) = f^)^(o)-(x-c)f'(o)-...-(x-c) n" 1f( n- 1)/(n-1)! 
n ' (x-c)n/ní 

I 

Escrevendo f(x) = f(x-c+c) = g(x-c) e chamando x-c = y, tere-

c mos R n(x,c) = G(y) e 

f(x) = f(o) + yf»(c) + ... + j í : 1 í l n " 1 ) ( c ) +_xin)cKy) 

(n-lV. ul 
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Portanto, 

f(X)Cf(c) + Yf(c) + ... +Y nlif ( n~ l )(ç) +_Y^G(Y) 
(n-l)J n! 

a qual é denominada forma centrada quando o ponto c é tomado co­

mo o ponto médio do intervalo X, 

Se f é um polinomio de grau n, o resto Rn(x,c) é constanto. 

Exemplo 1 

Escrever a forma centrada de f definida por f(x)=x-x 

Temos f(x) = f(c) + (x-c)f(c) + (x-c)2f1' (c). donde 
21 

f(x) = c-c2 + (x-c)(l-2c) -(x-c)2(2), isto ó, 
21 

f(x) = c-c2 + (x-c) {_ (l-2c) - (x-c)} 

Finalmente, considerando c = ponto médio do intervalo X 

para o qual se deseja calcular a extensão unida f(X), obtemos 

f(X) d c-c2 + (X-c) «[(l-2c) - (X-c)} 

Exemplo 2 

Eocrover a forma centrada de f(x l fx 2) = (x-j+x2)/(x-L-x2) 

Sejam X^ e X 2 os intervalos para os quais se deseja cal­

cular TXX-j^Xg), c-̂  e c 2 os pontos médios dos intervalos X-, e X 9 t 

^ ir. 

respectivamente, A extensão de f sob forma centrada é obtida a 

partir de 

f(x l tx 2) = f(C]L,c2) + g(x 1-c 1 >x 2-c 2) = f ( c ^ ) + g(y l fy 2), 

donde decorre g(y l ty 2) = f (xltx2)-f (c l fc 2) = f (c^y^c^v^-f (c l tc 2) 

i s t o é ' 2 ^ 1 y 2 - c 2 y 1 ) 

g(y!»y2)
 = - i r 

>2 ( c r c z ) + (c1-o2)(y1-y2) 
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cujo numerador foi obtido efetuando-ae operações algébricas ele­

mentares entre as variáveis e constantes, reduzindo-se o número 

de ocorrências das variáveis, de acordo com os cancelamentos abai-

XOÍ 

^ c l " ° 2 ^ c l + y l + c 2 + 3 r 2 ^ ~ ( c i + c 2 ^ c l + v l ~ c 2 " y 2 ^ = 

4 " 4 + c l y l + ° l y 2 " C 2 y l ~°2^2 ~ C l + 4 " c # l + c l y 2 ~ 

°2?1 + c 2 ^ 2 = C l y 2 " C 2 y l + c l y 2 ~ C 2 y l = 2 < c l y 2 " c 2 y l ) 

Finalmente, obtemos a seguinte forma centrada da extensão 

° 1 + C 2 , 2 { ° 1 < V ° 2 > " C2^l'°l^} 

C 1 ~ C 2 ^ C l " C 2 ^ + ( ci~ c2^ {^ Xl"" cl^ ~ ^X2~°2^} 

Observação 

Eventualmente mais de u m a técnica podem ser utilizadas s i ­

multaneamente o Por exemplo, é recomendável aplicar a técnica d a 

forma de ninho juntamente com a técnica do desenvolvimento de Tay_ 

lor. 

Ilustração numérica 

Seja f definida por f(x) = x-x , X = Ca»b.3 o intervalo -

para o qual se deseja calcular f ( X ) , c = (a+b)/2 = l/2 e r defi­

nido por (b-a)/2. Temos X-c = G-r,r J e X = [ l / 2 - r , l / 2 + r ] , 

1. Extensão racional sob forma de ninho 

X(l-X) = C l/2-r,l/2+r ] ( [ l f 1 ] - [ 1/2-r, 1/2+r J) = 

= C 1/2-r, 1/2+r 3, [jL/2-r, 1/2+r 1 = 

= C m i n { ( 1 / 2 - r ) 2 , ( l / 2 - r ) ( l / 2 + r ) } , ( 1 / 2 + r ) 2 2 

pois (1/2-r)(1/2-r) = ( l / 2 - r ) 2 

(1/2-r)(1/2+r) = 1/4 - r 2 

(1/2+r)(1/2+r) = ( l / 2 + r ) 2 
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donde vemos que se r - l/2, o menor valor é (l/2-r) e se 

r > 1/2, o menor valor é (l/2-r)(l/2+r). 

2,Extensão racional sob forma centrada 

Utilizando o resultado obtido no exemplo 1 e substituindo 

no mesmo o = l/2 e X = £ l/2-r,l/2+r 3 t obtemos 

1/4 + C-r,r ].(-C-r,r3) = l/4 + C-r 2,r 2 3 = 

= [ l/4 -r 2 , lA+r 2 J 

3« Extensão racional sob forma do valor médio 

Seja 3?-̂  a extensão racional de f* definida por 1-2X. 

Substituindo em f(c) + (X-c^Çc+C 0,1 3 (X-c)),obtemos 

f(l/2) + [?r,r D.5^(1/2 + E 0,1 3 . £r , r 3 ) 

IA + [-r,r J( C 1,1 3 -C 2,2 3 ( C l /2 9l /2] + [0 , l 3 [-rtr 3 ) 

1/4 +' G-r,rD(C 1 , 1 1 - C 2,2 3 . G-l/2-r,l/2+r3) = 

1/4 + G-r,r 3( [ 1 , 1 ]-Cl-2r,l+2r3) = 

1/4 + írr,r 3-C~2r,2r 3 = 

C l/4-2r2,l/4+2r2 2 

4. Comparação dos resultados com ?(X) 

Temos F(X) = { f(x)=x-x2 | x e x ) = £ l/4-r 2 ,1/4 j 

Comparando-se (l),(2) e (3) com f"(X) verificamos, np caso 

em que r - l/2, que o melhor resultado obtido foi proporcionado . 

pelo uso da extensão sob forma centrada, seguido do 'intervalo -

calculado pela extensão sob forma do valor médio. 

Com base nos resultados deste e de outros exemplos, Moore 

lançou a seguinte conjetura (pg.45 de Interval Analysis,R.E.Moore) 
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" Seja f \xma função racional real vri-Weis reais x-^x^.,. 

x nj X 1 , X 2 , X n os intervalos onde >lr-?et]a calcular a exten­

são unida fCX^Xg,... , X n ) , c ^ c 2 , c n pontoa médios dos inter 

valos X^, X 2 , X n , respectivamente e F a ext>msao racional -

sob forma centrada da função f, definida por 

F ( X l f X 2 , . . . , X n ) = f ( c l t c 2 > . . . , c n ) + g{x1~Q1,.,,txn-cn) 

então, w ( F ( X l f X 2 „ . . . ,X n) £ w ( 7(X 1,X 2 >... ,X n) + 0(w(X)r)'.' 

Hansen prova em "Topics in Interval Analysis pg .103, que 

essa conjectura é verdadeira. 



Capitulo 3 



§ 10-Aritmética de Intervalos cem Arredondamento 

A maior parte dos números reais que ocorrem nas aplicações não 

podem ser representados de forma exata quando se usa a representa -

Çao decimal ou a representação numa outra "base, por exemplo, a biná 

ria. E o caso da representação do número racional l/3 ou do número 

irracional VP. 0 número de dígitos usados em sua representação é 

limitado e não supera, na prática, um número prefixado. 0 valor exa­

to de um número real pode ser dado, teoricamente, por meio de uma re 

presentação decimal infinita. Se nessa representação considerarmos -

apenas os n primeiros dígitos, obtemos um valor aproximado por fal -

ta, cujo erro é inferior a uma unidade da última "casa". Pela apli­

cação da técnica usual de arredondamento, este erro pode ser reduzi­

do à metade, obtendo-se um resultado aproximado por falta ou excesso. 

0 primeiro tipo de aproximação dá origem à aritmética truncada, en -

quanto que o segundo à aritmética arredondada. 

As operações aritméticas executadas com os números escritos sob 

forma aproximada dão por resultados números que representam valores 

aproximados de algum valor exato. Mesmo que os números iniciais se -

jam exatos, erros podem ser introduzidos durante a execução das ope­

rações aritméticas. 0 erro oriundo da propagação desses erros atra -

vés de inúmeras operações aritméticas é denominado erro de arredon -

damento. Ra resolução de um problema que envolve centenas ou mesmo 

milhares de operações aritméticas, pergunta-se como obter uma deli­

mitação superior do erro de arredondamento a fim de se estimar a pre 

cisão do resultado aproximado. A resposta a esta questão muitas ve­

zes não é simples, sendo frequentemente sofisticada e extremamente 

trabalhosa. 

Quando se emprega a aritmética de intervalos os dados iniciais 

são intervalos que contêm os valores exatos; se os dados iniciais são 

exatos, então os intervalos são degenerados. Mesmo neste cado, no de-



correr da execução das operações aritméticas com intervalos, novos 

intervalos são obtidos e ó preciso assegurarmos que estes ainda -

contêm o valor exato do resultado finalo Esta certeza é ccnsegui 

da, procedendo-se da seguinte maneira, admitindo-se o emprego da 

aritmética real truncadas 

(a) verifica-se se o extremo inferior do intervalo resultante 

é um número exato ou não» Se for exato permanece inalte -

rado. Se não for exato, verifica-se o sinal; se este for 

negativo subtrai-se uma unidade do dígito de ordem mais 

"baixa, caso contrário permanece como está. 

(b) verifica-se se o extremo superior do intervalo resultan­

te é um número exato ou não. Se for exato permanece inal 

terado. Se não fôr exato, verifica-se o sinal; se este -

fôr positivo acrescenta-se uma unidade no dígito de or -

dem mais baixa, caso contrário permanece como está. 

Procedendo-se desta maneira obtém-se um intervalo que conterá 

sempre o resultado exato da correspondente operação aritmética exe­

cutada com valores exatos, isto é, com precisão infinita, caso is -

to fosse possível. No final da execução de todas operações aritmé­

ticas necessárias para obtenção da solução de um problema, chega-

se a um intervalo que contém a solução exata procurada. Se este in 

tervalo for de comprimento suficientemente pequeno, a corresponden­

te delimitação do erro de arredondamento também será pequena, esti-

mando-se com esta delimitação a precisão do resultado aproximado. 

Por exemplo, seja C&,b H o intervalo encontradOe 0 número aproxima 

do ao valor exato da solução, juntamente com o erro de.que se encon 

tra afetado, é dado por - -^p» Denominamos esta representa­

ção forma centrada do intervalo. 

A aritmética de intervalos descrita acima, em que cada interva­

lo é aumentado em favor da segurança após a execução de uma operação 
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aritmética, denomina-se aritmética de intervalos com arredondamento» 

A pesquisa de algoritmos que levem à obtenção de intervalos com 

comprimentos suficientemente pequenos, contendo valores exatos da so 

lução de problemas, é o objeto da análise de intervalos. 

A aritmética de intervalos pode ser introduzida ou simulada -

num computador. Recordemos que, nos computadores, os números em ge­

ral sao representados internamente sob duas formas: 

(i) Representação inteira ou com vírgula fixa» 

Um número inteiro é representado por - d i d 2 , , , d k n u m a c e 3 

ta base, em geral 2 ou 10. 

(ii)Representação real com vírgula flutuante: 

Um número real distinto de zero é representado por 

+,d^dg«• .d^xB11 com d 1 =f o, isto ó, como o produto de um£ 

parte fracionária ou mantissa, escrita com t dígitos, pela 

fepfâ B elevada a um inteiro n, chamado característica. 0 ni 

$a@ro n obedece à restrição - m ~ n - M. 0 número zero é re­

presentado por ,00...0B~m. Em geral a base é 2 ou 10. Estí 

representação é também chamada representação normalizada ei 

vírgula flutuante. , 

B interessante observar que o conjunto F(B,t,m,M) dos números 

representados nesta forma é um subconjunto finito do conjunto dos 

números racionais e seus elementos se distribuem numa reta com um 

espaçamento não uniforme. 

Conforme o computador, usá-se a aritmética truncada ou arredon­

dada. Ho primeiro caso, conforme vimos, o erro máximo de aproximaçãi 

é de uma unidade do dígito de ordem mais baixa, enquanto que no se­

gundo, de apenas 0,5 unidade. 

Subrotinas para a aritmética de intervalos - As subrotinas api 

sentadas no apêndice B e sucintamente descritas no apêndice A f oran 
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redigidas em FORTRAN, simulando-se a aritmética real truncada, uma 

vez que o processamento dos programas foi feito no B-3500, no qual 

a aritmética é semi-truncada. 

0 arredondamento do intervalo foi programado da seguinte formas 

a mesma operação aritmética é executada duas vezes, uma em precisão 

simples e outra em precisão dupla; em seguida os resultados são com­

parados entre si* Se estes forem iguais, não há erro de aproximação 

e o resultado em precisão simples permanece inalterado; no caso con­

trário o resultado em precisão simples será arredondado de acordo ~ 

com a regra de arredondamento para intervalos» 

Na elaboração das subrotinas para a aritmética de intervalos 

com arredondamento e em precisão dupla, devido à impossibilidade 

de simulação em FORTRAN, com os recursos disponíveis na bibliote­

ca de subrotinas9 da aritmética em precisão dupla truncada, arre-

dondamos as operações de soma e subtração em que os operandos so-

a- mam-se -ralor absoluto. Além disso deixamos de verificar se o 

resultado de uma determinada operação aritmética é exato ou apro­

ximado, arredondando o extremos; inferior no caso em que é negativo 

e arredondando o extremo superior no caso em que é positivo. Es­

tas subrotinas em precisão dupla são necessárias para o método de 

Hansen, exposto em parágrafos subsequentes. 

Subrotinas para aritmética de temos - 0 terno Q x,x,x] re­

presenta o intervalo C x,x J e um número real x entre x e x. Na 

aritmética de ternos usa-se a aritmética de intervalos para os in­

tervalos Cxpã: 3 e a aritmética real para os números x. As subro-

tinas apresentadas no apêndice B e sucintamente descritas no apên-
« 

dice A receberam os nomes usados nas subrotinas para a aritmética 

de intervalos com arredondamento. Nas aplicações que faremos a 

seguir as subrotinas feitas para intervalos, em precisão simples 

cu dupla, são usadas apenas para ilustrar o método de Hansen, mo-

tivo pelo qual demos os mesmos nomes às subrotinas para interva -
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los e para ternos referentes ao mesmo tipo de operação. 

Apresentamos a seguir o diagrama de blocos (FORTRAN) da sub­

rotina ARDTO utilizada pela subrotina ARDT2 para arredondamento de 

um intervalo. A subrotina ARDTO acrescenta uma unidade no dígito -

de ordem mais baixa do número real dado como argumento. Embora o 

cálculo seja o de uma função o seu argumento fornecido pela ARDT2 é 

na forma de variável indexada. A subrotina ARDTO depende do size -

real com o qual o programa principal for executado. No diagrama dè 

blocos indicamos a magnitude desse size por o< „ 

iO -V 

51 MAL = -i 

3 - A8S(A) 
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A 

40 t 
3 = B^10 

5 0 i 

NO = 0 

90 

60 V 
3 = B/40 

\ f 

NC = WC + 1 A 

< 3 ' 
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§ 11 - Resolução de um Sistema Linear 

por um método direto 

0 método de aliminaçao de Gauss para resolução de um sistema 

linear ó um método direto porque envolve apenas um número finito 

de operações aritméticas para obtenção da solução exata do siste­

ma. Se os coeficientes da matriz completa associada ao sistema -

são exatos, a única fonte de erro é devida aos erros de arredon -

damento cometidos na execução das operações aritméticas. Se, e n ­

tretanto, os coeficientes não são exatos, teremos que considerar 

também a propagação dos erros iniciais. Na prática os erros ini -

ciais são assimilados aos erros de arredondamento. 

0 uso do método de Gauss com a aritmética de ternos (que en­

volve a aritmética de intervalos com arredondamento) permite a 

obtenção de intervalos que contêm as componentes do valor exato -

da solução. Convém observar que todo método direto estabelecido 

pira a aritmética real continua formalmente válido para a aritmé 

tica de ternos, a menos de que o número zero venha a pertencer a 

um intervalo, que figure, numa determinada etapa do processo, co­

mo divisor. Entretanto, o resultado nem sempre é satisfatório,-

porque o comprimento do intervalo que contem a solução pode se 

tornar muito:grande, impedindo uma delimitação razoável do erro 

de arredondamento. Eis uma justificativa para uso do terno no lu-

gar do intervalo,* pois se o resultado em termos de intervalo ca -

recer de significado, resta-nos a solução que normalmente obtería­

mos usando simplesmente a aritmética real, relativamente ao ele-

mento x do terno. 

0 aumento excessivo do comprimento dos intervalos, no decur-

1 
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so da execução das operações aritméticas, nao depende apenas do 

arredondamento do intervalo, mas também, à impossibilidade, mui­

tas vezes, de se calcular o intervalo exato de variação de valo-

res de uma função f(x) para x percorrendo um certo intervalo X. 

De fato, no caso de funções racionais, se, na expressão racional 

usada para a extensão F(X), a variável x ocorrer mais de uma vêz, 

então F ( X ) 0 f(X), que representa o intervalo exato de varia -

ção de valores de f(x) para x percorrendo X. Um algoritmo que -

utilize aritmética de intervalos pressupõe uma análise das diver 

sas etapas em que se procura introduzir extensões P(X) que se -

aproximem o mais possível.de f(X). * 

Eis o motivo porque, mesmo utilizando, na versão do método 

de Gauss para intervalos, urna aritmética real de precisão infi­

nita, não seria possível obter o intervalo exato de variação de 

valores. Entretanto, se não há erros iniciais, a versão do mé­

todo de Gauss para intervalos permite a obtenção de intervalos 

arbitrariamente pequenos contendo a solução exata, desde que a 

precisão da aritmética seja suficientemente elevada. 

Programa em FORTRAN do método de Gauss - 0 programa que apre­

sentamos neste texto reproduz o algoritmo do método de Gauss con -

forme exposto no § 1 do Capítulo 1 de"Métodos Numéricos - I - Al -

gebra Linear" do prof. Ivan de Q.Barros. Após equilibrada a ma -

triz dos coeficientes usa-se a técnica de pivotação na decompo -

sição da matriz em duas matrizes triangulares, inferior e supe -

rior. Não é feita a permutação física dos elementos èntrec2 linhaç, 

guardando-se a ordem das permutações numa matriz auxiliar chamada 

matriz de permutação. A decomposição da matriz dos coeficientes 

é feita através da subrotina DECMMN,A,KP) e a resolução dos sis­

temas triangulares é feita através da subrotina RSTISV(N,A,KP). 

Vide apêndices A e B, 
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Programa em FORTRAN para resolução de sistema linear pelo método 
de eliminação de Gauss e uso da aritmética de ternos arredondada 

SIZE HEAL = 12 
CIVENSICN A ( 3 » ? C , 2 1 ) , K P ( 2 C ) * B ( 3 > 2 C , 2 1 ) 

10CC REAC(*5.2CC»ENC = 2CCO )N 
V*N4 1 
*RITE(6>70C) 

7CC F C R M T ( l x * H H S T S T E M LINEAR,///) 
C C 1 I = 1#N 
REAC(5,3CC)CA C ? * X >J)#Jal#K) 

1 WR ITE C 6# -CiCC )(AC2#I»J)#,J»1**) 
C C 2 I*1.N 
CC 2 w"l,V 
A ( 1 * I * J ) = A ( 2 * I » «j) 

? A(3,I#J)aAC2#I».i) 
4C CALL CFCVAV(N»A*KP) 

CALL PSTlSV(N»A>KP) 
C 

fcPTTECé,8CC) 
8 CC FCRKAH//*lX,lPí-SCLLCAf; C C M TERNCS*//) 

C C 1 3 C 1 = 1,N 
LI*KF(I) 
CALL F C I ( Ä ( 1 » L I * M ) # E ( 1 # L I » ^ ) ) 

Í3C fcRlTE(6*6CC)I>Ll>I»ACl>LI**')>A(2>LI>;;-A'3#LI»*') 
\ R I T E ( 6 » 9 C f ) 

9CC F C P * A T ( / / , Í X > 2 é h S C L l C A C S C P F C R M C E N T R A C A » / / ) 
CG 132 Isl,N 
I I s K F ( T ) 

132 m»nEC6»6CC)I»Ll»WeCWLI»»')»e(2»Ll»K)»B(3»LI»w) 
CC 7C 1CCC 

20CC STCF 
2CC FCRVA7(I2) 
300 F C R M T ( 5 F 7 . 4 ) 
40C F C R N A T ( / , 1X>5F12.7 ) 
6 C C F C R K A 7 ( / » l V ' 3 h K F ( M 2 * 2 ( - ) = M 2 * 2 X * 2 » - X ( » I 2 * 2 H ) s » 3 E 2 4 . l 2 ) 

ENC 

SYVECLTC LISTING FCR PRCGAV > 

L O ACRS H G h ACRS TEMPS CATA BASE CCnE EASE 
CC21CÍ C 4 7 7 4 6 CC211" CC214fi C4299? 

C A L L E C S L E F R C G R A M S > 
N A M E A C C R E S S S Ê G . N C . 

C E C K A V C P 5 3 1 4 C C 1 

R S T I S V C 6 7 7 3 C C C 1 

F C T C 6 C 7 3 P C C 1 

R E A C , C 5 5 2 4 P C C 1 

W R I T E , C 1 7 7 A P C C 1 

C O M T N E L C C K S R E F E R E N C E D 2 

N A V E A C C R E S S 

N C N E 
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Resultados Numéricos 

0 resultado numérico dos exemplos que apresentaremos a seguir 

encontram-se no apêndice C. Está implícita a introdução de modifica­

ções nos comandos de entrada do programa apresentado, a fim de permi­

tirem a leitura correta dos ternos, no caso em que os dados estão afe 
tados de erros iniciais» 

Exemplo 1 

Sistema linear de ordem 10, supondo-se os coeficientes da ma­

triz completa exatos, A primeira solução foi obtida considerando-se 

a.representação real em vírgula flutuante com 8 algarismos (size -

real • 8); na obtenção da segunda solução empregamos 12 algarismos 

(size real * 12). A segunda coluna da solução corresponde à solução 

obtida processando-ae o algoritmo de Gauss com aritmética real. A 

terceira coluna da solução sob forma centrada dá a delimitação do er­

ro de arredondamento. Observamos que o maior erro cometido no primei-

—2 —6 ro o aso é da ordem de 10 , enquanto que no segundo é da ordem de 10 

Neste exemplo, em que não há propagação de erros iniciais, ilus­

tramos que podemos obter solução tão precisa quanto desejarmos se usar­

mos uma aritmética de precisão suficientemente elevada. E interessante 

observar que o rvalorV exato, de cada componente da solução, é o nume­

ro inteiro 1. 

Exemplo 2 

Sistema linear bem condicionado de ordem 4. 0 programa foi 

processado com size real = 12. A primeira solução supõe inexistên­

cia de erros iniciais. A segunda solução admite que os Irros iniciais 

não superam 0,00005 unidade „ No primeiro caso o erro máximo é da 

ordem de IO""10 e no segundo, da ordem de 10""\ 

Neste exemplo ilustramos que, havendo erro inicial, não é 

possível melhorar indefinidamente a precisão da solução pelo uso de 

uma aritmética de precisão elevada. 
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Exemplo 3 

Sistema linear mal condicionado de ordem 4. 0 programa foi 

processado com size real = 12. A primeira e a segunda solução fo­

ram obtidas nas mesmas condições do exemplo 2. Na primeira solução 

o erro máximo é da ordem de 10 ^ e na segunda, de DO"*". 

Neste exemplo ilustramos que o mal condicionamento do siste­

ma ê automaticamente revelado pela magnituâe do erro máximo cometido. 
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§ 12 - Inversão de Matriz 

Seja A uma matriz de intervalos. Consideremos uma matriz 

numérica Ar cujos elementos (Ar)^^ G ^ij* ^ z e m o a 1 u e Ar P e r ~ 

tence a A ou que Ar está contida em A, 

Suponhamos que toda Ar e A seja inversivel. Consideremos 

a matriz B tal que 

i j = [ ( A f l ) i j I Are A } ( D Bij - L ^ 'ij 

Da continuidade da operação de inversão concluimos que é um 

intervalo. A matriz de intervalos B chama-se inversa de A, sen­

do também indicada por A" 1, 
~ —1 —1 

Portanto, se A r e A, então Ar e A e podemos escrever 

^Ar^lArcr A} Cl A-l 
Proposição 1 

A - 1 è a "menor" matriz de intervalos que contém 

{ Ar" 11 Ar cz A } 

(isto é, se C é matriz de intervalos e C => {Ar""11Ar A}, 

então C 3 A"* 1). 

Demonstraçãoi 

Se C--3 Í A T " 1 ! Arei AL então Ar - 1<= C, donde (Ar - 1). . S <J. . 

para todo A r e A. Logo \ (Ar ). . |Are A I C C. . e por (1) ve 

mos que B. c C ., donde ssgue que A""1 = B<=- C, q.e.d. 

Observação 

A recíproca da proposição 1 não é verdadeira, isto é, nem 

(AT""1 I ArC k] ^ A" 1 
sempre 

Consequentemente, ^ Ar 1 1 Ar ̂  A} não pode ser identificada 

uma matriz de intervalos. Vejamos um exemplo. Seja 
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[ 0 , 0 ] £ 2 , 3 ] 

Então, Ar' •1 _ 
1 

x 

0 

Consideremos Br = 
1 

0 

xz 

1 

1 
2 

1 

e Ar = 

e 

x y 

Lo z 

, -1 -

Br 

Br 

- 1 1 
2 

e A - 1 . 

í 

T 

1 
= Ar""1 e Ar ^ A 

2 

JL. 
4 

2. 

4 
1 

-2— 

[-T" f4-] 

= Ar 

Se utilizássemos a versão do método de G-auss para interva -

103 no cálculo da inversa de uma matriz A de intervalos, obteria -

mos intervalos que não coincidiriam com os intervalos exatos de va 

riação de valores de cada elemento da matriz inversa, ainda que du 

rante os cálculos não fossem cometidos erros de arredondamento. Con 

forme vimos, esta impossibilidade decorre da múltipla ocorrência, 

por exemplo, da variável 

0 método de E.Hansen para inversão de matriz de intervalos 

é uma adaptação de um método de refinamento de matriz inversa nu -

mérica e permite dizer de quanto os extremos de cada intervalo, cal 

culado diferem dos extremos dos intervalos exatos de variação de va 

lores. 

Lema 1 
« 

Seja Er uma matriz numérica e H 11 uma norma qualquer. 

Se UErll < 1 e S r ( m ) = I + Er + Er 2 + ... + E r m (2) 

k-1 então: ( i) S r v u u — > (I-Er)' - para m -» oo 

1 - I|Erl1 (ü ) 
(3) 

Demonstração: 



e (i) (I - E r ) S r ( m ) = I - E r m + 1 , donde I - (I-Er)Sr ( m ) = E r m + 1 

||l-(I-Er)Sr ( m )|| = ||Er^ + 1|| 

Pela propriedade multiplicativa da norma de matriz 

l | E r m + 1 | | ^ !|Er|| m + 1. Portanto, se ||Er||< 1, 

||l-(I-Er)Sr ( m )|| ^ ||Er|| m + 1 0 para m oo 

Como a norma da diferença converge para zero, cada elemento 

de S r ^ converge para o correspondente elemento de (I-Er)" - 1, qed. 

(ii) (I-Er)" 1 - S r ( m ) = (I+Er+Er2+...) - (I+Er+...+Erm) = 

Er m + 1(I +Er+Er
2+...). Daí, ||(I-Er)~ 1-Sr ( m )||=||Er m + 1||.||l+ 

Er +Er
2

+...||. Como ||Er m + 1|| * I|Erl| m + 1 e 

I|l+Er+Er2+...|| ^ 1 + ||Er|| + ||Er||2 + ... = 
1 - I l E r M 

l l ( I - E r ) - 1 - S r ( m ) | l ¿ | | E r | l m + 1 / ( l - l l ^ l l ) , d.e.d. 

concluímos que 

Definição 

Seja Ar uma matriz numérica e B k uma aproximação da matriz 

inversa Ar" da matriz Ar. Matriz resíduo é a matriz E^I-ArB^. 

Processo de refinamento de matriz inversa 

De E k = (I-ArB k) decorre Ar*"1 = B ^ 1 " * 1 ^ ) " 1 

Se I |E k| I < 1, pelo lema 1 S r ( m ) - ( I - B ^ - 1 

Uma aproximação de Ar'"1" melhor do que B k 6 dada por 

\+i - V S r ("° 

Método de refinamento de Segunda Ordem 

Fazendo-se m=l em (4) obtemos 

Bk+i " V
I + Ek> • \ + Vk 

.0 resíduo associado à nova aproximação é E k + 1 = I-ArB k + 1. 

D a í , E k + 1 = I-Ar(B k(I+E k))=I~ArB k-ArB kE k=E k-ArB kE k=(I-ArB k)E k = E 2 

Portanto, I lB k + 1l l " l l ^ l l 2 . 
Se I l E j K 1, a sequencia B k, B k + 1 , converge com o 

Xk. 

quadrado do resíduo. 



Método de refinamento de terceira ordem 

Considerando-se m=2 em (4) resulta 

\+i - V
I+\+I*> - h+ W I + V > 

0 novo resíduo 6 E k + 1 = I - A r 3 k - Ej*. 

De fato, E k + 1 * I-ArfB^I+E^E 2)) 

E k + 1 - I-ArB^d+d-Ar^J+Cl-ArBj^)
2) « 

I-ArB k-ArB k+ArB kArB k - ArB k(I-ArB k)
2 = I-2ArB k+(ArB k)

2-ArB k(I-ArB k)
2 

(I-ArB k)
2 - ArB^I-ArB^.) 2 = (I-ArB k)

2(I-ArB k) = (I-ArB^.)
3 «= E k 

Se l l B ^ I I ^ 1, a sequência ^ t ^ + i » • • •» converge com o cubo 

do resíduo. & 

Métodos de k-ésima ordem 

Usando mais termos do desenvolvimento em série de (I-E^.)"*1 

obtemos, teoricamente, métodos de ordem cada vêz mais elevada. 

Entretanto, devido à ocorrência dos erros de arredondamento 

na execução das operações aritméticas, a precisão na solução apro­

ximada irá depender não apenas de m, mas também da precisão da arit_ 

mética utilizada. 

Por exemplo, no caso do método de refinamento de segunda or­

dem, dado um valor aproximado B k de Ar"
1, a melhoria desta aproxi -

mação, dada por B

k . E k , deve ser calculada com uma aritmética de pre 

cisão maior do que a usada na obtenção de B k # A última etapa do mé 

todo, que dá B j ^ = B k + B k,E k, também deve ser efetuada usando uma 

aritmética de precisão maior. 

Definição 

Seja A uma matriz de intervalos com A. . = Q a . .,b. . 3 • 

Verifica-se que 

IJAll = m a x j ^ max(|a i 3l,|b i ; j|) (5) 

é uma norma. Seja Ar uma matriz numérica e 1 1 Ar* 1 l=max 
i «5 
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Se Ar c A, então ||Ar|| ^ ilA||, por decorrência imediata 

da definição (5). 

Método de Hanaen 

Seja A uma matriz de intervalos e indiquemos seus elemen -

tos A. . por Ca-itb-s -s "2• Seja As uma matriz numérica fixada, per™ 
Í 3 ^3 ^-v 

tencente a A (por exemplo, com seus elementos (As). . = (a. ,+b. . ) / 2 ) 
1 3 3-3 13 

e B uma aproximação da matriz invei^sa As 1 de As. 

Seja Ar uma matriz qualquer pertencente a A . 

Consideremos os resíduos Er=I-ArB e E = I - AB (6) 

Se I jE| I < 1, sendo Er <=. E , | |Er| | < 1 e pelo lema 1 

11 (I-Er) - 1 - Sr<»> 11 ^ I W r 1 ^ l l E l l m + 1 = /O ( 7) 

l-||Er|| 1-llEll ' 

Seja P^ m^ a matriz de intervalos em que todos elementos 

são iguais a C-/°,p3* 

De (7), para todo i e j, (((I-Er)~ 1-Sr^ m^ ^ f> 

isto é, -/O^UI-Er)" 1 - s r ( m ) ) i ; j -/O e portanto, 

((I-Er)" 1 - Sr^ mh i ;j € f> 1, donde a matriz real 

(I-Er)" 1 - Sr ( m )<=. p ( * ) f ou seja, ( I - E r ) " 1 ^ S r ( m ) + P ( m ) . 

Ii/altiplicando-se por B ambos os membros da ultima inclusão obtemos 

Ar" 1 = B(I-Er)" 1 CT B ( S ( m ) + P ( m ) ) (8) 

Tendo em vista que 

Sr ( m )=I+Er+Er 2+. # # +Er
m=( (Er+I)Er+I)Er+. .,+lC ( (E+I)E+I)E+... + I = S ( m 

como decorrência da propriedade de inclusão monotonica das operaçõe 

aritméticas com intervalos^ de (8) vemos que 

Ar" 1 CL B ( S ( m ) + P ( m ) ) (9) 

Portanto (A T" 1 | Ar<= A } CL B ( S ( m ) + P ( m ) ) (10) 

De (10) e da proposição 1, 

A" 1 Cl B ( S ( m ) +• P ( m ) ) C U ) 
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Avaliação do segundo membro de (ll) 

Paremos uso das seguintes abreviações: 

a.r.p.s. = aritmética real (ponto flutuante) truncada em 
precisão simples. 

a.i.p.s. = aritmética de intervalo com arredondamento em pre­
cisão simples» 

a.i.p.d. = aritmética de intervalo com arredondamento em pre­
cisão dupla. 

Considerando B « - I = (((E +I)E +I)E +... +I), escrevemos 

B ( g ( m ) + p(m)j = B + B ( S
( M ) - I + P ( m ) ) (12) 

Diagrama de blocos:para avaliação de (12)t 

-leitura da matriz de intervalos A (a.i.p.s.) 

-Definição de As.com (As)^j =( ai$ + 1°±j(a.r.p.s.) 

-Cálculo de B, usando um método qualquer de inversão numé­
rica, por exemplo, o que envolve o método de eliminação 
de Oauss. (a.r.p.s.) 

-Cálculo de E=I-AB com a.i.p.d., arredondando os resultados 
para precisão simples. 

-Cálculo de ||E|| (a.r.p.s.) 

-Cálculo de um limite superior de /O (a.r.p.s.) 

-Definição de P^ m^ em precisão simples. 

-Cálculo de S ^ - I (a.i.p.s.) 

-Cálculo de ( S ^ - I ) + P ( m ) (a.i.p.s.) 

-Cálculo .de B.(S ( m )-I+P ( m )) (a.i.p.s.) 

-Cálculo de B + B(S ( m )-I + P ( m ) ) (a.i.p.d.) 

Estimativa a priori do erro 

O segundo membro de (10) é uma matriz de intervalos que con­

tém o conjunto de matrizes ^Ar""1 | A r C A } e portanto contém a 

matriz inversa A""*" da matriz de intervalos A. Uma questão importan­

te é responder de quanto diferem os intervalos correspondentes naB 

duas matrizes. Mais precisamente, sendo H uma matriz de intervalos 

B ( s ( m ) + p ( m ) ) = A-l + H | 

qual o maior valor de iH^l ? 

http://As.com


Moore demonstra em Interval Analysis, pg.37, que 

IH i ̂ 8(n+l) 2llB|P (w(A)) 2 

^ l-(n+l)w(A)||B|| ' , 

( 1 3 ) 

A (13) nos diz que cada extremo dos intervalos calcula­

dos estão afetados de um erro proporcional ao quadrado de w(A), 

, ü ondo-se o uso nos cálculos de uma aritmética eoxn preciaão -

.- '•if icientemente elevada. 

0 método de eliminação de Gauss para resolução de um sis­

tema linear dá um método direto para inversão de matriz, "baseado 

na seguinte propriedade: A solução do sistema Ax = b^ é a colu 

na i-ésima da matriz A" 1 inversa da matriz A, sendo o vetor 

definido por (o,o,...,o,l,o,...,o). A subrotina para cálculo da 

inversa chama a subrotina DECMAV e, em seguida, definindo b^ s 

chama a subrotina RSTISV, gerando dessa forma os elementos da ? -

—1 ~ 
ésima coluna da matriz A . A subrotina para inversão, denomi -

nada INVMV encontra-se no apêndice B. 

Apresentaremos a seguir, a título de ilustração, programas 

em FORTRAN para cálculo de uma aproximação da matriz A~^ inver­

sa de uma matriz de intervalos, sendo o primeiro o mé/todo de Han 

sen e o segundo o método direto baseado no processo de elimina *-

A escolha de m em (10) dependei 

- da precisão da aritmética. 

- da magnitude de ||E||. 

Inversão de matriz por um método direto 

i 

ção de Gauss» Para exemplificação consideramos a seguinte matriz 

de intervalos: 

A = 

Co, 9 9 9 , I .OIÇLI C-o,ool , o,oolJ 

0-o,ool , o,oof] £ ° » 9 9 9 , l,olo3 
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PROGRAMA FORTRAN do MÉTODO DE HANSEN 

C N E T C C C ÍF C A N S E N 
CCLELE F R E C I S I C N A C P 6 C > E ü f 7 > 11»AA 
C I N E N S I L N & C 2 > 1 C » 1 1 ) » E ( 2 , 1 C , 1 C ) , E C ( 2 . 1 0 M C ) > E C 2 * 1 0 » 1 C ) . F C 2 > 1 0 , 1 , -

* S ( 2 * i C ' l C ) » / » R ( l C * l C ) * e f i ( l C > 1 0 ) » A * C 2 # 1 0 » l O ) » A C ( 2 * 1 0 ' 1 0 ) * 2 C 2 ) * 

* E C ( 2 , 1 C » 1 C ) 

R E A C ( 5 » l c C ) N » K 

C 

h R l T E ( é > 12? ) 
CC 1C Is 1 > K 
RE A C ( 5 * 1 1 C ) ( A Í 1,1* j ) > A ( 2 # I » 0 ) > j s 1 H ) 

1C h R I T E ( í * i 2C ) ( A ( W I > J ) * A ( 2 > I > J ) * J s l » N ) 
CC 2C 1= 1 » K 

C C 2C w= 
2C A K ( I ' w ) = .«A (2> J> J )/2 • 

h R I T E C é * 131 ) 
C A L L I N V ̂( N » A R » E R ) 
CC 3C 1= 1 , K 
CC 3C 1 
C A L L C EF T N f t ( 1 » 1 ' v ),ER( I , J ) / E R ( I 
B C C l ' I ' * 3 = F ( 11 11 J ) 

) = F ( 2 > r> ,<) 
A C ( 1> I »V ) 5 Í ( 1 # I » 0 ) 

A C ( 2 * I » w ) = A C 2 M > J ) 
CA L L C E F T h C A ( 1 * I * ¿ ) ' E ( l ' I ' j ) ' E ( 2 ' l ' , j ) } 

3C C A L L C E K T N ^ C E C C I M » J ) * E C ( 1 > 1 , J ) , B C ( 2 , I , J > ) 
C C 25 1= 1 ' N 

25 fcRIT£(¿> i 5 2 ) ( e ( i ' i * j ) * e ( 2 ' i ' j ) » j 

C A L L F R \ i n C * » E C » * C ) 

C C 35 1= 1 ^ 
35 152 ) ( E T ( 1* I # J ) » E D C 2 * I*J) 

C C 5C 1= 1 » N 
C C 5C v = 1 >N 
C A L L c e F T N n c A C ( i > i > w ) * E C C i ' i > j ) > e c ( 2 M > o > ) 

¿12 22 = C 
CALL C E F T N C ( Z » ? 2 > Z Z ) 

. CALL SlfcTC(2»£C ( 1» I, w ) ) 
CALL C F F l N C ( E C ( l » I ^ ) , 2 ( l ) W ( 2 ) ) 
G C T C 5C 

• 44 22 = 1 . 
C A L L C E F j N P C 2 , ? / > 2 2 ) 

CALL S l t T C U > t C ( l M , J ) ) 
CALL C E F i N C ( E C ( l , I * u ) * Z ( l ) » 2 C 2 ) ) 

5C C C M I M f c 
C 
C 

CC 55 I = N 

CC 55 
E ( 1» I * v ) r E C (1 * 1 > J ) 
EC2,I,J)=EC(2»I>J) 

55 CALL A R C T 2 ( E ( l . I > 0 i ' E C ( l * I » o ) ) 
C 

^ F U E ( 6 M 3 3 ) 

CC 4 1 1=1,K 
41 V«pnE(6»l52)CE(l»I'c)'E(2*I'J)'J sl'N) 

C 
C 
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S C V A S « C . 

CC 91 I* 1 # N 
I F ( A N R l v A - S C K A S ) 6 C , 7 C * 7 C 

6C A N H > A = S C v A S 
7C S C M S = 0. 

CC 91 J = 1 , N 
I F ^ E S C t ( l » I » o ) ) - / » E S ( E ( 2 # I > j ) ) ) e C # e C # 9 0 

8C S C K A S = S C M S * A B S C E ( 2 » I # J ) ) 
GC TC 91 

9C S C C A S = S C i ^ A S + A E S C E ( l , I , J ) ) 
91 C C N T I M E -

I F ( A N R M - $ C K A S ) 9 2 ' 9 3 > 9 3 
92 A N R H A = SC*/A$ 

93 I F ( A N R f A - l . ) 3 1 C > 3 0 C , 3 C C 
3CC Vs R I T E ( 6 M 5 3 ) A N R M 

S T C F 

31C CC 32C K s l » N 
fcRITEC*M41 ) 
CC 35C I = 1 » N 
CC 35C v = l » N 

35C C A L L C E F T N C ( E C C 1 » I , J ) # A C C 1 # I # J ) » A C ( 2 » I » U J ) 
R C = ( A h R f A * * ( K + l ) ) / ( l , - A N R H A ) 
C A L L A R C T C ( H C ) 
V , F l T E C 6 » i d C ) A M ^ K A # K » R C 
CALL' N F V f F C / I W F ) 
V» F IT E ( 6 M 3 1 ) 
CC 31 1 1 = 1,N 

311 h R l T E < 6 M 5 2 ) < P ( l * I » j > » F ( 2 ' I * j ) » j s l ^ ) 
C A L L N S V ( l w K , E * S ) 
K F I 7 E ( 6 M 3 5 ) 
CC 312 I = 1 » N 

312 h p l T E ( 6 M 5 2 ) ( s C l # I # J ) # s C 2 M * J ) # J * l » N ) 
C A L L S ^ 2 \ , ( N > S » F ) 
W R U E C 6 , J 3« ) 
CC 313 I = 1 , N 

313 h R I T E ( 6 , i 5 2 ) ( S ( l > I » g ) # S ( 2 / I * . j ) » j a l * K ) 
C A L L FR V ( N » S> A ) 
h R I T E ( 6 * i 3 7 ) 
CC 31« I = 1 * N 

3 H h R l T E ( 6 M 5 S ) ( S ( l * I » j ) # S C 2 * I # j ) # j s l » N ) 
C A L L S * 2 v C ( N > e C - # S ) 

CC 3 1 5 1 = 1 ^ 
CC 315 c = l » N 

315 C^LL F C i n ( F C ( l , I , J ) , A A C l > I > J ) ) 
h R I T E < 6 , i 3 5 ) 
CC 316 l 8 l > N 

316 l r \ F l 7 E C 6 M 5 2 ) C A / » t l ' I > J ) » A A C 2 * I * J ) # J a i , | 0 
V k R I T E C 6 M 3 « ) 
CC 32C 1 = 1 4 

3 2 C h R I T E ( 6 M 5 2 ) C B C ( l , I * J ) * B C ( 2 # l , J ) * J a l # K > 
S T C F 

ICC F C B V A 1 C 2 T 2 ) 
H C F C ^ f A T C ^ F 6 .3) 
129 F C F f A T C l V ^ t - ^ A T P n A * / ) 
P C F C F V A T ( l y , 2 F 1 2 . e , A y , 2 F 1 2 . 6 ) 
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131 F C K h ' A 7 C / , l > * e h > / » T R I 2 e > / ) 
1 3 ? F C f i l " A T ( / » l > > 9 ( - M T F I 2 AE J> / ) 
1 3 3 F C K M T ( / , l * > 1 3 h M T R I Z E = I " A E * / ) 
134 F C H " M T ( / , l V , e h M 7 f i ï Z F > / ) 
1 35 F C R N A T ( / , l X , e H M T R I Z S » / > 
136 F C R [ < A T C / , l X > l C P f < A T R I Z S + F > / ) 
137 F C R f A T ( / , 1 > » 1 3 | - M T R I Z E C S + P W ) 
136 F C R M T ( / , l X > 4 2 h M T R I Z I N V E R S A e < S - » F ) + E ( E f D U F I A P R E C I S A 0 ) * / ) 
135 F C R N A T ( / , l V / 3 3 r - f v A T R I Z I N V E R S A S C E F C f i N A C E N T R A C A ) 
I f lC F C R M T ( / , 1 V , 1 2 h N C R M CE E = > F 1C . 6 » 5 X * 2 = , 11 , 5X > 3H R C = » F 12 , « ) 

H I F C R N A T C l t -1 ) 
152 F C H K A T C l x ^ 2 F l 2 . e , i | X * 2 F l 2 . e ) 
153 F C H N A T U x > ' t H A N P r ' A = > E 1 6 . 0 

ENC 

C 9 / 1 4 / 7 C € > 2 3 A K A S R * 3 . 2 fr 6 9 15 7 C O M P I L E R 
C v l N 2fi S E C F C P C C N P I L A T I C N F A S S 
1 3 5 C A R C S AT 2ÇÇ C A R D S F E R M M T E 

1 7 6 6 6 C I G I T S r A T A « 2 C C 4 C C I G I T S C C C E . 

S Y V f c c L T C L I S T I N G FCR F R L G A V > 

L C k ^ C R S h IG I- A C R S TE V P S DATA E A S E C C O E E A S E 
C C 2 c 2 e C 3 9 7 4 C C C 2 C 4 6 CC2CfcC C 1 9 7 C C 

C A L L F C S L E F H C G R A N ' S > 
N A K E A C C R E S S S E G . 

I N V N c 8 ^ 9 7 ¿1 C C I 

C E F I N C 7 3 C 1 C C C I 

C E F U C C é i c e / i C C I 

F R V t C 7 9 16C C C I 

S t E T n C 7 7 7 4 8 C C I 

A R C T ? C 6 e e 7 2 C C I 

A R C T c C 6 9 6 7 C C C I 

^ F V/ C 7 7 1 9 6 C C I 

V S v C 7 4 7 C C C C I 

S C 2 V C 7 3 1 9 C C C I 

F R \ / C 6 1 2 6 2 C C I 

S C 2 Vn C 6 1 1 2 C C C I 

F C I C C 5 C C 3 6 C C I 

R E A L . C 5 2 5 4 8 C C I 

'AR I T E . C 4 5 C 4 6 C C I 

E X F C N . C 3 9 7 4 C C C I 

C O * T N B U C K S R E F E R E N C E D > 

N A r ^ E A C D R E S S 

N C N E 
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EXEMPLO ?. 

N A T R I 2 A 

. 9 5 9 C C C C C 
- . C C 1 C C C C C 

1. c 1 C C C C C C 
. C C 1 C C C C C 

. CC 1 C C C C C . C C 1 C C G C C 
• 9 9 9 C C C C C l . í U C C O O C O 

V M R I Z E 

1 . C C C C C C C C 

. c c c c c c c c 
M A T R I Z Ae 

. 9 9 9 C C C C C 
- . C C 1 C C C C 3 

K A T R I Z E = I " A R 

- . C 1 C 1CCCC 
- . c c i c i c c c 

1 . c c c c c c c c 
. c c c c c c c c 

1 . C 1 C C 4 C C C 
• C C 1 C C C C 1 

. C C 1 C 1 C C C 

. C C I C I C C C 

. c c c c c c c c . c c c c c c c c 
i. c c c e c e e c í . o c c c o c c c 

. C C 1 C C C C 2 . C C 1 C C C 0 2 

. 9 9 9 C C C C C 1 . 0 1 C C 2 0 C C 

. C C I C I C C C 
• C l C l C C C C 

. a c i c i c c c 

. C C I C I C C C 

N M R I Z F 

. C l 1 I C C t**i RC = . C C C 1 2 5 C G 

. C C C 1 2 5 C C 

. C C C 12 5 C C 
. C C C 1 2 5 C C 
. CCC 125CC 

• C C C 1 2 5 C C 
• C C C 1 2 5 C C 

• 0 0 C 1 2 5 C C 
. 0 0 C 1 2 5 C C 

M A T R I Z S 

- . C l C l C C C C 
- . C C I C I C C C 

. C C I C I C C C 

. C C I C I C C C 
. C C I C I C C C 
• C l C l C C C C 

. C C I C I C C C 

. C C I C I C C C 

M A T R I Z S + F 

- . C 1 C 3 C C C C 
- . C C 1 1 1 C C C 

• C C 1 1 4 C G C 
. C C l l ' I C C C 

• C C 1 H C C C 
. C 1 C 3 C C C C 

. C C 1 H O C O 
• C C l l f l O O O 

M T R I 2 F.CS + F ) 

- . C 1 C 3 C C C C 
- . C C 1 1 1 C C C 

, C C 1 11CCC 
• CC 1 14CCC 

- . C C 111 c c c 
- . C 1 0 3 O C C C 

. c c i n c o c • o o i n o c e 
M A T R I Z I N V E R S A 

. ^ S 5 A 2 C C C 
. C C C C C C C C 

SCE F C R ^ A CENTRADA , 
. C C 5 7 3 C C C . C C C C C C C C 
• C C t 14CC1 . S S 5 4 3 C 0 C « 0 C 5 7 3 0 O C 

V A T R I 2 I N V E R S A E ( S + p ) + B C t P L A p R E c I S A C ) 
. 9 É 9 7 C C C C 

- . CC 1 m a 
1 . C C 1 1 6 C C C 

. C C 1 1 1 C C 1 
' . • C C U f l C C l 

. 9 8 9 7 C C C C 
• C C l H C C l 

1 . 0 0 1 1 6 0 0 0 



3-24-

PROGRAMA EM FORTRAN PARA INVERSÃO DE MATRIZ POR UM MÉTODO DIRETO 

DIMENSION A ( 3 # 2 0 # 2 1 ) # K P ( 2 0 ) # B ( 3 # 2 C # 2 1 ) 
1CCC R E A n ( 5 , 2 c C * E N C = 2 C 0 0 ) N 

•rtRI f F.(6,7CC ) 
PC 1 I - 1 * N 
R E A C ( 5 > 3 0 C ) A < 1 » I > 1 ) > A C 3 ' I > 1 ) / A ( 1 > I > 2 ) > A C 3 > I » 2 ) 
A C 2 , I > l ) = M l » I # l ) / 2 . - » A < 3 > I . l ) / 2 . 
A ( 2 , I / 2 ) = A ( l > I » 2 ) / 2 . 4 A ( 3 > I , 2 ) / 2 . 

1 fcRUE(6MCC)(CACK#I#,J>#K«l»3>#J«l#N> 
C A L L I K V M V ( N # A . B ) 
W R I T E ( 6 > P C C ) 
CC 13C I s l , N 
HC 13C w = i »N 

130 C A L L F C U e < l , i > J ) # A U > I , J ) ) 
DC H C sjsljN 
h R l T E ( « M 3 5 > J 
CC H C I>1,N 

14 0 W R I T E C 6 M i l 5 ) A C t # - I ' J > » A C 2 # I » J > # A < 3 # I # J > 
kfiI7E(6>141) 
GC TC 1COC 

2 C C C S T C F 
135 F C R M 7 ( / » 1 X » 6 H C C H J N A » I 5 ) 
M l F C R M 7 C 1 H 1 ) 
145 F C R f A 7 ( / , 2 X # 3 E 1 5 . 6 ) 
2CC F C R M 7 U 2 ) 
3CC F C R M 1 ( 4 F « . 3 > 
4CC F C H M T ( / # 1 X # 6 F 9 . 3 ) 
7CC FCHl^AT (//# 1 X* 11H*ATBI2 DA0A>27M - DADOS COM E R R G S T M C T A I S * / / / ) 
800 F C R M T ( / / , 1 X > 3 1 H M T R I Z IN VERSA - F O R M C E N T R A D A , / / ) 

E N D 

12/C5/7C 9 > 3 * AM ASRI3.2 69157 COMPILER 
0 y l N 9 SEC FOR COMPILATION PASS 
30 CARDS AI 1*7 CARDS PER MINUTE 

25752 ClGlTS CA 7 A• M 7 C DIGITS C O D E . 

SYNEOLIC LISTING FOR PRCGAM 5 

LOW ADRS »-IGH AORS TEMPS 
002011 032266 002056 

DA7A BASE CCnE BASE 
C02092 027796 

CALLED 
NAME 

SUBPROGRAMS 
ADDRESS 
052134 
04525« 
039768 
032266 

SE G• N O . 
INVf V 
FCI 

C01 
0C1 
C01 
C01 

R E A D . 
VsRITE. 

C C f K Q K 
NAt/E 
N O N E 

BLOCKS REFERENCED I 
ADDRESS 
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EXEMPLO 

V A T R I Z O A C * " O A H C S cCv E R R C S I N I C I A I S 

.959 1.CC5 t.ClO -tOOl #000 .001 

-.CC1 .CCC .001 .999 1.005 1.01C 

INVERSA - F C R M C E N T R A D A 

C C U N A 1 

.995556E+CC .99552CE+0C .546151E-02 

.COCCCCE-99 .C0000CE-99 , 1 C C 2 C 2 E - 0 2 

CClljNA 2 

. C C C C C C E ° 9 9 .0CCOC0E-99 .1002C2E-02 

• 995519E4CC .59552CE-»C0 .546C51E-02 

Resultados numéricos 

O resultado numérico dos exemplos que apresentaremos a se­

guir encontram-se no apêndice C e os programas correspondentes no 

apêndice B. O método direto para inversão utiliza a aritmética -

de ternos arredondada e o programa correspondente foi processado 

com size real - 12 , O método de Hansen utiliza a aritmética de 

intervalos arredondada e o programa correspondente foi processa­

do com size real = 6, uma vez que utiliza precisão dupla no pro­

cesso de refinamento. 

Calculamos uma aproximação da matrizuinversa de duas matri 

zes A (exemplo 4) e B (exemplo 5 ) t usando um método direto de in 

versão (exemplos 4-5-6-7) e o método de Hansen (exemplos 8-9-10 

- 1 1 ) , supondo os coeficientes exatos (exemplos 4-5-8-9) e afe­

tados de erros iniciais não superiores a 0,00005,, (exemplos 6-7-

1 0 - 1 1 ) . 
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Comparando-se os resultados numéricos dos exemplos 4 e 5 

(método direto) com os dos exemplos 8 e 9 (método de Hansen), em 

que supusemos os coeficientes exatos, verificamos que o método -

direto pode dar uma solução melhor. De fato, no caso dos exemplos 

4 e 8, a ordem de grandeza do erro máximo cometido no método de 

Hansen é 10~^, enquanto que no método direto é da ordem ÍO"""^. 

No caso da matriz dada nos exemplos 5 e 9 a ordem de grandeza do 

erro máximo ó a mesma, isto é, 10 ^ 

2! interessante observar que a discrepância entre a ordem 

de grandeza do erro máximo cometido no cálculo de uma aproximação 

da matriz inversa das matrizes A (exemplo 4) e B (exemplo 5) , am­

bas matrizes de quarta ordem, resolvidas por um mesmo processo e 

usando mesma precisão na execução das operações aritméticas, nos 

sugere que a matriz B deve ser mal condicionada. 

Coeficientes afetados de erros iniciais 

Os resultados numéricos dos exemplos 6-7 (método direto) 

e 10-11 (método de Hansen) mostram uma pequena melhoria nos 

valores aproximados obtidos pelo método de Hansen. 

De fato, no cálculo de uma aproximação da inversa da ma­

triz A, usando o método direto (exemplo 6) obtivemos um erro má­

ximo * 0,843.0534x1o"4" e usando o método de Hansen (exemplo 10), 

ura erro máximo igual a 0,82928901x1o"4-. Essa diferença, entre­

tanto é maior no caso da matriz B (possivelmente mal condiciona­

da) em que obtivemos para o erro máximo cometido os valores 

0,224570967166x1o1 (exemplo 7) e 0,2552475001x10°Cexemplo 11). 

Eaoolha de m no método de Hansen 

Nos exemplos 10 e 11 calculamos uma aproximação da matriz 
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¥ 

inversa das matrizes A e B, considerando os valores de m de 1 a 6. 

Verificamos que para m £ 4 os valores não se modificaram e que a 

diferença entre os valores correspondentes para m=x3 e ffi=4 ê insig­

nificante, apesar de, no caso da matriz A termos ||E||=0,147175x10" 

e para a matriz B, |)E|| = 0,8290l6xlO~2. 

Pela análise dos resultados é de se esperar que um valor ad€ 

quadro para m é a metade do size real utilizado em precisão simplee 
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§ 13 - Solução de Equações Algébricas 

Introdução 

Seja X um intervalo, g:X 3—R e x e X uma raiz de g(x)=0. 

Escrevendo g(x) = x - f(x), verificamos que x é um ponto fi­

xo da aplicação fs X——3>~R. 

Dado Z q e X suponhamos que se possa construir a sequencia 

*n+l = f M 

Convergência da sequencia (l) 

Uma condição para que a sequência (l) seja convergente para 

a raiz x de g(x)=09 é que a aplicação f seja uma contração, isto é, 

que exista um número real k, o < k < 1, tal que 

|f(x)-f(y)| é kjx-yi (2) 

quaisquer que sejam x,y de X. De fato, se a (2) estiver verificada 

deduz-se facilmente que ix - x̂ J - k^lx - x Ql e como k^lx -x | —*• 0 

para n-—>oo, concluímos que x n > x. 

Lema 1 

Seja f t X = C a pb ] > R. Se f e f são contínuas em X e 

se maxlfíx)! < l ç então f é uma contração, 
xe X 

Demonstração: 

Dados dois pontos quaisquer x e y de X, pelo teorema do valor 

médio existe z, a - x < z < y - " b tal que 

f(x) - f(y) = f*(z)(x - y) 

Tomando-se o módulo e majorando-se |f*(z)| por k=max |f'(x)| 

x e X * 

obtemos lf(x)-f(y)l - k|x - yl, donde decorre que f é uma contra­

ção, pois k < 1 por hipótese, q.e.d. 
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Método de Newton 

Seja g: X = [ a , b ] > R, g e C ^ X ) , x G X uma raiz 

simples de g(x)=0, isto ó, não é" raiz simultaneamente de g e g'. 

Vamos procurar uma particular transformação de g(x)=0 em 

que x = f(x), de modo que f seja uma contração. Pelo lema 1 vi­

mos que f ó uma contração se max |f' (x) | < 1. Observamos que 

se f'(x) = 09 da continuidade de f'(x) resulta |f'(x)| < 1 pa­

ra todo x pertencente a uma vizinhança conveniente de x. 

Consideremos f(x) = x + A(x)g(x) e procuremos determinar 

A(x) de modo que f'(x) - 0, Derivando, 

f'(x) = 1 + A(x)g'(x) + A'(x)g(x) 

Como g(x) - 0 e g 1 (x) ^ 0 resulta A(x) = -l/g*(x). 

Uma função A(x) que satisfaz essa condição 6 A(x)--l/g»(x). 

Portanto, 

f(x) = x - g(x)/g»(x) (3) 

Algoritmo 

Seja x Q um ponto qualquer do intervalo X = Ca,b 2 t x e X 

uma raiz simples de g(x) =0«, 

0 algoritmo d© Hewton, na análise real, para construção da 

sequencia (1) é o seguintes 

s r t arbitrário 
(4) 

^ + 1 * f ( a 5n ) B j n - «(a^/V 

Convergência 

0 método de léwtcm é um método de segunda ordem, isto é, a 

sequência x^ construída pelo algoritmo (4) converge para x qua-

dràticamente, isto é9 - x) = 0(x n - x ) 2 

De fato, seja x^ um ponto qualquer da sequencia e conside­

remos o desenvolvimento de Taylor em torno de x: 

f(x n) - f(x) + (xn-x)f«(x) + 0(x n-x)
2 
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Como f'(x) = 0 e f(x) = x resulta 

xn+i = * + 0 ( V ^ d o n d e ( x * + l "
 = °< xn " 

Contração de Intervalos 

Usaremos o conceito de contração para construir uma sequên­

cia de intervalos que seja convergente ao ponto fixo x de f(x). 

Definicão 

Seja Y um intervalo. A função de intervalos 

G i c?Y ^ cS* 

é uma contração se G(X) CZ X para todo intervalo X de c?y, 

A contração <J se diz uma contração forte de intervalos se 

existe um número real k, o < k < 1, tal que 

w(G(X)) ^ kw(X) 

Proposição 1 

Seja fí I = Ca,b 3 > R, x e X um ponto fixo de f e 

p í c 5 ^ > c? uma extensão de f 

Se F é uma contração forte de intervalos, então a sequência 

Xn+1 = « V 
pode ser construída e converge para x. 

Demonstração x 

Se P ê uma contração de intervalos a sequência X^ pode ser 

construída, pois 

X Q ZD X x =3 X 2 => ... H> X n I D ... 
• 

Se x G X n, então f (x) S f (X n) d F(X n) = X n + r Como 

x = f (x) concluímos que x 6 x

n + i » Portanto, x e X n, qualquer 

que seja o inteiro n. 

Sendo P uma contração forte de intervalos existe k, 
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O < k < 1, tal que w(X n) ^ k nw(X Q). 

Portanto, w(X n) > o para n >oo. 

Seja X n = C a n,b n 3 . Como d(X a, Q x,x ] )=max( C * n-x] , [ b n«x] 

b n - a n = w(X n), por x e C a

n » ^ n n . concluímos que X Q — - > C ^ x ] . 

Método de Newton para Intervalos 

Seja g: X = [[a,b3 > R, x e X uma raiz de g(x) = 0, 

g e C^Cx), g uma função racional, G e G' extensões racionais de 

g e g' , respectivamente. 

A versão ingênua do algoritmo de Newton para intervalos con-

siste simplesmente na substituição em (4) dos números reais por in­

tervalos, dando origem ao seguinte algoritmo: 

X 0 arbitrário, X„ ^ x 
0 0 (5) 

X n + 1 =
 X n * G< Xn>/ G* <Xn> 

Entretanto, esta sequência de intervalos, construída a par­

tir de um X Q arbitrário, X Q + C x J não converge para C.x,x]. 

De fato, sendo w ( X n + 1 ) = w(X n - G(Xn)/G» (X n)) • 

w(X n) + w(G(X n)/G'(X n)) e w(G(Xn)/G« (X n)) > 0, vemos 

que w ( x

n + i ) y w(X n), o que mostra ser impossível a convergência 

dos extremos dos intervalos para a raíz x de g(x). 

Antes de estudarmos uma versão do método de Newton para in­

tervalos que produza uma sequência de intervalos convergente, vere 

mos alguns lemas. 

Lema 2 

Seja X um intervalo, g: X > R uma função racional, 

g G C^(X), x € X uma raíz simples de g(x) = 0 e G 1 uma extensão 

racional de g*. Dado um ponto x de X consideremos o intervalo 

N(X) = x - g(x)/G«(X) 



üma condição necessária e suficiente para que o intervalo 

N(X) esteja definido é que 0 £ G« (X). 

Prova imediata. 

Lema 3 

Seja X um intervalo, g: X - — > R uma função racional,g e C 1(X) 

x S X uma raiz de g(x)=0. G' uma extensão racional de g 1 • Dado um 

ponto x de X, consideremos o intervalo 

N(X) = x - g(x)/G«(X) 

Se 0 ^ G'(X), então x e N(X), 

Demonstração: 

Se x = x resulta N(X) = x. Caso contrário, suponhamos 

x > x e consideremos o intervalo Cx,x3. Da continuidade de 

g* em Cx,x3 e do teoremos do valor médio, existe z e Cx,xH <=• X 
tal que g(x) = g'(z)(x - x). 

Portanto5 x = x - g(x)/g«(z), z s X 

Como g'(z)e g'(X) CZ G'(X), concluímos que x € H(X),por 

serem monotônicas as operações aritméticas com intervalos. (Se G 1 

é uma função de intervalos racional, G' é monotônica). 

No caso x < x a demonstração é semelhante. 

Lema 4 

Seja X um intervalo, g:X »R uma função racional, g e C 1(X 

G« uma extensão racional de g* e 0 £ G'(X), Dado um ponto x de X 

consideremos o intervalo 

N(X) = x - g(x)/G'(X) 

Se N(X) c: X, então existe x e N(X) tal que g(x) =» 0. 

Se ó ^ G« (X), o intervalo G'(X; > o ou G« (X) < o. Su­

ponhamos G' (X) > o e indiquemos G« (X) por [ç,d3. Se g(x) = o, 

o lema está demonstrado. Suponhamos g(x) > o. Para todo x < x, 

aplicando o teorema do valor médio ohtemos 

l 
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g(x) - g(x) = g'(z)(x-x), X < Z < X 

Como c < g'(z) < d, c(x-x) < g(x) - g(x) < d(x-x), donde 

d(x-x) + g(x) < g(x) < c(x-x) + g(x) 

o que significa que a g(x) permanece entre as retas 

y 1 = c(x-x) + g(x) 

y 2 = d(x-x) + g(x) 

para todo x < x, conforme ilustra a figura da página seguinte, 

0 ponto de abcissa x^ onde se anula é obtido resolvendo-

se a equação c(x-x) + g(x) = o f cuja solução é x^ = x - g(x)/c. 0 

ponto Xg em que y 2 = o é calculado de'modo análogo e vale 

x 2 = x - g(x)/d. 

Portanto g(x) = o para algum ponto x do intervalo C x ^ X g l . 

0 intervalo Cx^,x 23 está contido em X como decorrência da 

hipótese N(X) C X. Como x e X e G' (X) é uma extensão monotonica, 

usando o lema 3 concluímos que x S N(X). 

No caso em que G'(X) < o demonstra-se de modo análogo. 

è 

r^ís.I 

X 

> 

^1 / « 

Observação 

Na prática, devido aos erros de arredondamento, obtemos um 

intervalo N^CX) =D N ( X ) . Porém, se ocorrer ^ ( X ) c X , então 

x e N T ( X ) , tendo em vista que N(X) c= N.,(X) <= x. 
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Considerando N: > <} , é interessante observar 

que x não é um ponto fixo de N, a menos que x = x. 

Uma versão do Método de Newton para Intervalos 

Seja X = [] a,b 3 > R uma função racional, g e C^(X), 

x G X uma raiz de g(x) = 0, G' uma extensão racional de g'. 

No método de Newton para números reais 

x - f(x) = x - g(x)/g'(x), xe X. 

Entretanto, aplicando-se o teorema do valor médio para dois 

pontos x e x de X, obtemos para todo x > x 

x = x - g(x)/g' (z), a - x < z < x - b 

Consideremos o intervalo 

N(X) = x - g(x)/G'(X), 0^G'(X) (6) 

Pelo lema 3 a raiz x G N(X). 

0 segundo membro de (6) é o segundo membro de (5) em que se 

substituiu o número real g*(x) pelo intervalo G*(X). 

A igualdade (6) dá origem ao seguinte algoritmo de Newton -

para intervalos: 

X q arbitrário, X Q 3 x 

onde 0 ̂  G' (X^) e o ponto x^ escolhido de uma forma bem definida. 

Escolha de 3 ^ 

Usando-se a aritmética de intervalos arredondada adota-se 

para x^ o ponto médio do intervalo X N (pg. 60 de Interval Analy-

sis, R.E.Moore), 

Entretanto, se for usada a aritmética de ternos arredondada, 

x^ é tomado como o elemento intermediário do terno [x,x,x3 (pg.19 

de Topics in Interval Analysis, E.R.Hansen). Neste caso o proces­

samento do algoritmo (7) gera a sequencia de números reais defini­

da pelo algoritmo (4-) do método de Newton para números reais e es­

ta, conforme vimos, converge quadràticamente para x. 
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Convergência 

Suponhamos que a sequência (7) s e j a cons t ru ída usando-se a 

a r i tmé t i ca de t e rnos . Neste caso a convergência (quadrát ica) des ­

t a sequência de i n t e r v a l o s para a r a i z x de g(x)=0 decorre da 

convergência (quadrát ica) da sequência x n > x . 

De f a t o , a sequência X Q 5. [ x , x 3 se c l (X n , C x , x 1 ) — > O 

para n > 00. Como d ( X n , [ x , x ] ) - w ( X n ) , bas ta provarmos que 

w(X n ) > O para n > 00. 

J á vimos pelo lema 3 que x e X n , qualquer que s e j a n . 

Por outro lado w ( X n + 1 ) = |g» (5^) | , w ( l / G ' ( X n ) ) . 

Supondo-se l / G ' ( X n ) l i m i t a d a , temos w ( l / G » ( X n ) ) - K, K > 0. 

Por tanto , w ( x

n + i ) ~ K» I g í ^ ) ! © como | g ( x n ) | converge 

quadràticamente para zero para n >oo , vemos que 

w ( X n + 1 ) ~ — - > 0 para n > 00 (quadràticamente), q . e . d . 

Programa em FORTRAN do algori tmo de Newton para Ternos 

Para i l u s t r a r o método apresentaremos um programa red ig ido 

na linguagem FORTRAN que u t i l i z a as subrot inas de ternos d e s c r i -

t as nos apêndices A e B . 0 programa c a l c u l a um v a l o r aproximado da rs 

r a i z da equação g (x) = x - ( l - x ) / (3+x ) = 0 no i n t e r v a l o [ J - l , l J e 

onde a mesma possui uma ún ica r a i z s imples . 

Adotamos X Q = C ~ 4 / 1 0 t 4/loZJ e programamos o c á l c u l o de 10 

i t e r a ç õ e s . Veri f icamos,após a 5 a . i t e r a ç ã o , que os resu l t ados se es, 

t ab i l i za ram. A convergência de cada elemento do t e m o é, obviamen­

te quadrát ica . Usando a forma centrada do i n t e r v a l o podemos e s c r e -

v e r : x = 0,29559774 ~ 0,00000001 

2 in te ressan te observar que após a pr imeira i t e r ação r e s u l ­

tou X ^ cji X Q . 
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rrograma do M^todo de Newton para ternoe 

D I M E N S I O N X ( 3 ) , Y < 3 ) , F Y < 3 ) > F L X C 3 ) 
W R T T F ( 6 , 3 0 0 ) 
R F A D ( 5 » 1 0 0 ) X ( 1 ) , X ( 2 ) » X ( 3 ) * M 
N = -l 
0 0 1 0 I s i , M 
N s T - 1 
W R I T E ( 6 * 2 0 0 ) N # X C l > > X ( 2 ) » X ( 3 ) 
C A L L D E F I N ( Y * X ( 2 ) * X ( 2 ) > X ( 2 ) ) 
C A L L F ( Y » F Y ) 
C A L L F L ( X > F L X ) 
C A L L D I V D ( F Y * F L X ) 
C A L L S U R T ( Y , F Y ) 
C A L L 0 E F I N ( X ' Y ( 1 ) * Y ( 2 ) * Y C 3 ) ) 

1 0 C O N T I N U E 
S T O P 

1 0 0 F O R M A T C 3 F 8 . 3 M 3 ) 
2 0 0 F O R M A T C / » I X * I 3 , 3 E 2 0 . B ) 
3 0 0 F 0 R M A T ( / * 1 X * 3 H N > 8 X > 4 H X I N F » 1 6 X > 4 H X I N T , \ 6 X > 4 H X S U P ) 
4 0 0 F 0 R M A T ( 1 X > 3 E 2 0 , 8 , / ) 

ENn 

1 0 / 1 5 / 7 0 9 * 1 ? A M A S R # 3 , 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M T N ? 3 S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 
2 1 C A R D S A T 0 5 2 C A R D S P E R M I N U T E 
35'» D I G I T S D A T A . 8 2 4 D I G I T S C O D E . 

S Y M B O L I C L I S T I N G F O R P R O G A M > 

L O W A D R S H I G H A D R S T E M P S D A T A rjASF C O D F B A S F 
0 0 2 0 5 4 0 0 3 2 2 4 0 0 2 0 5 4 0 0 2 0 7 2 0 0 2 4 0 0 

C A L L E D S U B P R O G R A M S > 
N A M E A D D R E S S S E G . N O . 
O E F I N 0 3 0 9 3 8 0 0 1 
F 0 3 1 1 8 2 0 0 1 
F L 0 2 6 7 4 0 0 0 1 
D I V O 0 2 3 9 4 2 0 0 1 
S U B T 0 1 6 2 1 4 0 0 1 
R F A D . 0 1 0 7 2 4 0 0 1 
W R I T E . 0 0 3 2 2 4 0 0 1 

C O M M O N R L O C K S R E F E R E N C F D i 
N A M E A O O R E S S 
N O N E 
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Subrotina para calcular a função x-(l-x )/(3+x ) 

S ' l R R O U T I N F F ( X » F X ) 
n I M F N S T 0 N X ( 3 ) # F X C 3 ) » Y C 3 ) > Z ( 3 ) » W < 3 ) 

C A M . D E F I N ( Y > X C Î ) P X C ? ) » X ( 3 ) ) 

C A L L P R H Q C Y , X ) 

\ C A L L 0 E F I N ( 7 » l . # l . i l . ) 

C A L L S U B T ( 7 # Y ) 

v. ' C A L L 0 F F I N ( W # 3 . » 3 . # 3 . ) 

C A L L S H M A ( W , Y ) 

C A L L n t V f ) ( 7 » W ) 
C A L L D E F I ^ ( F X * X ( 1 ) . X ( 2 ) » X ( 3 ) ) 

C A L L S U B T ( F X * Z > 
R E T U R N 
E N D 

1 0 / 1 5 / 7 0 9 > 1 ? A M A S P # 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 

0 M T N 12 S E C F H R C O M P I L A T I O N P A S S 

1 4 C A R D S A T 0 6 5 C A R D S P E R M I N U T E 

2 3 6 D T R I T S D A T A . 8 6 4 D I G I T S C O D E . 

Nesta subrotina usa-se a aritmética de ternos arredondada e 

o valor da função calculada no terno X é guardado no terno FX 

Subrotina para circular a função 1 + 8x/(3+x 2) 2. 

SUBROUTINE F L ( V » F L X ) 
D I M F H S I ON X ( 3 ) , F L X ( 3 ) * Y ( 3 ) * 7. ( 3 ) » H ( 3 ) 
CALL D E F I N ( F L X , 1 9 p 1 
CAM- DF.FIN(Y'X(1)»X(2>»XC3).) 
CALL DFFlN(Z>fl.p8(>*8. ) 
CALL D F F l N f W > 3 , # 3 « > 3 . ) 
CALL PR0DC7»X) 
CA! L PROD(Y* X ) 
CALL SDMACiOY) 
CALL PRODCWpW) 
C A M , D I V D ( 7 » W ) 
CALL S D M A ( F L X P ? ) 
RETURN 
E N D 

1 0 / 1 5 / 7 0 9 > 1 2 A M A S R # 3 . 2 6 9 1 5 7 COMPILER 
0 M T N 7 SEC FOR COM P I L A T I O N PASS 
1 5 CARDS AT 1 1 3 CARDS PER MINUTE 
2 7 ? D I G I T S DATA. 7 4 2 DIGITS C O D E . 

Nesta subrotina usa-se a aritmética de ternos arredondada. 

O valor da função calculada no terno X é guardado no terno FLX 

2 2 

Observamos que esta função é a derivada de x-(l-x )/(3+x ). ^ 
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X U f - K I M X S L P 

. t C C o C C C C E + C O o 0 0 C C C 0 C C E a 9 9 . 4 0 0 0 C 0 0 0 E + 0 0 

. 2 3 f i 6 4 Ç e C E + C 0 « 3 3 3 3 3 3 3 3 E + 0 0 • 5 5 2 5 5 9 4 8 E + G 0 

• 2 9 2 7 9 7 9 3 E + C C » 2 9 6 0 0 0 C O E + 0 0 . 3 0 1 0 0 6 1 3 E + 0 0 

- 2 Ç 5 5 Ç é ? 6 E 4 C O o 2 9 5 5 9 7 7 e E + C 0 . 2 9 5 5 9 9 2 5 E + 0 0 

• 2 9 5 « i Ç 7 7 3 E * C 0 . 2 9 5 5 9 7 7 3 E + 0 C • 2 9 5 5 9 7 7 6 E + 0 0 

. 2 9 5 5 5 7 7 3 E + C C « 2 9 5 5 9 7 7 3 E + C C 9 2 9 5 5 9 7 7 5 E + 0 0 

• 2 5 5 5 9 7 7 3 E - » C 0 . 2 9 5 5 9 7 7 3 E + 0 0 o 2 9 5 5 9 7 7 5 E + 0 0 

• 2 Ç 5 5 5 7 7 3 E + C C « 2 9 5 5 9 7 7 3 E + C O » 2 9 5 5 9 7 7 5 E + 0 0 

• 2 Ç 5 5 9 7 7 3 E + C C • 2 9 5 5 9 7 7 3 E + 0 C « 2 9 5 5 9 7 7 5 E + 0 0 

• 2 9 5 5 Ç 7 7 3 E + C 0 • 2 9 5 5 9 7 7 3 E + C C • 2 9 5 5 9 7 7 5 E + C 0 

. 2 9 5 5 9 7 7 3 E + C 0 . 2 9 5 5 9 7 7 3 E + C C • 2 9 5 5 9 7 7 5 E + C 0 
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Método de Newton Generalizado 

Seja g; X = £ a f b 3 > R uma função racional, g £ (^(X), 

x £ X uma rala simples de g(x) = 0, G' uma extensão racional de 

g». Para cada Y de «?j vamos escolher um ponto y de uma maneira 

"bem definida, conforme seja usada na computação a aritmética de in­

tervalo ou a aritmética de terno, Consideremos a função de inter -

valo Ns ^ tal que para todo Y de <7X 

N(Y) = y ~ g(y)/G«(Y), 0 ^ G'(Y) 

0 algoritmo do método de Newton Generalizado consiste em de­

finir a sequência de intervalos da "seguinte forma» 

X arbitrário, X^ 3 x 
° 0 (8) 

V i • N < v n *n 

A aplicação I: c^ x > c? ,em que T(Y) = N(Y) f) Y pa-

ra todo Y de c? j é, pela própria definição, uma contração. Pode-se 

provar que se w(X) é suficientemente pequeno a aplicação T é uma 

contração forte e, portanto, pela proposição 1, a sequência X n con­

verge para Cx,xJ. 

A proposição 2, que veremos a seguir, além de mostrar que a 

sequência X^ converge, dá uma medida dessa convergência. 

Proposição 2 

Se w(X Q) for suficientemente pequeno, a sequência (8) do mé­

todo de Newton Generalizado converge quadràticamente para x, isto é, 

existe um número K > 0, tal que w(X^ + 1) - K(w(X n))
2. 

Demonstração 

Seja Z um intervalo contido em X e consideremos x € Z ç © 

N(Z) = x - g(x)/G'(Z) 
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Como o £ Gr* (Z) podemoa supor, sem perda de generalidade, 

G'(Z) > o, para todo Z c X, 

Vejamos antes que as relações (9) e (lO),expostas a seguir, 

são verdadeiras. 

lg (g) l á lG'(Z)l.w(Z) (9) 

Seja Z = Cx^ 9x 2l Cl X, x, x 6 Z. Supondo x + x, consi -

deremos x < x. Pelo teorema do valor médio 

g(x) - g(x) = g 9 (z)(x-x), x < z < x 

Como g(x) = o, |g(x)| = |g'(z)\.|x-x| 

Estando [x-xj d Z, x-x - Xg - x^ = w(Z), donde 

l g ( x ) | * lg'(z)|.w(Z) 

Por outro lado, para todo z de Z, g*(z) e g'(Z) Cl G'(Z), e 

portanto, lg'(z)| - max |g'(z)| - \d%(Z)|. Substituindo esta majo-
z Z 

ração na igualdade precedente temos 

|g(x)| * |G«(Z)|0w(Z) 

G(Z) d G(x) + K £C-w(Z),w(Z) 2 (10) 

onde supomos G extensão de g, x e Z d X. Pelo corolário 4.1 (§6 

do Cap.l) temos w(G(Z)) ^K^w(Z) 0 Daqui vemos que 

G(Z)d CG(x)-K 1w(Z) 9 G(X)+K 1W(Z) 1 * G(x) + %C-w(Z),w(Z) 1 

Aplicando o resultado (10) para a função de intervalos con -

tínua G'£) e x = x, obtemos * 

G'(Z)C:G'(X) + K 1 C - W ( Z ) 9 W ( Z ) Q (11) 

Da definição de N ( Z ) , de (11) e da propriedade monotonica das 

operações aritméticas com intervalos resulta 

U(Z) C x - g(x)/(G« C2) + K LC-w(Z),w(Z) 1) (12) 

Para w(Z) suficientemente pequeno podemos admitir que 

Gi(x) - EjwU) > o, uma vez que supusemos &• (x) > o. De (12) decorro 

w(N(Z)) * lg(x)|.w(l/(G'(x) + K1[]-w(Z),w(zD ) W > 
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C o m o _ L _ _ - [ 1 , 1 ] 
G t (x)+K 1C -w(Z),w(Z) 3 G'(x)+K 1w(Z) G'(x)-K 1 w(Z) 

w ( l / ( G ' ( X ) ^ n - w ( Z ) , w ( Z ) 3 ) = 2 K l w ( Z > 
f2 ^ 2 , Í V W Z (G'(X)T - K£(w(Z)V 

Substituindo em (13) 
, / Z l ^ ( 5 ) | . 2 K ^ w ( Z ) ( 1 s 

w(N(Z)) * i K ± * J 

(G1 ( x ) ) 2 - 4(w(Z)) 2 

Substituindo (9) em (14) 

w(N(Z)) * ± V J O ; 

(G* ( x ) ) 2 - 4 ( w ( Z ) ) 2 

De (11 ) , |G«(Z)| ^ G' (x) + ^ ( Z ) , tendo em v i s t a que 

G'(3c) + ICjW(Z) é" p o s i t i v o . Substituindo em (15) obtemos 

w(N(Z)) 2 M G ' ( x ) +Kw(Z)) j . ( w ( z ) ) 2 f ( l 6 ) 

( G ' ( x ) ) 2 - K | ( w ( Z ) ) 2 

Como a parcela entre chaves va le 

2 K L 2K?.w(Z). 1 + K ^ w ^ / G » (x) 

G ' ( G ' ( x ) ) 2 - K^Í^CZ)) 2 

se w(Z) fo r suficientemente pequeno podemos majorar a segunda 

parcela do segundo membro de (17) por 

2 K 1 , 2 K 1 W < Z > < J f l _ + 1 (18) 
G' (x) (G«(x) ) 2 G«(x) 

Substituindo (18) em (17) e (17) em (16), r e s u l t a 

G' (x) 

sendo K ^ 2K^/G' (x) + 1 

Dados dois in te rva los quaisquer S e K com SÍ)B. $ $f temos 

w(S O R) - min(w(S),w(R)). Eacolhendo-se o in te rva lo i n i -
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ciai X Q, suficientemente pequeno, de modo que a desigualdade (19) 

seja válida para o mesmo, teremos f 

w(N(Xo)n X o) £ K.(w(Xo))
2 (20> 

Considerando a sequência X a + 1 definida por NpÉ^)/) X ^ 

para a qual X^^ C Z X^, temos 

™(\+±) = w(N(Xn)0Xn) ^ w(N(Xn)) (21) 

Finalmente, de (19) e (21), deduzimos, por indução finita, 

que w(X n + 1) ^ M w ^ ) ) 2 , q.e.d. 

Projscrãma.jem FORTRAN do Método de Newton Generalizado 

Para ilustrar o método de Newton Generalizado apresentamos 

um programa redigido em FORTRAN que utiliza as subrotinas de ter­

nos descritas nos apêndices A e B, para calcular um valor aproxi­

mado da raiz da equação g(x) = x/(l+|x|), cuja única solução é 

obviamente x=0 o Temos g* (x) = 1/(1+ |x|) e adotamos o terno ini­

cial X Q = C-7, 4711, 2479211, 

Neste exemplo X Q foi escolhido de modo que a convergência 

não fosse rápida; o método de Newton para números reais é sempre 

divergente para jxQ| - 1. Observamos que para n=o(l)l3 a con­

vergência é linear, tornando-se em seguida quadrática, até n =17, 

quando diminui a velocidade de convergência por influência dos er­

ros de arredondamento, Para n=l8 x torna-se zero por underflow, 

Para n= 19, x eexx correspondem ao valor exato. 



Programa do Método de Newton Generalizado para ternas 

niKF.NSICk *(3>#t<3>#FY<3>#FLX(3>#Zf3> 
N R I T E C f m C l 
RE«C(5'5C>k(l>»k<2)'kC3>'»' 
CC 1C 
N = I-1 
WRnEC6«éC>N»k<n»kC2>»kC3) 4 

CALL CEFlK(Y»k(2>»kC2)«k<2}> 
CALL F ( Y , F V ) 
CALL FL(X#FL») 
CALL CIVC<FY#FU> 
CALL St.'BTÍ»#FV) 
CALL I M ! M V » k » Z » K ) 
IFCK-1 )4C « U » 4 C 

1C KRI7E(6*?C>I 
STCF 

4C CALL CEFlN(k*Z(l>»ZC2)»Z(3)) > 
STCF 

5C FCRMT<3r7,C»I2> 
6C FCRf AT</*|kM3»E22*«'2E2C#fl> 
7C FCRf AT(/»l)i»27fclNTERSECCAG NAC CEFIMCA NA# I2»t5H*E$IpA ITERACAQ) 
60 FCRVAT</,|*#3H N»10k*4t<kINF>16k*4fekUTM6)(»4»XSUP«/) 

ENO 

1C/15/7C 1CM« ftM ASRI3.2 , «9157 COMPILER 
0 vlN 9 SEC FOR t C C P l L M l O f c PASS , 
23 CARDS AT 151 CAROS PER M M 1 E 
506 CIGITS R A Í A , 1004 DIGITS CQCE. 

SYMBOLIC LISTING FOR PRCGAf i 
ti m LC*» AORS H 6 H *ORS TE*PS OAT A BASE CCoE BASE 

C02Q5* 003556 002054 002072 002532 
CALLEO S L E F F C C P A ^ S l 
NAME ADDRESS S E C . N C 
C E F U C26C74 COI 
F 034270 001 
FL 02«116 001 
CIVC C36318 COI 
SL6I cie34a 001 
I N T U 016546 001 
RE AC, 
WRITE. 

o u e s é COI RE AC, 
WRITE. 003556 001 
CCXPCN BLOCKS REFERENCED * 
NAVE ADDRESS 
NCNE 
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Subrotina para calcular a função 1/(1+¡xj^ 

SLRRCLTlKE F L ( X , F L X ) 

D I M E N S I O N X ( 3 ) , F L X ( 3 ) , Y C 3 ) , V A X ( 3 ) 
C A L L C E F T N ( Y > 1 . > 1 . > 1 . ) 
C A L L C E F T N ( F L X , 1 . M , M . ) 
C A L L V A E | N ( X * V A X > 

C A L L S C M A C Y / V A X ) 

C A L L P R L n ( V , Y ) 
I F < S I N A L ( Y ) ) 2 C , 1 C * 2 C 

10 V > R I T E C 6 M C C ) Y 
S7CF 

20 C A L L C I V D ( F L X Í Y ) 

R E T U R N 

I C O F C H M T U ) ( # 2 H Y » » E 1 5 . f l # 2 C h D l V I S A 0 D E F I N I D A ) 
E N D 

K / 1 5 / 7 C 1 C > 1 ¿1 A M A S R # 3 . 2 69 157 C O M P I L E R 
0 M N 1C S F C F G H C O M P I L A T I O N " P A S S 
15 C A P C S A T Cfi4 C A R D S P E R M I N U T E 
266 D I G I T S R A T A o 52C D I G I T S C O C E . 

Nesta subrotina usamos aritmética de ternos arredondada, 

O valor da função no terno X é guardado no terno PLX 

Obsc'vamos que esta função é a derivada de x/(l+|x|) 

Subrotina para calcular a função x/(l+|x|) 

S 1 6 R C I T H E F ( X # F X ) 

DIMENSION V(3)»FXC3)/>Y(3)'VAX(3) 
CALL OFF IN(Y,1 1 .> 1 , ) 
CALL V A 6 l N ( X , V A X ) 
CALL S C M A C Y J V A X ) 

CALL D E F I N ( F X * X ( 1 )'X (2 ); X ( 3 ) ) 
IFCSINAL(Y) )20# 1C*2C 

1C hRlTE(6,lCC)Y 
STCF 

2C CALL D I V D ( F X # Y ) 
RETLRN 

I C C F C R M A T ( l y , 2 h Y B ' E 1 5 9 8 » 2 C H D l V l S A C NAG C E F I M DA ) 
ENC 

1C/15/7C 1C>1A A M ASR*3.2 69157 COMPILER 
C MIN fi SF-C FOR COMPILATION PASS 
15 CARDS AT 111 CARDS PER M l M T E 
216 DIGITS DATA. 660 DIGITS C O D E . 

Nesta subrotina usamos aritmética de temos arredondada 

0 valor da função no terno X é* guardado no terno FX„ 
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X'tNF ' XINT .'SUP 

0 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . 4 7 U O 0 0 O F + 04 • ? 4 7 9 ? i n 0 i > 0 6 

1 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 • 2 3 5 1 5 0 0 1 E + 0 4 «471O0O03E+O4 

2 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . 1 1 7 1 7 5 0 3 E + 0 4 . 2 3 5 0 5 0 0 6 E + 0 4 

3 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . 5 8 1 8 7 5 6 0 E + 0 3 , l Í 7 0 7 5 1 ? r + 0 4 

4 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . . 2 8 6 9 3 8 6 6 E + 0 3 . 5 8 0 8 7 7 3 2 F + 0 3 

5 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . 13947107E + 03 , 2 8 5 9 4 2 1 4 F + 0 3 

6 " . 7 O 0 0 0 O 0 O E + 0 1 - . 6 5 7 3 9 0 9 5 E + 02 . 1 3847819F + 03 

7 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 , . 2 8 8 7 7 0 3 9 E + 0 2 . 6 A 7 5 4 0 7 9 F + 0 2 

8 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . 1 0 4 5 5 2 5 5 E + 0 2 . 2 7 9 1 0 5 1 0 F + 0 2 

9 - . 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . 1 2 7 1 2 7 5 6 E + 0 1 . 9 5 4 2 5 5 1 2 F + 0 1 

10 " „ 7 0 0 0 0 0 0 0 E + 0 1 . - . 3 1 4 4 2 2 1 A E + 0 1 ' . 7 1 l 5 5 6 f l 3 F + 0 0 

11 - . 2 3 8 5 5 2 1 5 E + 01' - . 8 3 6 9 8 2 3 0 E + 0 0 • 7 1 1 5 5 6 8 3 F + 0 0 

12 38135336E + 00 . 1 6 5 1 0 1 7 3 E + 0 0 . 7 1 1 5 5 6 8 3 F + 0 0 

13 31855176E + 00 1 4 7 5 7 7 9 4 E + 0 0 . 2 3 3 9 5 8 9 0 F - 0 1 

14 - . 1 8 9 7 R 4 6 0 E - 0 1 . 2 2 0 8 7 1 5 0 E - Ö 2 . 2 3 3 9 5 8 9 0 F - 0 1 

15 1 0 4 5 5 8 9 0 E - 0 3 - . 4 9 8 4 5 5 0 0 E " 0 4 , 4 8 6 7 9 0 0 0 r - 0 5 

16 - . ? 4 R « 0 0 0 n E - 0 8 • 3 9 7 2 5 0 0 0 E - 0 8 . 1 0 4 3 3 0 0 0 F - 0 7 

17 1 2 0 0 0 0 0 0 E - 1 4 - . 4 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 5 , 4 0 0 0 0 0 0 0 r - 1 5 

18 •OO0OOÜO0E-99 . 6 5 0 0 0 0 0 0 F > 2 2 . 1 3 0 0 0 0 0 0 F - 2 1 

19 t 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 . n 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 .00OOO0OOF-99 



Capitulo 4 
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PROBLEMA DE VALORES INICIAIS EM EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 

ORDINÁRIAS 

§ 14 - Um método de Primeira Ordem 

Definição 

Um sistema de equações diferenciais ordinárias de primei­

ra ordem é um sistema da forma 

y£ = ̂ (x.y^yg,...,y m) (1=1,2,...,m) (l) 

onde as funções f i são supostas definidas na região x Q - x - a e 

-oo < y A < oo (i=l,2,...,m) 

A m-upla de funções y ^ x ) , y 2(x),... ,y m(
x) definidas e di­

ferenciáveis no intervalos C x 0 »
a D satisfaça identicamente 

em x a relação (l) é chamada solução do sistema. 

O problema de achar uma solução do sistema que satisfaça a 

determinadas condições iniciais 

onde y^ Q são constantes, é denominado "problema de valores iniciais, 

Notação Vetorial 

Considerando as seguintes representações» 

y = (y 1,y 2t • »y m) 

y' = (yi,y 2»«..,y m) 

f = (f^,f 2,...,f m) 

y o ^ yol' yo2»'' * *yom^ 
i 

podemos reescrever o problema (l)-(2) sob a forma vetorial 

y' = f (x,y) 
y < x

0 ) =-y 0 

(3) 
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sendo f í üxQ,&2 * R m > 

Supomos o espaço vetorial R m dotado de uma normal || |\0 

Equações Diferenciais Ordinárias de Ordem n 

Uma equação diferencial ordinária de ordem n, qualquer que 

seja o inteiro n ^ 2 , pode ser reduzida à forma (3) mediante in 

trodução de variáveis auxiliares» •> 

Consideremos o problema com valores iniciais 

z ( n ) = g(x fz, Z',z" 

«U0> - ?! 
z(xx) = z2 

* 

(m-l)/ \ 

Mediante as substituições = z^~^ (i=l,2,... ,m) e 

convencionando-se z^0^ = z, obtemos o sistema: 

Y{ - y 2 

7%

2 - y 3 

7 i ~ g(x>y1,y2>...,yn) 

com y i(x Q) = z A (i=l,2,...,n) 

Sistema autônomo 

Um sistema de equações diferenciais ordinárias se1diz autô­

nomo se a função f em (3) nao depender explicitamente de x. Subs -

tituindo-se x por y m +^ em (3) transformamos o sistema (3) não 

autônomo de m equações no seguinte sistema autônomo de (m+1) equa­

ções % 

., Ji !' fi (J r»tl> yl'-' 1 ,i ) ( 1 = 1 , 2 , . , . , m ) 

INSTITUTO DE A.„.v: -
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eatlsfazendo a y i(x 0) « y ± 0 (1=1,2 ,0 0« ,m) e 7 m + 1 ( x 0 ) = x Q. 

Proposição 1 

Sejam B^ = Ca^b^ J , a^ < b^ (j=l,2,... ,m) X>= [ x ^ a ] , 

x Q < a, B = [ x o , a ] x x Bg x x B m, f (x,y) uma função de­

finida e contínua em D f Z) B, satisfazendo em D f à condição de 

tipchitz . 
||f(xpy)-f(xty)|| á K f||y-y|| " ( 5) 

Se y^ 0 cai no interior de e se x s é tal que 

' yjo + ( x * " x

0

) f ^ x » y ) e B j < 6) 

para todo (x,y) G B, então existe uma única solução do problema (3 

em D = C x o 9 x
s 3 x B i x B 2 x 0 ° 0 x B m 

Existe sempre x 2

5 x < x 2 2 < a s satisfazendo à condição (6) 

m e U são tais que f"(B) = { f (x,y) | (x,y) <= B ] C P ( B ) = C m yM 3 

Método de Primeira Ordem para Intervalos 

Introdução 

Suponhamos que o segundo membro de (l) sejam funções de in­

tervalos, definidas em 

satisfazendo*às seguintes condições para j=l,2,...,m: 
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(a) F. é* contínua e é uma extensão de f 

(b) F. é monotonica. 
u 

(c) Existe um mímero real positivo Kp tal que 

w(P á(X,T l f... fY n)) á Kpw(X,Y) 

onde X c: Cx Q,aI], Y ^ c e 

w(X,Y) = max{w(X) fw(Y 1),...,w(Y m)} 

Observação 

(D 

Se F = (F-^,F2, • • • »^ m) é uma função de intervalos racional 

em Dp e sua restrição real ê a função f = (f l ff 2,..•,f m) defini­

da em B, então as condições (a),(b) e (c), acima descritas, es -

tão satisfeitas pela F. 

(II) 

As condições (a),(b) e (c) implicam a condição (5). 

De fato, seja Y^ = Cc^d^J 0=1,2,... ,m) e Y = Ce,dl 

com c = (c-^jCgf •. • » c

m ) e d = (d-^,d2,... , d m ) . Suponhamos que 

w(F..(X,Y)) =" Kp max{w(X),w(Y)} Então, w(F..(x,Y)) = Kpw(Y) pa-

ra todo real x e £x 0,&3. De (a) vemos que f .(x,y) G F.(x,Y), pa 

ra todo y de Y. Consideremos os pontos c e d de Y. De (b) resul 

ta fá(x,c) - f^(x,d) — F^(x,Y) - F^(x,Y). Como C z,w 1-C z,w H 

C-l,l3w(C Z,wJ), |f;j(x,c)-f;j(x,d)| =̂  w(F..(x,Y)) ^ 

Kp . maxjw(x) ,w(Y)} Sendo max ̂ w(x) ,w (Y)} = w(Y) = 

max|w(Y 1),w(Y 2), #..,w(Y m)} = max | ld ] L-c 1l, lçl2-o2l,..., 1<VCIJ } = 

l|c-dll, concluímos que |f ..(x,c)-f ̂ (x,d) | ^Kpllc-d|| 

Daí, ||f'(x,c)-f(x,d)|| = max|f,(x,c)-f .(x,d)| ^Kpllo-dll (7) 

í 3 3 
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(III) 

Determinação de X* = Cx fX^J. 

Se y. Ç= Y. cl B. (pròpiamente contido), então a equação 

YJo + <x*-*o>VB) " B j 

possui uma solução X* com w(X^) > 0 (j=l,2,... ,m) 

SejaX*= Cx 0,ainxf 0 X* 0.,JxJ = C x ^ U . 

Por exemplo, se m=l, calculamos o intervalo X* resolvendo 

a equação Y Q + (X* -X Q)P ; L(B) = B ^ e, em seguida, considerando 
X = Cx 0,al (1 X*. 

Descrição do Método de Primeira Ordem para Intervalos 

Dado um inteiro positivo n, seja h = w(Xx)/n e considere­

mos para cada i (i=l,2,,.,,n) 

X i = xo + = + * 

\ = \ ^ + C0,lJhF(B) = Y ^ + S 

Y i " Yi-1 + x*lx±'\) 

onde D j L = ^ l i . ^ i " - - ^ ! ^ ^ y i

= :(yii»y2i»--"ymi ) e 

y 0

 = (yio'y2o»""y m o). 

A relação de recorrência (8) expressa a versão para inter­

valos do método de primeira ordem para equaçõeo diferenciais. 
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Observaçêío 

Seja y solução do problema (3) f então y(x)e Y i para todo 

x G- X,. De fato, a solução y satisfaz à equação 
x 

y(x) = y U i - x ) + /f(t ty(t))dt, x <= X ± 

xi-l 

Portanto, x 

(x-x i_ 1)min f(x,y) ^ J"f (t,y(t))dt ^ (x-x^Jmax f(x,y) 

X ± x b i

 xi-l X ± x b i 

donde ( x - x ^ ^ £ minf (x,y) ,maxf (x,y) J d (x-x j L_ 1)F(X i,b ±) 

Portanto, y(x) G Y ± ^ + . ( x ^ - x ^ F U ^ K ) (8«) 

ou y(x) e Y i - ] L + (x-x^mx^Y^-j + C 0,1 ̂ hF(B) )CL Y ± 

Lema 1 

Seja z n (n=o,l,2,•••) uma sequência numérica tal que 

A e B constantes não negativas, independentes de n. 

Então, |znl ^ A nIz o1 + A * " 1.B 
A — 1 

A demonstração se faz por indução completa. 

Convergência 

Vimos que y(x) € Y^ para todo x e X^; Desejamos mostrar 

que esse intervalo converge para y(x) à medida que se aumenta o 

número àe subdivisões do intervalo X . Para isto basta mostrarmos 

que wCY^ > 0 para n ^oo. Substituindo x=x i em (8') e 

calculando W C Y ^ , obtemos» 

w(Y ±) = w(Y i - : L) + h w C F C X ^ Y ^ + S)) 
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w(Y i) - w(Y i_ 1) + hlCp .max(h,w(Yi-:L + S)). 

Porém, w C Y ^ + S) = w í Y ^ ) + hc, sendo c=w( | 0,1 |.P(B)). 

Dal, w(Y i) ̂  w(Y i_ 1) + hKp max (hjwU^) t oh) 

Como max ̂  (hjWÍY^^) + ch)} = w í Y ^ ^ + max(c,l).h, temoa 

w ^ ) ^ (l+hK p)w(Y i_ 1) + maxíc.D.h
2.!^ 

Tendo em vista que w(Y o)=w(y Q)=0, aplicando o lema 1,obtemos 

W ( Y ± ) á{í2^iÍ^}niax(c,l).h
2.K F = [ ( i ^ ) ^ } m a x ( C f l ) h 

Para h. suficientemente pequeno, decorre da expansão em série 

de Taylor de e que 1 + hKp < e . Substituindo i por 

(x.j-xo)/h. obtemos 

y K- , (X. - X ) 
w(Y i) á max(c,l)(e

T 1 0 - l).h 

Finalmente# tendo em vista que h = w(X*)/n, vemos que exis­

te uma constante K tal que 

w(Y ±) ^ K/n 

Portanto, w(Y^) > 0 para n 5». 0 0 , q.e.d. 

Ilustração do método 

Seja y« = y 2, y(0)=l, G(Y) = Y 2 a extensão de y 2. A fim de 

conservarmos a notação usada definiremos P(X,Y) = G-(Y). Então 

— <3~£ O f a ]
x ^ B ' sendo f a restrição de P a B = Co,aJ x B 1 # 

Supomos que B^ é um intervalo não degenerado que contém em 

seu interior o valor inicial y(0) = 1 e que a > 0. Sendo P uma 

função de intervalos racional, então as condições (a), (b) e (c) 

estão verificadas. Temos P(B) = P(Qo,a3,B 1) = B
2. X* é so -

36 2 
lução da equação 1 + x i « B i = B ^ 

Como x Q = 0, 0 e X* e para todo x de X* = Co,a3 f] X* 
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o problema tem solução única (Proposição 1) 

Determinação de X* (Ilustração geométrica) 

Ilustração geométrica da construção de Y.(x) 

i 

X=&.'Al-
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Exemplo numérico 

Seja B^ = C-J- t 2 3 e a= 1 

Determinação de x* 

1 + x£ C-|-.0 = C-y-»23» donde 

= C-j-,2 3 - 1 - C- -§-, lD 

Seja X^ = Cc,d3 Como O € x j , temos c < 0 < d e 

Cc , d 3.C^ - ç 2 j = Cl4c,4d3 = O -j-, 1 3 

onde c = -j-} e d = l/4 

Resulta 2* = C -|0 e X* = £ - _ 1 J , Q ) , l 3 

- Co, 3 

Programa em FORTRAN 

Para .ilustração apresentamos um programa redigido em FORTRAN, 

que usa a aritmética de ternos arredondada. As principais etapas do 

programa são: 

-Leitura dos dados (N,X,Y,B1,XSTR) 

N = 10, número de subdivisões do intervalo X* 

X = 0, valor inióÊial de x.̂  

Y = C 1 , 1 , 1 3» valor da condição inicial y(0)=l 

Bl= Co r 333 2,333 2,0003 

XSTR = X* = CO,000 0,125 0,2503 

-Calcula li 

-Calcula S 

-Imprime a solução ( n x y(x) ) 

* -Incrementa X do passo h 

-Calcula h.F(B) 

-Calcula y = y + hF(y+S) 

-Retorna à etapa de impressão, repetindo n vezes esta rotina, 

A função F(B) é calculado através de uma subrotina. 
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Método de Primeira Ordem para Intervalos (Wwsr ± ) 

C I C E N S I C N X ( 3 ) » Y C 3 ) > E C 3 ) , E 1 C 3 ) > X S T R < 3 ) * H ( 3 ) > S ( 3 > , A B < 3 > » F B C 3 ) > B B C 3 ) 
k R I T E ( 6 , 3 C C ) 
R E A C C 5 * 1C C ) N > > » > ' E 1 > X S T R 
F = C X S T R ( 3 ) - X S T R ( 1 ) ) / F L C A T ( N - 1 ) 
C A L L C E F I N f h , P , F , P ) 
Z = C . 
T = C.5 
I = 1. 
C A L L 
C A L L 
C A L L 
C A L L • 
DC 1C 
II = 1-

1C 

ICC 
2 C C 
3CC 

C E F I N ( S , 2 > T > 1 ) 
F R C C C S ^ H ) 
F ( E l , F E ) 
F R C C ( S ' F E ) 
I = 1 * N 

1 
C A L L FC I a , E E ) 
fcRlTE(6,2CCHl>XC2),Y>Il>X(2)>BB* 
C A L L S C M ( X , | - ) 
C A L L C E F I N ( A E / Y ( 1 ) , Y ( 2 ) , Y ( 3 ) ) 
C A L L SrN/>(flE,S) 
C A L L C E F u ( E , A E ( l ) » A E ( 2 ) , A P ( 3 ) > 
C A L L F ( 6 , F P ) 
C A L L F R C C ( F E ' H ) 
C A L L S O A C Y / F E ) 
S T C F 
F C R C A T ( I 2 » 1 S F 5 . 3 ) 
F C F ^ A T C / . l > ^ I 2 ' F 5 . 3 , 3 G H . f i ' l 6 > F 5 . 3 » 3 G H « e ) 
F C R f / A T C l x ^ a X ' H H F C R K A C E N T f i A C A * / ) 
E N C 

1 2 / C 7 / 7 C 
IN 7 

29 C A F C S AT 
614 C I G I T S C A T A 

3 > H FN ASR#3.2 
SEC F ™ CCKFU^TICN F ASS 

6 9 1 5 7 C O M P I L E R 

2 2 3 C A R C S F E B f> I N L T E 
1 3 8 2 C I G I T S C O C E * 

• ^LFRCLTI-NF f f Ff»Fp ? 

C I ^ E N S I C N R ( 3 ) , F B ( 3 ) 
C A L L C E F I N ( F E * E C 1 ) , E ( 2 ) , E ( 3 ) ) ' 
C A L L F R C C C F E ^ E ) 
R E T L R N 
E N C 

1 2 / C 7 / 7 C 3214 Ff A S R * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
C vlN 3 S E C F r R C C M F I L A T I C N P A S S 
CS C A R C S AT 123 C A R D S F E B H M 1 E 
56 D I G I T S D A T A , 356 D I G I T S C O D E . 
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'Yl X 
TV 

X X 

c .ccc 1 . c c c c c c c 1 . c c c c c c c 1 .CCCCCCC 

1 . C 2 5 1 . C 2 5 C C C C 1 . 0 2 6 7 6 4 8 1 . C 3 C 2 5 C C 

2 .C5C 1 . C 5 1 2 6 5 6 1 . 0 5 4 9 3 2 1 1 • 0 6 2 1 6 6 7 

3 . C75 i . c 7 e e ç z i 5 1 . 0 8 4 6 1 4 2 1 . C 9 5 9 5 3 7 

4 . ICC 1 • 1 C 7 Ç 9 4 A 1 . 1 1 5 9 3 5 4 1 . 1 3 1 7 H 4 

• 5 o 1 2 5 1 . 1 3 8 6 6 6 1 l o 1 4 9 0 3 4 1 1 . 1 6 9 6 3 9 3 

6 .15c 1 . 1 7 1 1 C 1 5 1 o 1 8 4 C 6 4 4 1 . 2 C 9 9 3 8 9 

7 . 1 ? 5 1 . 2 C 5 3 8 8 1 1 . 2 2 1 1 9 8 7 1 . 2 5 2 8 3 7 4 

e »2CC 1 . 2 4 1 7 1 2 1 • 1 P 2 6 C 6 3 0 3 1 . 2 9 8 5 9 1 7 

9 . 2 2 5 1 . 2 8 0 2 5 8 3 1 . 3 0 2 5 7 6 9 1 . 3 4 7 4 9 3 2 

1C . ? 5 C 1 . 3 2 1 2 3 4 8 1 * 3 4 7 2 8 4 2 1 , 3 9 9 8 7 4 2 

Cri VA CENTRADA 

X . JL. X 

c . e c o 1 . 0 0 0 0 0 0 0 1 . o o o c o o c . 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 

i . 0 2 5 1 . 0 2 7 6 2 5 0 1 . 0 2 6 7 6 4 8 . 2 6 2 5 0 0 0 0 E r a C2 

2 , 0 5 0 1 . 0 5 6 7 2 6 1 1 . 0 5 4 9 3 2 1 . 5 4 6 0 5 5 C 0 E -

3 . 0 7 5 1 . 0 8 7 4 2 4 1 1 . 0 8 4 6 1 4 2 . 8 5 2 9 6 0 0 C E " C2 

4 . 1 0 0 1 . 1 1 9 8 5 3 1 1 . 1 1 5 9 3 5 4 . 1 1 6 5 8 3 0 0 E 0 C l 

5 . 1 2 5 1 . 1 5 4 1 6 2 7 1 . 1 4 9 C 3 4 1 . 1 5 4 7 6 6 0 0 E " C l 

6 . 1 5 0 1 . 1 9 0 5 2 0 0 1 , 1 8 4 0 6 4 4 . 1 9 4 1 8 8 5 C E * " C l 

7 . 1 7 5 1 . 2 2 9 1 1 2 7 1 . 2 2 1 1 9 8 7 • 2 3 7 2 4 6 5 0 E - C l 

a . 2 0 0 , 1 . 2 7 0 1 5 1 9 1 . 2 6 Q 6 3 0 3 . 2 8 4 3 9 8 0 0 E - 0 1 

9 . 2 2 5 1 . 3 1 3 8 7 5 7 1 . 3 0 2 5 7 6 9 . 3 3 6 17 4 5 0 E " 0 1 

t o . 2 5 0 ! • 36 0 5 5 4 5 1 . 3 4 7 2 8 4 2 • . 3 9 3 1 9 7 0 0 E - 0 1 

A solução exata da equação diferencial dada é y(x) = l/(l-x) 
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§ 15 - Geração automática doe coeficientes de Taylor 

Introdução 

Consideremos um sistema de equações diferenciais ordinárias 

sutônoino, em que o segundo membro seja dado por expressões rácio -

nais. I.iétodos de ordem k, que estendem o método de la. ordem estuda­

do no § 14, baseiam-se na expansão em série de Taylor. 

Neste parágrafo descreveremos um procedimento simples e pro_ 

gramável, de modo que o computador possa gerar, iterativamente. os 

coeficientes da expansão em série de Taylor de uma dada função ra­

cional, fe 

A execução do programa com subrotinas da aritmética de ter­

nos arredondada permitirá obter valores reais e intervalos dos co_e 

ficientes de Taylor de qualquer ordem, calculados num ponto dado. 

Descrição do método 

Seja y| = f i(y 1,y 2»•••»y n) um sistema de equações diferen -

ciais ordinárias autónomo, de ordem n, satisfazendo às condições 

inicias y A(a) = ^ (i=l,2,...,n) 

Se f^ é uma função racional, f i é descrita por uma sequên­

cia finita de operações aritméticas executadas com as variáveis 

y^ (i=l,2,•..,n). A ordem em que as operações aritméticas fo -

rem executadas dá a regra ou o algoritmo para avaliação de f^. A 

última das operações aritméticas da regra adotada define o valor 

de e, portanto, de y£. 

Seja z uma das operações aritméticas +, . ou /. A cada 

resultado parcial da regra para avaliação de f i associamos uma 

variável auxiliar y k, sempre definida em função de uma ou duas 

variáveis do sistema (y , r=l,2,...,n) ou de variáveis auxilia-

res já introduzidas (y r, r = ( n + l ) , ( n + 2 ) ( k - l ) ) . 
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Teremos então 

y r * y

B 

= < 

y^ se x nao for a última ope­

ração da regra. 

y| se 3E for a última operação 

da regra 

No caso do cálculo da j-ésima derivada teremos, analogamente, 

*k se x indica operação inter­
mediária. 

y ^ + l ) s e z indica última operação 
r J s 

Neste caso, para cada operação x, devemos aplicar a regra apropria -

da de diferenciação, que poderá ser a diferenciação de uma soma, uma 

subtração, um produto ou divisão. 

Entretanto, tendo em vista nosso objetivo, é mais prático ge­

rar diretamente os coeficientes de Taylor, programando o cálculo de 

y k

3 ) / w r ) 

Seja®. P(x) e Q(x) duas funções de x e P^ = P ^ V j I 

As regras para o cálculo dos coeficientes de Taylor da 

soma, diferença, produto e quociente entre duas funções, são 

as seguintes I 

Exemplo 

Vamos exemplificar o método exposto sucintamente no pará­

grafo anterior, considerando o seguinte sistema autônomo: 

y ' l " y l y 2 * y 3 y 4 

y" 2

 = 7 2 ^ ^ ^ 

y r

3 - y 1 / y 2 

7 \ = y l + y 2 



satisfazendo às condições iniciais - 1, sendo a o extre­

mo inferior do intervalo £a,x3 onde se procura a solução. 

Introdução de variáveis auxiliares 

Adotaremos uma certa ordem na qual as operações aritmé­

ticas que definem f^ deverão ser executadas. Esta ordem dá a 

regra para avaliação de f^. Ao resultado parcial de cada ope­

ração aritmética que figura na regra associamos uma nova variá­

vel. Estas variáveis são variáveis auxiliares que permitirão 

descrever o sistema de uma forma bem simples. A última opera -

ção da regra que define f± é y * ^ As variáveis auxiliares de­

verão ser definidas sistematicamente em função de uma ou duas 

das variáveis de que dependem f^ e das variáveis auxiliares já 

introduzidas. Toiemos para o exemplo dado; 

y r y 2 = y 5 

y 3 . y 4 = y 6 

y 5+y 6 = 7\ 

y 3 - y 4 « y 7 

y 2 . y 7 = y' 2

 ( 3 ) 

y x/y 2 = y f

3 

Descrição do Sistema (2) 

A partir de (3) construímos uma tabela que descreve o 

sistema. Cada linha dessa tabela corresponde a uma equação de 

(3 ) . Na programação FORTRAN apresentada neste texto introdu -

ziremos as matrizes D e OP de modo que D(I fl),D(I ,2),OP(I), e 

X>(I,3) descrevam a I-ésima equação da tabela, isto é: 
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I D(I.l) D(I.2) OP(I) D(1.3) 

1 1 2 3Ê 5 ' 

2 3 4 6 

3 5 6 + 1 

4 3 4 - 7 

5 2 7 3E 2 

6 1 2 / 3 

7 1 2 + 4 

onde 3E indica multiplicação e 1 = 1 , 2 , . . . = 7 

Geração dos coeficientes de Taylor 

Os coeficientes de Taylor de j± (i=l,2,...,7) serão coloca­

dos numa tabela onde a i-ésima linha corresponde à variável y^ e 

a j-ésima coluna ao coeficiente de Taylor de ordem j (3=0,1,..., JI.l) 

Esta tabela corresponderá à matriz CPT usadas nos programas em FOR­

TRAN que sercb apresentados neste texto„ (DER,DERIVE,Programa Prin­

cipal). 

0 programa principal lê as matrizes D e OP, que descrevem o 

sistema, e os valores iniciais CFT(L,0) (L=l,2,3,4) da matriz CFT. 

Os coeficientes de Taylor de y^ serão calculados por meio de 

uma PUNCTION (DER) e de uma SUBROUTIHE (DERIVE). A função irá cal -

cular o coeficiente de Taylor de uma soma, subtração, produto ou 

divisão, de acordo com a regra (l), enquanto que a subrotina preen­

che a tabela CPT, corrigindo o valor fornecido pela DER quando ne -

cessário. 

Apresentamos nas páginas seguintes os diagramas de blocos 

de um programa principal que apenas manda imprimir os coeficien­

tes de Taylor calculados, o diagrama de blocos da subrotina DERIVE 

e um diagrama de blocos resumido da função DER. 
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L=D(I,3) 
J1=J+1 

CPT(L,J1)=DER/J 

CONTIÎTOE 



Identifica a operação s v lo­

caliza na matriz CFT os va -

lores a serem usados na com­

putação e avalia DER de acôr 

do com as regras (l) 
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Para controlar e evitar a ocorrência de "overflow" ou "underflow", 

podemos introduzir no cálculo dos coeficientes de Taylor um fator 

de normalização9 chamado DELTA, o qual deverá ser reconsiderado num 

programa principal que utilize os valores dos coeficientes de Taylor. 

Então» em vez da / jS deveremos calcular DELTA^ yp Vá! co­

mo o valor de cada elemento (L,J) da matriz CFT,, Na subrotina DERIVE 

quando D(I,3)> M o programa identifica*a variável da I-áima linha 

da matriz que descreve o sistema como sendo uma variável auxiliar,, 

Caso contrário a operação OP(I) indica a última operação da sequên­

cia de operações que define e 9 portanto, y| ou f|*^ = y ^ + 1 ^ . 

Neste caso será guardado em CFT(L,jtl) o valor DER&DELTA/(j) uma 

vez que DELTA^3"" V(j-l)í á á se encontra incorporado nos valores 

que definiram DER. 

Caso em que constantes aparecem na expressão racional de f^ 

Adotaremos a seguinte convençãos as constantes serão sempre 

o primeiro fator da operação. Então, acrescentamos mais uma coluna 

na matriz que descreve o sistema e guardamos em D(I,4) o valor da 

constante. 0 programa da FUNCTIOH DER antes de iniciar o processo 

do cálculo dos coeficientes de Taylor verifica se D(I,1) é zero» 
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Se for diferente de zero não haverá constantes a considerar e des­

via o processamento do programa para a rotina que permite o cálcu­

lo de acordo com as regras (1). Caso contrário, desvia para outra 

rotina, mais simples, abaixo descrita, onde o valor da constante 

poderá ser usado (caso da, multiplicação e divisão). 

Se P é uma constante, usaremos as seguintes regrast 

(P ± Q) = Q á 

(PQ)., = *PQH , J n 

(p/Q) . - H P J - ¿Jk.WQi-i) 
% i=l J 

Programas em FORTRAN 

Apresentaremos a seguir listagem dos programas redigidos em 

FORTRAN e o resultado do processamento de dois exemplos. 0 exemplo 

1 cuja descrição rk> sistema não utiliza constantes é o exemplo usa­

do para exemplificai* o método. 0 exemplo 2 refere-se ao seguinte 

sistemas 

y l = 2 ̂ 1 * 2 ^ 4 > 

y 2

 = y 2

( 2 " y 3 ^ 

y} - 2/7l 

satisfazendo às condições iniciais y ^ a ) = 1 (i-1,2,3,4). A des­

crição deste sistema leva ao seguinte resultado» 

1 2 £ 5 0 

3 4 X 6 0 

5 6 X 7 0 

0 7 2 1 2 

0 3 - 8 2 

2 8 2 0 

0 1 / 3 2 

0 1 + 4 2 
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geste da FUNCTION DER e SUBROUTINE DERIVE 

CîfrENSICK G F C t C > # 0 < 1 0 > l C ) 
ALPHA CF 
CGfvCN I S E » J $ E » J » < # M » K » C P * 0 * C F T < 1 C » 1 0 ) » D E L T A 

1 R E A C C 5 . 1 0 , R N Ü > 9 C ) M * C E L T A 
CG 20 T « 1 » M 
R E A C C S * 2 1 ) C ( I » 1 > » 0 ( I » 2 ) * C P < I ) » O C ! * 3 ) # D { X » « > 

2 0 V s R l T E C é , 2 2 ) C ( I . l > > C U * 2 ) > C P C l ) * D C l . 3 > # 0 < ! # 4 > 
REACC5.23)N*V/Jf' 
REAC(5^2<D(CFTa»l),Lsl,k) 
CALL DER Î VF 

CO 3C L M > V N 
3C K R l T E ( 6 * 2 6 H C F T C L » J ) » J s W J k ' ) 

G C T C 1 
9C S7CF 
IC FCRNA7CI?,Fe.l) 
21 F G R V A 7 ( 2 F 5 . 2 * A 4 # 2 F 5 . 2 ) -
22 FCflMTC//l*#2F-5.C#A4#F5.C*F5.2> 
23 FGR^AT(3l2) 
24 F G R f A T C 1 C F Í . 2 ) 
26 F C R M T ( / # 1 V M 0 G 1 3 . 6 ) 

END 

/ O e / 7 0 fi>45 *p ASR*3.2 69157 COKPXLEfi 
0 VlN t? SEC FDR COPH.A7ICIS PASS 
23 C f i ^ S AT 077 CAROS FER H M T E 
25B ClfilTS C A 7 A. 2284 DIGITS C O C E . 2592 QÏ6US C t > * C N . 

ClfENSICN S£(1C),G(1C*1C) 
ALPHA SE 
C C / ' K C N J » I ^ f » M * y » S E * C * C F 7 c l C M C ) * C E L 7 A 
jFsjf-1 
CO 3C J=1>JF 
CG 30 1 = 1 , M 
T F Í I F I X ( 0 C I # 3 ) ) - K ) 2 C # 2 C » Í C 

IC L*C(I/3) 
CF7(L»J) = CER(J*I ) 
GC T C 3C 

20 L=C(I/3) 

C F T ( L * ü l ) = C E R ( j # I ) * C E L 7 A / F L C A 7 ( j ) 
30 CONTINUE 

PETLRN 
E N D 

/C?/7C e>4« AV ASRÍ3.2 69157 CCKPIlEK 
0 wl\ 26 S E C FCR CCKPILATIGN FASS 

ia 'CAfiCS A7 C 36 CARCS FER M U T E 
66 ClGllS CATA. 1122 CIGITS C O D E . 7592 U T G U S C O ^ r K . 
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F l N C T I 0 N C F K ( J S E > I S E ) 
C I N ^ N S I C N CFCic>*/»LF*C 4 ) > 0 ( 1C , I C ) 
H F M O F , A I . F A 

C C V ^ C N j , I . j y S E * M S E j » y S E / O F * C » C F T ( l C / l C ) * n E L T S E 
C I H E N S I C N TCIO) 
DATA A L F A / 6 H 4 > 6 H - ,6H * > 6 H / / 
Kl=C(I»l) 
K 2 = C C I '2 ) 
C C 10 Ilsi,<i 
I F ( A L F A ( I 1 ) - C P C I ) ) 1 C * 2 C > 1 C 

1 C C C M I M E , 
fcRlTE(£#ll)GFU> 

11 FCRf/AT(/, l y e H G F E R A C A C ' A 1 M 5 H N A C R E c C N H E c l D A ) 
STCF 

20 IFCKl)3C,5C>3C 
3 C GC TC('IC>41>42>43)*I1 
4C S I N A L = 1 . 

G C T G 4 4 

4 1 S I N /H. = M . 

4 4 CER = C F T ( K 1 , J ) + S I N A L * C F T ( K 2 , J ) 
R E U R N 

42 • C E R = C . 

C C 4 6 J V = 1 . o 

4 6 nER = C E R + C.FTCKl,jV)*CFTCK2*J+l-»JV) 
R E T U R N 

4 3 T ( 1 ) = C E T C K 1 » 1 ) / C F T ( K 2 , 1 ) 

T C v v ) = C . 
C C 4 e i V = 2 » w V 

¿1» TCJV)aT(jV) + CFTCK2*lV)*TC0V + l- lV) 
4 5 T ( J V ) s ( C F T ( K l » j V ) - T ( j V ) ) / C F T C K 2 # l ) 

C F. R = T ( J ) 
R E T I R N 

C 

5 C G C T G C 6 1 , 6 2 » 6 3 » 6 4 ) * i r 

61 S I M L M . 
GC TG 6 5 

62 S I M L s - 1 . 
6 S C E R = CFTCK2>J)*SINA|_ 

R E T U R N . 

63 C E R = D ( I > 4 ) * C F T ( K 2 > J ) 
R E T U R N 

64 T(1)sC(1,4 )/CFT(K2> 1 ) 

T(vJV) = C . 

CG 70 I V = 2 » o V 
70 T C V . V ) S T ( J V ) + C F T ( K 2 » I V ) * T C J V + 1 - T V ) 

60 T ( c V ) = ( - T C J V ) ) / C C I » 4 ) 
CER=T(J) 
R E T U R N 

EKC 

12/C8/7C 6 > 4 4 A N ASR*3.2 69 157 COMPILER 
C n/lN 4£ SEC FCH COPII.ATICN PASS 
5 % CARDS A T C67 CARDS F E R M M U 
416 DIGITS DATA. 44C4 DIGITS C O D E . 25<52 DIGITS CO*KON» 
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1 . 2. * 5. .0C 

3 . 4 . * 6. .00 

5. 6. + 1 . . c e • 

3. 4. - 7. .CC Exemplo 1 

2. 7. * 2 . . c e 

1 . ¿ . / 3. .CC 

1 . ¿ . 4 4. .CC 

1 . c e c e e 2 . c e c e e 2 .5CCCC 2 . c o c e e 1.41667 

i . c e c e e .CCCOCCE - 99 - .5C0CCC .C0C0CCE - 9 9 .208333 

i . c e c e e 1 .CCOCC i . c e c e e l.COCCC .750000 

i. c e c e e 2.CCOCC 1 . c e c e o .666067 .500000 

i . c c c o c 2 .CCOCC 2 .CCCOO i . o n c e e •CCCOOO 

i . c e c e e 3. CCOCC 4 . c e c e e 4.66667 .CCCCOO 

• CCCCCCE - 9 9 - 1 . c e c e e •CCCCCCE " 9 9 .333333 • CCCOOO 

1 • 2 • * 5, .CC • 

3 . 4 . * í, .00 

5 . 6 . 7. .00 

0. 7. * 1. 2.CC 

C. . 3. m e. 2 . c o Exemplo 2 

2 . 2 . * 2. .00 

c . ' 1 . 3. 2.00 

C . 1 . + 4. 2.00 

1 . C C c c c 2.COOCC 4 .OCOCO 4.33333 4.33333 

i . c e c e e 4 -i . c o c e o • .5CC0C0 1.16667 125000 -

1 . c c c o c 2.CCOCC - 1 . c o c e o -.666667 .416667 

1. c c c o c l.CCOCO l.COCCC 1.33333 1.08333 

l.COCCC 1. c e c e o 1.50000 .500ÜCC .000000 

i . c c c o c 3.CCOCC 2 . OCOCO 1.66667 .000000 

l.OCCCC 4.00000 6 .50000 8.66667 •OOOOOC 

- i . c e c e e -2 .COOCO 1 .00.000 .666667 .CCOOQO 
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Usando-se aritmética de ternos faremos as seguintes adaptações 

aos programas apresentados: no lugar de D(I,"4) introduzimos a matriz 

CD(I f 3) , pois esta constante poderá ser expressa por um terno. Por mo 

tivo análogo substituimos a PUNCTION DER pela SUBROUTINE DER, uma vez 

que os valores calculados pela DER são ternos; estes valores são guar 

dados na matriz DR (3 ) , um dos argumentos da subrotina DER. Nos apên -

dices A e B descrevemos sucintamente os parâmetros das subrotinas e 

no apêndice C anexamos o resultado do processamento dos exercícios 

1 e 2 já vistos e do exercício 3 que veremos no parágrafo seguinte, 

resolvidos com a aritmética de ternos. Estes exercícios no apéndice 

C receberam os números 1 2 , 13 e 14o 

Observação final 

O método que acabamos de estudar é aplicável não apenas a sis­

temas diferenciais y£ = ^ ( y ^ ^ t • • • » 7

m)
 e m <J.ue f ± são funções ra­

cionais, mas também à s funções não racionais que satisfazem a equa­

ções diferenciais racionais. Esta classe de funções é mais ampla do 

que possa parecer à primeira vista. 

Seja fog a função composta de f e g, O valor de fog num pon­

to x é f(g(x)). Pela "regra da cadeia" para a diferenciação de uma 

função composta obtemos: 

f(g(x))« = f(f(x)).g 'U) 

Se f e g satisfazem equações diferenciais racionais, mortra­

remos que a composta fog também satisfaz. 

Consideremos as'funções u ^ U g , . . • « t o f V 1 f V 2 » 6 • • > T

n

 q u e s a t i s f a ~ 

zem aos sistemas diferenciais: 

u á 88 TV ul» u 2» , , ,» t lia) (d=lf2t...,m) 

v i = T i ^ l , T 2 ' , M *vn^ (i=l , 2 , . . . ,n) 

Seja W.J = u^ov^. Então (u^ov1)(x) = u^(v 1(x)). Portanto, 

w'. =U'.(VT).VÍ donde 
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wj = Uj(^ l fw 2 f...,w m).V 1(v : L,v 2,...,v n) (j=l,2,... ,m) 

= V i(v 1,v 2,...,v n) (i=l,2,,..,n) 

que é um sistema de equações diferenciais racional de m+n equações 

nas incógnitas (3=1,2,••.,m) e (i=l,2,...,n). 

Exemplo 3 

Seja y^ = cosx/senx, y 1( 77 /2) = 0 

Transformação num sistema diferencial racional 

As funções senx e cosx nao são racionais, mas satisfazem a 

equações diferenciais raoionais. Seja y 2 = oosx e y^ = senx. Então 

0 

0 

1 

Descricâo do sistema racional 

y 2/y 3 
= y 4 

^ 3 •ri 

y 2 = r3 

Resultado do processamento do programa que gera os coefi­

cientes de Taylor 

2. 3, / 4. .00 

0. 4, * 1, 1.00 

• y 2 / y 3 7xi 77/2) 

= -y 3 y 2(77/2) 

- 7 2 

y 3(77/2) 
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O i. 2 3 4, 

. C C C C C C E " 9 9 • C C C C C C E " ^ -. b c c c c c • C C ') C C C F " ' ' - . 8 3 3 3 3 3 K." ci 

• C C C C C C E " Ç C - 1 .cecee . C C C C C C E " 9 9 . 1 6 <5 6 6 7 • c n c o o c E " 99 

. 1 .cecee • C C C C C C E " ^ - . 5 C C C C C . C C O C C C E - 9 9 .4 1 666 7 E-ci 

• C C C C C C E " 9 Ç - 1 •cecee • C C C C C C E - S 9 - . 3 3 3 3 3 2 • C C C C O C E " 99 

5 

CO 5 

1 • O C C O C O E " 99 " . 2 2 2 2 2 2 E " C l . O O C O O C E " 99 - . 6 7 4 6 C 3 E - 0 2 . C C O C C C E " 99 

a - . A 3 3 3 3 3 E - 02 
i 

• 0 C C O 0 0 E - 9 9 . 1 9 f l 413 E- C3 • C 0 C 0 0 C E " 5 ? - . 2 7 5 5 7 3 ^ - C5 

8 . O O C C G O E " 99 
i 

-.I3eee9£-c2 . O O O O O C E - 99 . O C O C O C E " 99 

¿i - . 1 3 3 3 3 3 
i • C C C C C 0 E ° Ç 9 - . 5 3 9 6 Ö 3 E " 0, • C C C 0 0 0 E - 9 9 • O C C O C C 

C F T ( x ( 3) 
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APÊ1DICE A 
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I 



Representação de um terno X = [x,x,xj 

Representação de vetores de ternos 

À-l 

y = 

( y 1 1 , y 2 1 , y 3 1 ) 

(yi2,í r22,3 r32 ) 

^ l n ^ n , ^ 

Representação de matrizes de ternos 

z = 

( zlll '5211' z 31l) 

( z 1 2 1 , z 2 2 1 , z 3 2 1 ^ 

^lnl'^nl'^nl^ 

( z 1 1 2 ' z 2 1 2 * z 3 1 2 ) ^lln'^ln'^ln) 

( z 1 2 2 , z 2 2 2 , z 3 2 2 ) • • • ( z 1 2 n , z 2 2 n , z 3 2 n ) 

(zln2>z2n2'z\n2) ••• ( zlnn» z 2 n n '^nn 5 

Reserva de área para programação FORTRAN 

DLMENSION X(3),Y(3,10),Z(3,10,10) 

onde X é um terno, Y um vetor de ternos e Z uma matriz de ternos. 

Subrotinas para operações com ternos 

CALL ARDTO(A) 

0 argumento A é uma variável. 

Soma uma unidade no dígito de ordem mais baixa do número em A, 

CALL ARDT2(A,AD) 

Os argumentos A e AD são temos, o primeiro em precisão simples e 
o segundo em precisão dupla. A e AI) guardam o resultado de uma 
mesma operação aritmética com ternos executada em precisão simples 
e precisão dupla, respectivamente,em que cada elemento do terno é 
calculado usando-se a aritmética real com truncamento. Após a exe­
cução desta subrotina o terno A é arredondado de acordo com a re 
gra de arredondamento para intervalos. 0 elemento A(2) permanece 
inalterado. 



As operações aritméticas com ternos referidas nas subrotinas des­

critas a seguir usam as definições do § 5 do Cap.l e a técnica de 

arredondamento de intervalo. As subrotinas para as opera -

ções aritméticas com ternos utilizam para o arredondamento do in­

tervalo a subrotina ARDT2 e esta última, para o arredondamento 

dos extremos do intervalo, chama a subrotina ARDTO, 

CAIL SOMA(A,B) 
A e B são ternos 

Calcula A = A+B 

A e B são ternos 

CALL SUBT(A,B) Calcula A s A-B 

CALL PROD(A,B) 
A e B são ternos 

Calcula A = A,B 

CALL DIVD(A,B) 
A e B são ternos 

Calcula A = A/B, se B é o 

CALL TESIN(A) 

A ó um temo 

Se A(l) - A (3 )^ continua. Caso 
contrário imprime A com a men­

sagem "Intervalo não definido" 

e pára. 

CALL DEFIN(A,B,C,D) 

A é um terno. B,C e D são variáveis. 

Define o terno: 

A(1)=B, A(2)=C e A ( 3 ) = D. 

A e B sao ternos. 

CALL FCI(A,B) Define em B a forma centrada do in­
tervalo -£Ml),A(3)3, isto ó: 

B(2) = A(2) _ 

1 



O subprograma é FUNCTION SINAL(A) 

SINAL(A) 

A é um terno 

SINAL(A) =« 1 
1 se 

o se 

o < A. 

o £ A 

-1 se o > A 

CALL VABIN(A,V) 

A e V são ternos 

Define mV o valor absoluto de A, isto ê\ 
r 

V = 

A se SINAL(A)=1 ' 

-A se SINAL(A)=-1 

[o,ABS(A(2)),max(-A(l),A(3))3 

se SINAL(A)=o 

CALL INTIN(A,B,Z,N) 

A, B e Z são ternos. N é uma variável. 

Define em Z a intersecção de A com B. {o se A D B está definida. 

1 se AflB não está definida. 

Z = £ax(X(l),Y(l)),Z(2),min(X(3),Y(3)0 

onde Z(2) = (Z(l)+Z(2))/2 

Observação: Sejam A e B duas matrizes de ternos. Para definir, 

•por exemplo, a soma do (I,J)-ésimo elemento de A 

com (l,J)-ésimo elemento de B, basta usar 

CALL S0MA(A(1,I,J),B(1,I,J)) 

em vez de: 
Z(l)=A(l,I,J) 

Z(2)=A(2,I,J) 

Z(3)=A(3,I,J) 

W(1)=B(1,I,J) 

W(2)=B(2,I,J) 

W(3)=B(3,I,J) 

CALL SOMA(Z,W) 
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Analogamente, se desejarmos definir o (I,J)-ésimo 

elemento de uma matriz de ternos A como sendo o 

terno JX,Y,Z]» & suficiente usar: 

CALL DEPIN(A(1,I,J),X,Y,Z) 

Relação das subrotinas usadas no método de Hansen para 

Inversão de Matriz 

A é uma variável 

CALL ARDTO(A) Soma uma unidade no dígito de ordem mais 
baixa do número em A. 

V CALI ARDT2(A,AD) 

A e AD são intervalos 
A em precisão simples. 
AD em precisão dupla. 
A e AD^g- ardam o resultado de uma mesma 
operação aritmética com intervalos exe­
cutada em precisão simples e precisão 
dupla, respectivamente, em que cada ele­
mento do intervalo é calculado usando-se 
a aritmética real com truncamento. Apds 
a execução o iniervalo é arredàndado de 
acordo com a regra de arredondamento pa­
ra intervalos. 

CAIL SOMA(A,B) 
A e B são intervalos 

Calcula A = A + B 

CALL SUBT(A,B) 
A e B são intervalos 

Calcula A = A-B 

CALL PROD(A,B) 
A e B são intervalos 

Calcula A = A.B 

- CALL DIVD(A,B) 
A e B são intervalos 

Calcula A = A/B, ee B | O 

A é um intervalo 

CALL TESIN(A) 
Se A(l) é A(2), continua. Caso contrário 

imprime A com a mensagem "Intervalo não 

definido" e pára. 

1 r 



CALL DEFIN(A,B,C) 

A é um intervalo. B e Ö são variáveis. 

Define o intervalo A = C.B,c3 

CALL P C I ( A , B ) 

A e B são intervalos. 

Define em B a forma centrada do inter­

valo A, isto é: 

As mesmas subrotinas em precisão dupla são as seguintes: 

CALL ARDTID(A) A é uma variável em precisão dupla. 

CALL ARDTOD(A) A ó um intervalo em precisão dupla. 

CALL SOMAD(A,B) A e B são intervalos em p.d. 

CALL SUBTD(A,B) A e B são intervalos em p.d. 

CALL PR0DT(A,B) A e B são intervalos em p.d. 

CALL DIVDD(A,B) A e B são intervalos em p.d. 

CALL TESIND(A) A é um intervalo em p.d. 

CALL DEFIND(A,B,C) A ó urn intervalo e B e C são 
todos em p.d. 

variáveis, 

CALL P C I D ( A , B ) A e B são intervalos em p.d. 

Subrotinas para resolução de sistema linear e inversão de matriz 

para números reais 

CALL DECMA(H,A,ZP) 

N é uma variável. A e KP matrizes a duas 
e uma dimensão, respectivamente. 

N = ordem do sistema 

A a matriz dos coeficientets do sistema 

KP= matriz de permutação. 

Entrada: N e A, Saída: KP e A 

Executa a permutação das equações do sis­
tema, guardando em KP a ordem das permu­
tas. A matriz A é decomposta, segundo 
o método de eliminação de G-auss, em duas 
matrizes triangulares', superior^e infe -
rior. No processo de decomposição é apli, 
cada a técnica de pivotação após equili­
brar a matriz A. 
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N = ordem da matriz KP 

KP - matriz a «ma dimensão. 

A as matriz a duas dimensões de ordem Nx(N+l) 

Os elementos de KP e de A— «. são obtidos atra-

CAM, ESTIS(H,A l ZP) da subrotina DECMA. 

RSTIS resolve os sistemas associados às matri­

zes triangulares de A ^ x N e. segundo membro de­

finidos na coluna (N+l)-ésima de A, estes for­

necidos pelo programa principal, guardando a 

solução nessa mesma coluna. 

N = ordem das matrizes quadradas A e B, a m ­

bas a duas dimensões. 

CALI INVM(N,A,B) A = matriz dada 

B = matriz inversa de A 

Usa as subrotinas DECMA e RSTIS 

« 

Subrotinas específicas para o método de Hansen 

N = ordem da matriz S 

S = matriz a três dimensões correspondente 

a uma matriz quadrada de intervalos de 

ordem N 

Calcula S = I 4- S 

N = ordem das matrizes S e P 

S e P são matrizes a três dimensões cor­

respondentes à matrizes quadradas de 

intervalos de ordem N. 

Calcula S = S + P 

H = ordem das matrizea S e E 

S e E são matrizes a três dimensões cor -

respondentes a matrizes quadradas de 

intervalos de ordem N. 

Calcula S = E.S 

CALL SM1V(N,S) 

CALL SM2V(N PS,P) 

CALL PRV(K,S ÇE) 
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CALL MPV(RO,N,P) 

K = ordem da matriz P 

R0= variável real. 

P = matriz a três dimensões, corres­

pondente a uma matriz quadrada de 

intervalos de ordem K. 

Define a matriz P em que todos elemen­

tos são iguais a [_ -RO,RO 3 

CALL MSV(N,M,E,S) 

N = ordem das matrizes E é S 

M = variável inteira. 

E e S são matrizes a três dimensões, 

correspondentes a matrizes qua -< 

dradas de intervalos de ordem N. 

r& i 
Calcula S = > ~Er usando a forma 

i=l 
de ninho (((I+E)E+I)E+...+I)E 

K = ordem das matrizes S e T 

S e T são matrizes a três dimensões, 

CALL SM2VD(IT,SfT) correspondentes a matrizes qua­

dradas de intervalos de ordem K, 

a primeira em precisão dupla e 

a segunda em precisão simples. 

Calcula S = S 4- T 

N = ordem das matrizes S e E 

S e E são matrizes a três dimensões, 

CALL PRVD(N,S,E) correspondentes a matrizes qua -

dradas de intervalos de ordem N. 

Ambas em precisão dupla. 

Calcula S = E.S 

T 



Subrotinas para resolução de sistema linear' pelo método 

de aliminação de, Gauss com emprego da aritmética de ter 

nos com arredondamento 

Estas subrotinas correspondem às subrotinas DECMA e 

RSTIS descritas entre as subrotinas usadas no método de 

Hansen. Os programas têm a mesma lógica e a única modi­

ficação nos argumentos de chamada é que a matriz A é 

uma matriz a três dimensões, correspondente a uma ma -

triz de ternos. As subrotinas são: 

CALL DECMAV(N,A,EP) 

CALL RSTISV(N,A,KP) 

Subrotina para inversão de matriz por um método direto 

baseado no processo de eliminação de Gauss, usando a 

aritmética de terno arredondada 

Esta subrotina corresponde à subrotina INVM descrita en­

tre as subrotinas utilizadas pelo método de Hansen. A lj5 

gica é a mesma, eubstituindo-se as matrizes A e B a duas 

dimensões por matrizes a três dimensões, correspondentes 

a matrizes de temos a duas dimensões. São chamadas as 

subrotinas DECMAV e RSTISV. 

CALL INVMV(NfA,B) 

Subrotinas para geração automática dos coeficientes de 

Taylor no problema de condições iniciais- de equações di­

ferenciais ordinárias racionais (sistema autônomo), usan 

do-se a aritmética de terno arredondada, 

As subrotinas são DER e DERIVE cujos argumentos estão no 

COMMON que descreveremos em seguida. 0 uso correto destas 

subrotinas exige a leitura cuidadosa do texto, uma vez que 

as matrizes D e OP pressupõe uma descrição correta do sis­

tema de equações diferenciais racional. 



Are a do COMON das subrotinas DER e DERIVE e Programa principal 

'.Principal DER DERIVE Significado 

JSE J J Coluna de CPT 

ISE I I Linha de CPT 

JM JMSE • JM Maior valor de J 

NI N1SE NI Maior valor de I 

M MSE M Ordem do sistema 

OP OP OPSE Descrição (operação) 

D D D Descrição 

CD CD CDSE Descrição (constantes) 

CFT CPT CPT Tabela dos Coef.Taylor 

DELTA DELTSE DELTA Fator de Normalização 

DRSE DE DE .Coef.Taylor de Ordem 
(J-l) da I-ésima va-
riável descrita em D, 
OP,CD 

0 sufixo SE no final de cada nome que aparece no COMMON indica que 

a variável ou matriz é sem efeito para o respectivo programa. A 

matriz OP é alfabética e a matriz D, inteira. 



APÊNDICE B 
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SUBROUTINE SOMA(A>B) 
DOUBLE FRECISION CC3),DC3) 
DIMENSION AC3)»B(3) 
C U ) = A U ) 
C(2)=A(2) 
G(3)*A(3) 
OCl)«B(l) 
DC2)=B<2) 
0<3)«B(3) 
C(l ) = CC1 )*0(1 ) 
C(3)aC(3)4D(3) 
A(1)*C(1) 
AC3)*CC3) 
CALL ARDT2(A,C) 
A(2)»C(2)+0(2) 
RETURN 
END 

11/30/70 11*34 AM ASRS3.2 69157 COMPILER 
0 MIN 6 SEC FOR COMPILATION PASS 
23 CARDS AT 225 CARDS PER MINUTE 
221 DIGITS DATA. 732 DIGITS C O D F , 

SUBROUTINE SUBTCA/B) 
DOUBLE PRECISION CC3),0(3) 
DIMENSION A(3)*B(3) 
C C 1 ) * A U ) 
C(2)*A(2) 
C C 3 ) M ( 3 ) 
O(l)aBCl) 
DC2)sB(2) 
DC3)sfi(3) 
C(1)«C(1)-0C3) 
C(3)»C(3)-0<1) 
AC1)*C(1) 
A(3)sC(3) 
CALL ARDT2(A,C) 
A(2)*.C(2)-D<2) 
RETURN 
END 

11/30/70 - 1 1S 3 /I AM ASRS3 .2 69157 COMPILER 
0 MIN 4 SEC FOR COMPILATION PA$S 
18 CARDS AT 219 CARDS PER MINUTE 
221 DIGITS DATA. 732 DIGITS C O D E , 
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SUBROUTINE PRCO(A*B) 
DOUBLE PRECIS ION C ( 3 ) ; D ( 3 ) * Y ( 4 ) 
O I ^ENSICN AC3) ,B(3>>X<<1) 
CC1 )*A< 1) 
C ( 2 ) = A ( 2 ) 
C ( 3 ) « A C 3 ) 
OC 1 ) » B ( 1 ) 
D ( 2 ) « B ( 2 ) 
D ( 3 ) « B ( 3 ) 
X ( 1 ) » A ( 1 ) * B ( 1 > 
X C 2 ) 8 A C l ) * e ( 3 ) 
X ( 3 ) s A C 3 ) * R ( l ) 
X ( 4 ) = A C 3 ) * B < 3 ) 
V ( 1 ) 8 C ( 1 ) * C ( 1 ) 
Y C 2 ) s C ( l } * 0 ( 3 ) 
Y C 3 ) * C C 3 ) * O U ) 
Y ( 4 ) * C ( 3 ) * 0 < 3 > 
n » i 
I 2 a l 
flflsXCl) 
A M A * X ( 1 ) 
DO 70 I«2,< | 
I F ( A M I - X ( I ) ) 4 0 > 4 C > 5 0 

50 H » I 
AN I » X ( I ) 

UO IFCAMA«X<I ) )60 ,7G>70 ' 
60 12*1 

A f A a X C I ) 
70 CONTINUE 

A C l ) s X ( U ) 
A ( 3 ) s X ( l 2 ) 
C« 1 ) « Y ( I I ) 
C C 3 ) = Y ( I 2 ) 
CALL A R D T 2 ( A , C ) 
A ( 2 ) « C C 2 ) * 0 ( 2 ) 
RETURN 
ENC 

1 1 /30 /70 11*34 AM ASR03.2 «9157 COMPILER 
0 N1N 7 SEC FOR COMPILATION PASS i 

38 CARCS AT 324 CAROS PER MINUTE 
466 D I G I T S DATA, 1962 D I G I T S COCE. 
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S t E P C t T l N E C I V O C A , B ) 
C C L E L E P R E C I S I O N C ( 3 ) * C ( 3 ) * Y C 4 ) 
D I ^ E N S I C N AC 3 }#BC 3 > # X C 4 ) 
P = ( 3 ( 1 ) * B C 3 ) 
I F ( P ) 1 0 M C » 2 0 

1 0 h F I T E C 6 # l 5 ) B 
1 5 F C R M T U X P 2 G H D I V I S A G NAC D E F I M D A p 3 E 2 C » 8 ) 

STOP 
20 C C D a A C l ) 

C ( 2 ) = A ( 2 ) 
X ( 3 ) » A < 3 ) 
O d ) a B ( l ) 
D C 2 ) a B C 2 ) 
C ( 3 ) s B C 3 ) 
X ( 1 ) • A (1 ) / B (1 ) 
X C 2 ) 2 / K 1 ) / R ( 3 ) 
X ( 3 ) s A ( 3 ) / B C l ) 
X C < I ) « A < 3 ) / B C 3 > 
Y C 1 ) = C ( 1 ) / 0 C 1 ) 
Y ( 2 ) a C ( l ) / 0 < 3 ) 
Y ( 3 ) s C ( 3 ) / n c n 
Y<4 ) * C C 3 ) / D C 3 > 
1 1 = 1 
12» 1 
A M a X ( l ) 
A M « X ( t > 
C G 8 0 l*2»t\ 
I F < A M » X ( I ) ) 6 0 * < 5 C > 5 5 

55 A H s X U ) 
11*1 

60 I F ( A M - X ( I ) ) 7 0 * e c > f i G 
7 C A M s X U ) 

12« I 
ec C C M I M E 

A C 1 ) B X C I 1 ) 
A ( 3 ) s X ( l 2 ) 
C C 1 ) » Y C I 1 ) 
C C 3 ) * Y ( I 2 ) 
C A L L A R C 7 2 ( A * C ) 
A C 2 ) 3 C C 2 ) / 0 C 2 ) 
RETURN 
E N C 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 2 3 « A ^ A S R # 3 o 2 6 9 1 5 ? C O M P I L E R 
0 P I N 7 S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 

43 C A R D S AT 3 A 4 C A R D S P E R MINUTE 
581 D I G I T S DATA« 2 3 3 2 D I G I T S C O D E . 



SIZE REAL * 12 

SUBROUTINE AROTO(A) 
IF(A)1C#9C#2C 

IC SINAL » - 1 . 
GC TO 3C , 

20 SINAL « 4 1 . 
30 B=ABS(A) 

N C C 
IF C B- 1. )4C#7C,6C 

no e*e*ic 
I F C B - l . ) 5 0 # e c , e o 

50 N C a N C - l 
CO TO 40 

60 B s B / 1 0 . 
KC"N'C + 1 
IFCB-l.)80»60#6C 

70 NC»l 
80 A R M C . * * ( N C - 1 2 > 

Aa/US INAL* AR 
90 RETURN 

ENC 
11/30/70 11>35 AM ASR#3.2 69157 COMPILER 

0 MIN 5 SEC FOR COMPILATION PASS 
21 CARCS AT 250 CARDS FER MINUTE 
146 DIGITS DATA, 590 DIGITS CODE • 

SUBROUTINE AR0T2(A,A0) 
COUBLE PRECISION AC#R ' 
DIMENSION A(3)»AD(3) 
IF C A <1) ) 1C »25,25 

10 RsAC(l)-A(l ) 
IF <R)2C,25/20 

20 CALL ARDTCCAC1)) 
25 IFCA(3))5C,50,30 
30 R » A C C 3 ) - A ( 3 ) 

IFCR)40>5C*40 
40 CALL A R C T 0 C A C 3 ) ) 
50 RETURN 

END 

11/30/70 11*34 AM ASR#3t2 69157 COMPILER 
0 MIN 4 SEC FOR COMPILATION PASS 
14 CARDS AT 184 CARDS PER MINUTE 
132 DIGITS DATA. 722 DIGITS C O D E . 



S L E R G I T I K E T E S I N ( A ) 
C I ^ E N S I C N A ( 3 ) 
I F ( A ( 1 ) - A C 3 ) ) 1 C # 1 C » 2 C 

1C R E U R N 
2C K R I T E ( 6 > 3 C ) A 
3C F C R M K 1 X , ? 2 M M E R V A L C NAC C E F I M C 0 2 E 15 , f i ) 

S T C F 
E N C 

1 1 / 3 C / 7 C U > 3 4 A^ A S R * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
C U N 4 S F C F T H C O P I L A T R N F A S £ 

C S C A R C S AT 136 C f l R C S P E R M M Í E 
H e D I G I T S n A T A # 2 7 C D I G I T S C C C E . 

S L E P C L T l N f EC I ( A , E l 
DC I R L E F R E C I S I C N C ( 2 ) 
C R E N S I L N fl(3)»b(3) 
6 ( 2 ) « A ( 2 } 

C ( 1 ) A A ( 1 ) 

C C 2 ) s A ( 3 ) 
B(l)"(CCl ) K ( 2 ) ) / 2 . 
B ( 3 ) s ( C ( 2 ) - C ( l ) ) / 2 , 
I F C A C 3 ) - A < t ) - e C 3 ) * ? . ) l C # 2 C . l C 

I C CALL A R C T C ( E < 3 ) ) 
2 C R E R R l s 

EN C 

1 1 / 3 0 / 7 C 1 1 > 3 4 A K A S R J » 3 . 2 6 5 1 5 7 C O F R E R 

0 M R H S E C F C R C C f ' P I L A T l C N F A S S 
13 C A R D S AT 173 C A R D S P E R M M I E 
176 C H I T S C A T A , 7 6 2 D I G I T S C C D F , 

S L R R C L T H E DE F IN ( A > E * C * D ) 
C R E N S I C K A ( 3 ) 
A<1 ) * E 
A ( 2 ) * C 
A ( 3 )«D 
R E T L R N 
ENC 

1 1 / 3 C / 7 C 11 > 3 5 A * A S R S 3 . 2 6 5 1 5 7 C O P R E R -
0 M N 3 S E C F T H C C f P I l A U C N P A S S 

C8 C A R D S AT 126 C A R D S P E R M N L T E 
56 D I G H S D A T A . 2 C 6 D I G I T S C C C E . 
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F U N C T I O N S I N A L C A ) 
D I M E N S I O N A C 3 ) 
I F ( A < 1 > > 1 0 > 4 0 > 5 0 

1C I F ( A ( 3 ) ) 2 C » 4 0 # 4 0 
20 S I N A L = - 1 . 

R E T U R N 
HQ S I N A L a O . 

R E T U R N 
50 5 I M L « 1 . 

R E T U R N 
END 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 * 3 5 AM A S R * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M I N H S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 
12 C A R D S AT 179 C A R D S P E R M I N U T E 
66 D I G I T S D A T A . 3 1 2 D I G I T S C O D E , 

S U B R O U T I N E V A B I N ( A * V ) 
D I M E N S I O N A C 3 ) > V C 3 ) > Z < 3 ) 
C A L L C E F I N ( V * A ( 1 ) , A ( 2 ) * A ( 3 ) ) 
C A L L D E F I N C Z , - 1 . # - I i * - 1 . ) 
I F ( S I N A L ( Y ) ) 1 0 , 2 0 , 5 0 

10 C A L L F R O O ( V # Z ) 
R E T U R N 

20 V C 1 ) 8 0 . 
V ( 2 ) s A B S ( A ( 2 ) ) 
X I * - A < 1 ) 
I F ( X I - A ( 3 ) ) 3 0 # 3 C * 4 0 

30 V ( 3 ) « A C 3 ) 
R E T U R N 

AO V C 3 ) * X I 
50 R E T U R N 

E N D 

1 1 / 3 0 / 7 0 115 35 A^ A S R # 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M I N H S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 
17 C A R D S AT 2 0 7 C A R D S P E R M I N U T E 
2 0 6 D I G I T S D A T A . 1 0 3 0 D I G I T S C O D E . 

S U B R O U T I N E INT 1 N ( A , B > 2 *N) 
D I M E N S I O N A ( 3 ) , B C 3 ) # 2 C 3 ) 
C A L L D E F I N C Z # A ( 1 ) > A C 2 ) > A ( 3 ) ) 
C A L L S U B T ( Z * B ) 
I F ( S I N A L ( Z ) ) 1 0 , 2 C * 1 0 

10 Nal 
R E T U R N 

20 I F ( A ( 1 ) " B ( 1 ) ) 3 0 , 3 C # 4 0 
30 2 ( l ) a B ( l ) 

GO TO 50 
40 2 C 1 ) * A ( 1 ) 

„, 50 I F ( A C 3 ) - B ( 3 ) ) 6 C , 6 0 , 7 0 
" 60 Z ( 3 ) " A ( 3 ) 

GO TO 80 
70 Z ( 3 ) » 8 ( 3 ) 
80 N a C 

2 ( 2 > a 2 C l ) / 2 . * Z ( 3 ) / 2 . 
R E T U R N 
E N C 

1 
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S E G M E N T I N V M , F R V » F R V C 
SI Z E REAL « 6 

S U B R O U T I N E S O M A ( A , B ) 
D C L B L E P R E C I S I O N C ( 2 ) , D C 2 ) 
D I M E N S I O N A C 2 ) > B C 2 ) 
C ( 1 ) B A ( 1 ) 
C ( 2 ) » A C 2 ) 
D ( 1 ) « E ( 1 ) 
0 ( 2 ) * B < 2 ) 
C C 1 > * C C 1 ) 4 0 C 1 ) 
C C 2 ) a C ( 2 ) 4 C < 2 ) 
A ( U = C ( 1 ) 

A ( 2 ) » C ( 2 ) 
C A L L A R D T 2 ( A * C ) 
R E T U R N 
END 

11/30/70 11>29 AM ASR#3.2 69157 COMPILER 
0 MIN 6 SEC FOP COMPILATION PASS 
20 CARDS AT 175 CARDS PER MINUTE 
102 DIGITS DATA, 528 DIGITS C O C E , 

SUBROUTINE SUBTCA>B) 
CCLBLE FRECISION C(2)*D(2) 
DIMENSION A(2)»B(2) 
CCl ) = A(1) 
CC2)*AC2) 
C(l)sB(l) 
C(2)«B(2) 
C ( l ) » C ( l ) - 0 ( 2 > 
C ( 2 ) > C ( 2 ) * D ( 1 ) 
A(l)«CCl) 

A ( 2 ) B C C 2 ) 
CALL ARDT2(A#C) 
RETURN 
END 

i 
11/30/70 11229 A M ASR*3.2 69157 COMPILER 

0 MIN 5 SEC FOR COMPILATION PASS 
15 CARDS AT 172 CARDS PER MINUTE 
102 DIGITS DATA, 528 DIGITS C O D E . 



B-8 

5C 

HC 
6C 

7C 

S l B R C L T I K E F R G D C A , B ) 
D C L E L E F R E C I S I C N C ( 2 ) *D ( 2 ) * YCA ) 
D I M E N S I O N X (4 > , A ( 2 ) , ß ( 2 ) 
C(1 ) = A( 1 ) 
CC2 ) « A C 2 ) 
CC1 )«B< 1 ) 
C ( 2 ) = B ( 2 ) 
X ( 1 ) * A U ) * B C 1 ) 
X ( 2 ) a A ( l ) * R ( 2 ) 
X ( 3 D = A C 2 ) * R ( 1 ) 
X(4 ) = AC2 )*E(2 ) 
Y ( 1 ) " C ( 1 ) * C C 1 ) 
Y ( 2 ) « C ( 1 )*n(2 ) 
Y ( 3 ) » C ( 2 ) * C C 1 ) 
Y C f l ) » C < 2 ) * B ( 2 ) 
11 = 1 
12« 1 
AMI = X< 1 ) 
A V A s X ( 1 ) 
CC 7C I s 2 , 4 
I F C A M I - X ( I ) ) 4 0 , 4 0 * 5 0 
11 = 1 
A M l = X ( I ) 
I F ( A M A « X ( I ) ) 6 0 , 7 0 * 7 0 
12 = 1 
A M A s X C I ) 
C O N T I N U E 
A ( l ) s X ( I l ) 
A ( 2 ) » X ( I 2 ) 
C ( 1 ) « Y < II) 
C ( 2 ) = Y ( I 2 ) 
C A L L A R C T 2 C A > C ) 
R E H R . N 
E N D 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 > 2 5 AM A S R # 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 f I N g S E C F CR C O M P I L A T I O N P A S S 
35 C A R D S AT 2 5 9 C A R D S F E R M I M T E 
25¿1 D I G I T S D A T A . 1 7 5 6 D I G I T S C O D E . 



B-9 

S U B R O U T I N E D I V O ( A * B ) 
C C L B L E P R E C I S I O N C ( 2 ) 1 0 ( 2 ) t Y ( 4 ) 
D I M E N S I O N A C 2 ) » B ( 2 ) » X ( 4 ) 
P « e ( l ) « B < 2 > 
I F ( P ) 1 0 M C # 2 0 

10 fcRlTE(6M5)B 
15 F C R > / A 7 ( 1 X , 2 C H 0 I V I S A C N A C D E F I M 0 A # 2 E 1 6 . 8 ) 

ST OF 
20 C C 1 ) ° A ( 1 ) 

C ( 2 ) > A ( 2 ) 
C ( 1 ) « B ( 1 ) 
C < 2 ) « B C 2 ) 
X ( 1 ) « A ( 1 ) / P ( 1 ) 
X C 2 ) * A ( 1 ) / R ( 2 ) 
X ( 3 ) « A ( 2 ) / R ( 1 ) 
X ( 4 ) « A C 2 ) / R ( 2 ) 
Y C 1 ) « C ( 1 ) / D ( 1 ) 
Y ( 2 ) a C ( l ) / C C 2 ) 
Y ( 3 ) « « C C 2 ) / n ( l ) 
Y ( A ) a C ( 2 ) / D ( 2 ) 
I 1 " I 
I 2 M 
A M l s X ( l ) 
A V A a X ( 1 ) 
c c eo 1 = 2 * 1 
I F ( A M - X ( I ) ) 6 0 * 6 0 , 5 5 

5 5 A M l * X ( t ) 
I 1 « I 

6 C I F ( A M " X ( I ) ) 7 G » 8 0 # 8 C 
7 0 A K A s X ( I ) 

1 2 = 1 
8 C C C M I M E 

A( 1 ) = 11 ) 
A ( 2 ) « X ( I 2 ) 
C ( 1 ) « Y ( I 1 ) 
C ( 2 ) « Y ( I 2 ) 
C A L L A R C T 2 ( A » C ) 

. R E T U R N 
END 

1 . 1 / 3 0 / 7 0 1 1*29 AM A S R I 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 K I K 9 S E C F C R C O M P I L A T I O N P A S S 

40 C A R D S AT 2 5 3 C A R D S P E P M I N U T E 
3 3 4 D I G I T S D A T A . 2 1 1 0 D I G I T S C O O E . 



B-lô 

SUBROUTINE FCICA»B) 
DOUBLE PRECISION C(2) 
DIM.ENSIGN AC2)*B(2) 
C ( 1 ) S A < 1 ) 
C(2)"A<2) 
BC1 )"(C(1 ) + CC2))/2# 

" B ( 2 ) s ( C ( 2 ) - C ( l ) ) / 2 . 
IFÍA(2)-A(l)-B(2)*2» >1C>20,10 

10 CALL ARCTC(B(2)) 
20 RETURN 

ENC 

11/30/70 11*29 AM ASR*3.2 69157 COMPILER 
0 MIN 5 SEC FCR COMPILATION PASS 
12 CARCS AT 125 CAROS PER U N I T E 
110 DIGITS DATA. 660 DIGITS C O D E . 

SUBROUTINE OEFIN(A*B*C ) 
DIMENSION AC2) 
A(l )«B 
A<2 )*C 
RETURN 
END 

11/30/7C 11230 AM ASR*3,2 69157 COMPILER 
0 KIN 5 SEC FOR COMPILATION PASS 
07 CARDS AT C76 CARDS PER MINUTE 
36 CIGITS DATA, 1^6 DIGITS CODE • 

SUBROUTINE TESIN(A) 
DIMENSION AC2) 
IFCA<1)-A<2))1C>10>20 

10 RETURN v • 
. 20 > R I T E < 6 , 3 0 ) A 

30 F O R M A T ( 1 X , 2 2 H I N T E R V A L O NA 0 DE F I M DO*2 El 5 , 6 ) 
STOP 
END 

• 

1 1/30/70 1 1 > 3 0 AM ASR* 3 .2 69157 COMPILER 
0 MIN 4 SEC FOR COMPILATION PASS 
09 CARDS AT 134 CARDS PER MINUTE 
122 DIGITS DATA» 270 DIGITS C O D E , 

T 



Ê - l l 

SLBRCtT lNE A R D T I D ( A ) 
CCLBLE PRECISION A#SINAL>B#AR 
I F C A ) 1 0 > 9 0 > 2 0 

1C SINAL * » 1 . 
GC TC 3C 

20 SINAL •» * 1 . 
30 BsCAES(A) 

NC*C 
I F (B - 1 . ) U C » 7 O » 6 C 

40 R a e * l C 
I F C B M » )50»f iO#8C 

50 NC*NC-1 
GO TO 4C 

60 B = 8 / 1 C 
NC=NC*i 
I F ( E - l . ) 8 C » é C , é O 

70 NC»1 
80 A R a l C . * * ( N C - Í Z ) 

A«A4SINAL*AR 
90 RETLRN 

ENO 

1 1 / 3 0 / 7 0 11230 AM ASRJÜ3.2 69157 COMPILER 
C MIN 6 SEC FOR COMPILATION PASS 

22 CARDS AT 16C CARDS PER MINUTE 
146 D IG ITS DATA. 608 D IG ITS CODE. 

SLBRCtT lNE ARDTCD(A ) 
CCLBLE FRECISION A ( 2 ) 
I F ( A ( 1 ) ) 1 C , 1 5 M 5 

IO"CALL A R C T l D C A ( l ) ) 
15 I F ( A ( 2 ) ) 2 5 . 2 5 , 2 0 
20 CALL ARCT1DCAC2)) 
25 RETLRN 

ENC 

1 1 / 3 0 / 7 0 11230 AM A S R * 3 . 2 69157 COMPILER 
C MIN 4 SEC FOR COMPILATION PASS 

09 CARDS AT 115 CARDS PER MINUTE 
58 D IG ITS DATA. 382 D I G I T S CODE. 



B-12 

S L R R C L T U E S C M C ( A » B ) 
T C I E L E F R E C I S I C N A ( 2 ) > 6 ( 2 ) * C ( 2 ) 
CC1 ) » A C 1 ) 
C ( 2 ) s A ( 2 ) 
M 1 ) « A ( 1 ) 4 P ( 1 ) 

A C 2 ) M ( 2 ) 4 P ( 2 ) 
C A L L A R C 7 C H C A ) 
I F ( A ( 1 > ) 5 > 3 5 , 3 5 

5 I F ( C C 1 ) ) 1 C # 4 C * 3 C 
1 C I F C B C 1 ) ) 2 C > 4 C # 4 C 

2 0 C A L L A R C T I D ( A C I ) ) 
GC TC HC 

3C I F C E C 1 ) ) 4 C # 4 C , 2 C 

35 I F ( A ( 2 ) ) 7 C / » 7 0 * f l C 
40 I F ( C ( 2 ) ) 5 C » 7 C i » 8 C 
5 0 I F ( B ( 2 ) ) 6 C P 7 0 # 7 C 

6 0 C A L L A R D T 1 C C A C 2 ) ) 
7C R E U R N 
80 I F ( B C 2 ) ) 7 0 » 7 C # 6 C 

END 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 > 3 C AN A $ P * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 f l h 6 S E C F C R C C K P I L A 7 IClv F A S S 

21 C A R C S AT 15C C A R D S F E R M M T E 
1 0 2 D I G I T S C A T A o 1 3 2 1 D I G I T S C C C E , 

S L E R C L T U E S L B T C C A , 6 ) 
D C L 8 L E F R E C I S I C N A ( 2 ) , P. ( 2 ) * C ( 2 ) 
C C 1 ) « A C 1 ) 
C C 2 ) = A ( 2 ) 
A ( l ) a A ( l ) - p ( 2 ) 
A ( 2 } « A ( 2 ) « P ( 1 ) 
C A L L A R C T C H ( A ) 
I F ( A C 1 ) ) 5 , 3 5 * 3 5 

5 I F ( C ( 1 ) ) 1 C * 4 C # 3 C 
1 0 I F C 6 C 2 ) ) 4 C » 4 0 » S C 

2 0 C A L L A R C T I C C A C I ) ) 
G C T C 4 C 

3 0 I F ( B ( 2 ) ) 2 C P 4 C > 4 C 
3 5 I F ( A C 2 ) ) 7 C * 7 C * 4 C 
4 0 I F C C C 2 ) ) 5 C » 7 C , 8 C 
5 0 I F C E C 1 ) ) 7 C # 7 C , 6 C 
6 0 C A L L A R C T 1 C ( A ( 2 ) ) 
7 0 R E T L R N 

8 0 I F ( B ( 1 ) ) 6 C W C , 7 C 
E N C 

1 1 / 3 C / T C U * 3 C A f A S R * 3 , 2 4 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 V \ \ 6 S E C F C R C C K P I L A T I C N P A S S 

2 1 C A R D S AT 2 0 7 C A R D S F E R M M T E 
1 0 2 D I G I T S D A T A , 1 3 2 4 D I G I T S C C D F . 



£-13 

S L P R C L T I N E C I V D C ( A , E ) 

D C L B L E P R E C I S I O N A p B » X » A M I » A M A 

D I M E N S I O N A ( 2 > * 8 . C 2 > ' X < 4 ) 

P s E ( l ) * B { 2 ) 

I F C F ) 1 C M C * 2 C 

1 C h R I T E ( 6 M 5 ) B 

1 5 F C R M A T ( l x * 2 C H 0 I V I S A D N A G C E F I M 0 A , 2 E 2 5 . 1 6 ) 

S T C F 

2 0 X ( 1 ) = A ( 1 ) / R ( 1 ) 

X ( 2 ) s A ( l ) / R ( 2 ) 

X ( 3 ) = A ( 2 ) / R C 1 ) 

X ( 4 ) = A ( 2 ) / B C 2 ) 

A M s X ( l ) 

A M = X ( 1 ) 

D C 6 C 1 * 2 , ¿1 

I F ( A M I - X ( I ) ) < l C , 4 0 / 3 0 

3 C A f l s X ( I ) 

4 0 I F ( A M A - X ( I ) ) 5 C > 6 0 # 6 0 

5 C A M = X ( I ) 

6 0 C C N T Î M ' E 

A C l ) s A M I 

A < 2 > s A N A 

C A L L A R C T C O C A ) 

R E T U R N 

E N C 

1 1 / 3 0 / 7 0 Î 1 > 3 1 A M A S R # 3 . 2 ' 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 

0 K I N 8 S E C F O R C O M P I L A T I O N F A S S 

2 6 C A R D S A T ieC C A R D S P E R M I N U T E 

2 5 2 D I G I T S D A T A , 1 4 1 6 C I G I T S C O D E . 

S I S R C L T I N E F P C C C < A , e ) 

D C L E L E P R E C I S I O N A » B * X ' A N I * A M A 

D I M E N S I O N * < 2 > # 8 < 2 > * X ( 4 ) 

X( 1 1 ) * B U > • 
X ( 2 ) » J » ( l ) * f i ( 2 ) 

X C 3 ) « A C 2 ) * P ( 1 ) 

X < 4 ) * A ( 2 ) * B < 2 ) 

A M = X ( 1 ) 

A M = X ( 1 ) 

C O 5 C l a g , Z| 

I F ( A M - X ( I ) ) 3 0 , 3 0 * 2 0 

2 0 A K T a X ( I ) 

3 C I F < A f A " X ( I ) ) 4 0 . 5 C # 5 C 

4 C A M « X ( I ) 

5 C C C N T I M E 

A C 1 ) a A M 

A C 2 ) « A M 

C A L L A F D T C O C A ) 

R E T C R N 

E N D 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 > 3 C A y A S R * 3 . 2 6 S 1 5 7 C O M P I L E R 

0 V I N 5 S E C F O R C O M P I L A T I O N F A S S 

2 1 C A R C S A T 2 3 3 C A R O S P E R M I N U T E 

1 6 6 D I G I T S D A T A . 1 C 6 6 D I G I T S C O D E . 



B-14 

S L E R C L T l N E C E F I N D ( A , E > C ) 
C C L E L E P R E C I S I O N A * 6 > C 
D I M E N S I O N A ( 2 ) 
A ( 1 ) = E 
A ( 2 ) « C 
R E U R N 
E N D 

1 1 / 3 C / 7 0 1 1 ^ 3 1 AM A S R * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M I N 4 S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 
08 C A R D S AT ICS C A R O S P E R M I N U T E 
36 C I G I T S O A T A . 146 C I 6 I 7 S C C C E . 

S L E R C L T H E T E S I N D C A ) 
C C L E L E P R E C I S I O N A ( 2 ) 
I F ( A C 1 ) - A C 2 ) ) 1 C > 1 0 > 2 0 

1C R E T U R N 
2C h R I T E ( 6 , 3 C ) A 
30 F C R M T C 1 X , 2 2 H I N T E R V A L C N AO O E F IN 1 0 0 * 2 0 2 5 , 1 6 ) 

S T O P 
E N D 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1*31 A M A S R J 3 . 2 » 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M I N M S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 
C9 C A R D S AT 118 C A R D S P E R M I N U T E 
14C C I G I T S D A T A , 2 7 0 D I G I T S C O D E . 

S L E R C L T H E F C I C ( A * B ) 
C C L E L E P R E C I S I O N A ( 2 ) t6(2 ) » C C 2 ) 
B ( l ) = C A ( i ) 4 A ( 2 ) ) / 2 . 
B ( 2 ) * C A ( 2 ) - A ( 1 ) ) / 2 , 
I F < A C 2 ) - A C 1 ) - B C 2 ) * 2 . ) 1 C # 2 C # 1 0 

10 C ( l ) s D A E S ( E < l ) ) 
C ( 2 ) a D A B S ( P C 2 ) ) 
C A L L A R C T C C ( C ) 
B C 2 ) « « B C 2 ) / C A B S C B C 2 ) ) * C C 2 ) 

20 R E T L R N 
E N C 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 > 3 1 A M A S R * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M I N 5 S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S * 
12 C A R D S AT 123 C A R O S F E R M I M T E 
122 D I G I T S D A T A . 1 0 8 6 D I G I T S C C C E . 

I 



£-15 

5 1 B R C I T I K E C E C C A ( N # A i > K P ) 
C i m S I C N F E S C < 1 C ) » A < 1 0 » 1 ) » K F < 1 G ) 
DC 5 C 
K P C I ) » I 
F E S C ( I > » A B S ( A U M ) ) 
CC 4 C J « 2 # K 
I F ( F E S C ( n - A B S C A C I*J)) ) 3 C # « C » * C 

3 C F E S C ( I ) « A B S ( A ( I # J ) ) 
4 C C C M I M E 

F F F « F E S C ( I ) 
5 C F E S C ( I ) « 1 , / F F F 

C 
M « N - 1 
CC 1 2 C K « 1 , M 

C 
1 M X » K 

A k A X * F E S C < K M X ) « A B S ( A < K M X # K ) ) 
K 1 « K • 1 
CC 7 C K 2 * K l # N 
K K 2 » K P ( K 2 ) 
A M F E S C C K K 2 ) * A e S ( A ( K K 2 » K ) ) 
I F C A V A X - A K H C # 7 C » 7 C 

6 C A M X » A * 
K M X « K K 2 
I V A X « K 2 

7 C C C M I M E 
I F ( A C K M x » K ) ) l C C » 9 0 # i C C 

9 C hFlTE(«#«l) 
9 1 F C R K A T ( 1 X , ! 7 H D E T E R V I N A N T E M L C ) 

S T C F 
I O C J C T A « H P ( K ) 

K F ( K ) « K ^ A X 
K P ( I M X )«jfTA 

C 
CC 1 2 C K 2 « K l , N 
K K 2 » K F ( K 2 ) 
A ( K K 2 # K ) « M K K 2 # K ) / A ( K M X * K ) 
CC 1 2 C J « K 1 # N 

1 2 C A ( K H 2 # J ) « A ( K K 2 / . . J ) « A ( K K 2 # H ) * A ( K V A X , J ) 
K K 2 « K F ( N ) 
I F C A C K K 2 , N 5 ) 1 2 5 » 9 C » 1 2 5 

1 2 5 R E 7 L F K 
E N C 

1 1 / 3 C / 7 C 1 1 * 3 1 A * A S R I 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
C * U e S E C F C R C C C P I L A T I C N P A S S 
A 5 C A F C S AT 3?e C A R D S P E R H M U 
3 C 2 C I G I 7 S C A T A , 4 C 7 2 C I G I T S C C C E . 



1 

B-16 
SLBRCtTlNE R S T I S ( N # A , K P ) 
DIMENSION A C 1 C * 1 ) # K P < 1 0 ) 

CC 124 I«2»N 
s*c. 
11*1-1 
L I « K P ( I ) 
CC 122 Jal.il 
LJ*KP(J) 

122 S = S * A ( L I , J ) * A ( L J P K ) 
124 A C L I ' t O a A C L l ' I O - S 

C 
L M K P ( N ) 

CC 128 Ka 1 » M 
I = N-K 
U S K F < I > 
II • I + 1 
s«c , 

• CC 126 J*I1,N 
L J S « P ( 0 ) 

126 S*S4ACLI,J)*A(LJ/»f) 
126 A ( L I ^ ) « ( A ( L I ^ ) - S ) / A ( L I » I ) 

C 
RETURN 
EKC 

11/30/70 11>31 A^ ASRI3.2 69157 COMPILER 
C *IK 7 SEC FCfi C C f P l l A T I C N PASS 
28 CARCS AT 2 35 CARDS PER M M T E 
13C CIGITS CATA, 2812 DIGITS C C C E . 

SLERCLTlNE I N V K N * A * B ) 
DIMENSION A<lC » l ) > e C l C > l)>KPC10} 
CALL C E C y A ( N / A , K P ) 
k*IW 1 
CC 40 I*1,N 
CC 3C J*1,N 
I F C I - J ) 2 0 # 1 C # 2 C 

1C A ( J # K ) « 1 , 
GC TC 3C 

2C A ( J ^ ) a C , 
3C C C M I N U E 

CALL R S T I S ( N # A » K P ) 
CC 40 J » 1 # N 
LU*KP(J) 

40 B ( J > I ) * A < L J , V > 
RETLRN 
END 

1 1/30/70 11231 A K ASR#3 .2 69157 C O P I L E R 
C VIls 5 SEC FOR C C K P I L A T I C K PASS 
lfi CARCS AT 165 CARDS PER H M T E 
13C CIGITS DATA. 1110 DIGITS C C D E . 

I 

http://Jal.il


£-17 

S U B R O U T I N E S M l V C N ^ S ) 

D I K E N S I C N S C 2 , 1 C > 1 ) > Z 1 C 2 ) # Z 2 C 2 > 

CC 3 C 1 * 1 , N 
C C 3 0 J B 1 #N 

I F ( I - J ) 3 0 # 2 0 # ' 3 C 

2 0 2 * 1 . 

C A L L C E F l N ( 2 1 > 2 > Z ) 

C A L L C E F I N ( 2 2 , S ( 1 > I > J ) # S ( 2 » I * J ) } 

C A L L S 0 M A ( 7 2 , 2 1 > 

C A L L C E F I M S C 1 » I * J ) » Z 2 C 1 ) . » Z 2 C 2 ) > 

3 C C O N T I N U E 

R E T U R N 

E N C 

U / 3 C / 7 C 1 1 ^ 3 1 A V A S R Ü I 3 . 2 6 9 1 5 7 " C O M P I L E R 

C M I N 5 S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 

1 4 C A R C S AT 1 5 2 C A R D S P E R M I N U T E 

1 1 2 C I G 1 7 S D A T A . 1 0 8 6 D I G I T S C O D E . 

S L E R C L T l N E SM2VCN,S>P) 
DIMENSION S C 2 * 1 Q » 1 ) # P C 2 M 0 * 1 ) * Z 1 C 2 ) » 2 2 C 2 ) 
C C 1C Ui,h 
C C 1C j « i , N 

CALL C E F U ( Z 1 # S C 1 M * J ) # S C 2 # I # J ) ) 
CALL D E F I N ( 2 2 # P C W I # J ) # P ( 2 # I # J ) ) 
CALL S 0 M A ( 2 1 * Z 2 ) 

1C CALL C E F I N ( S ( 1 # I * J ) » Z 1 ( 1 ) # Z 1 C 2 ) ) 
RETLRN 
ENC 

1 1 / 3 C / 7 C 11*31 Ay A S R * 3 , 2 69157 COMPILER 
0 MIN 6 SEC FOR COMPILAT ION PASS 

11 CARCS AT 101 CAROS PER MINUTE 
102 D I G I T S D A T A , 15CA D I G I T S CODE, 

S L E R C L T H E F R V ( N P S * E ) 

C I M E N S I C N E C 2 M C # l > ' S C 2 # 1 0 ' l ) * E S C 2 M 0 » 1 0 ) » Z l C 2 ) * Z 2 < 2 ) f Z 3 < 2 ) 
DC 1C I« 1 # N 
DC 10 K a j ^ K 

Z s C , 
CALL OFF IN<Z3>2>Z ) 
C C 10 J = l , N 

CALL C E F H C Z W E U , l # J ) » E C 2 # I , j ) > 
CALL D E F I N C Z 2 , S ( 1 * J # K ) * S ( 2 * J , K ) ) 
CALL PRC0(Z1#Z2 ) 
CALL S C M A ( Z 3 * Z 1 ) 

10 CALL D E F I M E S C 1 # I » K ) » Z 3 C 1 ) » Z 3 C 2 ) ) 
C C 20 l M * N 
C C 20 J M , K 

•20 CALL C E F l N ( S ( W I # J ) # E S < t # I # J ) * E S ( 2 # I # d n 
RETURN 
ENC 

1 1 / 3 0 / 7 0 1123? AM A S R S 3 . 2 69157 COMPILER 
0 M IN 6 SEC F O R COMPILAT ION PASS 

18 CARDS AT 16C CAROS PER MINUTE 
2144 D IG ITS D A T A , 2492 D I G I T S CODE, 



£-18 
S L G B C L T I N E M P V ( R G * N * P ) 
DIMENSION P(2>10*1) 
CC 10 I«1,N 
CO 10 J*l*N 
Zs-RC 

1C CALL 0 E F I N ( P ( 1 » I # J ) > Z # R 0 ) 
RETLRN 
END 

1 1/30/70 1 1232 AM ASR*3.2 69157 COMPILER 
0 MlN H SEC FOR COMPILATION PASS 
C9 CARCS A7 12C CAROS PER MINUTE 
62 DIGITS DATA. 492 DIGITS C O D E . 

S L B R C L T U E MSVCN>M>E*S) 
C INEKS IGN E ( 2 > 1 C , 1 ) * S ( 2 , 1 C * 1 ) 
DC 1C I«1,N 
CC 1C J*1>N 

10 CALL C E F i N C S ( l » I , J ) > E C l > I > J ) # E ( 2 > I » J ) ) 
DC 20 H*\,» 
IFCK-M H 5 * 3 C # 3 C 

15 CALL SVlV(N'S) 
CALL FRVCN.S/E) 

20 CONTINUE 
30 RETLRN 

ENC 

11/30/70 11*32 AM ASR*3.2 69157 COMPILER 
C 5 SEC FCR COMPILATION PASS 
13 CARCS AT 151 CARDS FER M I M T E 
7C CIGITS DATA. 1172 DIGITS C C C E , 

S L E R C L T I N E S M 2 V C ( N » S , T ) 
C C L B L E P R E C I S I O N S * 2 1 , Z 2 
C I M E N S I G N S < 2 M C * 1 ) * T < 2 # 1 G # 1 > * Z 1 C 2 ) # Z 2 < 2 ) 
C C 1 0 I M , N 
C C 1 0 J M , N 
C A L L C E F I N D ( Z 1 # S ( 1 » I / J ) » S < 2 , I , J ) ) 
22(l)aT<i,I,j) 
Z 2 ( 2 ) * T C 2 , 
C A L L S C M A C ( 2 1 > Z 2 ) 

1 0 C A L L D E F l M ) C S U ' I # J } # Z K l > # Z l ( a ) ) 
R E T L R N 
E N D • 

1 1 / 3 0 / 7 0 1 1 * 3 2 A K A S R * 3 , 2 « 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 N I N 4 S E C F C R C O M P I L A T I O N P A S S 

1 3 C A R C S AT 1 6 C C A R D S P E R M I M T E 
1 2 6 C I G I T S D A T A . 1156 D I G I T S C C C E « 
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DCLELE F R E C ISIC^ S ( 2 * . 1 0 , 1 ) # E C 2 M 0 M > > E S < 2 > 1 0 M 0 > > Z 1 ( 2 ) > Z 2 C 2 > * Z 3 C 2 > 
CC IC I M , N 
CO 1C Ksi,l\ 
CALL D E F ï N R C 2 3 # C . * C , > 
CC 1C J M , N 
CALL C E F l M 3 ( Z l * E ( l » I ' # J ) * E C 2 M # J ) ) 
CALL C E F l h n ( Z 2 , S ( l # J , K ) , S ( 2 , J , K ) ) 
CALL FRC0CC21,Z2) 
CALL S C M C ( Z 3 > Z n 

10 CALL C E F l N D C E S C l * I # K ) # Z 3 c n # Z 3 C 2 ) > 
DC 2C 1 = 1,N 
CC 20 J=1*N 

20 CALL 0 E F l M K S < l ' I # J > » E S C i M * J ) # E S ( 2 M # j n 
R E H R N 
ENC 

11/3C/7C A M A S R * 3 «2 69157 COMPILER 
C VIN 6 SEC FCR COMPILATION PASS 
17 CARCS AT 151 CARDS PER- K I M T E 

3390 DIGITS DATA. 247« DIGITS C C O E , 
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SLBRCUTINE R S T I S V C N / A / K F ) 
DIMENSION A C 3 ' 2 0 * 1 ) # K P C 1 ) » S C 3 ) » Z 1 C 3 ) » Z 2 C 3 ) 
Z * C . 
M*N + 1 
CC 124 I a 2 * N 
CALL C E F I M S > Z , 2 , Z ) 
1 1 * 1 - 1 
L I « K P C I ) 
CD 122 J a l , I l 
L J a K P ( J ) 
CALL D E F I N ( Z 1 / A ( 1 * L I * J ) / A ( 2 , L I # J ) * A ( 3 / L I * J ) ) 
CALL C E F I N ( Z 2 > A C 1 > L J > M ) / A C 2 / L J > M ) > A ( 3 , L J # M > > 
CALL P R C C ( Z 1 W 2 ) 

122 CALL S 0 M / I ( S , Z 1 ) 
CALL CEF INCZ1>AC1#L I#M)>A(2>L I>M)>A<3 ,L I>M) ) 
CALL S IBTCZ1#S) 

121 CALL C E F I M A ( 1 > L I # N ) > Z 1 C 1 ) * Z 1 C 2 ) # Z 1 C 3 > ) 
C 

L N a K P ( N ) 
CALL DEFINCZ1>AC1>LN>M )>AC2>LN>M>>AC3>LN>M ) ) 
CALL C E F I N ( Z 2 » A C 1 # L N * N ) > A C 2 # L N > N ) » A C 3 # L N , N ) > 
CALL C I V 0 ( Z 1 * Z 2 ) 
CALL C E F I N ( A C 1 , L N # M ) > Z 1 C 1 ) > Z 1 < 2 ) , Z K 3 ) > 
M s N - 1 

* CO 128 K i | , M 
I s N - K 
L I » K P ( I ) 
I 1 » I * 1 
CALL D E F I N ( S , Z , Z > Z ) 
CC 126 J « I 1 , N 
L J a K F ( U ) 
CALL C E F ! N C 2 1 # A ( 1 > L I > J ) / A C 2 , L I # J ) , A ( 3 , L I , J ) ) 
CALL C E F l N ( 2 2 # A ( l > L J > M ) > A C 2 , L j # M ) > A ( 3 # L J # M ) > 
CALL PRC0(Z1#Z2.) 

126 CALL S O M ( S » Z l ) 
CALL 0 E F I N C Z 1 , A ( 1 , L I > M ) > A C 2 , L I > M ) > A ( 3 , L I > M ) ) 
CALL C E F l M Z 2 > A ( l > L l > I ) > A ( 2 ^ L I > I > > A ( 3 , L I > n > 
CALL SUBT(Z1#S) 
CALL C I V C ( Z 1 * Z 2 ) ' 

128 CALL 0 E F I N ( A C 1 , L I , M ) > Z 1 C 1 ) , Z 1 C 2 ) * Z 1 C 3 ) ) 
RETURN 
EN C 

« 

1 1 / 3 C / 7 C 11*35 AM A SR# 3 • 2 69157 COMPILER 
C MIN 9 SEC FOR COMPILAT ION PASS 

A3 CARDS AT 275 CARDS PER MINUTE 
286 D I G I T S DAT A * 8944 D I G I T S CODE. . 
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SUBROUTINE CECKAV(N>A,KP) 
Ol K E N S I G N F E S C C 2 0 ) > A ( 3 > 2 C # 1 ) * K P C 1 ) > Z 1 ( 3 ) # Z 2 < 3 ) P Z 3 < 3 ) 
CC 5C I«1#N 
KP C13 * I 
F E S C C I ) « A B S ( A ( I # I # 1 ) ) 
CO 40 J=2>N 
I F ( F E S C ( I ) - A B S ( A ( 1 # I , J ) ) ) 3 0 # 4 0 , 4 0 

30 F E S C C I ) s A B S C A < l > I # J ) ) 
40 CONTINUE 

FFFsFESC(I) 
50 F E S C C I ) * 1 . / F F F 

I M X " K 
KVAXaKPCK } 
A K A X « F E S C ( K K A X ) * A B S ( A ( 1 # K K A X , K ) ) 
Kl*fc+1 
CC 7C K2*Kl#N 
K K 2 B K P ( K 2 ) 
A K s F E S C C K K 2 ) * A f i 5 ( A U > K K 2 # K ) ) 
IF <ANAX-AW >60»7C,70 

60 A K A X 8 A K 
KKAX*KK2 

70 CONTINUE 
IFCA<l*Kf/AX*K))100>90#10C 

90 h R l T E ( 6 > 9 1 ) 
91 F C R M T ( l x , 1 7 H 0 E T E R M M M E M L O ) ' 

STCF 
100 J0TA«KP(K) 

KP(K )sKN/»x 
KF(IKAX)njCTA 
00 120 K2aKl,N 
KK2«KF(«2 ) 
CALL C E F l N m > A ( l # K K 2 , K ) , A C 2 > K K 2 ' K ) , A ( 3 > K K 2 . K ) ) 
CALL C E F I N ( 2 2 > A C 1 > K K A X # K ) , A C 2 > K M X , K ) > A C 3 , K M A X , K ) ) 
CALL DIVC(71,Z2) 
CALL C E F I N ( A ( 1 > K K 2 > K ) , Z 1 ( 1 ) > Z 1 C 2 ) , Z 1 C 3 ) ) 
CO 120 J=K1*N 
CALL C E F l N ( 2 2 , A ( l , K K A X # v l ) , A ( 2 , K f / A X , J ) , A C 3 # K W A X , J ) ) 
CALL P R C D ( Z 2 , Z 1 ) 
CALL D E F I N < 2 3 * A ( 1 > K K 2 # J ) > A ( 2 > K K 2 > J ) > A C 3 # K K 2 > J > ) 
CALL S U B T ( Z 3 J » Z 2 ) 

120 CALL D E F I N ( A ( 1 , K K 2 # J ) , Z 3 ( 1 ) , Z 3 ( 2 ) # Z 3 ( 3 ) ) 
K K 2 B K P ( N ) 
1 F ( A C 2 # H K 2 » N ) ) 1 2 5 * 9 C * 1 2 5 

125 I F ( A U > K K 2 , N ) * A ( 3 > K K 2 , N ) ) 9 0 , 9 C , 130 
130 RETURN 

ENC 

1 1/30/70 1 1*35 AK ASR* 3.2 69157 COMPILER 
O-^IN 9 SEC FOR COMPILATION PASS 
53 CARDS AT 321 CARDS PER KINUTE 
700 DIGITS DATA. 7722 DIGITS C O D E -

C 
M » N - 1 
CC 120 K a l « M 

C 

C 

1 — 
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• -CLL 
F J L F 5 = C C I P 
F I L E t s C C l f i 
<: F. G V E N 7 U V N f p R V ' F R V n 
S I Z E t^F.íL = <5 
c » n c r r Í : C M N S F N 

c c L Ê L t m E f . i s i r . t x í r , > e c » E C ' Z ' Z Z » A A , 
C I N E N S T C i\ A < 2 M C > l l ) » E C 2 * l C ' l C ) > B C C 2 » t C M C > » E ( 3 M C . l C ) » P C 2 ' l C * l O ) , 

A S ( ? , j C # 1 C ) • A R C 1 C * 1 C ) , B R C 1 C » 1 C > » A A ( ?. * 1 C » 1C ) * A O C 1 O » 11 ) # Z ( 2 í * 
* E C ( 2 , 1 C > 1 C ) 

3 F E A C C 5 • 1C C . I" N D = Ç C C ) N > M 

W F I T E ( ft > U t ) 
kK I 7 E ( 6 , 4 4 Ä ) 

M = N 
CC 1 I - i . N 
R E A C C 5 * í i C C ) ( A ( l * I » j } * J s l * M ) 

1 K f i T T E C < i » , ; C C ) C A C l * I ' . j ) ' J a l ' M ) 
h f i l T E C S ' C f J C ) 
CC 2 1 = 1 .N 
CC 2 * ' = 1 , M 
7 Z = A (1 * I t w O 
A d , l , j ) = 7 7 - c . C C C C 5 (Exemplos numéricos 10-11) 

PC 2C I = l , N 
nc 2C J = I , ' N 

2 C A F C l > w ' ) = A ( l ' I * w ) / 2 . + A ( 2 > I * J > / 2 . 
CALL I N V ^ ( N * A H * t R ) 

^ r, C 3 C I = 1 . N ; 

nc se ,= i^> 
0 A .. L L F F T |\ ( f, ( 1 * I > yj ) > K F < I » J ) > ß F ( I > J ) ) 
P D C l / I » w ) s R ( l > > I í j ) 

f p C C 2 > I n ) = p ( 2 > T * v') 
A C ( l * I » w ) s a ( l ' T ' J ) 
A C ( 2 > I » * ) s A < 2 » I > j ) 
C A L L C F F T N f A ( l - » I * w ' ) * E ( l ' I * j ) ' E C 2 # I # j ) ) 

3C C ß L L C E F T N n ( E C < l * I » j ) j » 6 C C l * I * j ) # 8 C ( 2 , I * J ) ) : 

C 

CALL FF V C ( N >E C * A D ) 

CC 5C 1 = 5 ,N 
CC 5C J = 1 , N 
CALL C E F t N R C A C ( l * I , J ) # " ? C ( l . I , j ) , B C ( 2 » I » ^ ) ) 
7 F C I - W < ) 4 ? , 4 4 » 4 2 

¿(2 7Z = C 
CALL C E F I N C (Z *7 . Z » Z Z ) 
C A L L S L e 7 C ( Z * E C ( l * I , j ) ) 
CALL C E F l N n ( E D < l , I * J ) , Z ( l ) » 2 C 2 ) ) . 
GC 7C 5C 

Hü 7 2 = 1 . 
C A L L CEF T h H ( 7 # Z Z o 7 2 ) 

' CALL S ü6 T C ( 2 > E C ( 1 > I * J ) ) 
CALL C E F IN C ( E 0 ( 1 > I > J ) > Z C 1) .• 2 C 2 ) ) 

5C C C M I M E 

n C 5 5 I s i , K • 

CC 55 J = 1 , f \ 
E C1> I M J ) = E C (1 * I > J ) 
E ( 2 f I , U ) = E r ( 2 > I > J ) 

55 CALL A F C 7 5 ( E ( l > I » j ) # E C C l » i » J ) ) 



c 
V 
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$ C V A S s C . 
A N F N A = - 1 , 
CC S l T = i > N 

• I F C A N R V A - S r > A $ ) 6 C » 7 0 » 7 C ' 
6C ANRNAsSOAS 
7C $CNAS=C, 

CC 5 1 J = 1 * K 

I F ( A B S ( E ( r . I * w l ) ) - A P S ( E ( 2 » I ^ ) ) ) e C # e C . 9 C :. 
P C .s C y A S = «i C f/A S 4 A E S ( E ( 2 :> I» J ) ) 

GC TC S I 
5 C S C A S = S t > A S 4 A E S C E ( 1 > I # J ) ) 
91 C C M l M t 

I F < A N F M « s r M S ) 9 2 * 9 3 * 9 3 

9 ? A N f" N1 A = 5 C f' A 5 

93 I F ( A N F ^ A - 1 , )31C * 3 C O * 3CC 

3CC h F H E ( 6 * i 5 3 ) A N R f A * 
STCF ' 

31C CC 32 C K = 1 . K 
CC 35 C I = 1 , N 
CC 35C v = 1 » N 

35C CALL C E F n n ( e C ( l » I > ' J ) > A D C l ' I * W ) ' A C ( 2 » I » g ) ) 
R C = ( A K R M * * < K + 1 ) ) / U . - A N R K A ) 
CALL ARCTCtRC) 

C A L L V F V ( p r , N , P ) 
CALL N c v ( N > H » E • S ) 
CALL S N 2 V ( N , S * F ) ' 
CALL F C V ( N » S * A ) 
CALL S ^ 2 v C ( l ^ ' B C ' S ) 

h R I T E (<5 > P P P. ) A N R N A * K * R 0 
C C 2 2 3 I s 1 , N 
CC 3 2 3 ^ = 1 .N , 

3 3 3 CALL F C J C ( F C ( 1 » I . > J ) # » A C 1 * W > > 
CC 32C w r l , N 
h R l T E ( , « * 9 9 $ )», ' " • 
CC 32C l r l - » N 

32C ^ R l T E ( 6 * 5 5 e ) A A ( l * I ^ ) * A A < 2 » I > ^ > 
fcRITE(6*777) . " 
GC TC 3 

9CC STCF 

ICC F C R N A T ( 2 I 2 ) 
1 1 1 F C F ^ A T ( / » 1 v , 1 1 H K A T R I 2 C A C A * / / ) 

153 F C F f A T ( 1 X » « M | V R K A=*E16 . 6 ) 
ICC FCPNAT ( 5 F 7 . ¿ 1 ) . 
14* . F C R K A T C / / > 1 X#'24l-CA0GS C C f E R R C S IK tCI A IS,*//) 
5CC F C R ^ A T C / , l V > 5 F i 
777 FCF.KA1C1H 3 
66? FCR(*ATf / , 1 y * 2 7 h > A 7 R l z IKvERSA G O . N S I C E R AN C G * / * 1 y ' 1 2 R N C R V A C E E * * F . 

*2 . "6 *5X>2H> = * I 2 * 5 X * 3 > R G S > E 1 2 . 6 * / / > 
9 5 C FCR |VATCv / , t > i *2«hS0L lCAC $ 0 8 - P C R K A C E N T R A C A * / / ) 

996 F C R M K 7 » 1 ' * > 2 E 2 5 . 1 2 ) 

ENC 

I 2 / C f l / 7 C 1C?C9 AV A S P S 3 . 2 « 9 1 5 7 CCfPILER 
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DIMENSION OPC10)*DC10*3)*CDC3,10)*CFT(3#10»10)#DRSE<3) 
ALPHA OP 
INTEGER 0 
COMMON JSE*ISE*JM*Nl*M*OP*0*CD*CFT*OELTA*ORSE 

1 READ(5*10*END«90)JM#N1*M*N*DELTA 
DO 20 Ial,Nl 
READ(5^21)0(I*1)*D<I*2^*0PCI)*D(I*3)*C0<1*I)*C0C2*I)*C0C3*I) 

20 WRITEC6,22)DCI*l)*0(I*2)*0P(I)*0(I»3)*CD<l*I)*CD(2*I)*C0C3*n 
READ(5*24)((CFT(K*U*1)*K«1* 3>*L*1 *M> 
DO 100 L al*M 

100 KRITEC6,l01>CFTtl*LM)*CFTC2>L*l)*CFTO*L»l) 
101 FORMATC/*1X#369.3) 

CALL DERIVE 
M N S M + N 
DO 30 JH1,JM 
WRITEC6,25)J 
DO 30 L«i * MN 

30 WRITEC6,26)CFT(1*L# J)*CFT(2*L* J)*CFTC3*L#.J> 
60 TO 1 

90 STOP 
C 

10 F0RMATC4I2*E8,1> 
21 F0RMATC2I2*A2*I2*3F6,3) 
22 F0RMATC/*1X>2I2*A2*I2*3G9,3) 
24 FORMAT C12F6.2 ) 
25 F0RMAT</*1X*7HC0LUNA *I2) 
26 F0RKATC/*1X*3G17,8) 

END 
12/15/70 9*29 AM ASR#3,2 69157 COMPILER 

0 M I N 11 SEC FOR COMPILATION PASS 
29 CARDS AT 155 CARDS PER MINUTE 
312 DIGITS DATA. 4480 OXGITS COOE. 4546 DIGITS COMMON* 

SYMBOLIC LISTING FOR PROGAM 2 
LOW AORS HIGH AORS TEMPS DATA BASE CODE BASE 
006602 011388 006608 006632 006908 

CALLED SUBPROGRAMS * 
NAME ADDRESS SEG, NO, 
DERIVE 024378 001 
READ. 018668 001 
WRITE. 011368 001 
COMMON BLOCKS REFERENCED 
NAME ADDRESS 

000128 
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S U B R O U T I N E D E R 

' D I M E N S I O N Ö P U Ö ) P0(1O,3)>C0(3#10>P C F T(3*10P1O ) P O R<3># 
* A L F A(4 ) > T(3*iO)#ZZC3) 
ALPHA O P * A L F A 

I N T E G E R D 

C O M M O N J * I > J M S E P N 1 S E P M 5 E P O P P O P C D P C F T » D E L T S E P D R 

DATA A L F A / 6 H • *6H - P6H • *6H / / 
Z » 0 , 
K1«DCI'1> 
K 2 * D C I P 2 ) 

00 10 Ils»l>4 
IFCALFACIl)«0PCI>)i0»20»10 

10 C O N T I N U E 
H R I T E ( 6 , 1 1 ) 0 P ( I ) 

11 F 0 R M A T ( / P 1 X * 8 H 0 P E R A C A 0 » A 4 » 1 5 H N A 0 R E C O N H E C I D A ) 

S T O P 

20 IFCK1)30>50>30 
30 G O T0(40,41»42>43)>I1 
40 C A L L D E F I N ( D R » l » ' l t » l « ) 

G O TO 44 
41 C A L L DEFlNtORp-l.p-loP-l.) 
44 C A L L PR0U(DR#CFTU*K2#J)> 

C A L L S 0 M A ( D R P C F T C 1 > K 1 * J ) ) 
RETURN 

42 C A L L D E F I N ( D R P Z P Z P Z ) 
D O 46 J V M P J 
C A L L D E F I N ( Z Z P C F T < 1 # K 2 # J * 1 - J V ) » C F T C 2 * K 2 » J * 1 - J V ) > C F T C 3 » K 2 P J M - J V ) ) 
C A L L P R 0 D ( Z Z > C F 7 U # K 1 , J V > > 

46 C A L L S O M A ( D R ^ Z Z ) 
R E T U R N 

43 C A L L DEFlNCTCl*l)»CFTCl»Kl»l)*CFTC2»Kl»l)#CFTC3*Kl»m 
C A L L D I V D ( T ( 1 > 1 ) P C F T C W K 2 > 1 > ) 

D O 49 JV«»2#J 
C A L L D E F I N C T ( 1 P J V ) > Z P Z > Z > 

DO 48 I V=«2> J V 

C A L L D E F I N ( Z Z * C F T ( l , K 2 * I V ) * C F T C 2 # K 2 # I V ) » C F T ( 3 # K 2 * I V ) ) 

C A L L P R O D C Z Z P T C I P J V + 1 - I V ) ) 

4 8 C A L L S O M A ( T ( 1 » J V ) P Z Z ) 

C A L L D E F I N ( Z Z P C F T U P K 1 > J V ) > C F T < 2 P K 1 , J V > P C F T C 3 P K 1 # J V ) ) 
C A L L S U B T ( Z Z P T ( 1 P J V > > 
C A L L DlVD (ZZPCFT(l>K2i»l)) 

49 C A L L D E F I N ( T ( 1 P J V ) P Z Z C 1 ) P Z Z ( 2 ) P Z Z C 3 ) ) 

C A L L D E F I N C D R P T C I P J ) P T ( 2 # J ) P T < 3 # J ) ) 
R E T U R N 

C 
50 G O T0(6l>62,63#64),ll 
61 C A L L D E F I N C D R P I . P U P I . ) 

G O TO 65 
62 C A L L DEFlNCDRp-l.p-l.p-1.) 
65 C A L L P R 0 0 ( D R # C F T ( 1 # K 2 P J ) ) 

R E T U R N 

63 C A L L D E F I N ( D R P C D ( 1 P I ) P C D ( 2 # I ) # C D ( 3 # I ) ) 

C A L L P R 0 D ( D R P C F T ( 1 * K 2 * J ) ) 

RETURN 
64 C A L L O£FlN ( T C i p n p C O(l»I)#C0(2# I ) # C D(3*I)) 

C A L L DlV0(T(t#l)#CFT(l#K2»l)) 
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DO 8 0 J V = 2 # J 
C A L L DEFIN(T(t#JV)»Z#Z#Z) 
D O 7 0 IV=»2*JV 
C A L L D E F l N t Z Z # C F T ( l # K 2 # I V ) , C F T < 2 # K 2 # l V ) # C F T C 3 # K 2 > I V > ) 
C A L L P R Q D ( Z Z > T ( 1 > J V + 1 - I V ) ) 

7 0 C A L L S 0 M A C T ( 1 # J V ) , Z Z ) 
C A L L DEFIN<ZZ>-l./-i.*-l.) . 
C A L L P R 0 D < T U # JV)>ZZ> 

6 0 C A L L D I V D ( T ( l * j V ) * C 0 ( i * I ) ) 
C A L L D E F I N ( D R F T C 1 / J ) # T < 2 > J ) . T < 3 , J > ) 
RETURN 1 

END 

1 2 / 1 5 / 7 0 9 2 2 9 A M A S R * 3 . 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
0 M I N 3 8 S E C T O R C O M P I L A T I O N P A S S 
7 0 C A R D S A T 1 0 9 C A R D S P E R M I N U T E 
8 7 2 D I G I T S D A T A « 1 0 8 6 6 D I G I T S C O D E . 4 5 4 8 D I G I T S C O M M O N . 

SUBROUTINE OERT VE 
D I M E N S I U N U P S E ( Í 5 ) # D ( 1 0 * 3 ) , C D S E ( 3 M 0 ) V C F T ( 3 . 1 O . 1 O ) , O R ( 3 ) , 7 7 Í 3 5 
INTEGER O * 
ALPHA OPSE ' 
COMMON J > I * J M > N 1 > M , 0 P S E * D , C D S E * C F T , D E L T A / D R 
J F = JM«=1 
DO 3 0 J = 1 P J F 
DO 3 0 IslpNl 
I F C D U , 3 ) « M ) 2 0 , 2 0 > 1 0 

10 L * D ( I # 3 ) 
C A L L D E R 
C A L L D E F I N Í C F T C 1 > L > J ) # O R C 1 ) * D R C 2 ) # O R C 3 ) ) 
G O T O 3 0 

2 0 L = n U > 3 ) 
JlaJ+t 
C A L L D E R 
C A L L D E F I N C Z Z > D E L T A # D E L T A , D E L T A ) 
C A L L P R O D C D R J Z Z ) 
Z = J 

C A L L D E F I N ( Z Z * Z * Z , Z ) 
C A L L D I V D ( D R # Z Z ) 
C A L L D E F I N < C F T C 1 > L > J l ) # D R C 1 ) > D R ( 2 ) » D R C 3 ) ) 

3 0 C O N T I N U E 
R E T U R N 
E N D 

1 2 / 1 5 / 7 0 9 > 2 9 AM A S R # 3 , 2 6 9 1 5 7 C O M P I L E R 
O MIN 6 S E C F O R C O M P I L A T I O N P A S S 
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Primeira Solução 
C-2 

X 

K P ( ?"V = 1 Xf 2 ) ¿ 

K P ( i> = in Xf M«= 

K P ( M = i Xf 5 ) = 

K p ( M s S Xr 6 ) ¿ 

K P ( 7 ï = 7 Xf 71= 

K P ( P i s 9 Xf B 1 -

KpC o = ft x<" 9 1 = 

K P ( 1 » « X f 1 0 1 ã 

, 9 Q K 6 7 7 2 0 F + 0 0 

. 9 Q 9 5 1 6 9 0 F + 0 0 

. 9 9 9 7 4 5 4 7 F + 0 O 

. 9 9 9 8 * 5 7 R r + 0 0 

, 9 9 9 9 * 1 4 1 F + 0 0 

. 9 9 9 9 « f l l 5 F + 0 0 

„ Q 9 9 9 6 9 4 8 F + 0 0 

. 9 9 9 9 9 * 1 3 F + 0 0 

. 9 9 9 9 6 6 9 8 F + 0 0 

• 0 9 9 9 9 4 7 1 F + OO 

. 9 Q 9 9 9 « Q 0 F + 0 0 

. 9 9 9 9 9 9 1 9 F + O 0 

. 1 O O O O O ? O F + O 1 

. 1 n o o o o o O F + o i 

. 1 O O O O O O 3 F + O I 

. 9 9 o 9 9 9 7 fi £ + 0 O 

. 9 Q Q 9 9 9 5 8 F + 0 0 

• 1 O O O O O O O F + O I 

. 1 O O O O O O 9 E > O I 

. 9 9 9 9 9 9 9 6 c + n 0 

. 1001 3 ? M £ + 01 

. t 0 O 0 4 m 3 F + O1 

1 l O O O P S M F + O I 

I O O O I I * 8 F + O I 

*. 1 0 0 0 0 1 « 7 F + n i 

. 1 0 0 0 0 1 S7F + M 

.10000308F+11 

1 1 0 0 0 0 0 - * 9 £ + n1 

'. 10n0O3*3f; + O l 

1 0 0 0 0 0 S 3 F + 0 1 

Solução sob forma centrada 

X + X 
• g 

Delimitação do erro de arredondamento 

X - X 
— — 

E P ( D = 3 X( 1) . 1 0 0 0 0 0 0 1 F + 0 1 . 9 9 9 9 9 « 9 0 r + 0 0 . l l W i O O F - 02 

E P ( 2) = 1 X( 2) 1 0 0 0 0 0 0 1 F + 01 . 9 9 9 9 9 0 1 9 P + 0 0 . 4 q 3 2 0 0 0 0 F « 0 3 

KP( 3) = 2 x( 3) = . 1 O O O O O O O F + 0 1 • 1 0 0 0 0 0 2 0 r + 0 1 . 2 5 4 8 1 5 0 1 £ > 03 

EPÇ 4) =10 X( 4) s ' . 9 9 9 O O 9 7 O F + 0 0 • 1 O O O O O O O F + 0 1 • * 1 1 4 0 1 0 0 1 F - 03 

KP( 5) = 4 x( 5) = ". 1 O O O O O O O F + 0 1 
9 

« 1 0 0 0 0 0 0 3 F + 0 1 . 1 3 A 4 5 0 0 1 F - 04 

KP( 6) = 5 x( 6) SS . 0 9 9 9 9 9 9 9 F + 0 0 , 9 9 9 9 9 9 7 B F + 00 • 1 5 7 7 5 0 0 1 04 

KP( 7) = 7 x( 7) = '. 1 0 0 0 0 0 0 1 F + 0 1 . O 9 9 9 9 9 5 A F + 0 0 * 3 0 6 6 0 0 0 1 F - 04 

KP( 8) = 9 x( 8) — . 1 O O O O O O O F + 0 1 . Í O O O O O O O F + O l . 3 n « 5 o o o i F » 0 5 

E P ( 9) = 8 x( 9) — 1 0 0 0 0 0 0 1 F + 01 . 1 0 0 0 0 0 0 9 F + 0 1 . 3 3 1 6 0 0 0 1 F - 04 

KP (10) = 6 X(10) '. 1 O O O O O O O F + 01 . 9 9 9 9 9 O 9 6 F + 0 0 . . 5 9 9 5 0 O O 1 F - 05 

1 



Segunda Solução 

0-3 

1 * 
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KFC 1)3 3 xc 1 )s «99999987E+CC , 9 9 9 9 9 9 9 9 E 4 0 0 .10000001E401 

-KFC 2) = 1 xc 2 ) = .99999995E+CC .99999999E + 0.0 . 10000000E4C1 
* 

KFC 3) = 2 xc 3) = .99999997E+CC . 100CCOCOE4C1 .10000000E4C1 

KFC 4 )3 IC xc ¿1 ) = »99999999E+0C . 100COOOOE4C1 .lOOOOOOCEfCl 

KFC 5)3 4 xc 5) = .99999999E+CC . 1OO00O00E4C1 , 100000COE401 

KFC 6 ) = 5 xc 6)» .99999999E+0C .99999999E+00 . 10000000E4C1 

KFC 7) = 7 xc 7) = .99999999E+0C .99999999E+C0 . 10000000E + C1 

KFC 8) = 9 xc 8 }» . 99999999E + 0C . 10ÜOCOOOE + C1 . 1000Û00ÛE4C1 

KFC 9) = a xc 9 ) = ,99999999E+CC , 100CC000E4C1 , 10000000E4C1 

KFC10)s 6 XC 10 3* .99999999E+CC . 10000000E401 . 10OOO0OOE4C1 

àolução sob forma Centrada 

X + X 
X 

X - X 

2 z 

KP( D = 3 x( 1) = .99999999E+C0 .99999999E400 , 1 31 365CCE-C6 

E P ( 2) = 1 x( 2) = .99999999E+C0 ,99999999^+00 .479475CCE-C7 

K P ( 3) = 2 x ( 3) = .lOCOOOCOE+Ct , 1000000CE401 .2528050CE-C7 
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KP(?. 9)= 8 x( 9) = •10C0OO0CE+C1 , 1000000CE + 01 . 3237000CE-C8 

K P ( l O ) = 6 X(10) = •99999999E+00 . 1C00000CF + C1 ,5215000CE-C9 
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EXEMPLO 4 

C-8 

MATRIZ CACA 

2 . 1 5 4 6 0 0 0 

2 . 8 4 3 1 0 0 0 

. 3 1 4 6 C C C 

. 1615CCC 

. 8 4 3 l C 0 C 

3 . 1 4 1 5 0 0 0 

. 6 2 4 1 0 0 0 

* 2 1 3 1 C 0 C 

. 3 1 4 6 0 0 0 

. 6 2 4 1 C C C 

4 . 8 2 1 6 C C C 

. 6 2 4 5 0 0 0 

• 16 150CC 

• 2 1 3 1 0 C C 

. 8 2 4 5 0 0 0 

6 . 4 1 3 1 0 0 0 

M T R I Z INVERSA - FQRPA CENTRADA 

CCLINA 1 

CGLljNA 

CGLUNA 

CCLt'NA 

. 7 1 4 6 4 9 38C578E.400 

. 6 5 4 2 8 e e i 3 2 2 7 £ + 0 0 

. 3 8 2 6 1 4 6 8 9 4 6 8 E " 0 1 

. 1 1 7 4 7 C64622 1 E - 0 2 

2 

• 1 8 7 C 3 1 7 7 6 6 3 7 E + 0 0 

, 4 9 e 1 4 8 2 2 0 8 4 9 E + 00 

, 5 1 3 8 o 4 6 5 5 4 2 2 E " 0 1 

, 5 2 3 7 i e C 16 1 9 5 £ - 0 2 

3 

. 2 C 8 6 4 3 4 5 7 7 c 3 E " 0 1 

. 2 2 2 6 4 9 C 3 2 6 4 6 E " 0 1 

. 2 16 1 7 9 6 2 3 9 4 2 E + 0 0 

, 2 6 5 2 7 8 6 5 9 6 3 6 E " 0 1 

4 

' , 9 C 9 9 6 1 6 4 5 2 9 8 E , , 0 2 

, 2 7 e 6 4 3 2 4 9 2 C 9 E - 0 2 

• . 2 7 0 4 9 3 4 4 3 0 5 7 E - 0 1 

« 1 5 9 5 4 4 9 9 1 2 9 5 E + 0 0 

« 7 1 4 6 4 9 3 8 C 5 7 1 E + 0 0 

. 6 5 4 2 8 8 8 1 3 2 2 1 E + G C 

. 3 8 2 6 1 4 6 8 9 4 8 1 E - 0 1 

. 1 1 7 4 7 C 6 4 6 2 3 2 E - 0 2 

. 1 8 7 0 3 1 7 7 6 6 3 4 E + 0 0 

. 4 9 8 1 4 8 2 2 0 8 4 4 E + 0 0 

. 5 1 3 8 0 4 6 5 5 4 2 C E - 0 1 

• 5 2 3 7 1 8 0 1 6 1 8 9 E - Q 2 

. 2 0 8 6 4 3 4 5 . 7 7 0 1 E " 0 1 

. 2 2 2 6 4 9 0 3 2 6 4 5 E - 0 1 

. 2 1 6 1 7 9 6 2 3 9 4 1 E + 0 0 

. 2 6 5 2 7 8 6 5 9 6 3 6 E - 0 1 

' . 9 0 9 9 6 1 6 4 5 2 9 3 E - 0 2 

. 2 7 8 6 4 3 2 4 9 2 0 0 E - 0 2 

• . 2 7 C 4 9 3 4 4 3 0 5 6 E - 0 1 

, 1 5 9 5 4 4 9 9 1 2 9 5 E + 0 0 

. 7 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 1 

. 1 1 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

. 1 3 0 0 0 0 0 0 C O O C E - 1 1 

. 3 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 2 

. 3COOCOOOO0C0E-11 

. 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 C C E - 1 1 

. 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 C 0 E - 1 2 

. 2 2 5 0 0 0 0 0 C O O O E - 1 2 

.7COOCOCOOO0CE-12 

. 6 5 0 0 0 0 0 0 0 0 C O E - 1 2 

. 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 C O E - 1 1 

. 2 5 0 0 0 0 0 G C O C O E M 2 

. 2 e 5 0 C 0 0 0 0 0 0 0 E n 1 2 

. 1 7 0 0 0 0 C C O O O O E - 1 2 

. 4 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 2 

, 1 0 0 0 0 0 0 C O O O O E - 1 1 

í 
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EXEMPLO 5 

' A T R I Z C A C A 

6 . 1 3 7 5 C C C 

2 . 1 3 5 6 C C C 

' 3 . 7 3 6 2 C C C 

1 * 6 6 6 6 0 0 C. 

2 . 9 C 4 2 C C 0 

1 . C 1 2 4 C 0 C 

• 1 * 6 4 2 1 0 0 0 

. 8 5 2 6 0 0 0 

' 7 . 1 3 1 3 0 0 0 

• 2 * 3 1 2 1 0 0 0 

4 * 0 5 2 6 0 0 0 

• 2 * 0 0 4 1 0 0 0 

5 . 8 C 2 4 0 C C 

1 * 9 0 1 1 0 0 0 

' 3 . 3 5 1 5 0 C C 

1 * 6 8 2 4 0 0 0 

' A T R I Z I N V E R S A - F C R v A C E N T R A D A 

: C L U N A 

: C L L N A 

C C L U N A 

i C E L L N A 

1 

- . 2 5 8 2 5 8 7 9 3 3 9 7 E + 0 1 

. 3 4 i e 2 2 C 8 5 9 6 3 E " » 0 C 

• * 1 C 8 C 9 8 4 5 C 7 C 2 E + 0 1 

. 1 4 0 4 4 3 4 1 8 7 1 9 E + 0 1 

2 

. 4 6 7 l 7 5 e 4 9 2 3 4 E + C l 

* 1 0 C 8 9 5 9 3 2 9 7 3 E + 0 2 

• * 8 C 6 2 2 5 5 1 9 1 2 6 E * C 1 

- . 1 9 9 C C 2 9 5 5 7 5 3 E + C 2 

3 

- . 5 7 2 3 2 1 2 6 3 1 2 5 E + 0 1 

. 9 1 9 7 0 7 4 7 3 5 7 5 E + 0 1 

* 6 3 o e 2 9 5 5 3 1 0 í E * 0 1 

. 9 2 0 3 5 0 5 6 1 7 9 5 E 4 0 1 

4 

- . 7 7 7 3 1 9 2 4 4 8 4 6 E + 0 1 

. 5 7 4 1 3 7 C A 7 5 4 7 E 4 0 1 

, 2 5 0 C 5 2 G 1 Q 9 3 8 E * 0 2 

. 3 6 5 7 2 1 0 6 5 5 5 6 E + 0 2 

• 2 5 8 2 5 8 7 9 3 4 2 3 E + 0 1 

. 3 4 1 8 2 2 0 8 5 8 7 1 E + 0 0 

, 1 0 8 0 9 8 4 5 0 6 4 5 E + 01 

* 1 4 0 4 4 3 4 1 8 8 2 2 E + 0 1 

. 4 6 7 1 7 5 8 4 9 2 7 1 E + 0 1 

* 1 0 0 8 9 5 9 3 2 9 8 8 E + 0 2 

. 8 C 6 2 2 5 5 1 9 2 3 1 E + 0 1 

. 1 9 9 0 0 2 9 5 5 7 7 7 E + 0 2 

. 5 7 2 3 2 1 2 6 3 1 8 4 E + 0 1 

. 9 1 9 7 C 7 4 7 3 5 7 C E + 0 1 

. 6 3 0 8 2 9 5 5 3 2 5 3 E + 0 1 

• 9 2 0 3 5 0 5 6 2 0 3 7 E + 0 1 

' . 7 7 7 3 1 9 2 4 4 9 2 6 E + 0 1 

. 5 7 4 1 3 7 0 4 7 3 6 9 E + 0 1 

* 2 5 4 0 5 2 0 1 0 9 5 7 E t 0 2 

. 3 6 5 7 2 1 0 6 5 5 9 5 E + 0 2 

. 6 1 4 0 0 0 0 0 0 0 C O E - 0 8 

• 3 7 1 0 C 0 0 0 C 0 C C E - 0 8 

. 2 0 5 5 C 0 0 0 0 0 0 C E - 0 8 

. 2 4 7 0 C 0 C 0 C 0 C C E - 0 8 

. 6 9 7 0 0 0 0 0 0 0 C C E - 0 7 

. 4 2 5 5 0 0 0 0 0 0 0 C E - 0 7 

. 2 3 9 1 5 C 0 0 C 0 0 0 E - 0 7 

* 2 7 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E " 0 7 

. 2 4 4 3 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 7 

* 1 7 2 1 0 0 0 0 0 0 C C E - 0 7 

*8 1 2 5 0 0 0 0 0 0 C O E - 0 8 

. 8 6 0 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

. 1 1 1 3 3 0 0 0 C 0 0 O E - 0 6 

• 7 2 4 6 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 7 

, 3 8 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 7 

. 4 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 7 



EXEMPLO 6 
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V A T R I Z D*CA • OAnCS CCV E R R C S I N I C I A I S 

2 . 1546C0C 

2 . 8 4 3 1 C C 0 

, 3 1 4 6 0 0 0 

. 16 1 5 c C O 

. 6 4 3 1 C C C 

3 . 1 4 1 5 0 0 0 

. 6 2 4 1C0C 

• 2 1 3 1 COO 

. 3 1 4 6 0 0 0 

. 6 2 4 1 0 C C 

4 . 8 2 1 6 0 0 0 

. 8 2 4 5 0 0 0 

. 1 6 1 5 0 0 C 

. 2 1 3 1 0 0 0 

. 8 2 4 5 0 0 0 

6 . 4 1 3 1 0 0 0 

V A T R I Z I N V E R S A - FORK A CENTRADA 

COLINA 1 

. 7 1 4 6 4 9 3 8 7 6 8 2 E + C 0 

- . 6 5 4 2 8 e e 2 3 9 2 2 E * 0 C 

• 3 8 2 6 1 4 7 1 8 2 9 4 E - 0 1 

- . 1 1 7 4 7 C * 4 7 8 4 6 £ - C 2 

CCLUNA 2 

- . 1 8 7 0 3 1 7 7 9 9 4 4 E + 00 

. 4 9 8 1 4 8 2 2 6 3 4 C E + 0 0 

- . 5 l 3 8 c 4 6 6 6 6 9 C E " 0 1 

- . 5 2 37 18 C 4 5 8 7 9 E - 0 2 

CCLLNA 3 

- . 2 C 8 6 4 3 4 5 1 9 C 1 E - C 1 

- . 2 2 2 6 4 9 C 4 9 4 Ç 7 E - 0 1 

. 2 1 6 1 7 9 6 2 4 5 8 3 E 4 0 0 

- . 2 6 5 2 7 8 6 5 9 1 2 1 E - 0 1 
|i 

ÇJCLUNA 4 

- . 5 C 9 9 6 1 7 4 8 5 9 2 E - 0 2 

. 2 7 e 6 4 3 3 9 6 0 2 l E - 0 2 

- . 2 7 0 4 9 3 4 4 5 1 3 3 E - C 1 

. 1 5 9 5 4 4 9 9 1 3 8 8 E + 0 0 

. 7 1 4 6 4 9 3 8 0 5 7 1 E + 0 0 

' . 6 5 4 2 8 8 8 1 3 2 2 1 E + 0 0 

• 3 8 2 6 1 4 6 8 9 4 8 1 E - 0 1 

1 1 7 4 7 0 6 4 6 2 3 2 E - 0 2 

' . 1 8 7 C 3 1 7 7 6 6 3 4 E + 00 

. 4 9 8 1 4 8 2 2 0 8 4 4 E + 00 

• 5 1 3 8 0 4 6 5 5 4 2 0 E - 0 1 

. 5 2 3 7 1 8 0 1 6 1 8 9 E - 0 2 

. 2 0 8 6 4 3 4 5 7 7 0 1 E - 0 1 

• 2 2 2 6 4 9 C 3 2 6 4 5 E - 0 1 

• 2 1 6 1 7 9 6 2 3 9 4 1 E + 0 0 

. 2 6 5 2 7 8 6 5 9 6 3 6 E ^ 0 1 

. 9 0 9 9 6 1 6 4 5 2 9 3 E - 0 2 

. 2 7 8 6 4 3 2 4 9 2 0 0 E " 0 2 

' . 2 7 0 4 9 3 4 4 3 0 5 6 E - 0 1 

• 1 5 9 5 4 4 9 9 1 2 9 5 E + 0 0 

. 7 1 0 9 4 1 4 1 0 0 0 0 E - 0 4 

. 8 4 1 0 5 3 4 0 0 0 0 C E - 0 4 

. 2 8 7 6 5 1 5 4 0 5 0 0 E - 0 4 

. 1 7 3 4 9 7 2 9 6 7 5 0 E - 0 4 

. 3 7 7 1 6 6 1 7 0 0 0 C E - 0 4 

. 4 4 8 8 6 0 C 4 5 0 C 0 E - 0 4 

• 1 5 3 5 6 2 0 0 6 5 C C E - 0 4 

. 9 2 8 7 2 2 8 6 6 5 C O E - 0 5 

• 1 4 9 4 6 6 6 2 2 5 C C E - 0 4 

• 1 8 2 0 3 2 4 6 5 5 C C E - 0 4 

. 6 2 2 5 7 9 8 5 0 0 0 0 E - 0 5 

. 3 7 5 5 0 9 5 1 C 0 0 C E - 0 5 

. 1 0 1 9 0 3 9 7 4 9 0 0 E - 0 4 

. 1 2 2 2 7 5 9 5 l 0 5 C E - ^ 0 4 

. 4 1 8 2 2 5 3 1 5 0 0 0 E - 0 5 

. 2 5 2 2 5 3 0 5 0 0 0 0 E - 0 5 
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EXEMPLO 7 

M T P I 2 C A C A - D A D O S COK EfiRCS I M C I A I S 

6 . 1 375CCC 

2 . 1 356CCC 

"3 . 7 3 6"2 C CC 

1 .8666CCC 

2 . 9 C 4 2 0 0 C 

1 . C 1 2 4 C 0 0 

1 1 . 6 4 2 1COC 

. 6 5 2 6 0 0 0 

- 7 . 1 3 1 3 0 0 C 

" 2 . 3 1 2 1 0 0 0 

4 , 0 5 2 6 0 0 0 

- 2 , 0 0 4 1 0 0 0 

5 . 8 0 2 4 0 0 0 

1 . 9 0 U 0 0 C 

3 . 3 5 1 5 0 0 0 

1 . 6 8 2 4 0 0 0 

I-'ATRIZ I N V E R S A - F C R M CENTRACA 

LUNA 

1 

• . 2 5 S 3 2 3 7 4 2 8 2 S E * 0 1 

. 3 4 2 9 8 6 2 149 i 2 £ - » 0 0 

- . 1C8C379 1 2 7 3 4E-»C 1 

. H C 5 2 7 7 9 0 5 5 5 E + C1 

2 

. 4 6 7 6 0 2 6 6 7 6 6 7 E + 0 1 

• l C 0 7 5 7 f l 4 7 6 l ' 2 £ 4 0 2 

- . 8 C 7 2 0 5 4 e i 2 8 C E + 01 

- . 1 5 5 C 9 6 6 6 3 6 8 4 E + 0 2 

3 

- . 5 7 2 4 9 0 2 2 4 8 4 lE + 01 

• 9 2 0 2 7 7 5 5 2 7 C 1 E + 0 1 

. 6 3 1 0 7 2 5 6 2 6 3 1 E + 0 1 

. 9 2 0 5 3 6 2 2 9 1 5 C E + 0 1 

4 

-.77e24342l674E+ 0 1 

. 5 7 7 C 2 2 5 4 9 0 5 5 E + 0 1 

• 2 5 4 1 8 C 4 7 7 7 4 1 E + 0 2 

. 3 6 5 6 2 9 3 2 5 2 5 4 E + 0 2 

• . 2 5 8 2 5 8 7 9 3 4 2 3 E + 01 

. 3 4 I 8 2 2 C 8 5 8 7 I E + 0 0 

"« 1 0 8 C 9 8 4 5 C 6 4 5 E + 01 

. 1 4 C 4 4 3 4 l 8 8 2 2 E * 0 t 

. 4 6 7 1 7 5 8 4 9 2 7 1 E + 0 1 

. 1 0 0 8 9 5 9 3 2 9 8 8 E + 02 

• . 8 0 6 2 2 5 5 1 9 2 3 1 E + 0 1 

1 9 9 0 C 2 9 5 5 7 7 7 E + 02 

' . 5 7 2 3 2 1 2 6 3 1 8 4 E + 0 1 

. 9 1 9 7 0 7 4 7 3 5 7 0 E + 01 , 

• 6 3 0 8 2 9 5 5 3 2 5 3 E + 0 1 

. 9 2 0 3 5 0 5 6 2 0 3 7 E + 0 1 

' . 7 7 7 3 1 9 2 4 4 9 2 6 E + 0 1 

. 5 7 Ü 1 3 7 0 4 7 3 6 9 E + 0 1 

. 2 5 4 0 5 2 0 1 0 S ) 5 7 E + 02 

• 3 6 5 7 2 1 0 6 5 5 9 5 E + 0 2 

. U 6 7 4 3 9 9 3 9 5 0 E + 0 0 

. 6 7 1 6 1 7 A 6 5 2 5 5 E - 0 1 

. 3 9 9 9 1 0 7 5 5 1 0 0 E - 0 1 

. 4 7 6 9 1 1 1 1 2 2 5 0 E - 0 1 

. 1 4 5 5 6 2 1 5 7 2 9 4 E + 0 1 

, 8 3 8 3 8 7 5 1 3 3 8 1E + 00 

. 5 1 6 3 6 9 2 7 1 9 7 0 E + 0 0 

• 5 7 3 7 4 0 9 0 6 7 0 C E + 0 C 

. 4 7 0 2 9 7 4 3 0 4 0 5 E + O C 

• 3 1 9 H 0 8 153 15E + 0 0 

, , 1 6 0 6 2 0 8 3 < ( 9 2 0 E + OC 

; 1 6 7 8 3 2 2 0 3 2 6 5 E + 0 0 

, 2 2 4 5 7 0 9 6 7 1 6 6 E + 0 1 

, 1 3 4 4 3 7 0 6 4 3 7 4 E + 0 1 " 

, 8 C 8 5 6 6 0 7 0 2 5 C F . + 0 0 

, 8 4 4 8 6 8 1 3 3 7 0 0 E + O0 



EXEMPLO 8 
• 

M A T R I / DADA 

2 .15 ' 16 . «431 . 3 1 4 6 

2 . 8 4 31 3 . 1 4 1 5 .6241 

. 3 1 4 6 .6241 4 . 8 2 1 6 

. 1 6 1 5 .2131 . 8 2 4 5 

SOLUÇÃO SOS FORMA CENTRADA 

MATRIZ TNVCRSA CONSIOERANDO 
NORMA DF £ s . 3 3 1 8 8 7 F - Ü 4 M 

COLUNA 1 

, 714649JS0495E+00 

- . 6 5 4 2 8 8 8 1 3 0 5 0 E + 0 Q 

. 3 8 2 6 1 4 Ó 8 9 4 0 1 E - 0 1 

- . 1 1 7 4 7 0 6 4 6 1 8 5 E - 0 2 

COLUNA 2 

- . 187031776586E + 00 

•49814822O716E+00 

- . 5 1 3 B 0 4 6 5 5 3 8 0 E - 0 1 

- . 5 2 3 i r i a o t 6 2 5 0 E - . 0 2 

COLUNA 3 

- . 2 0 8 6 4 3 4 5 7 6 5 1 E - 0 1 

- . ? 2 2 6 4 9 0 3 2 6 1 6 E - 0 1 

.216179623901E+Ü0 

- . 2 6 5 2 7 S 6 5 9 6 0 1 E - 0 1 

COLUNA 4 

. 1 6 1 5 

.2131 

. 3 2 4 5 

6 . 4 1 3 1 . 

1 ROs , l ! 0 1 5 ? f - O S 

. 1 1 0 6 0 0 0 0 0 0 O O E - 0 8 

. 1 5 5 0 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

. 390100OO0ÜO0E-09 

. 2 1 3 7 5 5 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

. 1 0 7 5 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

. 1 3 9 6 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

• 3 8 0 0 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

. 2 1 4 5 0 5 0 O 0 0 0 O E - 0 9 

. 1 0 3 2 0 5 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

. 1 3 0 3 5 5 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

. 4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

• 2 1 8 0 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 
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- . 9 0 9 9 6 1 6 4 5 2 ? 0 E ~ 0 2 

. 2 7 8 6 4 3 2 4 8 8 5 1 E - 0 2 

- . 2 7 0 4 V 3 a n ? 9 7 6 E - 0 l 

. 1 5 9 5 4 4 9 9 1 2 8 9 E + 0 0 

M A T R I Z I N V E R S A C O N S l D E R A MOO 
NORMA OK E = . 3 3 1 8 8 7 E - 0 4 

. 1 0 2 7 4 0 1 5 0 O 0 0 O E ~ 0 8 

. 1 3 0 O 5 1 0 0 0 0 0 0 E - 0 8 

, 3 7 2 5 5 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

. 2 1 8 O 0 0 0 O 0 0 O O E - O 9 

Ms 2 R0= . 3 6 5 5 7 7 F - 1 3 

C O L U N A l 

. 7 1 4 6 4 9 3 6 0 5 9 0 E + 0 0 

- , 6 5 4 2 8 8 8 l 3 3 0 0 E + 0 0 

. 3 8 2 6 1 4 6 8 9 6 0 1 E - 0 l 

1 1 7 4 7 0 6 4 6 1 7 5 E - 0 2 

C O L U N A 2 

1 8 7 0 3 1 7 7 6 6 3 6 E + 0 0 

. 4 9 8 1 4 8 P 2 0 8 4 6 E + 0 0 

- . 5 1 3 a o 4 6 5 5 4 3 5 E - 0 1 

- . 5 2 3 7 1 8 0 1 6 1 0 0 E - 0 2 

C O L U N A 3 

- . 2 0 8 Ó 4 3 4 5 7 6 9 1 E - 0 1 

- . 2 2 2 6 4 9 0 3 2 6 2 6 E - 0 1 

. 2 1 6 1 7 9 ^ » 2 3 9 2 6 E + 0 0 

- . 2 6 5 2 7 8 6 5 9 6 1 6 E - 0 1 

C O L U N A 4 

- . 9 0 9 9 6 1 6 / 1 5 2 6 5 E - 0 2 

, 2 7 8 6 4 3 ? / t 9 2 0 1 E - 0 2 

- . 2 7 0 4 9 3 4 4 3 0 6 6 E - 0 1 

. 1 5 9 5 4 4 9 9 1 2 9 4 E + 0 0 

M A T R I 7 I N V E R S A C O N S I D E R A N D O 
NORMA DE E s . 3 3 1 8 8 7 F - 0 4 

. 1 5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

, 4 0 Ü 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

. 4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

. 3 7 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 1 

. 9 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

. 2 2 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - O V 

. 3 2 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 • 

, 6 0 0 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - t 1 

, 1 2 0 5 0 0 0 0 0 0 0 0 F - 1 0 

. 1 2 5 ' 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

. 9 6 0 0 0 0 0 0 0 O O 0 E - 1 0 

. 1 1 5 5 Õ 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

c 

• • 2 5 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 1 

. 5 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 1 

. 1 0 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

, 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 F - 1 . 0 

M= 3 R O s . 1 2 T 3 2 9 E - 1 7 



0-14 

C O L U N A 1 

. 7 1 4 Ô 4 9 3 8 0 5 9 5 E + 0 0 

- . 6 5 « 2 8 8 B 1 3 ? 5 0 E + 0 Ó 

. 3 8 2 6 l 4 6 ^ 9 5 5 l E - 0 l 

1 1 7 ' 4 7 0 6 ' ! f i l 8 0 E - 0 2 

C O L U N A 2 

1 H 7 0 3 1 7 7 6 6 Í 6 E + 0 0 

. 4 9 8 1 4 8 2 ? 0 8 4 6 E + 0 0 

- . 5 1 3 8 0 4 6 5 5 4 3 5 E - 0 1 

- . 5 P 3 7 1 8 0 1 6 1 O O E - 0 2 

C O L U N A H 

- , 2 0 8 i S A 3 / ( 5 7 6 9 1 E - O l 

- . 2 2 2 6 4 9 0 1 ? 6 2 6 E - Ü 1 

. 2 1 6 1 7 9 6 ? 3 9 2 6 E + Ü 0 

- , 2 6 5 2 7 8 f i 5 9 6 1 A E - 0 l 

C O L U N A 4 

- . 9 n 9 9 6 1 A * 5 2 6 5 E - 0 2 

. 2 7 8 6 a 3 2 / i 9 2 0 ' l E - 0 2 

- . 2 7 0 0 9 3 ' t a 3 0 6 1 E - O l 

, 1 5 9 5 4 4 9 9 1 2 9 4 F . + 0 0 

. 1 2 6 r » n 0 0 0 0 0 O 0 F . - 0 9 

. 3 5 0 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

. 3 5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 1 0 

. 3 2 0 5 0 0 O 0 O O O O E - 1 1 

. 7 5 5 0 0 0 O 0 0 0 0 0 E - 1 0 

. 1 7 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 0 9 

. 2 5 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E M O 

. 5 0 0 5 - > o o o o o r > E - u 
i 

• 1 0 0 5 0 0 0 0 0 0 o O F. ~ 1 O 

. 1 0 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 E - t O 

, 7 M } 0 0 0 0 0 0 0 O O F - 1 . O 

. 9 5 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 F - U 

. 2 2 5 5 0 0 0 0 0 O O 0 E - U 

. 5 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 F - 1 1 

• f l O S O O O O O O O O O E - l 1 

, 1 O O O O O O O O O n O E - 1 0. 

f 
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EXEMPLO 9 

MATRIZ DADA 

6 . 1 3 7 5 

2 . 1 3 5 6 

- 3 . 7 3 6 2 

1 . 8 6 6 6 

2 . 9 0 4 2 

1 .0124 

- 1 . 6 4 2 1 

. ^526 

- 7 . 1 3 1 3 

- 2 . 3 1 2 1 

4 . 0 5 2 6 

- 2 . O U 4 1 

5 . 8024 

1 . ^011 

• 3 . 3 5 1 5 

1 . 6 8 2 4 

SOLUÇÃO SOB FORMA CENTRAO A 

MATRT7 INVERSA CONSIDERANDO 
NORMA DE E = . 6 1 2 8 1 7 E - 0 3 M= 1 R0 = , 3 / ' 5 7 7 4 E - 0 6 

COLUNA 1 

- . 2 5 8 2 5 8 7 9 0 9 0 0 E + Ü 1 
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C A T R T Z I N V E R S A C O N S I C E R A N C C 
NCRt/4 DE E = . 3 2 9 C 1 6 E - C 2 K« 4 

.447C11CCC1CGE-01 

. 5 ¿1 6 3 7 6 C C t C G C E - C 1 

.eeco72ccciocE"Oi 

. 14450CCCC1CCE + 00 

.3lg36l5ÇClCCE-Cl 

• 3ÍBÇ 12 1 5CC1 OCE-Ol 

.6267965CC1CCE-C1 

. 1C2913CCCC1CE40C 

.7eÇ5e3«5CClCCE-01 

. 565 1 34CCC 1 CCP-Cl 

•1554585CC10CE+CC 

.25524eccC10üE4CG 

RC= .394847E-1C 

CCLLNÂ 1 

í. 

- . 2 5 8 2 5 5 8 "= 4 5 C 1 E 4 C 1 

. 3 4 1S 2 2 3 ? 5 C G 1E 4 C C 

- . 1C8C5Í30C0C1E+C1 

.5eftc53 e :ClCCCE-C2 

.69ieei l=CClCCE-C2 

. í n f l i ^ c c c i c c E - c i 
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CCLUNA 2 

. ¿I6 7 1 ? 5 6 p 5 C C 1 E + C 1 

• .606225«ÍCCQCE + Ol 

-.19900294C001E+02 

CCLLNA 3 

-. 572 32'l3í5C00E + Cl 

.9Í9707655C00E+01 

• 6308298 3500C.E + C1 

.92035090CC0CE+C1 

CCLUNA 4 

-.7773lç5ûCC0CE+Cl 

.57413705C00OE+O1 

.3657208ÍC001E+02 

V A T R T Z INVERSA CONStCERANCC 
N O R M DE E s .â29C16E-02 ' |rs 5 

. 1 e 5 9 7 Ç ? C C 1 C C E - O 1 

.M7C115CC1CCE-C1 

. 5 Hf 37 6 5C ICC CE-Cl 

, e e c c 7 2 c c c i c c E - o i 

. 14450CCCC1COE + CC 

. . 3 Î P 36 Í 5 C C 1 C C E - C 1 

.3G9121ÇCC1CCE-C1 

•6267565CC10CE-01 

. 1C2913CCCC10E + 0Ü 

,7e95e^CCClCCE-Cl 

.965l34CCC100E"Cl 

. 15 5 Oi 5 e 5 C C 1 O C E + C C 

.25524ecCClCCE+0C 

RC= .327334E-1 

COLUNA 1 

-.25e2586 f:íl501E4Cl 

.3118 22 385 CCI F.+00 

-* 10609S30Û0C1E+C1 

• 140'443£*!S5001E + 01 

CCLUNA 2 

í 

,4<57 1 7 5 6 ç 5 C 0 1 E + 01 

. 100995958501E + 02 

- .8O6225M0OO0E + 0Í 

. * . l99CC?9<tC001E + C2 

.566C535C1C0CE-C2 

.691 BB 15 CC1OCE-C2 

.111444CGC1CCE-01 

.162Ç7Ç5CC1C0E-C1 

.M70115CC1CCE-01 

.51^3765C1ÇCCE-01 

.eerc72ccciccE*ci 

. 11Û5CCCCC10CE + CC 
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O.Í723213A5000E40Í 

,,S197o'762SOOCE+Cl 

6030â29839COCE+01 

.92035o5ÖCGOCE*Cl 

CCLUNA 4 

••7773ifl$flC00GE+01 

.S74137C5OCC0E+C1 

' • 2S4O9\9Q5001E+<J2 

• 36S72 öe(
tC0ClE*02 
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N C R M D E E a #.*32<í016EDC2 

•3ie3615CC100E*01 

*3e912Í5CClOCE*01 

•62679e5CClCCE-01 

» 1C2913CCCC1CE+C0 
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• • i o ô o í e 3 o o o o i E * o i 
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* 1 0 0 e S 5 9 S f i 0 0 1 E + C 2 ' 

o»e0¿2254c5G0CE->Cl 

° i i9900294CO01E*02 
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'o",72 32 l3íCC0CE + 01 

4 «Ç197C762C000E+01 

• í 3 C e 2 9 6 3âo.OOÈ*Ol 

' .Ç2C3509SCC0CE*C1 

CCLLNA U 

056íC53?ClCOCE
MC2 

» 6 9 i e e i c c C l C C E " C 2 

• 11H14CCC10CE-01 

o i e?Ç795CClCCE t ,01 

„447CCC5CC10GE-01 

t5<H<S374C01C0CE"*Ól 
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• 
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- . 7 7 7 3 1 8 5 0 C C C C E + 0 1 
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EXEMPLO 12 

1 ã Ü 5 ,000£«99 

3 4 w ê .000E-99 

5 6 * 1 o000E
e99 

3 4 « ? .OOOE-99 

2 7 o 2 .000E-99 

1 2 / 3 •0a0E°99 

1 2 H .000E-99 

« 0 0 0 E - 9 9 « 0 0 0 E - 9 9 

• 0 0 0 E - 9 9 , 0 O 0 E - 9 9 

• 0 0 0 E - 9 9 . 0 0 0 E - 9 9 

• 0 0 0 E - 9 9 iOOOE -99 

• 000E«»99 . 0 0 0 E - 9 9 

• 0 0 0 E - 9 9 . 0 0 0 E - 9 9 

• 0 0 0 E - 9 9 . 0 0 0 E - 9 9 

Descrição do Sistema 

1*00 1*00 - i , 0 0 

IcOO 1 , 0 0 1 , 0 0 

1*00 1 . 0 0 1 , 0 0 

i . o o 1*00 1 , 0 0 

COLUNA 1 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 . 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

19 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

, 0 0 0 0 0 0 0 0 E ° 9 9 

COLUNA 2 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

» 0 0 0 0 0 0 0 0 E * 9 9 

1, 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

3 , 0 0 0 0 0 0 0 

- 1 , 0 0 0 0 0 0 0 

COLUNA 3 

2 , 5 0 0 0 0 0 0 

- , 5 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 » 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

. 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

. 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

3 , 0 0 0 0 0 0 0 

• w o o o o o o o 

2 , 5 0 0 0 0 0 0 

» • 5 0 0 0 0 0 0 0 

Valores Ini 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

loOOOOOOO 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

1 . 0 0 0 0 0 0 0 

,0OO0OOO0E'"99 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

, 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 

1 , 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 0 0 0 0 0 0 0 

3 , 0 0 0 0 0 0 0 

» 1 , 0 0 0 0 0 0 0 

2 , 5 0 0 0 0 0 0 

» , 5 0 0 0 0 0 0 0 
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,84305551 

« , ,26388899E ,»OI 

»34861110 

,18472221 

,72916658 

3,8583330 

,16388888 

COLUNA 8 

.65535707 

°.15873029E"02 

.21408727 

.11666665 

,61349197 

3,0793647 

,97420600E^0l 

COLUNA 9 

,46160707 

,10615Ô71E'°01 

.12256942 

.81721220E-01 

,37668636 

2,3435760 

,40848181£'*01 

COLUNA 10 

,30225136 

,32490024E"02 

•63155834E°01 

,52469126£«0i 

,00000000 

,00000000 , 

,84305551 

»,26388890E-0Í 

•34861110 

,18472221 

,72916664 

3,8583330 

,16388889 

,65535708 

» , l58730l4E-02 

,21408728 

,11666666 

,61349200 

3,0793647 

,97420620E»0t 

,46160708 

ol06l5078E-01 

,12256943 

,81721221E»0i 

,37668645 

2,3435760 

• 40848209E«»01 

,30225137 

•32490071E-02 

963155855E"01 

,52469127E"01 

,00000000 

,00000000 

,84305557 

« ,263888ôl£»0i 

,34861112 

,18472222 

,72916674 

3.8583336 

,16388891 

.65535720 

«,15872985E°02 

,21408732 

, U666667 

.61349217 

3,0793655 

,97420670E=01 

,46160722 

,10615089E»01 

,12256946 

.81721239E-0Í 

,37668667 

2,3435768 

,40848240E°01 

,30225150 

o32490U7E»02 

«ósissaesE^oi 

,52469146E«0i 

,00000000 

•oooooooo 
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00000000 ,00000000 ,00000000 

1 2 o 5 ,000£«>99 

3 4 * 6 ,000E°99 

5 6 « 7 «000E°99 

0 7 * 1 2 ,00 

0 3 o 6 2 ,00 

2 6 * 2 ,000E"99 

0 1 / 3 2 ,00 

0 1 • 4 2*00 

1,00 

1,00 

1,00 

"1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

COLUNA ! 

1,0900000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

:1 «0000000 \ 

° t , 0 0 0 0 0 0 0 

fiOtÜNA 2 

•000E-99 , 0 0 0 E » 9 9 

, 0 0 0 E * 9 » , 0 0 0 E « 9 9 

,000E'»99 .OOOE 1 0?? 

2 ,00 2 , 0 0 

2 ,00 2 , 0 0 

,O00E"99 , 000E»99 

2 ,00 2 ,00 

2 ,00 2 ,00 

1,00 

1.00 

1,00 

1,00 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 ' 

1,0000000 \ 

1*0000000 

Descrição do Sistema 

Valores iniciais 

1,0000000 

1,0000000 

1eOOOOOOO 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

•1,0000000 

2 .0000000 2 ,0000000 2 ,0000000 

» 4 , 0 0 0 0 0 0 0 •1 ,0000000 «uooooooo 
. 2,oop&eoo 2,0000000 2 ,0000000 

.1 .000000Q 

\ .0000000 

1,0000000 1,0000000 .1 .000000Q 

\ .0000000 1,0000000 1,0000000 

3,0000000 3,0000000 3,0000000 

4,0000000 4 ,0000000 4 ,0000000 
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•2 ,0000000 

COLUNA 3 

4 ,0000000 

» , 5 0 0 0 0 0 0 0 

"1 ,0000000 

1,0000000 

1,5000000 

2,0000000 

0,5000000 

1,0000000 

COLUNA 4 

4*3333333 

1,1666666 

« « 6 6 6 6 6 6 6 7 

1,3333333 

,49999990 

1,6666666 

8,6666663 

,66666666 

COLUNA 5 

4,3333332 

"•12500001 

,41666665 

1,0833333 

,20833290 

2,4999998 

8,8749990 

« , 4 1 6 6 6 6 6 8 

COLUNA 6 

3,5499996 

«gçÔOOOOOQ 

4*0000000 

c ,50000000 

»1 a 0000000 

UOOOOOOÛ 

1,5000000 

2,0000000 

6o3000000 

loOOOOOOO 

4*3333333 

/ U S 666666 

°í>66666666 

So3333333 

,4999S>990 

1Q666Ô666 

0 ,6666665 

» 6 6 6 6 6 0 6 6 

«*3333338 

"«IS49999Ö 

00166666? 

1,0833333 

,§0833310 

3,4999998 

oóMóô666r 

3o5499996 

« 2 , 0 0 0 0 0 0 0 

4,0000000 

« • 5 0 0 0 0 0 0 0 

»1,0000000 

ic0000000 

ioSOOOOOO 

2,0000000 

6 ,5000000 

nooooooö 

4f 3 W 3 3 4 

« , 6 6 6 6 6 6 6 6 

1U3333334 

,50000010 

»«6066660 

6,6666669 

9Ö6666667 

4„3333333 
4 

«»12499990 

« 4 1 6 6 6 6 6 0 

1 ,0833334 

,20033350 

2,5000003 

8,8750009 

o,41666665 

3,5500004 
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• •75833338 

•46666664 

•86666664 

,70833260 

1,9166663 

9,2499971 

" ,46666676 

COLUNA 7 

3,0833323 

.29861105 

- , 9 1 6 6 6 9 0 0 e « 0 t 

•59166660 

,70416460 

1.1444436 

10.890270 

•91666483e«01 

COLUNA 8 

3,1115057 

,37678561 

• •41825449 

,44047604 

•70773370 

•54722101 

10.400777 

•41825344 

COLUNA 9 

2 ,6001942 

- . 21773329 

» , 1 3 9 6 3 4 3 0 

,38893821 

« , 7 5 8 3 3 3 3 0 

,46666666 

,86666664 

,70833300 

1,9166664 

9 ,2499982 

« , 4 6 6 6 6 6 6 6 

3,0833326 

«29861108 

•»o9 l666600E"0l 

,59166660 

«70416620 

1,1444443 

10,890274 

,91666600E"01 

3,1115068 

,37678568 

« « 4 1 8 2 5 3 9 7 

• ,44047608 

«70773770 

,54722193 

10,400789 

,41825397 

2 ,6001972 

> • , 21773308 

- . 13963295 

,38893835 

•»,75833328 

,46666676 

•86666666 

•70833420 

1.9166671 

9 ,2500025 

« •46666664 

3 ,0833342 

,29861115 

* , 9 i 6 6 6 4 8 3 £ » 0 1 

.59166674 

,70416860 

1.1444451 

10,890265 

, 9 l 6 6 6 9 0 0 E ° 0 i 

3 ,1115100 

,37678583 

'•' - . 4 1 8 2 5 3 4 4 

.44047632 

«70774220 

* «54722358 

10,400809 

•41625449 

2 ,6002023 

- . 21773298 

- . 1 3 9 6 3 1 5 8 

,3889387t> 
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» » B 6 i 3 i 0 0 0 E " 0 2 

.52450101 

8.9708242 

,13963158 

COLUNA 10 

1,9935164 

«117328900 

,41611213 

,26891046 

,00000000 

,00000000 

•00000000 

,00000000 

• •88049000E-02 

,52450368 

8 .9708532 

.13963295 

1,9935228 

« , 1 7 3 2 8 8 6 6 

,41611536 

,28891080 

,00000000 

,00000000 

,00000000 

,00000000 

>,67962000C"02 

,52450698 

8,9708907 

,13963430 

1,9935314 

' ,17326840 

,41611887 

,28891137 

,00000000 

»00000000 

,00000000 

• o o o o o o o o 

2 3 / 4 .000E-99 .000E-99 «000E-99 

0 4 « ! 1,00 1,00 1,00 

0 3 * 2 W 1 , 0 0 « 1 , 0 0 « 1 , 0 0 

O 2 Ü 3 1,00 1,00 1,00 

Descrição do Sistema 

,000E e , 99 , 0 0 0 E » 9 9 ,000E-99 

,000E"99 «000E-99 » 0 0 0 E « 9 9 

1.00 1,00 1,00 

COLUNA 1 

,00000000E*99 

•00000Q00E-99 

1,0000000 

•O0O00O00E-99 

COLUNA 2 

•00000000E C T99 

» 1 , 0 0 0 0 0 0 0 

•00000000E-99 

-1 ,0000000 

Valores Iniciais 

,O000O0O0E«99 

•OOOOOOOO£«90 

1,0000000 

.00000000E»99 

,0O000O00E°99 

« 1 . 0 0 0 0 0 0 0 

,00000000E«99 

« 1 . 0 0 0 0 0 0 0 

,00000000E-99 

,00000000E-99 

1,0000000 

,00000000E"99 

,O00O0OOOE-99 

• 1 , 0 0 0 0 0 0 0 

,00000000E«9» 

• 1 , 0 0 0 0 0 0 0 



COLUNA 3 

» » 5 0 0 0 0 0 0 0 

.OOOOOOOOE-99 

» . 5 0 0 0 0 0 0 0 

,OOOOOOOOE-99 

COLUNA 4 

• 0 0 0 0 0 0 0 0 £ « 9 9 

, 1 6 6 6 0 6 6 6 

„ 0 0 0 0 0 0 0 0 E - 9 9 

» , 3 3 3 3 3 3 3 4 

COLUNA S 

« , 8 3 3 3 3 3 3 5 E - 0 i 

•OOOOOOOOE-99 

• 4 l 6 6 6 6 6 5 E a 0 1 

9 0 0 0 0 0 0 0 0 E , o 9 9 

CÍQLUNA 6 

„ 0 0 0 0 0 0 0 0 E ° 9 9 

« % 8 3 3 3 3 3 3 6 E " 0 2 

.OOOOOO00E r a 99 

" » • 1 3 3 3 3 3 3 5 

COLUNA r 

- . 2 2 2 2 2 2 2 5 E - 0 1 

•OOOOOOOOE-99 

S 1 3 8 6 8 8 9 0 E - 0 2 

•OOOOOOOOE-99 

COLUNA 8 

,O00O0O00E*99 

• 1 9 8 4 1 2 6 8 E - 0 3 

•OOOOOOOOE-99 

• • 3 3 9 6 6 2 6 4 E - 0 1 

* • 5 0 0 0 0 0 0 0 

,OOOOOOOOE>99 

» , 5 0 0 0 0 0 0 0 

•OOOOOOOOE-99 

,OOOOOOOOE-99 
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•OOOOOOOOE-99 
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,OOOOOOOOE-99 
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•OOOOOOOOE-99 
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