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PREFACIO

Na resolugéio de problemas matemdticos hé trés tipos de

érros que podem ocorrer nos c#loulost

(1) propagacgdo dos eérrcs dos dados iaiciais.

(2) acumilagdo dos érrqs de arredondanent..
s ‘ D -

(3) erro de trarcamentc.

Suponhamos, por exemplo, que 0 problema y'' = ay"b

’ y(0)=y°,
y(1) = y1s descreva algum processo fisico e que os nimeros &, B, -
fl e‘ﬁl séo apenas aproximagdes das quantidades a, b, Yo © ¥ Teg
pectivamente. Neste caso o problema que se coloca é: qual a magni-
tude do &rro na solugfo em decorréncis dos érros cometidos na de -

terminagfo experimental dos valores das quantidades g, b,y, e ¥, ?

0 érro de arredondamento é causado pela execugfio dos cdlcu~
los com nimeros arredondados pera um numero finito de digitos, Es-
te érro decorre da impossibilidade de se representar um numero -
real gualquer com um numero finito de algarismos, quando se usa a

representagdo decimal do nivmero real.

0 érro de truncamento é originado pelo truncamento de uma -
sequéncia infinita de operacles aritméticas apdés um mimero finito

de etapas,

Os eérros de arredondamento e de truncamento podem sempre, =
em principio, ser tornados arbitrériamente peguenos pelo uso de -
cédlculos adicionais, o que nfo ocorre com o primeiro tipo de érro,
sendo, porisso mesmo, o mais desfavorével. -

Ra prédtica, naturalmente, aparece a questéo de eficiéncia

e & importante formular esquemas computacionais onde amo prégo de




un aumento do volume de cédlculos se possa tormar t&o pequeno quan

to desejado o érro de arredondamento e de truncamento,

H4 muitas téenicas para andlise do eérro em muitos tipos de
cdlculos., Entretanto, na prética, sfo raramente usadas, por serem
dificeis, exigirem muito tempo ¢ impossiveis de efetivarem—-se com

cdlculos manuais, se o problema priatico for de certa complexidade.

A andlise de intervalos preocupa-se com técnicas, programd
veis para um computador, que permitam simultineamente o cdlculo -
de um valor aproximado da solugdo e umea andlise rigorosa e comple

ta do eérro do resultado encontrado.

A propagacdo dos érros dos dados iniciais e o efeito acu -

malativo dos erros de arredondamento em gualguer sequéencia finita

de operacOes aritméticag, podem ambos ser limitados pela mdquina

durante & ..ecugdo das operagbes, se estas forem executadas com-~
aritmética de intervalos arredondada em vez de usar a aritmética

real.

Este trabalho estéd dividido em duas partes. Na parte I es-—
tudamos estruturas topolégica, de ordem e algébrica no_conjunto dos
intervalos (Csp.l) e as fung¢bes racionais de intervalos (Cap,2).'

Na parte II apresentamos éxemplos numéricos utilizando in-
tervalos: alguns na érea'de problémas algébricos (Cap.3) e outros
na &rea de problemas continuos (Cap.4).

Os programag péra resolugdo desses problemas, redigidos em
FORTRAN e processados no computador 5-3500 do Centro de Computa -
gdo Eletronica da Universidade de S80 Paulo, tém finalidade ilus-

trativa, nSo havendo preocupagio de otimizagHo,
Nas ilustragdes numéricas, com excegio do método de Han-

gen para invers8o de matriz, usemos ternos em vez de intervalos.




Os ternos sfo representados por [ x,%X,x_], onde x e X definem
o intervalo Cx,x] e % & um nimero real entre x e X. A arit-
mética de ternos arredonda&a utilize a aritmética real para mani
pular com ¥ e a aritmética de intervalos arredondada para operar
com [ x,x]. TUna das razdes para uso de ternos é que se o re ~
sultado final, expresso por [_Jg,'i':l, carecer de significag@o, -
ainda resta a informaé&o dada por X¥; além disso, muitos algorit-

mos s8o formulados de modo & usar X e o correspondente interva -

lo Lx,x1 (§ 13 - Método de Newton Generalizado).

No § 14 (Cap.4) apresentamos um método de primeira ordem
para résoluqﬁo de problemas iniciais em sistema de equagles di-
ferenciais ordindrias, em que o segundo membro é dado por fun -
¢des raciozazis., Bste método pode ser estendido para os métodos
de ordem k, os quais utilizam a expansido em série de Taylor. No
§ 15 expomos um método e respectivo programa, redigido em FOR -
TRAN, para geragdo automidtica dos coeficientes de Taylor, neces

=gérios para os métodos de ordem k,

No apéndice A relacionamos e descrevemés sucintamente as
subrotinas utilizadas nos diversos exemplos numéricos. No apen-—
dice B colocamos a listagem dos programas descritos no apeéndice
A e, finalmente, no apéndice C apresentamos alguns dos resulta-
dos numéricos obtidos do processamento dos programas apresenta-

dos,

D.D.Salvetti
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§ 1 - Conjunto de Intervaloa F

. Definigdo
Seja R a reta real e a,b¢R com a< b, Definimos intervalo
I =[a,b]l pors |
I w{xeR | a-sxéb}
Indicaremos por J o conjunto de todos intervalos (fechados) da reta.
Identificando-se o vetor [g]enzg a<b com o intervalo [a,ble o

a
vetor [a.] ={a,a] com o nimero real a, temos

Re 3 « R?

Na figura abaixo a parte hechurada representa 5‘ como ¢ semi-plano
que contém a diagonal y=x. Tendo em vista a identificagfio feita, pon-
tos acima de diagonal representam os intervalos La,'b] com a < b e pon
tos sObre a diagonal os intervalos degenerados, em que a=b, Os mimeros
reais que pe cucem a0 intervalo Ea,b] 880 representados pelo segmen=—

€

to AB da ¢legonal.

\ ‘/’9
N
R
' P« [a,b]
A = [a,al
; B = Cbnb]
! x ¢ 1a,b]
- y |
t
4
!
« !
b
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1l ~2-

“oda T = [a,8] e J = [e,a]

1, 82 x € I, x é umn mimero real entre a ¢ b, inclusives.
2, ICJS 2£c£d€D

.INJg g = 17 ndo ¢ um intervalo,

4.I1NT # g= 1Ug-= Y_min(a,c),max(b,d)]

5, I=d € a=c¢c e b =d. |

1

§ 2 - Topologia - Aplicagdes Continuas

Topologia em J .
Consideremos o espag¢o métrico ‘(Rz,d), munido da dist&ncia

a(x,y) = m?x( lx; -y, )

sendo x = (xloxz) ey = (yl,yz) pontos de B2, A disténcis 4 define
em R® a topolas' hebitual. Como JF C B° adotaremos como distdncia

em F & dir *i-die induzida por d, isto é, se I = [a.,b] e 7 = [e,q
a(I,J) = max(la-cl,|v-dl)

A topologia em '} definida por esta disténeia & a topologia indu
zida pela topologie habitual de RZ, |

Egsa topologias em ¢ induz em R < * a topologia habitual e ¢
distancia usuals

alz,y) = a(Cx,x] ,roy] ) = max(lx-yl,ix-y|) = Iz-y|

Topologie em JXIXIX ... XF

Pontos do produto cartesiano JX¥X .., XF s#o vetores de interva-

los (Xl,xav 600 gxn)o Indicando X = (X19X29 oo ,Xn) e Y = (Y19Y29 coe pYn:

dois vetores do produto cartesiano, definimos disténcia entre X e Y pc
a(%,¥) = max a(X,,Y,), 12172400090

n
Esga disténcia define em ;rrlc} a topologia produto.

B
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Lema 1
ol T
Sejam o/, B, T 4 5’ nimeros reais. Usaremos a notagdo P< &
para indicar que simultineamente o< 77, B< T, &< & < B < &

| | [
N
on - ou
d GM o d T ol N
Se B ¢ & , entho existe y tal que ¢ y< &
Demonstragaos
X< T o ppax(dp) < T
B < 7; = max(d,B) < min (T, §)
ol < ot,8) < & |
A< g =3 anax (A, 3)

Portanto, basta tomar y entre max(«,3) e min(7,d).

Proposicao 1

Seja X = (Xp,%p,eee,%) © ¥ = (¥,,Y,,...,1,), X, = Cai,bi]
Y, = [ci.’di] e € > o, entdo 4(X,Y)<.€ se e sdmente se valem si -
multdneamente:

(1) VxeX, 3 y ¢ ¥ tal que d(x,y) < &€

(i1)Vyr™ ' €X talae d(x,y) < &

Demonc™ - .08 : .

Se a(X,T)< £ ,entéo d’(xi'Yi)'( &, Pértanto, Iai—cil(é’ ) Ibi—dil<€,
isto é,

ai-€<ei<ai+€ (2.1)

by ~€ <4<y + &£ (2.2)
Se x € X, entdo a, £ x, £, : | (2.3)
De (2.1) e .(2.3), c; < x; +& .De (2,2) e (2.3) =x-€ < 4,.
Temos entdo °i < d‘i | e pelo lema 1 eiiste ¥s tal que

x; =€ Xy +£ |

y; €Y = Eei’di] e lxi—yil < &, Portanto, sendo y = (yl-'YZ"".’yn)'
temos y € Y e d(x,y)< £ ,0 que completa a demonstracgio da implica —
¢do (i). Da propriedade d(X,Y) = d(Y,X) e da demonstragéio anterior de-
corre a implicagdo (ii). |

Provemos agoré a reciproca, isto &, que (i) e (ii) implicam
a(x,Y)

Tomendo-se I = (al,az,...,an)e X xKox. . XK, existe pela (1)
y = (3ysTpre e s¥p) € Tyxlpme sty tal aue A(x,¥)< € .Togo lag-yy| <&,

- _ 1

_ - -~
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donde &y -& <y; < & + €. .Portanto,
cy < & +¢& (2.4)

Se x = (bl’bZ’”"bn) € Xlxxzxx3...xxn estabelecemos de modo seme-
lhante a desigualdade

| | by —£ <4, (2.5)
Considerando-se y = (°1'°2'“"°n) ey' = (dl,dz,...,dn) pertencen-
tes a lesz...xYn repetimos o raciocinio feito, obtendo, através de

(i1),
8y < ey + & (2.6)

4 -~ & < py - (2.7)
De (2.4) e (2.6), la; - ¢, <€ .De (2.5) e (2.7), b, ~a,1< €
Portanto, d(X,Y) < &£, g.e. .

Ovservacéo (Moore, R.E. - Interval Analysis, pg.16)

Se n = 1 & proposigdo 1 assume 0 seguinte enunciado:
SeI,0e & , £€>0, entdo a(I,J)<E& ( £E&)

se e sdmente se as seguintes afirmag¢des valem simulténeamente:
(1) VxeI, 3 y ¢ J tal que |x - ylc & ( £8)
(11)Vyed,3 x € I tal que [x - y[<& ( £¢)

Continuidade em 3‘1__

Seja 3:-[ = 3(:3’.6]: {[x,y]l afxcyé b} , 0 conjunto dos inter-
valos contidos em I = [a,h] « O trigngulo hachurado na figura abaixo re-

presenta 3‘ .

b¢--- Cb, bl

T Greecora v cmo




1 -5-
A splicagio P 1+ & = F 6 contfnua em X e F; se dado

£ > o arbvitrério, existe 6(€) tal que para todo Y € F1 que satisfaga
a(X,Y) ¢ 8(€), ocorre a(F(X) ,F(Y)) €

o

Continuidade em & x& =x. . .x?
Il 12 I
n n

A apli F T'IJ- — F -
P cagao H o1 i é continua em X (Xl,Xz,...,Xn)

ge dado €>o0 arbitré‘rio existe §(&) tal que para todo Y= ( 1 ¥opeee,Y )

O

pertencente a Pl'gli que satisfaga & condigdo d(X,Y) € 8(€), ocorre

a(F(x),F(Y)) €€,
Recordemos que 4(F(X),F(Y)) = max d(xi’Yi)’ i=1,2,...,n, enquanto
que d(X,Y) & a disténcia entre dois intervalos., Observamos que indica-

mos com a mesma notagfo as distdncias em & ou em JxFK ...xF.

-
™

§ 3 - Ordem ~ Aplicacdes Monotonicas

Relacéio de Ordem Parcial

A relagé8o de inclus8o IC J define uma relagédo de ordem parcial
em <, No produto cartesiano #xJx...xF uma relagéo de ordem parcial
é definida da seguinte maneira

X = (X yXpp000,X ) ¥ = (Y,,Y,,0..,7))

A relagdo de ordem < ,por abuso de linguagem, serd referida daqui
por diante pelo simbolo C . v

Aplicaciio Monotonica

Seja F ¢ 3 xt? X o0 x3 -> 3,1 x'}:-‘r x°-°x'%rm, X ¢ Y elementos

1 iz n 1 "2

T xJ'i x...xg A fung8o de intervalos F § monotonica se X<y
‘ 1 =2

implica PF(X)& r(Y) .
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Composigdo de Aplicagdes Monotdniocas

‘Proposicio 1

Seja F :J:,XJJ-,x--»xJIn-»«Z,‘H?J;x-“*%m .
AL D
: G 8 Fy # Ty ¥ ke = F aplicagSes monotonicas. .
SeF('}x.}x x Fp )CJ"”'JV %m)

: a composta GoF & monotonica.
Demonstragéos
Consideremos X e Y pertencentes a 31, ’“}rz X "31',,, +S5e X< Y,entd
F(X)C P(Y) e F(X), P(Y) pertencem a \9‘,«, "‘;kz X x.}’a .Logo
G(F(X)) c G(P(Y)). Portanto, para todo X,Y € & xJr, x-- xFr,,
que satisfaca & inclus8o X « Y, temos GoF(X)< GoF(Y)

Coroldrio 1.1
A composig@io de um n¥mero finito de aplicacdes monotonicas é mono-

tdnica.

§ 4 - Restric@o e extensdo de aplicagoes

Definicéo
- Seja P 31 —» F . A restricdo aos reais de F & a aplicagdo

£: I —9 F definida por
£(x) = F(Tx,x]) = F(x)

Generalizando: seja F:.?I xfI x...x&‘I .._., Jm- Sua restrigaéo
l ¥

aos reais é a aplicaglo f£: I XI X...xI —> J* definida por

f(xlvxgv"vxn) F([xloxlj [ngxg]o"'o[x 9xn]) F(xlsxz.v--- ,xn) |

Defvinigﬁo
- Sejem £31 I xI,X...xI —> FT e
Fi & xF Xe.oxF — 3¢
Il 12 In &

Dizemos que F & uma extensfo de £ se f fOr uma restrigdo aos reais

de F.
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Definig&o
- Uma extensfo importante de uma aplicagfio continua f£: I —> F

é a fungd@o de intervalos T 3‘1 — F chamada extensfio unida e de- :

finida por:

(X) = U £(x)
. xe€ X

Mostremos que a extencao unida estd bem definida prova.ndo' através :
das proposigles 1 e 2 que F(X)e€ 3‘,isto é, é§ um intervalo, |

Proposicdo 1

Se £: I — F & contfnua, £(x) =[f1(x),f2(x)] yentdo £, e £, sdo |
aplicagdes de I em R continuas,

Demonstracéo:

Dado £>o0 aarbitrdrio e x&I, da continuidade de £(x), existe d> o,
tal que para todo x' € I que satisfaga |x-x'|< & yocorre 4(f(x),f(x')) <<

Portanto, '
- |£,(x) - £, (x")} < €& (1)

< '|f2(x) - fz(x')l < £ 4 (2)
De (1) obtemos a continuidade de £, e de (2) a continuidade de P
Proposigéo 2
Se 21 I —> F 6 contima, £(x) = [2,(x),£,(x)], entdo
2(x) = [miat, (x), max £,(x)] € 7

Demonstracggos *

. I 3
Se £(x) é continua, pela proposig¢éo 1 s&@o continuas i’l(x) e fz(x) .

tais que £(x) =[f;(x),£,(x)] . Da continuidade de £, (x) no intervalo

fechado X, fi(x) assume todos valores entre min fi(x) e m;x fi(x) en-
x .

quanto x percorre X,

Seja 8 = m;i{n fl(x) eb = m;x £,(x)
Por definigdo T(X) = LQJX \-_fl(x),fz(xﬂ
x

Pafa todo y de F(X), existe x pertencente a X tal que |
ye [fl(x),fz(x)]c:[a,b], aonde y € {a,b] e portanto, T(X)C [a,v] (1)

: alos
Seja x, € X. Considere@oe os interv
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T _a=

Ay = [fl(xo)"fE(xo)]
A.3 B [-fZ(xo)’b]
A, estd contido em F(X) porque A, = £(x,).
A, estd contido em F(X) porque fl(x) assume t0dos valores entre
“ a = min fl(x) e fl(xo) quando x percorre X.
) Ay estd contido em T(X) por razd@o semelhante.
Logo, & reunifio A,UA,UA; € F(X). Porém A UA,UA, = [a,v]
Portanto, [a,b]c F(X). (2)

De (1) e (2) segue T(X) = [a,ﬁj ' q.e.d.

Definicéo

Seja £: IyxIyx ..o xI —> F cont{nua.
A aplicacéo ?:'}I x3& x...x3& - F definida por
1 2 n
?(x) - U f(xl,xz’oto,xn) = U f(x)
“ xeTTXi xe X

é chamada extenséc unida. Quando n= 1 re-encontramos a definigdo,

A

f(X) est{ bem definida pois valem as proposigdes:
Propogigao 1'

Se £: I xI,x...xI, — F 6 continue, £(x) = [£,(x),2,(x)] ,entdo
fl e f2 sdo aplicagdes de lesz....xIn em R continuas.
Demonstragdos

Idéntida a da proposigdo 1.

Se £: I;xI,x...xI —> F é continua, f(x) = [fl(X),fz(X)] ,entéo
£(x) = [min £1(x1yXpy000,x ), max fz(xl,xz,...,xn)]
Xy Xy '

Demonstracaos

Pela proposigéo 1', fl e f, gdo continuas e portanto levam
11XI2x"'XIn que & compacto conexo nmum conjunto compacto conexo da reta,
isto 6, num intervalo fechado limitado., Portanto f; assume em le...xfn
unm méximo, um minimo e todos os valores intermedidrios.

0 resto da demonstragao é jdéntida a da proposicéo 2, lembrando que

e mmvrrmnZA v 2 X aiomifira ¥ & X 4=1 2 . mn. . -
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Proposicao 3

Se f: lelzx...xIn-—"’ F o4 continua, entéo
f: F
=)

Demonstragao:

xJI Xeo .x}I —> F 6 continua.
2 n

Sendo £ continua num compacto, £ com valores num espag¢o métrico &
uniformemente continua. Seja £> o erbitrdrioc. Da continuidade uniforme
existe 5’45(; tal que para todo x€é1I e x'*'€e€ I satisfazendo d(x,x‘)<8
se verifica d(f(x),f(x'))<<&. T

Seja X,X' elementos de 3lef-7'12x,..x¢7'1n tais gue 4(X,X')< &

Pela proposigdo 1 do § 23

(1)YxeX, 3 x*eX' tal que d(x,x')< &

Consideremos t € F(X), entdo existe x € X taluque t € f(x).

Por (i), existe .x' € X' tal que d(x,x') < & . Por hipétese a(e(x),e(x'))< ¢
Como t € f£(x), pela proposigdo 1 do § 2 existe t' € £(x') e portanto
*t‘ € F(X'), tal que a(t,t')< &, Temos ent&o

V+teT(X),] t e F(X*) tal que d(t,t')< & (1)
« Repetindo para x' € X', provamos andlogamente que

Vi eF(x'),3t € F(X) tal que a(t,t')< & (2)

De (1) e (2) concluimos, pela proposigdo 1 do § 2, que
a(¥(x),F(x')) < €

o que completa a prova de que ¥ é continua.

Proposicdo 4

A extensf@o unida é uma aplicagfo monotdnica
Demonstragio:
Sejam £: I,xI x...xI ~—> F

?8 ‘; 1[3' Xe o oxg' _— &
- Il 12 In

e X,X' € 3‘1 ::3:‘[23!:...xgi:l?1 tais que X& X

o 1

Provemos que T(X)e F(X')
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"Seja y € T(X). Existe x & X tal que y € £(x). Mas x € X',don
f(x)c T(X*), Logo y & T(X'), q.e.d.

Composigéo de Extensdes

Consideremos 0 seguinte diagrama, onde i indica inecluséo,
F ¥ L F

: i = if](\x)

Observemos que dizer TF 6 uma extensdo de £ § equivalente a dizer

que o diagrema é comutativo, isto é, Foi = iof

Proposicéo 5

A composigd@o de duas extensBes & uma extensfio da composta das res
pectivas restrig¢les aos reais, |

Demonstracéo:

Se jam ﬁ ¢ G extensbes de £ e g, respectivemente. Se as compostas

referidas na proposicéo estBo definidas, temos f£(I)& J e F(3&)c: 55

0 diagrama
3]: L > F('}I) > 3J G > 3
) . S
T > £(I) s T £(3)

é comutativo porque os trés diagramas parciais sf@o comutativos., Logo
FoG é uma gxtenséo de fog.
Observagéo
Aplicando~-se repetidas vézes a proposigdo acima vemos que composi-
¢Oes mais complicadas de extensGes & uma extensfo das coﬁpostas envol -
vidaes na composigd@o das respectivas réstrigaés aos ?eais, supondo-se,
) 1dgicemente, que as condigdes para a definigfio das composigdes estejam

satisfeitas,



1-11~
A Proposic8o 6

Seja Fs3 3‘1 x}x x..ox\?I - F

1 Iy 2 ume extensfio monotOnica de

£1 I.xI,x...xI_—> F , entéio para todo X& F x& x...xF F(X)e R(X)
| 1**2 n 1,1, I,
Demonstragéo:
y € F(X) = gxf(x) implica que existe x€X tal que ye f(x).

Sendo F uma extensfo monotdnica de £, f(x) = F([x,x]) &= ‘F(X), donde
y € F(X), q.e.do

Coroldrio 6.1

F(X) = f; F(X) onde I' percorre o conjunto das extensdes monotd-
nicas de £,

Demcnstragdo:

Pela properig@o 6 T(X)e=TF(X) para to6da extensfo monotdnica F.

Logo, Frzd € N F(x)
T

Por outro lado como ¥

é uma particular extensfo monotonica temos
f(x)c N r(x).
F

Observacéo

Ko sentido do coroldrio 6.1 podemos dizer que & extens8o unida é
a "menor" das extensdes monotonicas.

§ 5 - Aritmética de Intervalos

Definigéo

Indiquemos por == wuma das operagldes + = x / 80bre nimeros

a ‘z : 3xF ~» F definindos
Is¥ = {xy |z €%, yeY}, 5,Ye F

Se = £or a divisfio, suporemos a restrigio .Y 3 o

reais. Vamos prolonger = ¢ RxR — R
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Seja £: XY ™ R onde £(x,y) = xxy.
v Como f & continua podemos tomar sua extensdo unida TE#%xi& -> F
Pela definig@o acima verificamos que
- XY = F(X,Y) € &

Portanto a operagdo x sdbre intervalos estd bem definida.
Como consequ;ncias de XxY = T(X,Y) temos:
(1) X=Y = [min(xxy), max(xzy)]
xeX xeX
yeY ye¥Y
(Aplicag8o da proposigdo 2' do § 4)
(2) [a,b] + [e,d] = Ta+ e,b+d]
[a,0] - [c,a] = [a~ a,b-c] o
.1z [e,a] = (min(ac,ad,be,bd),nax(ac,ad,be,bd)]
. 8,01/ [e,al= [e,p] x(1/a,1/¢] se [c,al® 0

(conzscquencia de (1))

Propriedades_da adic8o e da multiplicacgéo
1. 4ssociatividade

I+ ( J+‘K)l=(I +J) +K

I(JK) = (IJ)K '
2. Comutatividade

I +d=d +1

15 = JI

Estas propriedades decorrem diretamente da definigdo das operagdes.

3. Elementos Neutros

Os numeros reais o e 1 s@o os UYnicos elementos neutros para a

adicdo e a mnltiplicagéo de intervalos, respectivamente,

De fato, 0 +J =J + 0 =J, Se [a,b] £3r um elemento meutro da
adicBio teremos:

| (_a,b] + [o,o-] = [o,o]
ou ‘[a,ﬁ] = [9,6] (unicidade)

Para o caso da multiplicag@o temos uma verificagao andloga.

\ |
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Néo existe oposto nem inverso, a menos que o intervalo seja dege~
nerado, e neste caso, o oposto e o inverso s&o Unicos e dados por C-a,-a

e [1/a,1/a] ,respectivamente.

Suponhamos que {a,b] tenha oposto e seja 8le [x,y]. Entéo |
La,b] + [x,y] = [o,0lnos leva ao sistema a+x=o0 e b+y=o cuja vnica so-
lugdo é x=-a e y=-b. Portanto, a £ b e -a £ ~b, 0 que implica & = b,

isto &, o intervalo [a,b] & degenerado e o oposto de [a,a] & (-a,-a].

Do mesmo modo, admitamos que [a,b] tenha por inverso ¢ intervalo
f_x,y]. Entao [a,b].[x,y]=£1,l]. Supondo~se a > o, b Do, X Y0ey > o
la,0]. (x,5] = [ax,vy] e [ax,vy]=L1,17] conduzv ao sistema ax=1 e by=1
cuja vnica solugdo é x = l/a ey =1/b. Logoa<be 1l/a ¢ 1/b, o
» que implica & = b, isto &; o intervalo [_a,b] é degenerado e o inverso
de [a,a) 6 [3/n,1/8).
Para as demais combinagGes de sinais, relacionadas no quadro abaixo

demonstra-se andlogamente o mesmo resultados

a b > S

+ + - +

- + + + .
- + + + |
- + - +

4, Propriedade semi~distributiva

I(J + K)C'.IJ.+ IK
Verifiquemos que esta inclus8o estd sempre satisfeita.
V wel(J +K), I x€Ieu€d +K tais que W = x.u Por outro
. lado se u € J+K existem y € J é z €K tais‘que =y + z. Portanto,

W= X0 = N (y+z) = Xy + Xz, Como xy € IJ e - xz € IK, concluimos que

w € I3 + 1K, q.e.d.

Un simples contra-exemplo mostra que & inclusfio em sentido com=

trdrio nem sempre estd satisfeitas
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3,21, [-2,2] + [a,2]. 3,21 = [~4,47 + C2,4] = [-3,8]
(1,27 ~2,27 + [1,21) = [1,2].0-1,4] = [-2,8]

Entretanto, hd dois casos em que é vdlida a propriedade distribu-

(a) Se I =[a,a], entdo I(J+K) = IJ+IK

(v)

A prova é imediata.

Vejamos um exemplo numérico. Sejam I =[2,2], d=[-3,4] e k =Lo0,1]
I(J+K) =[2,21(0~3,517) = [~6,10]

15+1k = (2,21, (-3,4] + [2,21.00,11=(-6,8]+10,2] = [-6,1G]

Se JK > o, ent8o para todo I.temos i(J+K) = IJ + IK

A notagao JK » o indica que todos numeros reais do intervalo JK
s80 positivos. JK > o ocorre se Jd > o e K >0 ou J< o e K<o,
Sejem I=[a,b], J=[c,d] e K=[e,f]. Suponhamos & > 0, b >0, ¢ > o,
d >0, @ >0 e f >o0, Neste caso teremos:
[ag'tﬂ([},d]+[e,f])=[:a,b]([c+e,'d+f] )=[a(c+e),b(d+c)]=
=[ac+ae,bd+bf] = [ac,bd] + [me,vf] = [a,bv].[c,d] + [&,v]. [e,£]

Para as demais combinagdes de sinais, relacionadss no quadro

abaixo, prova-se a propriedade de modo andlogo:

a8 b c -4 e £
- + + + C 4 +

+ 4 - - - -

- + - - - -

Exemplo numérico. Sejam I=[—1,2_T, J=[0,1 ¢k = 2,4
1(3+K) = [(1,21([1,4+[2,4) = [71,2].[3,6] = [-6,12)

141k = [-1,2). [1,8+01,4. 2,4 = [2,0+04,8 = 6,18
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Relag8o de Ordem e as Operagdes Aritméticas

Além da relacgi@io de ordem parcisl em F definida pela incluséio e’

denotada por C vamos considerar uma nova relagfo de ordem estrita
parcial que denotaremos < definide por: |
| (a,b] < [e,d7] se b<ec

Da monotonia da extensfio unide, relativemente 3 relagéo de ordem
- y decorrem as seguintes propriedades de compatibilidade com as ope-

ragdes aritméticas sdbre intervaloss

Se I€K e JclL, entdo

I+JCK+15L
I -JCK-~-1L

1J C KL
i/3 C K/L se Ldo
- A relacg@o ds ordem.(posaui as seguintes propriedades de compati-

bilidade:
I<KEK e J<IL = I+J< K+1

0O0CIKK e OCEK<L = 1J<XkKL

S8o consequéncias imediatas dm definigdes.

Continuidade das operagSes aritméticas sdbre intervalos

Proposicéo 1

As quatro operag¢des aritméticas eabre intervalos sdo continuas
aonde definidas, ;

N Demonstracdos
Seja = uma das quatro operagdes e provemos e;acontinuidéde da ope-

4

rag¢édo no ponto (XO,YO), No caso da divisfo suporemos Y, $ o.
Seja e>oe1=xo+{-4e],J=Yo +[=¢, & .

No caso da divisSo podemos tomar £»o suficientemente pequeno de mo-

do que resulte J P o.
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Como 3'1 xv}J é uma vizinhanga de (XO,YO) inteiramente contida

no campo de definigZo de =x, basta provar g continuidade nessa vizi-

nhan¢a, Entretanto, em 5‘1, xt?& a operagi&o = coincide com a extenséo

unida da aplicagdo continua =2t I xJ —» R, Portanto, a operagédo

= prolongada & 3'1 ch"J é contfnua, q.e.d.

por

por

§ 6 -~ Médulo e Comprimento de Intervalos
Condicéo de Lipchitz

Defini¢8o
Definiremos & aplicaglio médulo | | ¢+ & —> R por

[Ca,vl| = max(lal,|b])
Podemos estender a definigf@o, definindo
| | :3® — R
IX| = max IX;[, 1=1,2,...,m  onde X=(X; , X000 9% ) € 3
Definigﬁo
Definiremos a aplicagdo comprimento w: & —> R por
| w(la,b]) = b - a

Podemos estender a definigdo, definindo

wi3t—s R

w(X) = max w(xi), i=1,2,...,m onde X=(X1,X2,...,Xm) e F°.

Propriedades

1. |1] = a(1,0)

2, Se I ={a,v], ent8o w(I) = 2|1| .

"o w(I) = v-a £ |b| + |a| £ 2max(lal,|v]) = 2.|I]

3. Se I C J, entdo existe um Unico intervalo E tal que J = I + E,
comED o e |B| = a(I3d) |

Seja I =[a,'b-,] e J c,d. A equagdo J =1 + x,y conduz ao siste-

ma a+x=c e b+y=d cuja dnica solugdo é x=c-a e y=d-b. Logo,

- — ——
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£ = [x,y)= [o~a,d-b] . Como IS J, c €£a £ b £ 4, de onde
decorre x € 0 e ¥ 2 o, donde 6 € E. Pelas definigles de
médulo e disténciae entre dois intervalos vemos que N

\\
|E| = max(la-ecl,|b-d]) = a(1,J) .

4o, w(I+J) = w(I) + w(J)
Se I =[a,b] e J =[o,d], entdo I+J = [a+c,v+a].
w(I+J) = b+d -a-c = (b~a) + (d-c) = w(I) + w(J)

5. wld) = |o|w(J)
Seja J = [c,d] eolum mimero real,

ode,d]= (4eydd] | portanto widd) = d-de ou de-efd, isto &,
feldyde]

w( ™ (d-c) ou (~d)(d-c). Portanto, w(«J) = |e|w(J)
Cc. . .,aduciass ' '

5.5 7(=F) = w(J)

5.2 w(I~J) = w(I) + w(J)

De fato, w(I-J)=w(I+(=J)) = #(I) + w(=J) = w(I) + w(J)

Condicélo de Lipchitz
Seja £ lelzx...xln —> F . Dizemos que f satisfaz uma condicdo
de Lipchitz se exiete L>0 tal que:
a(f(x),£(x')) £ La(x,x')

para todo x,x'ﬂﬂxi ¢ L independente de x,x'.

Definica.

Seja F"’i gé\?i.ex eoe x3’I — & .Dizemos que F satisfaz umse

1 n

condic8o de Iipchitz se existe L > o tal que
w(F(X)) € ILw(X)

onde L indepernde de X = (Xl,xz,--.,%) | o —
. \
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Proposicéo 1

Seja £31 I;xIyXeeexIy —~3F e £, £, teais que £(x) = [flﬁx),fg(x)

Se f@@l, isto é, se fl,fzecl, entdo f satisfaz uma condig¢do de

Lipchitz,
Demonstragéos
Pelo teorema da média temos:

£,(x) - £;(x})=

| £

' T
!fl(x)—fl(x )] ézj;,g;;:_(x . GI(X'-X))I- |xj_x3

{ {%l l g—i;;:-(x + Ol(x'~x))'};m§.xlxj—x3| 4 Kld(x,x') onde

£

K, = max Z 3 1(z)
zeTTIi J 5::3

) Andlogamentes

. Ifz(x)f )] € sz(x,x')

Por+.nto  a(f(x),£(x')) £ La(x,x') onde

L = max(Kl,Kz)

Proposic8o 2

Se Ps & x* x ..o xF —> 3' é monotonica e satisfaz
Il 12 Im

f
%—-‘;(x ¢ 6(x'-x)).(x;-x})) onde o6 €1,

q.€.4,

uma con

digBo de Lipchitz com constante L, entf@o sua restrig¢fo aos reais £ tamb

satisfaz uma condig¢io de Lipchitz com mesma constante.
Demonstrag8o: |
Sejem xf?l(xl,xz,...,xn), x'=(xi,xé,...,xﬁ) tais que XX

Construamos X = (Xl,Xa,...,Xn) como s

. . X = [xj,x;l] se X, x%
J [x‘j,xj'] se X} < X

N

3613'

— e, —————
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' Como x, x' &€ X, por construgdo, temos: f£(x),f(x')C F(X) ,,1:
Portanto, Ifl(x)-fl(x')l < w(F(X)) €Iw(X) = L m%x]xj—xﬁl = Ld(x;%f
Andlogamente, lfz(x)-fz(x')l £ La(x,x')

Logo, a(£(x),2(x')) = max (1£;(x)=£; (x")],12,(x)~E,(x")| £ Ta(x,x']

Proposicao 3

Seja f:IIXI2x°'°XIn —> R (a valores reais) satisfazendo a1£¥
condigdo de Lipchitz. Entdo T seatisfaz uma condigéo de Lipchitaz.

Demonstragdos

w(F(X)) = wlminf(x), maxt(x)] = w [£(x'),f(x'")]
xeX x&X

onde x' e x'' s80 pontos de minimo e de mdximo em X.

‘Logo, w(F(X)) = [£(x')~£(x'")| ¢ 1L mgx ‘x&-x&'l £ L w(X), q.e.d.

Lema 1

Sejam A;, B; intervalos tais que Ay = By o0 Ai e U B, s88o in-
3 £

tervalos., Entdo d(UAi,UBi) maxd(Ai,Bi)

Demonstrsgéos . '

Seja 4, = [@i,bi] e B, = [éi,di]. Temos a; €c¢; £4d4, €1

Como UA, € F, entdo UA, = [minai,max b,]

i
Andlogamente, UB, = [min ¢y, mex di]

i.

a(u4,,UB, ) = max(|min &; - min o |, |max b, - max 4,[)
Por outro lado temos que |min a; ~ min ¢;| € Imin a; - ¢;|, V1
. = s ~ '_‘ . }é - _‘_
Seja aj min a,. Entdo |min a; - min ci|. laj Ojl d(Aj,BJ)
P , .
max d(Ai,Bi) '

Do mesmo modo mostramos que |max b; - max dil £ max d(Ai’Bi)
Portanto, d(UA;,UB,;) = mex d(Ai'Bi)’ g.e.d. .

Proposicdo 4

k k '
Seja h: Iilxlzzx ves X Iin ~—> ¢ satiefazendo uma condigdo de

Il 12. n
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F(XI’XZ’”"XII) = E(xl,...,xl,...,xn,...,xn) .
——
ky kn
Seja £ a restrigfio aos reais de F e ¥ sua extensdo unida.
Entd@o, F(X) = £(X) + E(X) onde
E(X)30 e w(E(X)) £ Iw(X)
isto &, E(X) satisfaz uma condigdio de Lipchitz,
Demonstracéos ' ‘
Primeiramente verifiquemos que o enunciado é coerenté:
h satisfaz condig8o de Lipchitz = h é contimua = h & monotd -

nica e contfnua = F & monotdnica e continua = f é continua = T §

monotdnica e continua e T(X)= F(X).

Como F(X) = F(X), vem F(X) = F(X) + E(X) com E(X) 5 o.
Provemos que E é Lipchitziana,
w(B(X)) £ 2|B(X)| = 2a(F(X),F(X)).

Para simplificar a notag8o suponhamos n=1 e k, = 2, Teremos:

F(X) = R(X,X) = U h(x,y)
xeX ’
yeX
F(X) = Uf(x) =UF(x) =0 'ﬁ(x,x) = U h(x,x)
xeX xeX xeX xeX
Mas, d(P(X),T(X)) =a( U (U h(x,y)) U h(x x))
' xeX yeX
Como Uxh(x,y) > h(x,x) para todo x € X vem pelo Lema 'l
Y€
a(F(x),T(X)) € max a( U n(x,y), h(x x)) €

x€X yeX

€ max max d(h(x,y) h(x x))
xeX yeY

Pela condigfo de Lipschitz de h temos: - . .
a(n(x,y) ,a(x,x)) € L max(lx—=x|, ly=x|) = Lly-x| € Iw(X).
Portanto, ' |
w(E(X)) € Ew(X) onde K = 2L, q.e.d.
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Coroldrio 4.1

. Se h & real, isto &, assume valores reais, entdo F satisfaz uma
condigdo de Lipchitaz,.
Demonstragéos
F(X) = F(X) + E(X)
w(F(X)) = w(F(X)) + w(E(X)) € Kqw(X) + Kw(X) £ Ew(X).

E consequéncia da proposicfo 4 e proposigdo 3.
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§ 7 - Funcgdes Racionais

Expressdoes Racionais

L4

Para definir "expresséo racional® va-mo:.a nos valer da notagéo
de Backus. Nesta notagéo o simbolo 33= indice (iue o qﬁ.e estd & sua
. esquerda § defiﬁido pelo que aparece & sua direita. Uma barra ver-

tical | significa "ou exclusivo". Um termo genérico vem delimi
tado pelos simbolos & e > .

Agsim definiremos:
<delimitador> ::= ( | )
<operador> s3= + | - | x| /.

Consideraremos dado um conjunto enumerdvel A'cu;jos elementos

chamaremos "varidveis", Uma "constante" serd um elemento qualquer
‘de ('} .

ﬁma"expressao racional” serd uma sequéncia de variéveis, consg
tantes, operadores . delimitadoree e serd definida recursivamente

pors

<exp.rac.> 1= <varidvel>| <constante>| (-<exp.rac.>) | |

(< exp.rac.> < operador> <exp.rac.>>)

Exemplos de expressoes racionais.

Seja A = {X,Y«,Z} e denotemos constantes por C14Co90ee

1) X

2) ¢ -

3) =X '
~ 4) (=(RT)x0, ) /(X-2)))
v 'Fﬁngaes Racionaig de Intervalos

Dade uma expressfio racionel podemos associar a cada varidvel

um intervalo. A expressfio racional define ent@o uma gequéncia de ope-

. o wmm e ——
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racBes sdbre intervalos, as quais se possfveis de serem executadas

definem um novo intervalo,

Sejam Xl, Xz, ccoy Xn as "varidveis" que entram na defini-

¢80 da expressfo racional E. X expressﬁo}racipnal.E definird uma

fungao )
. RE 3 C}lecysz... ngn _____.__9&

desde gue ag operaqﬁes aritméticas sejam posasiveis.

As fungOes de intervalos gue podem ser obtidas através de
expressOes racionsis da maneira descrita acima ser8o chamadas "fun

coes racionais de intervalos®

Definicao

Sejam El e E, duas expressOes racionais com n varidveis,

Se dados Il’ 12, ssoy In € Ff tais que

R. :c¢f .- x ..: x of -
By " VI, I, 70 Tn > &
e R 3 x & x om.:xc?
E, '91, * 1, 1, — F

séo definidas, isto implicar em REl = REZ’ dizemos que E1 e E2

s80 "expressdes racionais equivalentes".

Obgervacéo 1

Alguns paréntésis numa expressfo racional.sfio tornados su -
pérfluos pelo estabelecimento de prioridades nas operagdes; outros,
devido & associatividade e comutatividade.

A notag@io das expressGes racionais & simplificada pela elimi-
nagdo dos paréntésis supérfluos e pela notaglio de poténeia X em lu
gar de (((XxX)xX... X). Por exemplo, escreveremés X +Y emlu -
gar de X + ((YxY)xY). |

:.Omitiremos também o simbolo x quando néo pouver perigo de con-

-

' fusfio., Escreveremos, entdo, & Wltima expressiio da seguinte maneira

X + ((YxY)Y),
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Observacdo 2

Se numa expressdo racional as varidveis forem associadasja
nimeroo reais (intervalos dggeneradoe) e se ag constantes que ne-
la aparecci2 também forem reais, teremos fungdes racionais reais de

varidveis reais.

Observacéo 3

Seja E, e E, duas expressdes racionais ndo equivalentes, As

restricgdes aos reals de Ry
a 1

mente ocorrer REl $ RE2 .

e REé podem coinecidir e simultdnea-

| Exemplo :
Sejam By e E, as expressies racionais X - X° e X(1~X). Faga-
mos X = [0,1]., MTeremos X-X2 + X(1-X). De fato,

L 0,1]
Ent- _unto, para qualquer numero real x, x-x2 = x(1-x).
Observagdo 4

Todae fungdo mcional de intervalos & monotdnica e continua,co-

x-x? = [0,1J-C0,1].C0,1] = [0,1] - [o,1]
X(l—X) = ['n lj(l"[._olrl:l) = EO,lj(El,lj-EO,lj)

E-lv:;;j

mo composigdo de fungdes monotonicas ¢ continuas,

Observagéo )

Uma extensfio a intervalos de uma funglo racional nd&o é neces-

sdriamente uma funcgfo racional de intervalda. :

Exemplo
Seja £: R —3 R definida por £(x) = x

tervalos F 1 5;

P é dbviamente extens8o de £ mas nfo é extensdo racional, poi

2 e a funcgdo de in-

— éZJdefinida por F([x,y ]) = x[x;yj-

nfio & monotdnica. De fato, - :
1=[23]1c d=[14] == FI)< FJ .
pois vemos F(I) = 2[2,3] = (4,61 e F() =1[1,47] = T,sd.
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Conjeturamos neste ponto que mesmo supondo & monotonia, néo

teremos ainda ﬁma condigéo guficiente para garantir que a extensﬁb

seja ume fungfio racional de intervalos. Propomos como candidato
a contra exemplo, o seguintes

"sé;ja f definida por £(x) = x% ¢ F definida por F(X)=F(X)"

Precisariamos mostrar que'f, a quél é extensfo monotdnica
de f,ndo & fungdo racional de intervalos, isto é, nfo existe ne -

nhunma expressfo racional E tal que ¥ = Rp.

PrOposigﬁo 1

Seja ﬁ uma expreasﬁo racional, RE a fungdo racional &
tervalos a ela associada e ra restrigéo de RE aos reais, ée em 
E cada varidvel ocorre ums udnica vez, entdo teremos RE =T,
Demonstraciio (recursiva)
(a) Se E é uma varidvel ou constante a proposicio & verdadé%ra.
(b) Se & verdadeira para E, & verdadeira paré -E, |
(¢) Suponhamos verdadeira para El e E2‘ Mostremos que é ver-
dadeira para E, = E,, onde = é um dos simbolos +, =, X ou /;

Temos R = =R
E, 2E, 5, *'E,

Mag R =7 e R
: El 1 E2

festriqaee aos reais de RE e RE s respectivamente, donde
. \ 1 2 ©

Ry = T ¥, .

Rg ®g, = T1%

Temos gque provar que REl*Ez = F, gsendo r a restricgdo aos

= ?2, por hipétese, onde ry er, sEd,éa

reais de REI*E2’ ' .

Como RElez = RElgRE2 = T,*T,, basta mostrar que Fii52'= T.

Suporemos, para simplificar a notag8o, que r, é funglio de uma

variévél x e T, de outra variével y. Ent8o, devemos mostrar que

?i(X)i?z(Y) = (rlﬁrZS(X;Y), isto &, que



= Z="y

{

U r(x) U r(y) = U (ry(x) = r,(y)) onde X,Y € of
xeX yeY xeX
yeY

(a) Seja ze U rl(x) =U rz(y), ento 2z = 2z' % 2'' com z'€ rl(x)
: - x X yY

para algum x € X e z'' € r;(y) para algum y € ¥; logo
z & rl(xj x rz(y) para algum x de X e algum y de Y, donde

ze& U (rl(x) L rz(y)) e portanto,

xeX ' :
yeY U rl(x) xUr,(y) U (ry (x)2r,(y))
. -xeX ' yeY x€X :
yex
(v) Seja z€ U (ry(x) = r,(y)), entéo z e r,(x) = r,(y) para
xeX :
yeY

algum x € X e algum y € Y.

*  Como rl(x)C.U rl(x) e rz(y)C 1] rz(y) resulta pela monotonia
' xeX yeY

de ® que ry(x) = rz(y) ngxrl(x) xngrz(y).

Portanto, z€ U r(x) = U r,(y), donde
xeX yeY

?
U rl(x) =T ra(y) U (rl(x) E rz('y)) q.e.d.
xeX: yeY xeX

yeY

Exemglo

~

Seja E a expresséo 1 - Xz. Entéo Ry Y definido por
Rp(X) =1 - x2 para X €F, Sua restrigdo.aos reais r & definida
por r(x) =1 - %%, Mostremos que para X = [ ~-1,1] temos Ry(X)4F(X)

. By(C17)=1-C-1,23.62,27 = C1,13-[3,1 = Co,2]

o

([F1,1]) = U{z|z=1—x2} = Eo,lj
: xe[~1,1] :
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§ 8 - Importéncia das Funcdes Racionais

As seguintes consideragoes tem por objetivo evidenciar a

importédncia prdtica das fungdes racionais de intervalos

.1, Como elas sfo avaliadas através de uma sequéncia finita
v de operagdes aritméticas, o seu cdlculo pode ser feito exatamen -

te ( a mengs do 3rro de arredondamento) num computador,

2, No Cap.4 apresentaiemos técnicas adaptadas & aproximacéo
de solucGes de sistemas de equacdes diferenciais ordindrias de
la,ordem com segundo membro racional. Como veremos no § 15 outros
sistemas com segundo‘membro néo racional podem ser reduzidos ao ca-
so racional,

3, Se um térmo complementar £or da forma

g(x) = r(x)£(x),
r(x) racionel, g(x) monotdnica e x € I, podemos calcular um limite
superior de sua wvariag@o quando x percorre I, tehdo em vista que
g(I) € F(1)F(1) =Rr(1)F(I)

onde R é§ uma extensdo racional de r.

Por exemplo, consideremos & série de Taylor com o termo com-
plementar expresso na forma de Lagrange, da fungéo exponencial com
argumento real negativo
X =1 + X + X2 4 eoe K-l otk

v .('-Ffﬂ! e para algum te I:x,O 1

x< 0,
Temos ete Eex,eoj ot CO,l] para te[x,O], x<0,
Porﬁanto, para todo k inteiro positivo e todo x € 0, a fungéo

~ exponencial estd contida em

2 k-1

) k
= o o0 0
) Pk(x) 14+x+ x. + + x_l 2+ C ,].1%%
X ' = - £0
Temos e~ € Pk(x) para k=1,2,... e x .

\ .
Avaliando-se Pk(x) com a aritmética de intervalos arredonda-

| x
da (§ 10) obteremos um intervalo contendo o valor exato de e, pa-
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ra x < 0. A distancia d(ex,Pk(x)) pode ser tormada arbitrdriamen-

te pequena, considerando-se k suficientemente grande e uma aritmé

tica com precis@o suficientemente elevada,

.

§ 9 - Extensbes de Puncdes Racionais

Neste parigrafo abordaremos o seguinte problema:
"Dada ume fungfo racional f real de varidveis reais,
como obter uma extensdo racional a intervalos F, -

tal que dA(F(X),f(X)) seja pequena ?"

Nas aplicacgbes gostariamos de trabalhar com a extensdo uni-
da £, Como sua avaliagfo nfo é em geral simples, preferimos subs-

tituf-la por ume extensZo racional F. Como F(X) D F(X) teremos

resultados a favor da seguranga., Esta a motivag&o para o proble ‘-

ma acima,

‘Se a fung¢fo racional f pode ser obtida a partir de uma ex -
presséio racional E sem varidveis repetidas, a proposigdo 1 do § 7

nos d4 a solucgdo 6tima: F = Rp = T

No que se segue vamos supor nio ser ésfe o caso, No caso ge
ral ndo existem ainda definigles aceitas para caracterizar uma "so-
lugdo 6tima" do problema, Caso uma tal definigﬁo seja proposta,es-
ta levantard imediatamente a questéo de existéncia e unicidade de

solugéo 6tima",

Lim;tar-nos-emoe a expor algumas técnicas que em geral 4896
bons resultados: .

1, Técnica da intersecdo

Sejam Fl e F2 duas extenstes racioneais de f. Como'?(X)c:Fl(x)

e T(X) @ Fy(X) temos F(X) = Py (X) NF,(X) e
P, (X) ) Bp(X) © Py (%)
F, (X) [] F,o(X) C Fp(X)



Nesta técnica substituimos ¥ por G definida por
G(x) = Fl(x) n FZ(X)

que pode nfo ser uma extensdo racional de T, Se Fl(X)qt F2(X)
e FZ(X)qt:Fl(X) teremos uma melhoria ne estimativabpara F(X).

2. Técnicas de reducdo de repeticdes de varidveis

Dentro do espirito desta técnica adotamos uma expressdo
racional tal que.f seja obtida a partir dela e que tenha o menor
nimero de repetig¢Oes de varidveis, Como o caso sem repetiqéo é
o caso ideal, esperamos que a0 reduzir o nimero de repetigdes a

situacglo seja mais favordvel.

Exemplo
Sejem E, e E, as expressSes racionais "Xgﬁ— el + _Xgi— ’

respectivamente, Facamos X = [__3,4 :l. Teremos

xMx-2)= [ 3,4 J/(C3,41-C2,27) = C3,41/C1,2] = E-z—-, 4] e
1+2/(X—2) = 1+2/(E3y4 :]"Ezvzj) = Elvlj"“tzvzj/tlozj = E293j
Portento, 1 + 2/(X-2) = X/(x-2), X = [[3,4]

Casos particulares

(a) Se £(x) = a x" + a _lxn"l + e + 8

n n o

podemos adotar a extens@io racional em forma de hinho:
F(X) =(((a X + & _)%+...4a7)X + &

a qual reduz o nimero de repeti¢Ges a n., Neste caso a propriedade

semi-distributiva garante que e

-1 )
F(X) anxn + an_ixn + eee + B

" (b) Se £ & racional podemos exprimi-la numa forma de fracho

continua. Por exemplo, seja f(x) =(x2—x+l)/(x2 + 1), Podemos es- -

crever f(x) =1-1/( x +1/x) e adotar F(X) = 1 -~ 1/(X+1/X)

#
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'3, Téenica do Desenvolvimento de Taylor

Seja £ uma fungfo real de varidvel real, X o intervalo pa-
ra o qual se deseja calcular a extensfo unida f(X) e ¢ um pento -

de X. Desenvolvendo em forma de Taylor,

£(x) = £(c) + £'(c) + ﬁxgcz 2£01(e) + vou + gx i;n—l (n D(e) + R (x,c)
H n-—

Conforme o tratamento dado ao termo complementar teremos os

procedimentoss
(a) Rn(x,c) = _135%12 f(n)(c + Q(x-;)) 0£e6 <1

Séja Fn uma extenséo racional de f(n). Entéo,
n-1 (n—l)(c)

f(x)e f£(e) + (x-c)f'(c) + eee + \X=C)
(x-c)!

o+

n
{2=¢) Fn(e + [ 0,1 I(x=c))
n!
donde,
F(X)c£(c) + (X-0)E'(e) + vew + (X=c)®L (n‘l)(e) .
(n-1)! ‘

L&'slnyn(c + £0,17(x=¢))
n!

Quando n=1, temos a forma do valor médio

£(c) + (X-c)Fn(c + [0,1](X~c))

:(b) R (x,¢) é uma func8o racional dada pOr

R, (x,c) = f(x)-f(c)~ (x-c)f'(c)-—...-(x..c)n le(n-1) /(. 1)
(x-¢)™/n!

Escrevendo f£(x) = £(x-c+c) = g(x~c) e chamando x-¢ =y, tere-

mos Rn(x,c) = G(y) e

£(e) + g2 (e) + oue + 370 D0y 4 3 P)g(y)

(n ‘lx‘ 1.}

1

| £(x)
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Portanto,
F(X) C £(e) + Y£'(e) + ove + Y2 2e(0 1) (o) 4 yRo(v)
(n=1)? . n!
< a qual € denominada forma centrade quando o ponto ¢ é& tomado co-

mo o ponto médio do intervalo X,

Se £ é um polindmio de grau n, o resto R (x,c) é constants.

Exemplo 1

Escrever a forma centrada de £ definida por f(x)=x—x2

Temos f(x)

fle) + (x-c)f'(ec) + gx—czzf"(c), donde

L
Y

£(x) c-c? + (x=c)(1-2¢) -gx-czz(z), isto 6,

f(x) = c-c? + (x—c){_(l—Zc) - (x—c)}

- Finalmente, considerando ¢ = ponto médio do intervalo X

para o qual se deseja calcular a extensf8o unida F(X), obtemos

f(X) C c—c? + (X-¢c) {(1-20)‘ - (X—c)}

Exemglo 2

Facrever a forma centrada de f(xl,xz) = (x]+x2)/(xl-x2)

Sejam Xl e X2 o8 intervalos para os quais se deseja cal-~
cular TKXl,Xz), c; e ¢, os pontos médios dos intervalos X, e X,,

respectivamente. A extenséo de f sob forma centrada é obtida a

‘partir de

£lxy,x) = £legy0)) + &lxy=ep,xymey) = £leyrey) + g(3y,75),

donde decorre g(ylryz) = f(x17x2)'f(011°2) = f(cl""yl,ca;"}'z)"f(clvcg)

v isto é', z(clyz - 025'1)
g(yqy7,) = —~
(01-02)2 + ..(31”02) (yl-yz) ?
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cujo numerador foi obtido efetuando-se operagdes algébricas ele~
mentares entre as varidveis e constantes, reduzindo-se o numero
de ocorréncias das varidveis, de acdrdo com os cancelamentos abai-

X013
(cl-cz)(c1+y1+02+y2) - (cl+02)(clﬁyl—02-y2) =
’fi - ”{g + 0¥y *+ C1¥p ~ Cp¥y ~CH, - °§' * ”’g - ofyy + ey, -
Cp¥y t* CA¥p T C¥p T Cp¥y * e¥p = egyy = 2(egy, - epyy)
FPinalmente, obtemos a seguinte forma centrada da extensfo

¢ +cy . 2 {fl(x2—°2) - CE(Xl-cl)}
C1=Co ("1"’2)2 + (eg=epy) {(X)=ey) - (Xy=e,) |

Observacao

Eventualmente mais de uma técnica podem ser utilizadas si-
multineamentc. Por exemplo, & recomenddvel aplicar a técnicea da

forma de ninho juntamente com & técnica do desenvolvimento de Tay

lor.

Tlustracdo numérica

Seja £ definida por f(x) = x-xz, X =[a,b] o intervalo -
para o qual e deseja calcular f(X), ¢ = (a+b)/2 = 1/2 e r defi-
nidoe por (b-a)/2, Temos X-¢ = [~r,r] e X = [ 1/2~r,1/2+r].

1, Extens@o racional sob forma de ninho

C1/2-r,1/24r J(C 1,1 ]-C1/2-7,1/24x ])=
C1/2-r,1/24x ]. [ /2-1,1/2+r ] =

X(1-X)

i

[ min { (2/2-7)2,(1/2-7) (1/247)}, (1/2+7)2 ]

pois (1/2-r)(1/2-r) = (1/2-r)>
(1/2-v)(1/24r) = 1/4 = r°
(1/2+r)(1/2+7) = (1/2+r)2
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donde vemos que se r £ 1/2, o menor valor & (1/2~--r)2 e 8e

r > 1/2, o menor valor é (1/2-r)(1/2+r).

2.Extens5.o racional sob forma centrada

Utilizando o resultado obtido no exemplo 1 e substituindo
no mesmo ¢ =.1/2 e X = [[1/2-r,1/2+r ], obtemos

1/4 + [~r,r j.(-.[—r,r]) = 1/4 + E‘rzﬂ‘zj =

= [/4-r?,1/44x° :]

3. Extensfo racional sob forma do valor médio

Seja ¥, & extens8o racional de f' definida por 1-2X,

 Substituindo em f£(c) + (X-¢)F(c+[ 0,1 J(X-c)),obtemos
£(2/2) + Fr,r 1.F(1/2 + [0,17. Gryr])
/¢ « [ryr J(L2,13-C2,23(L1/2,1/2J+[ 0,2 ] [Fr,r J)
1/4 + [Fryx J([C1,13-C2,27.F1/2-r,1/2+r ])=
1/4 + [ryr J(L1,1 J-C1-2r,142r]) =
1/4 + [Fr,v].[F2r,2r ] -
[ 1/a-2v2,1/4+27° ]
4. Comparac8o dos resultados com T(X)

Temos T(X) - { £(x)=x=% | xe X} = [y4-r?,1/1 7]

Comparando-se (1),{2) e (3) com T(X) verificeamos, no caso
em que T % 1/2, que o melhor resultado obtido foi proporcionado .
pelo uso da extensfo sob forma centrada, seguido do intervelo -

calculado pela extensBo sob forma do valor médio.

Com vase nos resultados deste e de outros exemplos, Moore

langou & seguinte conjetura (pg.45 de Intérva.l Analysis,R.E.Moore)
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1]

Seja £ uma fungio rucional renl Aae varihveias reais xlyxz...

X 1, Dy ey Xn os intervalos onde o« drseja ecalcular a exten—

s8o unida f(Xl,Xg,...,Xn), Cys Coy svey Cp pontcs médios dos inter

valos Xl, X2, cooy Xn, respectivamente e F a extongdo racional -

sob forma centrada da fung¢do f, definida por

F(Xl X2,...,Xn) = f(cl'CZ,onn,cn) + g(xl—'clgoco,xn—cn)

*

entéo, W(F(Xl,sz..., n) w(f(x ,X ,...,X ) + O(w(X) )

Hansen prova em "Topics in Interval Analysis ", pg.l103, que

essa conje tura é verdadeira,
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§ 10-Aritmética de Intervalos com Arredondamento

A maior parte dos ndmeros reais que ocorrem nas aplicacdes néo

podem ser representados de forma exata quando se usa & representa -

¢80 decimal ou a representacgdo numa outra base, por exemplo, a bind

ria; E o0 caso da representagﬁo do nimero racional 1/3 ou do ndmero
irracional VEI O numero de digitos usados em sua representacgdo é
limitado e néo supera, na prdtica, um nimero prefixado., O valor exa-
to de um mimero real pode ser dado, tedricamente, por meio de uma re

presentacdo decimal infinita. Se nessa representacéo considerarmos -

-apenas 08 n primeiros digitos, obtemos um valor aproximado por fal -

ta, cujo érro é inferior a uma unidade da Udltima "casa". Pela apli-
cag8o da técnica usual de arredondamento, éste érro pode ser reduzi-
do a metade, obtendo-se um resultado aproximado por falta ou excesso.
O primeiro tipo de aproximag@o d4 origem & aritmética truncada, en -
quanto que o ségundo & aritmética arredondada.

| As operagBes aritméticas executadas com os nidmeros escritos sob
fo;ma aproximada d&o por resultados numeros que representam valores
aproximédos de algum valor exato. Mesmo que os numeros iniciais se -
jam exatos, érros podem ser introduzidos durante a execugfo das ope-
ragdes aritméticas. O eérro oriundo da propagacdo desses erros atra -
vés de inYmeras operagles aritméticas é denominado erro de arredon -
damento. Na resolugio de um problema que envolve centenas ou mesmo
milhares de operagdes aritméticas, pergunta-se como obter uma deli-
mitégﬁo superior do érro de arredondaumento a fim de se estimsr a rre
cisfio do resul#ado aproximado. A resposta a esta questio muitas ve-
zes ndo é simples, sendo frequentemente sofisticada e extrememente
trabalhosa.

Quando se emprega a aritmética de intervalos os dados iniciais

sdo intervalos que contém os valores exatos; se os dados iniciais s&o

exatos, entdo os intervalos sao degenerados. Mesmo neste cado, no de-
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correr da execugdo das operagdes aritméticas com intervalos, novos
intervalos sdo obtidos e é preciso assegurarmos que estes ainda -
contém o valor exato do resultado final. Esta certeza é ccnsegui
da, procedendo-se da seguinte maneira, admitindd—se o emprégo da
aritmética real truncadas

(a) verifica-se se o extremo inferior do interwvalo resultante
é um nimero exato ou néo. Se f£for exato permanece inalte -
rado., Se ndo £or exato, verifica-se o sinal; se éste for
negativo subtrai-se uma unidade do df{gito de ordem mais
baixa, caso contrdrio permanece como esté.

(b) verifica-se se o extremo superior do intervalo resultan-
te & um nimero exato ou ndo., Se fOr exato permanece inal
terado. Se ndo for exato, verifica-se o sinal; se éste -
for positivo acrescenta-se uma unidade no digito de or -
dem mais baixa, caso contrdrio permanece como estd,

Procedendo-se desta maneira obtém-se um intervalo que conteré

sempre o resultado exato da correspondente operagdo aritmética exe-
cutada com valores exatos, isto é, com precis@o infinita, caso is -
to fosse possivel. No final da execug8o de todas operagles aritmé-
ticas necessdrias para obtengdo da solug8o de um problema, chegé-
se a um intervalo que contém a solucgdo exata procurada. Se éste in
tervalo £Or de comprimento suficientemente pequeno, a corresponden-
te delimitag8o do érro de arredondamento também serd prequena, esti-
mando-se com estavdelimitagao a precisgo do resulfado aproximado.
Por exemplo, seja Ea,b:] 0 intervalo encontrado. O ndmero aproxima
do ao valor exato da solugdo, juntamente com o eérro de, que se encon
tra afetado, é dado por 552 i 355. Denominamos esta representa-

¢80 forma centrada do intervalo.

A aritmética de intervalos descrita acima, em que cada interva-

10 & aumentado em favor da seguranga apbés a execugdo de uma operagaa
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aritmética, denomina-se aritmética de intervalos com arredondamento.

A pesquisa de algoritmos que levem 4 obtengdo de intervalos com
comprimentos suficientemente pequenos, contendo valores exatos da sg

lugdo de problemas, é o objeto da andlise de intervalos.

A aritmética de intervalos pode ser introduzida ou simulada -
num computador. Recordemos que, nos computadores, os numeros em ge-
ral sdo representados internamente sob duas formas:

(1) Representagdo inteira ou com virgula fixas

‘Um ndmero inteiro é representado por X dld2...dk numa cel
ta base, em geral 2 ou 10,

(11 )Representacgdc real com virgula flutuante:

Un numero real distinto de zero é representado por

3,dld2...dthn com 4, ¥ o, isto &, como o produto de wme
parte f;ﬁcionéria ou mantissa, escrita com t digitos, pela
bﬁ%@lﬁ éleﬁada a um inteiro n, chamado caracteristica. O mn

£ n £ M. O ndimero zero § re-

mero n obedece A restrigio - m
presentado por ,OO...OBﬁm. Em geral a base é 2 ou 10, Este
representagdo é também chamada representa¢éo normalizada er

virgula flutuante., )

E. interessante observar que o conjunto F(B,t,m,M) dos nimeros
representadog neeté forma é um subconjunto finito do conjunto dos
numeros rﬁcionaia e seus elementos se distribuem numa reta com um
espacamento nZo uniforme.

Conforme o computador, usd-se a aritmética truncada ou arredon:
dada. N6 primeiro caso, conforme vimos, o érro méximo de aproximagi
é de uma unidade do digito de ordem mais baixa, enquanto que no se-
gundo, de apenale,B unidade,

Subrotinas para a aritmética de intervalos - As subrotinas aprx

gsentadas no apéndice B e sucintamente descritas no apendice A forax
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redigidas em FORTRAN, simulando-se a aritmética real truncada, uma
vez que o0 processamento dos programas foi feito no B-3500, no gual
a aritmética é semi~truncada.

0 arredondamento do intervalo foi programado d4a seguinte forma:
a mesma operacdo aritmética & executada duas vézes, ume em precisdo
simples e outra em precisao dupla; em seguida os resultados séo com-
parados entre sf. Se éstes forem iguais, ndo hé& &rro de aproximacdo
e o0 resultado em precis8o simples permanece inalterado; no caso con-
trdrio o resultado em precis&o simples serd arredondado de acordo -
com a regra de arredondamento para intervalos.

Na elaboracdo das subrotinas para a aritmética de‘intervalos
com arredondamento e em precisdo dupla, devido & impossibilidade
de simulag8o em FORTRAN, com os recursos disponiveis na bibliote-
ca de subrotinas, da aritmética em precisdo dupla truncada, arre-
dondamos as operagdes de soma e subtragdo em que os operandos so-
mam-se e.. valor absoluto. Além disso deixamos de verificar se o
resultado de ume determinada operag@o aritmética é exato ou apro-~
ximado, arredondando o extremo: inferior no caso em que é negativo
e arredondando o extremo superior no caso em que é positivo., Es-
tas subrotinas em precis8o dupla s@o0 necessérias para o método de
Hansen, exposto em pardgrafos subsequentes.

Subrotinas para aritmética de ternos - O terno E_;g,i’,'f] re-

presenta o intervalo [ x,X] e um nUmero real % entre x e X. FKa
aritmética de ternos usa—-ge a aritmética de intervalos para os in-
tervalos [ x,%X.] e a aritmética real para os ndmeros %. As subro-
tinas apresentadas no apendice B e sucintamente descritas no apén-
dice A receberam o0s nomes usados nas subrotinas para a aritmética
de intervalos com arredondamento. ﬁas aplicagOes que faremos a
seguir as subrotinas feitas para intervalos, em precisdo simples

cu dupla, s8o usadas apenas para ilustrar o método de Hansen, mo-

tivo pelo qual demos 0os mesmos nomes 38 subrotinas para interva =
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los e para ternos referentes ao mesmo tipo de operacido.

Apresentamos a seguir o diagrama de blocos (FORTRAN) da sub-
rotina ARDTO utilizada peln subrotina ARDT2 para arredondamento de
um intervalo., A subrotina ARDTO acrescenta uma unidade no digito -
de ordem mais baixa do numero real dado como argumento. Embora o]
cdlculo seja o de uma fung¢@o o seu argumento fornecido pela ARDT2 €
na forma de variével indexada, A subrotina ARDTO depende do size -
real com o qual o programa principal for executado. No diagrama de

blocos indicamos a magnitude desse size por K

ARDTO
A

>
</A>

{0 ¥

N )
F'“AL: B . | ReTURN | nij

A

Yy

hd

B=ABs(a)

l
(&)

-—— — -



LO y

:B:'BMO

-

NC=4

60 y
B3=8BA0O
\

NC:HC-L~1

A/
A

£0 \

AR = 10.% k(NC-A)

Y

A= A+ SINALRAR

NC=NC+4




§ 11 -Resolucio de um Sistema Linear

por um método direfo

0 método de aliminagdo de Gauss para resolugdo de um sistema
linear é um método direto porque envolve apenas um nudmero finito
de operagOes aritméticas para obtengao da solugdo exata do siste~
ma, Se os coeficientes da matriz comﬁleta asgsociada ao sistema -
sfo exatos, a unica fonte de érro é devida aos érros de arredon -
damento cometidos na execugdo das operagdes aritméticas. Se, en -
tretanto, os coeficientes néo sf@o exatos, teremos que considerar
também a propagagio dos erros iniciais, Na prdtica os érros ini -

ciais s8o assimilados aos eérros de arredondamento.

0 wzo do método de Gauss com a aritmética de ternos (que en-
volve a aritmética de intervalos com arredondamento) permite a
obtengdo de intervalos que contem as‘componentes do valor exato -
da solucdo. Convém observar que todo métddo direto estabelecido
pira a aritmética real continua formalmente védlido para a aritmé
tica de ternos, a menos de que o numero zero venha a pertencer a
um intervalo, que figure, numa determinada etapa do processo, co-
mo divisor. Entretanto, o resultado nem sempre € satisfatério,-
porque © comprimento do intervalo qué contem a solugao pode se
tornar muito: grande, impedindo uma delimitagéo razodvel do erro
de arredbndamento. Eis uma justificativa para uso do Ferno no lu-
gar do intervalo, pois se o resultado em térmos de intervalo ca -
recer de significado, resta-nos a solugéo que normalmente obteria-
mos usando simplesmente a aritméticarreal, relativemente ao ele-
mento ¥ do terno, ?

0 eumento excessivo do comprimento dos intervalos, no decur-
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so da execu¢éo das operagles aritméticas, nf@o depende apenas do
arredondamento do intervalo, mas também, & impossibilidade, mui-
tas veézes, de se calcular o intervelo exato de variagéo'de valo-
res de uma funcéo f(x) pars x percorfendo um certo intervalo X,
De fato, no caso de fungdes racionais, se, na expressao racional
usada paras a extensdo F(X), a varidvel x ocorrer mais de uma véz,
entdo PF(X)D Ff(X), que representa o intervalo exato de varia -
gio de valores de f(x) para x percorfendo X, Um algoritmo que -
utilize aritmética de intervalos pressupoé uma andlise das diver
sas etapas em que se procura introduzir extensdes F(X) que se -~
aproximem o mais possivel.de F(X). v

Eis o motivo porque, mesmo utilizando, na versao do método
de Gauss para intervalos, uma aritmética real de precis&@o infi-
nita, ndo seria possivel obter o intervalo exato de variagdo de
valores. Entretanto, se nfo hd érros iniciais, a vers@o do mé-
todo de Gausg para intervalos permite a obteng@o de intervalos

arbitrarismente pequenos contendo a solugdo exata, desde que &

'precieﬁo da aritmética seja suficientemente elevada,

Programa em FORTRAN do método de Gaugss ~ O programa que apre-

sentamos neste texto reproduz o algoritmo do método de Gauss con -

forme exposto no § 1 do Capitulo 1 de"Métodos Numéricos — I - Al -

gebra Linear" do prof. Ivan de Q.Barros. Apés equilibrada a ma -

triz dos coeficientes usa-se a técnica de pivofagao na decompo -
sic8o da matriz em duas matrizes triangulares, inferior e supe -
rior, Ndo é feita a permutagio fisica dos elementos éntre:2linhag,
guardando-se a ordem das perﬁutagses numa matriz auxiliar chamada
matriz de permutag8o. A decomposigdo da matriz dos coeficientes
é feita através da subrotina DECMAKN,A,KP) e a resolugdo dos sis-

temas triangulares é feita através da subrotina RSTISV(N,A,KP).

Vide apéndices A e B,
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Programa em FORTRAN para resolugdo de sistema linear pelo método
de eliminagBo de Gauss e uso da aritmética de ternos arredondada

SI1ZF REAL = 1¢

1

2

cecc

7CC

13¢C

sce

132

¢cce
2¢¢
jo¢C

a0C

éccC

CINVENSICN A(352C»21)sKP(2C)sB(352C»21)
REACCE»2CCoENC=2CCQ)N

vah4l

WRITE(6,7CC)
FCRVAT(1xXx,14KSTISTENA LINEARS///)
CC 1 I=1,N
REALCS»3CCHICACZ2Tsu)rUslsd)
WRITECES4CCICACZrInydrgzlinV)

RC z I=z1,A

CC 2 uv=l,¥

AL, 1sJ)zpteslsy)
ACI,Isd)=AaCzslsy)

CALL CECNAV(NIALKP)

CALL RSTISV(Ns»As»KP)

WRITECEs»BCC)

FCRVAT(//51%xs18FSCLLCAL CCV TERNCS»//)

TC 13C I=1sN

LI=kF(CI)

CALL FCIcACIsLTIsNMIPECIsLToNM))
WRITECESECCITIoLIsTIrACLsLIoNIACZoLTal)-AC3s0L1sw)
MWRITE(E29CC)

FCRNVATC(/ /01 %226FSCLLCALC SCE FCRMA CENTRADAS//)

CC 132 I=1,N

LI=KF(CT) .
WRITECES>ECCITPLI»I»BCLlsLTIoV)»B(Z2oLToN)sB(3sLInwN)

6C T7C 1cCcC

STCF

FCRVMATCI2)

FCRMVAT(SFT7,.,4)

FCRVAT(/s1Xs5F1247)

FCRNMATC/ s 1X23RKF(21202K)221292%X02FX(2]1222H)=53F248,12)
ENEC

SYNECLTC LTSTING FCR PRCGAWV 2

LCw ACRS FkIGK ACRS TEMFS CATA BASE CCpkE EBASE
CCz1Cé car74¢8 cce11r cca148 €a26992
- CALLFC SULEFRCGFRANVS 2
- NAVME ACCRESS SEGe NC,
CECMAY ces314 cC1t
RSTISsy ce772C cC1
FC1 ceCcr3a cC1
REAC, (55248 cCt
WRITF, cat748 cC1

CCVMMNCN ELCCKS REFERENCELD 2
NAVME ACCRESS
NCANE
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Resultados Numéricos

0 resulbado numérico dos exemplos que apresentaremos a seguir
encontram-se no apéndice C, Est4 implicita a introdugdo de modifica-
¢Ges nos comandos de entrada do progrema apresentado, a fim de permi-
tirem & leitura correta dos ternos, no caso em que os dados estdo afe
tados de érros iniciais.

Exemplo 1

Sistema linear de ordem 10, supondo-se os coeficientes da ma-
trii completa exatos. A primeira solug8o foi obtida considerando-se
a representagio real em virgula flutuante com 8 algarismos (size -
real = 8); na obtengdo da segunda solugdo empregemos 12 algarismos
(size real = 12). A segunda colun% da solugdo corresponde & solucgéo
obtida processando-se o algoritmo de Gauss com aritmética real, A
terceira coluna da solugéo sob forma centrada 44 a delimitagdo do é&r-
ro de arredondamento, Observamos que 0 maior érro cometido no primei-
ro caso & da ordem de 10_2, enquanto gque no segundo é da ordem de 10'6,

Neste exemplo, em que ndo hé propagaglo de érros iniciais, ilus-
tramos que podemos obter solugfo t&o0 precisa quanto desejarmos se usar
mos uma aritmética de precis@o suficientemente elevada, E interessante

observar que o =valor- exato, de cada componente da solug@o, & o nime-

ro inteiro 1.

Exemplo 2
Sietema linear bem condicionado de ordem 4. O programa foi
’proceaeado com size real = 12, A primeira solugdéo supbe inexisten-
cia de 8rros iniciais. A segunda solugd8o admite que os érros iniciais
néo superam 0,00005 unidade . No primeiro caso o érro méximo & da
ordem de 10710 ¢ no segundo, da ordem de 1073, .
Neste exemplo ilustramos que, havendo &rro inicial, n#o ¢
possivel melhorar indefinidamente a precisfio da solugéo pelo uso de

uma aritmética de precisdo elevada.
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Exemplo 3
Sistema linear mal condicionado de ordem 4. O programa foi
processado com size real = 12, A primeira e a segunda solugao fo-
“ram obtidas nas mesmas condig¢des do exemplo 2, Na primeira solugl@o

6 e na segunda, de ]Ol.

o érro méximo & da ordem de 10
Neste exemplo ilustramos que o0 mal condicionamento do siste-

ma & automdticamente revelado pela magnitude do érro méximo cometido,
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§ 12 = Inversdo de Matriz

Seja A uma matriz de intervalos. Consideremos uma matriz
numérica Ar cujos elementos (Ar)ij e Aij' Dizemos que Ar per -
tence a A ou que Ar estd contida em A,

Suponhemos que tode Ar € A seja inversivel., Consideremos
a matriz B tal que

{(Arl | Are A} ()
Da continuidade da operagao de 1nversao concluimos que Bij é um
intervalo. A matriz de intervalos B chama-se inversa de A, sen-
do também indicada por A1,

-1

Portanto, se Ar € A, entdo Ar & Al e podemos escrever

{arare Ay = a2

Proposicéo 1

A"l ¢ & "menor" matriz de intervalos que contém

{ ardarc 4}
(isto &, se C é matriz de intervalos e C:D{Ar liarc A%
entdao CO A 1)
Demonstragéo:
Se {Ar ll Ar < A_} entao Ar 16 C, donde (Ar~ l) E Cij
para todo Ar€ A, Logo {(Ar l)i [Ar e A.}C ¢y i e por (1) ve~
mos que BijC: Cij’ donde ssgue que A -1 = B& C, q.e.d.

Observacao

A reciproca da proposig@o 1 ndo é verdadeira, isto &, nem

sempre {Ar'l | .Arc A} S

Consequentemente, g Ar-l | Ar = A} néo pode ser identificada a

uma matriz de intervalos. Vejamos um exemplo. Seja
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AE §[ L-l'zj [0,19 eM=[x | & 4
i EO’OJ E273J Lo A
A X - Cr.y [1,9]
Entdo, Ar T = | "%~ Xz e Al = 2 -’
0 1 1 1
2 | 0 [T'T].
N
Consideremos Br = i € a1,
2
1 1 2
e _%_ 2 T2 | . 4 4 - Ar
N

Br = Art e Ar & A

Se utilizdssemos a versdo do método de Gauss para interva =
los no cédlculo da inversa de uma matriz A de intervalos, obteria -
mos intervalog que néo coincidiriam com os intervalos exatos de va
riag8o de valores de cada elemento da matriz inversa, ainda que du
rante os cdlculos néo fossem cometidos érros de arredondamento, Con
forme vimos, esta impossibilidade decorre da miltipla ocorréncia,

por exemplo, da varidvel 8qq0

0 método de E.Hansen para invers&o de matriz de intervalos
é uma adaptagdo de um método de refinamento de matriz inversa nu -~
mérica e permite dizer de quanto os extremos de cada intervaiox cal
culado diferem dos extremos dos intervalos exatos de variagao de va

lores.

Lema 1

Seja Er uma matriz numérica e || || uma norma qualguer. -

2

se ||Erll< 1 e Sr(m) =1+ Er+ Er° + ... + EC*® (2)

entdo: ( i) Sr(m) — (I-Er)-l para m —> o

gyl _ gel@ ) ¢ —llEr||™? (3)
(11) |1(I-Er) se || 1 - ||Exl]

Demonstragéo:
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(i) (I—Er)Sr(m) =1 =~ Erm+l, donde I - (I—Er)Sr(m) = Erftl
| 11-(1-Er)sr ™) || = ||+
I'ela propriedade multiplicativa da norma de matriz

er™2]] € ||Er] 1™, Portanto, se ||Erll< 1,
III-(I—Er)Sr(m)II 4 IIErIlmfl —>» 0 para m —> o0

Como & norma da diferen¢a converge para zero, cada elemento

de Sr(m) converge para o correspondente elemento de (I—Er)'l,qed,

(i) (1-Er)™L - sr(m) = (I+Er+Er®+...) = (I+Er+...+E0%) =
Er™*l(T4Er+Erl+...). Daf, ||1(1~Er)~t-s2{®)||=]|EL™2] ). | |1+
Er+ErS+...|]. Como ||Ex®*1|| £ IIErlIm+1 e

||I+Er+Er2+...|| €1 + ||Er]| + llEr||2 + ees = 1 '

1 - ||Erl|

concluimos que
1(1-Ex)™L - se®) || € |15 1®*2/a-1ERlD), q.e.a.

Definicéo
Seja Ar uma matriz numérica e Bk uma aproximacdo da matriz

inverssa B§+1 da matriz Ar. Matriz residuwo é'a matriz Ek=I-Aer.

Processo de refinamento de matriz inversa

De B, = (I-ArB,) decorre Ar © = B (I-E )71
Se ||Ek||'<‘1, pelo lema 1 Sr(m) - (I—Ek)'l
Ume aproximacio de Ar + melhor do_que'Bk é dada por

By = Best(® (4)

Método de refinamento de Segunda Ordem

Fazendo-se m=1 em (4) obtemos
Bys1 = By (I+Ey) = B+ BB,

0 residuo associado A nova aproximagao & Ek+1 = I—Aer+1.
=R - =(T- = 2
Dal,EB, 4 = I-Ar(B, (I+E,))=I-ArB, -ArB, E,=E, ~ArB,E, (I-ArB)E, = EL

Portanto, |l1E. 1l € B2

Se ‘\Ek\‘<: 1, a sequéncia By, By,11 -++s CODVerge com O

quadrado do residuo.
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Método de refinamento de terceira ordem

Considerando~-se m=2 em (4) resulta

Bey = B(TVEEy) = By + By(B(14E,))
0 névo resfduo 6 E, , = I -iAvB_ = EJ.
De fato, By, = I-Ar(B, (I+E +E2))
E g = I-Aer(I+(I—Aer)+(I-Aer)2) =
I-ArB,-ATBy +ArB ATB, - ArBy (I-ArB )? = I-2ArB, +(ArB,)?-ArB, (I-ArB,)%"
(1-ArB,)2 - ArB (I-ArB,)? = (I-arB,)?(1-ArB) = (I-ArB,)] = Ei

Se IIEkII‘< 1, a sequeéncia Bk’3k+1"“' converge com o cubo
do residuo. ¢

NMétodos de k-ésima ordem

Usando mais termos do desenvolvimento em série de (I~ k)"l
obtemos, tedricamente, métodos de ordem cada véz mais elevada.

Entretanto, devido A& ocorrencia dos &rros de arredondamento
na execugdo das operagles aritméticas, & precisf@io na solugdo apro-
ximada ird depender nd&o apenas de m, mas também da precisdo da arit
mética utilizada,

Por exemplo, no caso do método de refinamento de segunda oxr-
dem, dado um valor aproximado Bk de Ar"l, a melhoria desta aproxi -
magao, dada por Bk’Ek' deve ser calculada com uma aritmética de pre
cis&o maior do que a usada na obtengio de Bk‘ A ¥ltima etapa do mé
todo, que dd Bk+1 = Bk + Bk'Ek' também deve ser efetuada usando ume

aritmética de precisao maior,

Definigéo

A i =
Seja A uma matriz de intervalos com A; 5 Eai;j’bijj'
Verifica-se que
all = max max(la; 1, 1o 51) (5)

& uma norma. Seja Ar uma matriz numérica e llAr|l=m?x EZ: | (ar)y 41
3



J

3-16

Se Ar = A, entdo |l|Ar|| € {|Al|, por decorréncia imediata

da definicdo (5).
Método de Hansen

Seja A uma matriz de intervalos e indiquemos seus elemen -

3 PoT Cala’bij 1. Seja As uma matriz numérica fixada, per-

tos A,
tencente a A (por exemplo, com seus elementos (As)i (a )/2)

e B uma aproximacdo da matriz inversa as~Ll de As.
Seja Ar uma matriz qualquer pertencente a A,
Consideremos os residuos Er=I-ArB e E=1I- AB (6)
se |IEI1< 1, sendo Er = E, ||ErlI< 1 e pelo lema 1

m+1 m+1
1-||Er|| 1-1|E|]

Seja P(m) a matriz de intervalos em que todos elementos

|1 (1-Er)~t -

sdo iguais a [ -, pr].
De (7), para todo i e j, I((I-Er)"l-‘Sr(m))ij| 4 p
isto &, -/D"é’—f((I-Er)-l - Sr(m))ij 4/\) e portanto,

((I-Er)":L - Sr(m))ij € | L—_-/J,p 1, aonde é matriz real
(Z[--Er)“1 - Sr(m)c- P(m), ou seja, (I-—Er)-lc:' Sr(m) + P(m).
hlﬁl‘tipli;:ando—se por B ambos os membros da dltima inclus@o obtemos
art = B(1-Er)"l = p(s(® 4 p(m)y (8)

Tendo em vista que
Sr(m)~I+Er+Er2+. oo +Er2=((Er+I)Er+I)Er+. . o +I € ((E+I)E+I)E+, .. +I--S(m

como decorrencia da propriedade de inclus8o monotonica das operagde

aritméticas com intervalos, de (8) vemos que

il = psi®) 4 p(m)) . (9)

Portanto {Ar-]' | Arc A} < s(s\® 4 pm)) (10)

De (10) e da proposigdo 1,
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Avalie 8o do segundo membro de 11)

Faremos uso das seguintes abreviagles:

a,r.p.s. = aritmética real (ponto flutuante) truncada em
precis&o simples.

a.i.p.8. = arigmética de intervalo com arredondamento em pre-
cisao simples.

8.i.p.d. = aritmética de intervalo com arredondamento em pre~
cisdo dupla.

Considerando S(m)-I = (((E+I)E+I)E+...+1), escrevemos
B(s(®) 4 p(®)y = 3, ps(m)_1 , p(m)) (12)
Diagrama de blocos:para avaliagi@o de (12):
-Leitura da matriz de intervalos A (a.i.p.s.)
-Definig8o de As .com (Ae)ij=(aij+b j)/2. (ae.r.pes.)
' -Célculo de B, usando um método qualquer de inversfo numé-
rica, por exemplo, o que envolve o método de eliminagao

- de Gauss. (a.r.p. 8.

-Célculo de E=I1-AB com a.i.p.d., arredondando os resultados
para precisao simples.

~-C4lculo de IIE[I (a.repes.)
-Célculo de um limite superior de © (a.r.p.s.)
'-Definigao de P(m) em precis&o simples.,
~céleulo de S®)-1 (a.i.p.s.)
~céleulo de (s(®)-1) + P(®)  (a.1,p.8.)

~ =Céleulo de B.(s{®-12®)y  (a.i.p.s.)
~Céloulo de B + B(s{®)-1 4 p(m)) (a.i.p.d.)

Estimativa a priori do €rro

' 0 segundo membro de (10) é uma matriz de intervalos que con- .
tém o conjunto de matrizes {Ar"l | Ar & A} e portanto contém a
matriz inversa Afl da matriz de intervalos A, Uma questfo importan-
te é responder de quanto diferem os intervalos correspondentes 'nas

auas matrizes, Mais precisamente, sendo H uma matriz de intervalos e
B(S(m)+P(m)) = A7™F 4+ H,

qual o maior valor de \Hij\ ?

e A e ———— . T
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Moore demonstra em Interval Analysis, pg.37, que

5, .| £’8(p+1)21[3||3 . (w(4))? (13)
iJ 1-(n+1)w(A) | |B]]

onde n 8 na ordem da matriz e w(A) = max w(A_i

i, 3

A (13) nos diz que cada extremo’ dos intervalos calcula~ ~
dos eetdo afetados de um érro proporcional ao quadrado de w(A),
..i:ondo~se 0 uso nos cdlculos de uma aritmética com precisfo -

sairicientemente elevada,

A epcdlha de m em (10) depende:

- da precis8o da aritmética.

- da magnitude de |lE|].

Inversdo de matriz por um método direto

0 método de eliminacdo de Gauss para resolugdo de um sis—
tema linear d4 um método direto para invers@io de matriz, baseado
na seguinte propriedade: A solugio do sistema Ax = bi é a colu
na i-ésime da matriz A™L invérsa da matriz A, sendo b, o vetor
definido por (0,0,e¢¢90,1,0,04.40). A subrotina para célculo d=
inversa chama a subroting DECMAV e, em seguida, definindo biy
chama a subrotina RSTISV, gerando dessa forma os elementos da #-
ésima coluna da matriz A—l. A subrotina para inverséo, denomi -

nada INVMV encontra-se no apendice B,

Apresentaremos a seguir, a titulo de ilustracgio, programas
em FORTRAN para cdlculo de uma aproximagdo da matriz A~ inver--
sa de uma matriz de intervalos, sendo o primeiro o método de Han
sen e o0 segundo o método direto baseado no processo dg elimina --
¢8o de Gauss., Para exemplificacd@io consideramos a seguinte matri:

de intervalos:
0,999, l,olo:] C-0,001 , o,ool,]

[o,001 , 0,001 ] Co,99 , 1,0103



PROGRAMA FORTRAN do METODO DE HANSEN .

C

(@R o]

o

METCEC Cr FANSEN
CCLELE FRECISICN ACLECsEC»Z22250A
CIVENSTIUN 8(Zs1C»11)2E(Z251C»1C)»BL(Z51021C)2E(Z2»1C»1C) F (251051,

# S(759C21C0)»ARCIC21CI»BRELC»1CI»AAC2210»10)5A0(2510210)22(2)>

% EL(z,1C21C)
REACCEricCINSY
WRITE(E»126)

O 1C I34,N
REAC(Es14CY(ACL»TrudsA(2sInyudsd=1aN)

10 WRITECE»13CICACL» I )2 A(2oT0d)ryslsN)

EC ¢C TI=1,A

CC 2C v=1,h
ZC AR(CI» )=a(lrIo )/72e4hCEr 0d)/2,

WRITECEN»121)

CALL INVN(APARSER)

BC 3C I=1,A

Ct 3c u=1’,\

CablL CEFYNCECLI»12022BRUTIPUIPERCTPYI)

ECC1rlrgy=B(1r19y)

BC(Zs12 )=F(2515)

ACC1s» I8 (irIry)

AC(Zs2Ysuy)=08(25154)

CALL CEFYNCACTI»TI»dsECLsTrglsE(2s1sy))
3C CalL CEFyATCECCYI»I»d)»ELCLo10d)srBC(Zr1r0))
LC 25 I=qsN
WRITECES152)CRC1r1sgl)sB 2212 J)s y=1sN)

"y
(¥4

CALL FRVR(NSED-RC)

WRITE(E2132)
gCc 3s Izilh
WRITECE,1E2dCET (1o 12J)sELC2212d)rd=1r)

()
n

CC 8C I=4,N
CC £C J=1sN
Call CREYNTCALCI»Isu)»BLCloIrd)s»BL(2010d))
IF(l=ydbs,04,47
4z 22=Ca.
CALL CEFINR(Z9229222)
D CALL SUETCC(25ECCLeIng))
CALL CFFINCCECCYrIr d»r»2C1)94C2))
6C T7C =¢C
44 22=1o
CALL CEFINF(2,24222)
CALL SLeTC(LsEC(12T94))
CALL CEFINDCECC1»10g222C1)92C2))
¢ CCNTIANLE '

CC 55 Izlp‘\

LC S ¢=15)

ECLs Il d=EC(1s194)
ECZs12dX=EN(2r 10y

CALL ARDTZCECLsInylsECClsnlsrud)

wn
[¥)]

WRITE(CE2122)

Cc 41 1311'\
41 WRITECEs182)CECIoIr )P EC2212d)0d210N)



€0
7C

31C

Cad
N
(=}

{aJ
>
Ny

312

314

[F%)
[y
wn

1¢C
11C
129
13C

SCNVASEC,

ANFpa==1,

CC 61 I=1sA
IFC(ANRMA-SCIMAS)IEC,»T7Cr»T7C
ANKVASSCwAS

SCvAS=(,.

CC 61 J=ish
IFCAESCECTI» 12 y)I=ABSCECZS»1r)))8CrEC,SC
SCMAS=SCMAS+ABS(E(2,154))
GC TC 61
SCMAS=SCUMAS+ABSC(ECTI» 10 y))
CCANTINVE .
IFC(ANRMA-SCNVAS)GE293062
ANRMASSCMAS

IF(ANRVA~1.)31C»30C»3CC
RRITECEL1S3)ANRMA
STCF

CC 32C n=1»p
WRITEC(F»141)
CC 35C Izt
DC 35(: v:l"\

CALL CEFTNCCECCLsIrg)sACCLolnydspC(2Z51ry))

RC=(ANRMAX*(K+1))/7(C1,=ANRNMA)

CALL ARCTICCRC)

WRITECE»14CIANRNASKIRC

CALL VMFV(RCsNsF)

WRITE(E2134)

CC 311 I=1sN :
WRITECEP1S2)(P (1T dsF(22123)r =1sN)
CALL NQV(B,K £E,8) .
WRITE(CE»138)

e 31z 1= 1)5
WRITECE»152)(sC151rdds8(2s1sd)rd=1snN)
CALL SMZy(NsSsF)

WRITE(E»)26)

CC 313 I=1sM
WRITE(E215Z2)(SCLsIry)2S(2r1sy)ryu=lsrN)
CALL FRV(N»S»A)

WRITECE2127)

CC 314 I=1sh
hFITE(é’1‘?)(5(1’I’J)’§(¢’1’J)DJ 1»N)
CALL SNcVC(“rEC’S)

LC 21% I=1sA

CC 318 o=1>sN

CALL FCINCRL(1,12u)sAAC15153))
WRITECE,1236)

CC 31€ I=z1sN

WRITECE»1520CapaC1sTsd)spn (251> J)’d-l )
WRITE(Es128)

LC 32C I=i»h

WRITECEs 152 )(ED(1;1»J);ED(2’I’J)»J=1rh)

STCF

FCRVAT(212)

FCRVATC(4FE.3)
FCRVATCLY»8FNMATRIZ A»/)
FCRNAT(1y»ZF12.84%»2F12.8)

3~20-



3=-21~

FCRVATC(/,1%»42FNATRIZ INVERSA B(S+F)+E(ENV DUFLA PRECISAC)»/)
FCRVATC/,1%»33+VATRIZ INVERSA SCEB FCRMA CEATRACA)
FCRVATC(/,1%»12FNCRVA DE E =sF1C,695%22HMz,11,58%X,3FR0=,F12,8)

oBrlXsZF12.8)

131 FCRVMATC/,1%s8FKNATRIZ E»/)
137 FCRMAT(/,1X»SHFNATRIZ AE»/)
133 FCHRNMATC/,1%213FNATRIZ E=I~AE»/)
134 FCRNMATC/,1%28FNVATRIZ F»rt)
13 FCRMATC(/,1%xs8FVATRIZ S»/)
136 FCRNMATC/,1%X21CHNATRIZ S+F»s/)
137 FChMATC/,1%213FNATRIZ B(S4P)s/)
138
136
14C
141 FCRVATCLRT)
152 FChVAT(1Ixs2F12
153 FCRVATCIxsFfRANRIMASSIELELE)
ENC
CS/14/7¢C E>z3 Ay

ASR#2.2  , 66157 CONMFILER

C vIN 28 SEC FCR CCNPILATICN FAsS
13% CARCS AT 285 CARCS FER MINLTE
176€€ CIGITS rATA,

2CC4C CIGITS CCCE.

SYVECLYC LISTING FCR FRLGAV 2

LCw ACRS FIGF ACRS TENMFS CATA EASE CCRE BASE
CCegzé C3674¢C CCezCué CCczCkC C167cCC
CALLEC SLEFHCGRANMS 2

NAME ACCKRESS SEG. NC,

INVM Ce4uG74 CC1

CEFIn ¢73C10C cC1

CEFINC CE&4cCeEN cCt

FRVLE C791¢6C cC1

SLETP c77748 ¢C1

ARCT2 osgerz ¢C1

ARCT( 06567¢C cC1

MFV crr71se cCl1

NSV C747EC cC1

SMEV €7216¢C €C1

FRV ceuze? cC1

syzvn 0e11zC cC1

FCILC cséczae cC1

KEAL, cszc48 cC1

WEITE CucChe ¢C1

EXFCA . C3S74¢ cC1

COMMEN BLCCRS REFERENCEL 2
NAWE ACCRESS

NONE



EXEMPLO .

VATRIZ A

$556CCCCC
=.CC1cCCCC

VATRIZ E

1.0CCCCCCC
«CCCCCCCC

VATRIZ AE

«556CCCCC
=.tc1cCCC3

VATRIZ E=I=AFR

=.01¢1CCCC
=.CC1C1CCC

NCRvA I E

MATRIZ F

VATRIZ ¢

-.,cicicccc
~.CC1C1ICCC

MATRIZ S+F

MATRIZ INVERSA

«55543CCC
«ccccccce

VATRI2 INVERSA E(S+#p)+E(Ey CLFLA FRECISAC)

SESTCCC
~.CC114CC

¢
1

1.C1CCCCCC
«CC1C0CCCC

1.0CCCCCCC
.CCCCCCCC

1.€1CC4CCC
.CClCCCCA

C111CC

.CC1C1CCC
«CC1C1CCC

SCE FCRNA
W CCST72CCC
WCC114C01

=.CC1CCCCC
«596CCCCC

«0CCCCCCC
1eCCCCCGCC

=.0C1CCCC2Z
+596CCCCC

=.CC1C1CCC
=.c1C10CCC

=«CCC128CC
"+CCC1250CC

=.CCicicce
=.C101CCCC

=eCC114CCC.

=.Cl03CCCC

CENTHALCA
«CCCCOCCC
05$954300¢C

*+CC
58

114¢C1
S7cccc

3=-22-~

+GC1C0CCC
1.61¢cC00CQC

«CCCCCCCC
1.0€ccoCcC

«CC1C0C0Z
t.01CC20CC

+CCiCiICCC
«CC1C1CCC

«CCCl2ECQC

«00C125CC
«00C125CC

.CCicicce
«C01C1CCC

«CCl140cCY
+0CS730CC

+00114CC1
1.001160CC
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PROGRAMA EM FORTRAN PARA INVERSAO DE MATRIZ POR UM METODO DIRETO

RINENSICN AC3s2C»,21)5KP(20)»B(3,2C»21)
10CC REAL(S»2CC»END=2CO0)N :
WRITE(E,7CC)
NC 1 I=z1,N
REACCS»30CIACL 121020 (35101)2A(19152)5A(35192)
ACZs1s1)2AC 9101272444030 101)72,
ACZ2152)20C15102)/7244RA(035102)/2.
1 WRITECEUCOICCACKSI T Y)okals3)sJmlnN)
CALL IANVMV(IN,A,EB)
WRITE(E»RCC)
gC 13C I=1,N
Le 13C Jds1sN
130 CALL FCICBC1s15d)rACLsI0y))
DC 14C Jy=1s\
WRITECE»135)J
CC 14C I=1,A ) .
140 WRITECE2145)AC12 Y0 Jd)sA(2510J)sA(321ry)
WRITE(és141)
6C 1C t1Coc
2CCC STCF : :
135 FCRNVMAT(/»1%26HCCLUNASTS)
141 FCRMAT(IKT)
145 FCRMAT(/,2X»3E15,6)
2CC FCRNVMAT(IZ2)
30C FCRMAT(AFE,.3)

4CC FCRNMAT(/»iX%2€FG43)
7C0 FCHVAT(/7/7s1Xx21FVATRIZ CADAS27K = DADOS COM ERRCS TNICTAIS»///)

80C FCRVAT(//,1Xs31KENMATRIZ INVERSA =« FORVMA CENTRACA,//)
ENC

12/¢5/7¢ 9234 Ay ASR%3.2 69157 COMPILER
0 vIN 6 SEC FCR COVPILATICN pASS
3C CARDS AT 187 CARDS FER MINUTE
25752 CIGITS pATA. 4470 DIGITS CCCE.

SYMEQLIC LISTING FOR PRCGAM 2

LCw ACRS *+IGH ADRS TEWVPS CATA BA

0Czoa4 032266 002056 002052SE cgg;TEQSE
CALLEC SUBFRCGRAN¥S 2

NANE ACCKESS SEGe NO,

INVIMY 052134 ¢cct

FCI 045258 00t

REAC, ¢isr¢8 co1t

WRITE, 03z26¢ c01

CCVMNMON ELCCKS REFERENCED 2
NAVE  ACDRESS
NGNE
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EXEMPI0

vATRIZ DACA = nanCS cCGv ERRQS IMICIAIS

« 956 1,C€CS 1.010 =.001 » 000 + 001

~.CC1 «CCC 001 999 1.005 1.01¢

VATRIZ INVERSA = FCRVA CENTRADA

CCLUNA 1
+5SS558E+¢C +96552CE+0C ¢S46151E=02
+COCCCCE=99 +00000CE~SS v10C2C02€=02

CCLUNA 2

© .60CCCCE=9S  .0C0000E~99  ,1002C2F=02
+S55545E40¢ +S95520E+CC +S46051E=02

Resultados numéricos

0 resultado numérico dos exemplos que apresentaremos a ge-
guir encontram~se no apéndice C e os programas correspondentes no
apéndice B, O método direto para inversf@o utiliza a aritmética -
de ternos arredondada e o programa correspondente foli processado
com size real = 12, O método de Hansen utiliza a aritmética de
intervalos arredondada e o programa correspondente foi processa~-

do com size real = 6, uma vez que utiliza precis@io dupla no pro-

cesso de refinamento.

Célculamos uma aproximag8o da matriz:inversa de duas matri
zes A (exemplo 4) e B (exemplo 5), usando um método direto de in -
versdo (exemplos 4-5-6~7) e o método de Hansen (exemplos 8-9-10
-11), supondo os coeficientes exatos (exemplos 3~5~8-9) e afe-
tados de érros iniciais n#o superiores a 0,00005. (exemplos 6-T-

10-11). |
- [ |
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Coeficientes exatos

Comparando-se os resultados numéricos dos exemplos 4 e 5
(nétodo direto) com os dos exemplos 8 e 9 (método de Hansen), em
que supusemos os coeficientes exatos, verificamos que o0 método -
direto pode dar uma solug&o melhor. De fato, no caso dosexémploa
4 ¢ 8, a ordem de grandeza do érro mdximo cometido no método de
Hensen 6 10-9, enquanto que no método direto & da ordem 10719,
No caso da matriz dada nos exemplos 5 e 9 a ordem de grandeza do
érro méximo é a mesma, isto &, 1076

E interessante observar qus a'discrepéncia entre a ordem
de grandeza do 8rro méximo cometido no cdlculo de uma aproximagéo
da matriz inversa das matrizes A (exemplo 4) e B (exemplo 5), am~
bas matrizes de quarta ordem, resolvidas por um mesmo processo e
usando mesma precisf@o na execugdo das operagdes aritméticas, nos

sugere que & matriz B deve ser mal condicionada.

Coeficientes afetados de érros iniciais

Os resultados numéricos dos exemplos 6-~7 (método direto)
e 10-11 (método de Hansen) mostram uma pequena melhoria nos

valores aproximados obtidos pelo método de Hansen,

De fato, no célcuio de uma aproximag@o da inversa da ma-
triz A, usando o método direto (exempio.G) obtivemos um €rro mé-
ximo = 0,8410534x10™% e usando o método de Hansen (exemplo 10),
um eérro médximo igual a 0,82928901x10-4. Essa diferenga, entre-
tanto é maior no caso da matriz B (possivelmente mal condiciona-
da) em que obtivemos para o €rro méximo cometido os valorée |

0,224‘570967166x101 (exemplo T) e 0,2552475001x100(exemplo 11).

Egscolha de m no método de Hansen

Nos exemplos 10 e 1l calculemos uma aproximagdo da matriz
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inverse das matrizes A e B, considerando os valores de m de 1 a 6.,
Verificamos que para m» 4 o0s valores ndo se modificaram e que a

diferenca entre os valores correspondentes para m=3 e m=4 é insig—-
nificante, apesar de, no caso dz matriz A termos ||E||=0,147175x10"
e para & matriz B, ||E|| = 0,829016x1072,

Pela andlise dos resultados é de se esperar que um valor ade

quadro para m é a métade do size real utilizado em precisdo simples
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§ 13 - Soluglio de Equagdes Algébricas

Introducao

Seja X um intervalo, g:X——=R e X € X uma raiz de g(x)=0,
Escrevendo g(x) = x - £(x), verificamos que X ¢é um ponto fi-
x0 da aplicagéo f3 X —>R,

Dado x, & X suponhamos gue se possa construir a sequéncia

Xnel f(xn) (1)

Convergéncia da sequéncia (1)

Uma condig&@o para que a seéuéncia (1) seja convergente para
a rafz x de g(x)=0, & que a aplicagBo f seja uma contragio, isto &,
que exista um ndmero real k, o < k < 1, tal que
I£(x)-£(3)| £ klx-yl (2)
quaisquer que sejam x,y de X, De fato, se a (2) estiver verificada
deduz-se ficilmente que l;c' - x| £ x| - x| . e como ¥z -xo\-—»o

para n —» 00, concluimos que x, —> X.
Lema 1

Seja f: X = [a,b ]——> R, Se f e £f' s8fo continuas em X e

se max|f'(x)| < 1, ent8o £ & uma contragdo.
xe X

Demonstracéo:
/

Dados dois pontos quaisquer x e y de X, pelo teorema do valor

médio existe z, a £ x< z<y £ v tal que

£(x) - £(y) = £'(z)(x - y)

Tomando-se o médulo e majorando-se |f'(z)| por k=max [f£*'(x)|
' xeX °

obtemos |£(x)-f(y)| € x|x - y|, donde decorre que £ & uma contra-

¢o, pois k < 1 por hipbtese, q.e.d.
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Método de Newton

Seja g: X=[a,b ] —_— R, g € ct(x), T € X ums raiz
simples de g(x)=0, isto é, ndo é raiz simult3neamente de g e g'.

Vamos procurar ums particular transformac¢éo de g(x)=0 em
que x = £(x), de modo que f seja uma contragio. Pelo lema 1 vi-

mos que £ § ume contragio se maxxl:f'(x)l < 1., Observamos que
xe

se £'(X) = 0, da continuidade de £'(x) resulta |f'(x)| < 1 pa-
ra todo x pertencente a uma vizinhanca conveniente de X,

Consideremos f(x) = x + A(x)g(x) e procuremos determinar
A(x) de modo que £'(x) = O, Derivando,

£'(x) = 1 + A(x)g'(x) + A'(x)g(x)

Como g(X) =0 e g'(X) # 0 resulta A(X) = -1/g'(%).

Uma fung¢lo A(x) que satisfaz essa condiglio é A(x)=-1/g'(x).

Portanto, |

£(x) = x - g(x)/g"(x) o (3)

Al gorditmo

Seja x, um ponto gqualquer do intervalo X = Cap], X € x
uma rafz simples .de g(x) = 0.

0 algoritmo de Newton, na andlise real, para comstruclo da
sequéncia (1) 6 o seguintes

x, earbitrério '
- (4)

T = Exy) = 1 - &(xy)/e' (x,)
Convergéncia

0 método de Rewtcn é um méﬂodo de segunda ordem, isto 6, a
sequénecia Xy construida ‘pelo algoritmo (4) converge para ¥ qua~
draticamente, isto 4, (xn+1 -Xx) = O(x, - x)2

De fato, seja x um ponto quelquer da sequéncia e conside-
Tremos o d.eeenvolviménto de Taylor em torno de X3

£(x ) = £(X) + (x-D2* (F) + 0(x ~F)>
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Como £'(X) =0 e £(X) =X resulta
— - - =2
%4 =X+ O(anx)? donde (x_,q - X) = O(x, - %)

Contracio de Intervalos

Usaremos o conceito de contragBo para construir uma gequén-
cia de intervalos que seja convergente ao ponto fixa X de f(x).

Definicéo

Seja Y um intervalo. A funcgf@o de intervalos

¢ 1y —> F
é uma contragfio se G(X)< X para todo intervalo X de JY’

A contragBio G se diz uma contracio forte de intervalos se

existe um nimero real k, o< k < 1, tal que
w(G(X)) £ xw(X)

Proposicéo 1

Seja £t X = [(a,b J]—> R, X € X um ponto fixo de f e
P ‘?X ———> o uma extensfio de f
Se F é uma contrag@o forte de intervalos, entdo a sequéncia
X, = X
Xp41 = F(Xn) -
pode ser construfde e converge para X.

Demonstracgdo:

Se F € uma contragio de intervalos a sequéncia Xn pode ser
construida, pois

XOD XlD X2 D eee Xn:D voe
Se x & X , entéo £(x) & Af(Xn) c F(Xn) =X 1 "~ Como
X = f(?:'). conclufmos que X & X4+ Tortanto, X € X , qualquer

que seja o inteiro n.

Sendo F uma contrag@o forte de intervalos existe k,
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0< k<1, tal que w(X)) éknw(xo).
Portanto, W(xn)—-——>0 para n—> 00,
seja X, = (e ,b J. Como a(X ,[X,x J)=max( Ca -], [ v,-x])¢

b-a = w(X), porx € Ean,bn], concluimos que X —> [x,x7].

Método de Newton para Intervalos

Seja gt X = [a,p] ——> R, X &€ X uma raiz de g(x) = 0,
g e cl(X), g uma fungao racional, G e G' extensOes racionais de

g e &', respectivamente.

A vers8o ingénua do algoritmo de Newton para intervalos con-

)
siste simplesmente na substituic@o em (4) dos némeros reais por in-

tervalos, dando origem ao seguinte algoritmo:

X, arbitrério, X, = X

(5)
Xoeg =K, - G(xn)/G' (xn) |

Entretanto, esta sequéncia de intervalos, construfda a par-
tir de um X arbitrério, X, + [X,X] n8o converge para [ X,XJ.

De fato, sendo w(Xn+1) = w(l(n - G(Xn)/G' (Xn)) =
w(X)) + w(G(X)/6' (X)) e w(6(X )/6' (X)) > 0, vemos
que w(X_..) > w(X ), o que mostra ser impossivel a convergéncia

dos extremos dos intervalos para a rafz X de g(x).

Antes de estudarmos uma versdo do método de Newton para in-

tervalos que produzae uma sequencia de intervalos convergente, vere

mos alguns lemas,

Lema 2

Seja X um intervalo, gt X —> R uma fungéo racional,
g € Cl(.X), X € X una raiz simfles de g(x) = O e G' uma extensdo

racional de g'. Dado um ponto X de X consideremos o intervalo

N(X) = & - g(%)/6'(X)



Uma condig8@o necesséria e suficiénte para que 0 intervalo
N(X) esteja definido é que O 4:‘. G' (X).

Prova imediata,

Lema 3
Seja X um intervalo, g: X —> R uma fungéo racional,g € Cl(X)
X &€ X uma raiz de g(x)=0. G' uma extensd@o racional de g'. Dado um
ponto X de X, consideremos o intervalo
N(X) = £ - g(%)/6'(X)
Se 0& G'(X), entfo X & N(X).

Demonstragdo:s .

Se ¥ = X resulta N(X) = %. ' Caso contrério, suponhamos
# > X e consideremos o intervalo ['f,fé J. Da continufdade de
g em [X,%] e do teoremos do valor médio, existe z € [X,z ] <= X
tal que g(X) = g'(z)(R - X).

Portanto, X = % - g(%)/g'(z), z & X

Como g'(z) € g'(X) & G'(X), conclufmos que ¥ & N(X),por
gserem monotonicas as operagdes aritméticas com intervalos. (Se G

é uma fungfo de intervalos racional, G' & monotdnica).

No caso X < X a demonstrag8o & semelhante.

Lema 4

Seja X um intervalo, g:X——>R uma fungéo racional, § & cl(x
G' uma extensdo racional de g' e 043 G'(X). Dado um ponto ¥ de X
consideremos o intervalo
N(X) = X - g(X)/G'(X)
Se N(X) < X, entdo existe X € N(X) tal que g(X) = 0.

Se © ¢ ¢'(X), o intervalo G'(X; > o ou G' (X) € o. Su~-
ponhamos G'(X) > o e indiquemos G (X) por [ c,da]. Se g(%) = o,
o lema estéd demonstrado. Suponhamos g(%X) > o. Para todo x < i‘:,‘

aplicando o teorema do valor médio obtemos
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g(x) - g(x) = g'(z)(%-x), x < z < %
Como ¢ < g'(z) < 4, c(%x) < g(X) - g(x) < d(%-x), donde
| alx-%) + g(®) < glx) < olx-5) + &%)
o que significa que a g(x) 'perma.nece entre as retas

¥y = e(x-%) + g(X)

¥, = d(x-%) + g(X%)
para todo x < X, conforme ilustra a figura da pdgina seguinte,

O ponto de abecissa x, onde se anula y, é obtido resolvendo-

se a equacdo c(x-%) + g(X) = o, cuja solugdo & %y = X - g(%)/e. O
ponto 3:2 em que y, = o é calculado de modo andlogo e vale

x, = % - g(%)/4.

I

Portanto g(x) = o para algum ponto X do intervalo Exl;'xzj.”

0 intervalo Exl,x2 ] estd contido em X como decorréncia da
hipétese N(X)= X, Como X € X e G'(X) & uma extensso monotonica,

usando o lema 3 conclufmos que % &€ N(X).

No caso em que G'(X) < o demonstra-se de modo andlogo.

Yo

Observacio

Na prética, devido aos érros de arredondamento, obtemos um -‘

®

intervalo Nl(x) = N(X). Porém, se ocorrer N,(X) < X, entéo
X e Nl(X), tendo em vista que N(X) & N (X) = X,
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Considerando N: sz——'—9 c? , 6 interessante observar

que X ndo é um ponto fixo de N, a menos que X = x.

‘Uma vers@o do Método de Newton para Intervalos

Seja X = [ 2,5 J——> R uma fungfo racional, g & Cl(X),
x e X ﬁma rafz de g(x) = 0, G' uma extensfo racional de g'.
No método de ﬁewton para nimeros reais
X ~£(%) =% - g(x)/g'(X), RX&X
Entretanto, aplicando-se o0 teorema do valor médio p.ara dois

pontos ¥ e X de X, obtemos para todo X > X

x = %-g(X)/g'(z), afX<z<x%0D
Consideremos o intervalo
NX) = & - g(%)/6'(X), oeF G' (X) v (6)

Pelo lema 3 a rafz X € N(X).
0 segundo membro de (6) & o segundo membro de (5) em que se

substituiu o nmfmero real g'(x) pelo intervalo G'(X).

A igueldade (6) d4 origem ao seguinte algoritmo de Newton -

para intervalos:

X, arbitrério, X, D X
X NE)= % - a(%)/60 (X)), (7

onde 0¢ G* (Xn) e o ponto in escolhido de uma forma bem definida.

Escolha de in

Usando-se a aritmétiqa de intervalos arredondada adota-se
para in o p-onto médio do intervalo Xﬁ (pg.60 de Interval Analy-
sis, R.E.Moore). | -

Entretanto, se f£or usada a aritmética de ternos arredondada,
in é tomado como o elemento intermedidrio do termo [ x,%,X] (pg.19
de Topics in Interval Ahalysis, E.R.Hansen). Neste caso o proces-
samento do algoritmo (7) gera a sequéncia de ndmeros reais defini-

da pelo algoritmo (4) do método de Newton para nimeros reais e es-

ta, conforme vimos, converge quadrdticamente para X.
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Convergencia

Suponhamos que & sequéncia (7) seja construide usando-se a

aritmética de termos. Neste caso a convergéncia (quadrdtica) des-

ta sequéncia de intervalos para a raiz X de g(x)=0 decorre da
convergéncia (quadrética) da sequéncia K > X.

De fato, a sequéncia X —s [ X,X J se a(X, (x,x])—0
para n—3 0. Como (X, [%,X]) € w(X ), basta provarmos que
w(Xn)———-a. 0 para e .

J4 vimos pelo lema 3 que X & X s qualquer que seja n.

Por outro lado W(Xn+1) = |g* (in)l.w(l/(‘r' (Xn)).

Supondo-se 1/G* (Xn) limitadé., temos w(1/G* (Xn)) £ K, K >0,

Portanto, w(Xm_l) £ K.lg(i"&l)l e como Ig(i’in)l converge
quadradticamente para zero para n ——>»00, Vemos que

w(Xn+1)«--—-> 0 para n — oo (quadrdticamente), q.e.d.

Programa em FORTRAN do algoxjitmo de Newton para Ternos

Para ilustrar o método apresentaremos um programa redigido
na linguagem FORTRAN que utiliza as subrotinasv de ternos descri-
%as nos apendices A e B, O programa calcula um valor api-oximado da re
raiz da equaglo g(x) = x - (1-x%)/(3+x%) = 0 no intervalo L-1,17].
onde a mesma possui uma Unica raii simples. '

Adotamos X = C-4/10, 4/10_] e progremamos o célculo de 10

iteragdes, Verificamos,apbs a 5a,iteragdo, que os resultados se es
tabilizarem., A convergéncia de cada elemento do terno é, dbviamen-

te quadrdtica., Usando a forma centrada do intervalo podemos escre-
ver: X = 0,29559774 ¥ 0,00000001

7 interessante observar que apés a primeira iteragio resul-

tou X1 C‘: Xo.
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Programa do M&todo de Newton para ternos

DIMENSTON X(¢3)sY(3)sFYC(3)sFLX(3)
WRTTE(6,300)
REANDCS,100IXC1Y»X(2)sX(3)s M
N=w=1{

DO 10 T=1,M

N=T=]
WRITE(H200)INsX (L)X (200X (3)
CALL DEFTNCY»X(2)2X(2)eX(2))
CALL FCY»FVY)

CALL FL(X2FLX)

CALL DIVDCFYsFLX)

CALL SURT(YsFY)

CALL DEFINCXsYC1)r»Y(2)»Y(3))

10 CONTINUE
sSTOP :
100 FORMAT(3FB8,32,13)
200 FORMAT(/s1X%»13,3€20.8)
300 FORMAT(/»1Xs3H NsBXsdHXINFs16Xs4HXINT»16Xs4HXSUP)
400 FORMAT(1X,3€20,8:/)
ENN

10/15,70 9212 AM ASR#342 69157 COMPILER
0 MTN 23 SEC FOR COMPILATION PASS |

21

CARDS AT 052 CARDS PER MINUTE

354 DIGITS DATA. 824 DIGITS CODE.

SYMBOLTIC LISTING FOR PRNGAM >

LOw ADRS HIGH ADRS TEMPS NATA nASFE CODE BASFE
002054 003224 002054 002072 002400
CALLED SUBPROGRAMS 2

NAME ADNRESS SEG. ND.

DEFIN 030938 001

F 031182 001

FL 026740 001

DIvn 023942 001

SunT 016214 001

READN 010724 001

HRITE. 003224 001

COMMON RLOCKS REFERENCFD 2
NAME ADDRESS
NONE
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Subrotina para calcular a funcéo x—(l—xa)/(3+x2)

SHRROUTINE F(XsF X)

DIMENSTON ¥C3),FX(3)eY¥(3),7€3)r1(3)
CALE DEFINCY»XC1)oX(?2)exX(3))
CALL PRODCY,X)

CALL OEFIN(7s1les1arls)

CALL SURT(7sY)

CALL DEFINIW»3I, 23e¢934)

CALL SNAMA(HW,Y)

CALL DIVD(ZsW)

CALL DEFINCFX»¥C1)sX(2)0X(3))
CALL SUBT(FX»2)

RETURN

END

10/15/770 9212 AM ASR#3.,2 69157 COMPILER
0 MTN 12 SEC FNR COMPILATION PASS

14 CARDS AT 065 CARDS PER MINUTE
236 DIGITS DATA. B64 NIGITS CODE,

Nesta subrotina usa-se a aritmética de ternos arredondeadsa e

o valor da fungdc calculada no terno X é guardado no terno FX

Subrotina para ca.cular a fungio 1 + 8x/(3+x2)2.

SURRNUTINE FLCYsFLX) ’
DIMENSTON YC3),FLXC3)5Y(3)5Z(3),W(3)
CALL DEFINCFLX»lorlesle)

CALL DEFINCYsX(1)oX(2)2XC(3))

CALL DFFINC75Re58asB0)

CALL DEFINCWs3,230530)

CALL PROD(7:X)

CAIL PRODCYsX)

CALL SOMACW,Y)

CALL PRODCHWsH)

CALL DIVD(Z,H)

CALL SDMACFLX»7)

RETURN

END

10715770 9212 AM ASR#3,2 69157 COMPILER
0 MIN 7 SEC FNR COMPILATION PASS

15 CARDS AT 113 CARDS PER MINUTE
272 DIGITS DATA. 742 DIGITS CNDE. . '

Nesta subrotina usa-se a aritmética de ternos arredondada,
O valor da fun¢do calculada no terno X é guardado no terno FIX

2
Observamos que esta fung8o é a derivada de x—(l-xz)/(3+x e .
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N X TN XINT XSUP
0 “e40CQCCCCECO «0000000CE9S +46006000E+00
1 «23E864SEGE4CO »33333333E+00 +55255948E+00
2 29275793400 +2560000CE+00 «30100613E+00
3 28855278408 0 295859778E+GQ 029559925+ 00
4 029555773E400 < 2555S77IE+0C «26559776E+400
5 $ 29559773400 2655977 3E4C0 ©29559775E+00
6 2955577 3£+ 00 0 29555773E+00 0295597756400
7 22955577 3E+4 G0 «2935STT3IE+C0 2 2955977SE+00
8 029559773400 v 255557736400 295597 7SE+00
S 029556773g4¢0 0 29556773FE+C0 «2955977SE+Q0

10 +29559773E+00 e 295567736400 «29559775E400
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Método de Newton Generalizado

Seja g1 X = [a,b ] ——> R uma funglo racional, g € C‘l(l{)v
X € X uma raiz simples de g(x) = O, G' uma extensfo racional de
g'. Para cada Y de Jx vamos escolher um ponto § de uma maneira
bem definida, conforme seja usada na computac@o a aritmética de in-
tervaio ou a aritmética de terno. Consideremos a fung8o de inter =

valo Na__n?x —s f tal que para todo Y de JX
MY) =§F - /e (¥), o0& &(¥)

0 algoritmo do método de Newton Generalizado consiste em de~

finir a sequéncia de intervalos da 'seguinte formas

xo erbitrdrio, Xo 2 x

(8)
xn+1 = N(Xn) n xn

A aplicagd8o T JX —_— oF ,em que T(Y) = N(Y) nrx pa-
e -
ra todo Y de Uy 6, pela prdpria definiglo, uma contragfio. Pode-se

provar que se w(X) é suficientemente pequeno & aplicacgéo T é uma

contragéio forte e, portanto, pela proposigl@o 1, & sequéncia X, con-

verge‘ para [ x%,%X].

A proposig@o 2, que veremos a seguir, além de mostrar que a

o . ~
sequencia Xn converge, dd uma medida dessa convergencia.

Proposicéo 2

Se w(Xo) for suficientemente pequeno, a sequéncia (8) do mé-
todo de Newton Generalizado converge quadridticamente para X, isto &,
existe um mimero K > 0, tal que w(Xn+1) £ K(w(Xn))z.

Demonstragéo

Seja 2 um intervalo contido em X e consideremos X € %, e

. Nz) = % - g(%)/e"(2)
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Como o ¢ G'(Z) podemos supor, sem perda de generalidade,

G'(2) > o, para todo Z < X,

Vejamos antes que as relagdes (9) e (10),expostas a seguir,

gdo verdadeiras.

lg(x)] £ la'(2)|.w(2) (9)

Seja Z = Ex]_?xz] C X, %, X €7Z., Supondo X ¥ ¥, consi ~

deremos x < X. Pelo teorema do valor médio
g(%) - g(x) = g*(2)(%-x), X<z<¥%
Como g(X) = o, lg(X)] = lg'(2)].|%-%]|
Estando [®-x] <= 2, X ¢ Xy = Xq = w(Z), donde
lg(%)| € lg"(z)|.w(2)

Por outro lado, para todo z de Z, g'(z) & g'(2)=G'(2), e

portanto, |g'(z)l| éxgaleg'(z)l £ |6'(2)|. Substituindo esta majo-

rac8o na igualdade precedente temos

lg(x)| = [e'(2)].w(2Z)

6(2) & G(R) + Ko [ -w(2),w(2) ] (10)

onde supomos G extensfo de g, X € 2 < X, Pelo coroldrio 4.1 (§6
do Cap.l) temos w(G(2)) ‘S'Klw(z)o Daqui vemos que
6(z) & [o(%)-Kw(2), c(£)+kw(z) ] = &(&) + & C-w(2),w(2)]

Aplicando o resultado (10) para a funcl@o de intervalos con -

tinua G'¢) e £ = X, obtemos ’

¢'(2) < @ (%) + K C-w(2),w(z)] - (11)

Da definigHo de N(Z), de (11) e da propriedade monotdnica das

operagoes aritméticas com intervalos resulta
Nz) e % - g(®)/(6' () + & [-w(z),w(z)]) 2)

. Para w(Z) suficientemente pequeno podemos admitir que

‘ a—
G (x) - K1W(Z) S 0, uma véz que supusemos G'(X) > o. De (12) decorre

w(0(z)) £ 1a@® lew(1/(6 () + Ky [ -w(2),w(zl] ) (13)
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Como L 1 ? 1

G (X)+Ky [ -w(2),w(z) ] G' (x)+Ew(z)  G'(%)-Eyw(Z)
2K, w(2)
(6'(x)% - K (w(2))*

w(1/(6" ()4, [ ~w(2) ,w(2) ])

Substituindo em (13)
|Gt (%) . 2k, w(2) (14)

(6" ()2 - E(w(2))?

Substituindo (9) em (14) -
2!G'(Z)IW(Z).K1.W(Z) (15)

(6* (D)2 - £ (w(2))?

De (11), l6'(2)| £ 6'(X) + E,w(2), tendo em vista que

w(N(z)) €

w(N(z)) €

Gt (X) +K1w(Z) é positivo. Substituindo em (15) obtemos

win(z)) €[ 25(@ & + KW(Z))} (w(2))2, (16)
(64 (2)%~ K2(w(2))?

Como a parcela ¢nitre chaves vale
2K, 2k%,w(z). 1 + Kyw(2)/6* (%) (17)
po +
= (e ()2 - B2 (w(2))?

se w(%) for suficientemente pequeno podemos majorar a segunde

parcela do segundo membro de (17) por

2Kq ZKJZ_‘”(Z) < K2 (18)

+ )
G' (%) (¢7(x)) G' (%)

Substituindo (18) em (17) e (17) éni (16), resulta

w(n(z)) £ (_2 L )ew(z? £ EWENE (o)

G'
gendo Kk 2 2K1/G‘ (x) +1

Dados dois intervalos quaisquer S e R com SNR % ¢, temos

w(s N R) 4 min(w(s),w(R)). Escolhendo-se o intervalo ini -
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cial X , guficientemente pequeno, de modo que & desigualdade (19)

seja vdlida para o mesmo, teremos ‘

w(N(X)) N X)) £ K. (w(x))? (20)
Considerando a sequéncia X - ‘definida por Ngxn)/] &
para a qual Xh+1 < Xh, temos

WX, ) = w(NEINT) € wR(x)) \ (21)

'Finalmente, de (19) e (21), deduzimos, por indugdo finite,
awe w(X,;) ¢ E(w(x))?, q.e.d

Programa:em FORTRAN do Métodg_de Newton Generalizado

Para ilustrar o método de Newton Generalizado apresentamos
um programa redigido em FORTRAN que utiliza as subrotinas de ter-—
nos descritas nos apéndiées A e B, para palcular um valor aproxi-;
mado da raiz da equaclio g(x) = x/(1+|x|), cuja vnica solugdo ¢
dbviamente x=0., Temos g'(x) = 1/(1+le)2 e adotamos o termo ini-
cial X, = [-7, 4711, 24792171,

Neste exemplo X foi escolhido de modo que & convergéncia
n8o fogse répida; o método de Newton para mimeros reais é sempre
divergente.para lxol 3 1. Observamos)que pere n=o0(1)13 a con-
vergéncia & linear, tornando-se em seguida quadrdtica, até n =17,
" quando diminui a velocidade de convergéncia,po; influéncia dos ér—
ros de arredondamento., Para n=18 X toxnafse zero por underflow,

Para n= 19, ¥ ecxx correspondem ao valor exato.
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ProgramaﬁdoNMétodo‘de Rewton Generalizado para ternos

<

CIVENSTCA !(3).7(329!'(3)0FLX(3)01(3’
WRITECFo R
FEAF(S:SG)!(I)o!(!)o!(!)ok
CC 4C I=g,¥
z]=1
WRITECE26GINoNCEDoNC2)oN(I)"
CALL CEFTRCYLXC23o0(2)00(2))
CALL FCV,FY)
CALL FL(x»FLYX)
CALL CIVE(FYsFLX)
CALL SUBTY(Y»sFY)
CALL INTINCVIXsZ0K)
IF(K=1)4¢,1Cs4C
1C WRITEC627C)!
STCF ‘
4C CALL CEFINCX»2€1)02(2)22¢1)) k
STCF
5C FCRVATC3pT.Co]2) )
60 FCRMATCZ,1%5135E22.852E2C08)
7C FCRIMATC/Zo3ur27KINTERSECCAC NAC CEFINIDA AA.IintSa-tslpa ITERACAQ)
80 FCRVAT(/Z,4%03K h,xcx.ahxlur.asx.ahxlat.zax.ahxsuv./)
END

1¢/15/7¢ 10218 A¥ . 69157 COMPILER L
e vIn g skc FOR &FﬁPlLi!th PASS v

23 CARDCS AT {51 CARDS FER WIMIE
506 CIGITS cavA, 30C4 CIGITS COCE,

SYVECLIC LISTING FCR PRCGAMV 2

LCh ADRS HIGH ADRS TEMFS DATA ease COnE snse
C02¢%4 €03556 002054 cozo?z ogzssa

CALLEC SUBFFOGCRAMVS 2
NAME ACCRESS SEGe. MC,

CEFIn 026074 co1
F c3az7¢ ¢c1
FL 25116 cc1
CIve C26318 ccy
SLET - C1£348 61 : .
INTIN  C16346 cct
REAC, 011056 cC1
WRITE., 003556 co1

CCMpeh ELOCKS REFERENCED 2
NAVE ADORESS -
ACME
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.
s Subrotina para calcular a fungdo 1/{1+[x|)*

SLERCUTINE FLOXsFLX)
v CIMENSICN XC3)sFLXCIIHpY(IDIpVAX(CI)
CALL CEFINCY»1a0le21y)
CALL CEFTINCFLXs1001001,)
v CALL VABTINCX,»VAX?Y
" CALL SCMACYsVAX)
CALL PRURDCY»Y)
IFCSINALCY))2C»1Co2C
| 10 WRITEC6510C)Y
: STCF
20 CALL CIVDCFLX»Y)
RETLRA
100 FCRVAT(lx»2KHY=sE15,802CKHDIVISAD NAC CEFINIDA)D
| ENC

| 1€/15/70 1C>14 Ay ASR#3.2 £6157 COMPILER
| 6 vIN 1C SEC FOK CCVPILATICN ‘FASS

15 CARCS AT C84 CARDS PER MINUTE

266 CIGITS ATA, 52C DIGITS CCCE,

Nesta subrotina usamos aritmética de ternos arredondada.
- 0 valor da fungéo no terno X é guardado no terno FIX

Obesrvamos que esta fungfo & a derivada de x/(1+|x|)

Subrotina para calcular a fungfo x/(1l+|x|)

SLERCUTINE FCXet X)
DIVENSICN XC3DoFXC3)oYC3)sVAX(3)
CALL CEFINCYsrlorlosrls)
CALL VABTN(X»VAX)
CALL SCMACYsVAX)
CALL CEFINCFXoX(1)2X(2)2%(3))
JTFCSINALCY) 20510520
1C WRITE(CE»1CC)Y

STCF
2C CALL CIVD(FX»Y)
! RETURA
. 1CC FCRNAT(1yxs2HYS»E15.8,2CHDIVISAC NAC CEFINIDA)
ENC
1C/15/7¢ 10214 Ay ASRA342 69157 COMPILER
- C vIN & SEC FCR CCMPILATICN PASS )

1S CARCS AT 111 CARCS FER MINUTE
248 CIGITS pATA,. 66C CIGITS CCCE.,

Nesta subrotina usamos aritmética de ternos arredondada

0 valor da funglo no terno X é guardado no terno FX.
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N ﬁINF COXINT (SUP

0 = 70000000E+01 L4T110000F+04 SPTI2100E +04
1 =, 7000n000E+01 «23515001FE+04 47100003 +04
2 =.70000000E+01 «11717503F404 ,23505004F404
3 -.7ooooodoz+01 +58187560E+03 W11707512c+04
4 =.70000000E+01 . +28693866£+03 .58087732c+03
5 -.70000000£40% W 13947107E+03 .28594214F+03
6 . 70000000E+01 ¥ e65739095E£+02 L13847R19F+03
7 =.70000000E+01 ,‘ .28877039E+oé | «B8T54079F+02 |
8 - =.70000000E+01 \10455255¢ +02 .27910510F+02
9 -.7oonoodos+01 ' W 12712756E+401 f.95a25§12f+01
10 =, 70000000E+01 | =031442216£+01 71155683400
11 1238552156401 =.83698230E£+00 «71155683F+00
12 =.38135336E£+00 «16510173€+00 711556837400
13 -.31855176E400 ~ 14757794E+00 .23395890r=01
14 ~.1897B460E=01 «22087150E=02 .23395890r=01
15 ~.10455890£=013 ~ 49845500E=04 L4B679000F=05
16 =«24RR000NE=0R «39725000£=08 «10433000¢=07
17 -.12000000E=14 =, 40000000E=15 .40000000F=15
18 «00000000E=99 +65000000£=22 +13000000¢=21
19 +00000000E=99 «00000000E=99

rg

«00000000r=99
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a
PROBLEMA DE VALORES INICIAIS EM EQUAGOES DIFERENCIAIS
' ORDINARIAS

§ 14 - Un método de Primeira Ordem

Definicéo
Un sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primei-
ra ordem é um sistema da forma
Yi = fi(Xle’yZO"‘,ym) (1=1,2,...,m) (1)

£

~ ~ » o . L
onde as fungoes fi s8o supostas definidas na regiao X = X a e

(o)
-00 < yi < 00 (i=l,2,.-..,m)

A \ .
A m~upla de fungdes yl(x), yz(x)!,.,,ym(x) definidas e di-

ferencidveis no intervalos [:xo,a:] que satisfaga identicamente

em x & relagdo (1) & chameda solucfo do sistema.

O problema de achar uma solugd8o do sistema que satisfaca &

determinadas condigdes iniciais
yi(xo) = Yio (2)

onde y, sfo constantes, & denominado problems de valores iniciais,

Notacdo Vetorial

Considerando as seguintes representagdes:

y = (ylinio'-:ym)

7' TLTheeee )

f (f1’f2,ooc,fm)

o = (yol'y02""’yom)

podemos reescrever o problema (1)-(2) sob a forma vetorial

v' = 2y) (3)



sendo £ l:xo,a:l xR® — 5 RO
Supomos o espago vetorial R® dotado de uma normal || e

Equacdeg Diferenciais Ordindrias de Ordem n

Uma equagdo diferencial ordinédria de ordem n, qualquer que

seja o inteiro n 2 2, pode ser reduzida & forma (3) mediante in

troducgdo de varidveie auxiliares. v

Consideremos o0 problema com valores iniciais

2(8) = g(x,z,z',z",...,z(nnl))
z(x,) = 29 ‘
z(xl) = 2z

Mediante as substituigbes y,; = z(1-1) (i=1,2,...,m) e

convencionando-se z(o) = 2, obtemos o sistema:

y1 =¥,
¥ =¥3

Yﬁ = 8(x!ylry2’ voe ,yn)

com yi(xo) =2y (i=1,2,40.,n)

Sistema autonomo

Um sistema de equagles diferenciais ordinérias se'diz auto=-
nomo se a fun¢do £ em (3) n8o depender explicitamente de X, Subs -
tituindo-se x por ym*i em (3) transformamos o sistema (3) néo
autOnomo de m equagdes no seguinte sistema autdnomo de (m+l) equa-

goess .
. yi o= fi(ym+l’y1'.. o ’ym) ('1"1,29"00 ,m)
yx'n+1 =1

o

r INSTITUTO DE EXZ¥ 2l ATCW'CL_ |
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. satisfazendo & yi(xo) = ¥io (1=1,24000,m) e ym+l(xo) = X

Proposgicgdo 1

Se_jam Bj = Eaj,hjj, aj < bj (i=1,2y¢0.,m) X= [xo,a:],
_ xo< a, B = [xo,a] X B1 x _B2 X s00 X Bm, £f(x,y) uma funcéo de-

finida e continua em D, D B, satisfazendo em D, a4 condic8o de

2ipchitz . . )
He(x,3)-(x,5) || £ Kol ly-51 | | (5)
Se yjo cal no interior de B.‘I e se x= & tal que
Tj0 * (=* - xo)fj(x,y) e Bj (6)

3

para tode (x,y) &€ B, entdo existe uma Ynica solugdo do problema (3

= b
em D= [x,,x"] x By xBy X 00s X B
. Existe sempre x*, X, < x* < a, satisfazendo & condigBo (6)
! Interprsta eoméigia
r ''''''''' S Ly e M S med  ww S ap
.:B'j_ _
! Yo~ ‘ S0t
TN B
)
- m— 1
o
m e M gfio tais que T(B) ={f(x,y)|(x,y)€ B—}CF(B) = [ m,M]
Método de Primeira Ordem para Intervalos
Introducéo
. Suponhamos que o segundo membro de (1) sejam funtdes de in-
tervalos, definidas em '
« ; = (7 X 3 X o0 X g
. Or Exo"a] B1 By

satisfazendo’ &s seguintes condigSes para j=1,2,...,m!
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(a) Fj é continua e é uma extensdo de fj‘
(v) Fj ¢ monotdnica,

(¢) Existe um mimero real positivo Kp tal que
W(Fj(X,Yl,ocb ,Ym)) £ KFW(X’Y)

onde X C [xo,a:], YJC:Bj e

w(X,Y) = max {W(X) ,W(Yl) goes ,W(Ym)}

Observacéo

(1)

Se F = (Fl'FZ"“’Fm) é uma fun¢io de intervalos racional

em Dp e sua restrigéo real é a funglo f = (fl’f2""’fm) defini-
da em B, ent@io as condigdes (a),(b) e (c), acima descritas, es -
t8o satisfeitas pela F,

(I1) ,

As condiges (a),(b) e (c) implicam a condigdo (5).

De fato, seja Yy = Ecj,dj:] (j=1,2,...,m) e Y= [ec,d]

com ¢ = (°1’°2""’°m) e d = (dl’dZ"“’dm)' Suponhamos que

' £ 5 VA -
WP (X,Y)) € Ky mex{w(X),w(¥)} Entéo, w(Fy(x,Y)) £ Egu(¥) pe
ra todo real x & Exo,a]. De (a) vemos que fj(x,y) (= Fj(X,Y), pa

ra todo y de Y. Consideremos os pontos c e d de Y. De (b) resul

ta fj(x,c) - fj(x,d) = Fd(x,Y)”— Fj(x,Y'). Como [z,wj—[z,w] =
C-1,10w(Czwd), I£ (x,0)=f,(x,a)| € w(F,(x,7)) €

Kp - max{vv"(:i),w(Y)} Sendo max{W(x),w‘(Y)} = w(Y) = |

max {w(¥) w(¥y)s0e ey w(¥) Y = max {1ay-o, 1, lagmcylyeees Iyl } =
|le-all, conclufmos que |£,(x,c)-£4(x,a)| € Kplle-all

Daf, ||f(x,e)-f(x,a)|] = m%xlfj(x,c)—fj(x,d)l £ KF\lc—d\l (7



4=5=

(III)
Determinac¢8o de X* = [:xo,xx:].

Se Y50 (= on c TB:j (prdpiamente contido), ent@o a equagdo

%
. - F.(B) = B
Yio + (X5 = %)Fy(B) = By
possui uma solucgéo X? com w(X?) >0 (§=1,2,...,m)
Seja x* = Exo,a] n X’f n X§ n... N X; = [xo,xﬁj.

Por exemplo, se m=l, calculamos o intervalo Xf resolvendo

a equagio Y_ + (XX -x )F_(B) =B e, em seguida, consgiderando
o] 1 0’1 1
xx = Exo,a:ln x=,

Degcricdo do Método de Primeira Ordem para Intervalos

Dado um inteiro positivo n, seja h = w(X%)/n e considere-

mos pare cada i (i=1,2,,..,n)

T,o=x, + [i-,iJn=%X, , + b (8)
b, =Y, o+ Co,1 JnF(B) = Y. , +8
Y, =Y, , +hP(X,b,)

Onde bi = (bli,bZi,o-o,bmi), yi=(yli,y21yﬂi"ymi) e

Yo © (ylo’yZO""-’ymo)’

A relagl8o de recorréncia (8) expressa a versfo para inter-

valos dovmétodo de primeira ordem para equagdes diferenciais.

fom e e b o e e ———— i —— ———

|
]
|
|
|
l
i

l

.- L T A H .
| . Lia

' 1

]

A

)

——— e

- --—‘-———-—-—- —_———— —
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Obgervacao

Seja y soluglo do problema (3), entéo y(x)& Y; para todo

xe X De fato, a solugéo y satisfaz & equagdo

x ~
y(x) = y(xgq) + [ 2(8,3(8))at, x & X,
Xi-1
Portanto, X

(x—xi__l)min f(x,y) % jf(t,y(‘b))dt R 4 (x—-xi_l)max f(x,y)

X
Xixbi i-1 XiXbi

donde (x—xi_l)fminf(x,y),maxf(x,y) ] c (x—xi_l)F(Xi,bi)

&
Portanto, y(x) € Y, _; + (x-xi_l)F(Xi,bi) (8')
ou y(x)e Y, 4 + (x—xi_l)F(Xi,Yi_1+[ 0,1 ]hF(B))ch
Lema 1

Seja 1z, (n=0,1,2,...) uma sequéncia numérica tal que

l Zn+l '

Z
Alznl + B
A e B constantes ndo negativas, independentes de n.
n .
A =13

. £ ,n A
Entéo, |zn| A Izol + e

A demonstracg8o se faz por indugZo completa.

Convergéncia

Vimoe que y(x)e& Yi para todo x € X, Desejamos mostrar

que ésse intervalo converge para y(x) & medida que se aumenta o
némero de subdivisSes do intervalo X*. Para isto vasta mostrarmos
que w(Yi')-—--—} 0 péra n ———>oc)T Substituindo x=x; em (8") e
caleulando w(Y,), obtemos:

w(¥,) = w(ty ;) + B(F(Ey, Y, o + S))



9

<
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w(¥,) € w(¥Y,_5) + bk Vmax(h,w(Y.i_l + 8)).

Porém, w(¥;_; +8) = w(¥;_;) + he, sendo c=w(| 0,1 |.F(B)).
Daf, w(¥;) £ w(¥, ;) + hKy max (n w(Yi_l) + ch)

Como max{(h w(¥; ;) +ch)} = Y, ;) + max(c,1).h, temos

w(Y ) (1+hK?)w(Y _1) + max(e,1). h2 -Kp

Tendo em vista que w(Yo)=w(yo)=O, aplicando o lema 1,obtemos

W(Yi) é {Q.LfFKFﬁ;__]; maX(c’1)0h2.KF = {(l"’hKF)i-l}maX(C,l)h

Para h suficientemente pequeno, decorre da expansdo em série

hKp

de Tsylor de e que 1 + hKg < ehKF . Substituindo i por
(xi-xo)/h obtemos
K‘F(xi—xo)
w(Y ) max(c,1)(e - 1).h

Finalmente, tendo em vista que h = w(X*)/n, vemos que exis-

te uma constante K tal que
W(Yi) £ X/n

Portanto, w(Yi) —> 0 paran—s> 00, q.e.d.

Ilustracido do método

Seja y' = y2, y(0)=1, G(Y) = Y2 a extensfo de yz. A fim de
conservarmos & notagdo usada definiremos F(X,Y) = G(Y). Entéo
Dy = 5‘[ 0,8 I Fg» sendo £ a restrigo de Fa B = [0,a] x B, .

Supomos que Bl é um intervalo nfo degenerado que contém em
gseu interior o valor inicial y(0) =1 e que & > 0. Sendo F unma
fungdo de intervalos racional, entfo as condigdes (a), (b) e (c)
estéo verificadas, Temos F(B) = F(EO,a],Bl) = ?B?_. X?E é so -

lucéo da equagdo 1 + X’{.Bi = By

Como x, = 0, 0 & X’{ e para todo x de X* = [0,2] [N X’l'E
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o probleme tem solugdo Unica (Proposigio 1)

Determinacio de X* (Ilustragdo geométrica)
A —

2 |
1+ xB, |

A Yo

[ RS SN,

D | — e —— — —— ——

_____ R patl




Exemplo numérico

Seja Bl = E—%‘-—- ,2] e a=1

Determinacéo de x*

1+ X§ E-—%——,ti-] = [2-,27, donde

5543 =0520-1 = C-%,1]

SejaX§ = [e,a] Como 0 & XE{, temos ¢ < 0<d e

Ce,al.C—5~2] = C4c,4a] = [- 5, 1]

onde ¢ =—g‘7-(--32--) e d=1/4

Resulta Xjf = E“'%—, "‘i""j e x* = C" —%"9 —%—]" Eovlj
= EO: “‘%“'J

Programa em FORTRAN

Para .i].ustraééo apresentamos um programa redigido em FORTRAN,
que usa a aritmética de ternos arredondada. As principais etapas do
programa s&o s

~Leitura dos dados (N,X,Y,Bl,XSTR)

N = 10, numero de subdivisSes do intervalo X*

X

0, valor inkeial de x5
Y = £1,1,17], valor da condiglo inicial y(0)=1
B1= ((0;333 2,333 2,000 |
XSTR = X* = 0,000 0,125 0,2507]
-Calcula h | B
-Calecula S
‘-Imprime asgolugdo (n x y(x) )
+ =Incrementa X do passo h
-Calcula h,F(B)
-Calcula y =y + hF(y+S)
-Retorna & etapa de impressio, repetindo n vézes esta rotina,

A fungSo F(B) é calculado através de uma subrotina.
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Método de Primeira Ordem para Intervalos (m= 4 )

CIVENSTON X(B)oY(3)rE(3)»El(S)»XSTR(3)’H(3);S(3)pAE(B)!FB(3)!BB(3)
WRITE(CE»3CC)
REACCE»10CINs XY B15XSTR
Fa(XSTREI)=XSTR(1))I/FLCAT(N=1)
CALL CEFINCFsP»FsF)
z=C,
T1=C,5
L=1,
CALL CEFINCS»25T20)
CALL FRCp(SsH)
CALL FCE1,FE)
CALL "FRCC(S»FE)
CC 1C I=s1sN
11=1=1
CALL FCI(CY»EE)
WRITECE,2CCIT1sXC2)rYs11pXC2)»RE
CALL SCMA(EYXsF)
CALL CEFINCAE»Y(1)»Y(Z)»Y(3))
CALL SCNMA(CRE,S)
CALL CEFINCESABC1)»AE(Z)2ARC2))
CALL FCE,FF)
CALL FRCCCFESFK)
1C CALL SCNMACYSFE)

STCF

1CC FCRMATCIZ»14F5.3)

ZCC FCRNMATC(/s1X212sFSe3523G1448516,F50323G14.8)

3CC FCRMAT(1x»S3Xxs14HFCRVA CENTRACAS/)

ENC _
12/¢777¢C 314 Fy ASR#3e2 65157 COMPILER
0 wIN 7 sE¢ FCR CCVpILATICN pASS -
26 CARCS AT 223 CARCS FER MINLTE
614 CIGITS CATA. 1382 CIGITS COCE.

SLERCLTI F(ELF

CIMENSICN RCILFB(3)

CALL CEFINCFE,ECL1)»EC(2),E(3))
CALL FRCC(FE»B)

RETLRN

ENC

12/€7/7¢C 3214 Fy ASF#3.2 65157 COMFILER
C MIN 2 SEC FrR CCVMFILATICN PASS
C& CARCS AT 123 CARDS FER MINLTE
S6 CIGITS CATA. 356 CIGITS CGCE,
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~

M X X X X
C .CCC l.CcCCCCCC 1.c0c0CCC 1,6CCCC00
1 €25 1.025CCCC 1.02ETE64E 100302500
2 .05¢ 1.C51Z265¢ 1,0545321 1.0621867
3,075 1.C788545% 10846142 1.05656537
4 100 1.1C079948 101156354 11317114
'3 +125 1.138€861 1.149¢341 1.1696393
€ .15¢ 1.1711¢1% 10184¢644 1.2€65389
7 .175 t.2053889 122115867 12528374
€ ow2¢C 1.2417121 +1026¢63(¢3 1.2585617
S <225 1.2802582 '1-3025769 103474632
1¢ +25¢ 13212348 134728472 1039687472
vAWA CENTRADA
M X (R+X)/2 X E rro
0 .0C0 1,0000000 1.000000¢C «0CCO0CCOE=SY
1 025 1.027625¢0 1.0267648 «26250000E~C2
2 ,050 1.0567261 1.0546321 0546055C0E=C2
3 .075 1.0874241 1.0846142 «8529600CE=C2
4 ,100 1.1198531 1.1156354 «11858300E=01
5 125 1.1541627 1.149¢341 «15476600E"C1
6 .150 1.1905200 1.1840644 +1941885CE=C1
7T 4175 1.2291127 1.2211587 «23724650E=01
8 .200 102701515 1.2606303 28439800E=01
9 +225 1.3138757 143025769 +33617450E"01
10 250 103605545 13472842 . ©«39319700E"01
4
A solug8o exata da equacgdo diferencial dada é y(x) = 1/(1-x)
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§ 15 - Gerac3o automdtica dos coeficientes de Taylor

Introducao

Consideremos um sistema de equagles diferenciais ordindrias

sutoOnomo, em que o segundo membro seja dado por expregsoOes racio -

naig, liétodos de ordem k, que estendem o método de la,ordem estuda-
. do no § 14, baseiam-se na expansfo em série de Taylor.
Neste parégrafo descreveremos um procedimento simples e pro

gramavel, de modo que o computador possa gerar, iterativamente, os

. coeficientes da expanséo em série‘de Taylor de uma dada fungdo ra-
cional. ' & |

A execug@o do programa com subrotinas da aritmética de ter-
nos arredondada permitird obter valores reais e intervalos dos cog

ficientes de Taylor de qualquer ordem, calculados num ponto dado,

~

Degericado do método

<

Seja y1 = £;(¥19¥0se0es¥,) un sistema de equagdes diferen -
ciais ordindrias autdnomo, de ordem n, satisfazendo &s condigles

inicias v;(a) = v; (1=1,2,444,n)

Se fi é uma fungdo racional, fi & descrita por uma sequén-
i _cia finita de operag¢gdes aritméticas executadas com as varidveis

i ¥ (i=1,2y+..4n). A ordem em que as operagdes aritméticas fo -
rem executadas d4 a regra ou o algoritmo'para avaliacg@o de fi. A
ﬁltima das operagdes aritméticas da regra adotada define o valor

de £, e, ﬁortanto, de yi.

Seja ® uma das operag¢des aritméticas +, -, . ou A, A cada

: " resultado parcial da'regra para avaliag@o de £ associamos uma
. veridvel auxilier y,, sempre definida em fungao de uma ou duas

! variéveis do sistema (yr, r=1,2,...,n) ou de variéveis auxilia-

res j4 introduzides (¥ r=(n+l),(n+2),....,(k=1)).
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Teremos ent&o Yy se ¥ n&to fOr a Wltima ope-
Y. ® T, = ¢ ragao da regra,

v ge x T0r a Wltima operacgdo

. L da regra
) No caso do cdleulo da j-8sima derivada teremos, andlogamente,

. r -

e | )
k se x indica operag¢ao inter-—
y(j) () medidria, :
r *7s =

.

y£j+1) gse ¥ indica dltima operacgdo

Neste caso, para cada operagéo.x, devemos aplicar a regra aypropria -

da de diferenciagao, que poderd aerﬁF diferenciag@o -de uma soma, uma

subtracio, um produto ou divisdo.

Entretanto, tendo em Qista nosso objetivo, é mals prdtico ge-

rar diretamente os coeficientes de Taylor, programando o cdlculo de

yij)/ k!

<)

Sejam P(x) e Q(x) duas fungdes de x e Pj = P(j)/j!

.As regras para o cdlculo dos coeficientes de Taylor da

soma, diferenga, produto e quociente entre duas fungdes, sé&o

as seguintest

(¢ * Q)y

+
-9

(2.0) = gégz P,Qy_p (1)
= P
‘%)$‘7r{%' %;%&T%w}

Exemplo
Vamos exemplificar o método exposto sucintamente no para-

grafo anterior, considerando o seguinte sistema autonomos

T'y = YT + T,
Yo = ¥oly3-v,)

' (2)
¥'3 = ¥1/¥2

AV ST 4



satisfazendo &s condic¢les iniciais yi(a) = 1, sendo a o extre-

mo inferior do intervalo [ a,x ] onde se procura a solugdo.

Introducéo de varidveis auxiliares

Adotaremos uma certs ordem na qual as operagdes aritmé-
ticas que,definem_fi deverdo ser executadas, Esta ordem di a

regra pars avaliacido de f Ao reéultado paréial de cada ope-

ie
rag8o aritmética que figura na regra associamos uma nova varid-
vel. Estas varidveis s8@io varidveis auxiliares que permitirdo
descrever o sistema de uma forma bem simples, AAdltima opera -
¢8o da regra que Qefine fi é y'i. As varidveis auxiliares de-
verdo ser definidas sistemdticamente em fungdo de uma ou duas
das varidveis de que dependem f; e das variéveis.auxiliares jé

introduzidas. Tcremos para o exemplo dados

¥1°92 = 35

Y3:¥4 = ¥g

V5¥e = ¥'1

Y3y = ¥q

YaeTp = ¥, (3)
V1/¥5 =¥’y

T1¥¥, = ¥',

Descricéo do Sigtema (2)

0 «

A partir de (3) construimos uma tebela que descreve o
sistema. Cada linha dessa tabela corresponde a uma equaglo de
(3). Ne programaqao FORTRAN apresentada neste texto introdu -

| ziremos as.matrizes D e OP de modo que D(I,1),D(I,2),0P(I), e

D(I,3) descrevam a I-ésima equagdo da tabela, isto é:
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I D(I,1) D(I,2) OP(I) D(I,3)
1 1 2 x 5
2 3 4 ® 6

3 5 6 + 1

4 3 4 - 7

5 2 7 ® 2

6 1 2 / 3

1 1 2 + 4

onde x indica muitiplicagﬁo e I=1,2y000,N, = 7

Geracéo dos coeficientes de Taylor
&

Os coeficientes de Taylor de ¥i (i=1,24...,7) seréio coloca-
dos numa tabela onde a i-ésima linha corresponde & varidvel y; e
a j-ésima coluna ao coeficiente de Taylor de ordem j (j=0,1,...,J1)
Esta tabela corresponderé_é matriz CFT usadas nos progremas em FOR-
TRAN que serfs apresentados neste texto. (DER,DERIVE,Programa Prin-
cipal).

0 progrema principal 1€ as matrizes D e OP, que descrevem o
sistema, e os valores iniciais CFT(L,0) (I=1,2,3,4) da matriz CPT.

Os coeficientes de Taylor de y, serdo calculados por meio de
uma FUNCTION (DER) e de uma SUBROUTINE (DERIVE), A fungﬁo ird cal -
cular o coeficiente de Taylor de uma soma, subtragdo, produto ou
divisdo, de acOrdo com a regra (1), enquénto que & subrotina preen-
che a tabela CFT, corrigindo o valor fornecido pela DER quando ne -~
cessério. |

Apresentamos nas piginas seguintes os diagremas de blocos
de um progrema principal que apenas manda imprimir os coeficien-
tes de Taylor calculados, o diagrama de blocos da subrotina DERIVE

e um diagrema de blocos resumido da fungdo DER,




P



I"_'D(IvB)

<
(1,3) s>

L=D(I,3)
J1=J+1
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CFT(L,J )=DER

CFT(L,J1)=DER/J
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DER

Tdentifica a operacgdo ®, lo-
caliza na matriz CPFT os va -
lores a serem usados na com~
putac8o e avalia DER de acdr
do com as regras (1)

Para controlar e evitar a ocorréncia de "overflow" ou "underflow",
podemos introduzir no cdleculo dos coeficientes de Taylor um fator

de normalizag8o, chamado DELTA, o qual deverd ser reconsiderado num
progfama princirel que utilize os valores dos coeficientes de Taylor,
. Ent8o, em vez de y§j) /.j! deveremos calcular DELTAJ y§j)/j! co-
mo o valor de cade elemento (L,J) da matriz CPT, Na subrotina DERIVE
quendo D(I,3) > M o programa identifica -a varidvel da I-gdima linha
da matriz que descreve o sistems como sendo uma varidvel auxilier.
Caso contrério a operag8o OP(I) indica a yltima operacgfio da sequéns
cia de operqgaes.que define fi e, portanto,_yi ou féj) = y§3+1) .
.Neste caso serd guardado em CFT(L,j+l) o valbr DER%DELTA/(j) wuma
vez que DELTA(j“l)/(jgl)S jé se encontra incorporado nos valores

que definiram DER;

Caso em gue constantes aparecem na expressfio racionsl de fi

"Adotaremos a seguinte convengfio: as constantes serfio sempre
0 primeiro fator da operagdo, Enfﬁo, acrescentamos mais uma coluna
na matriz que descreve o sistema e guérdamds em D(T,4) o valor da
constente, O progrema da FUNCTION DER antes de iniciar o processo

~do célculo dos coeficientes de Taylor verifica se D(I,1) & zero.
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Se for diferente de zero ndo haverd constantes a considerar e des-
via o proceséamento do programa para a rotina que permite o cdlcu-
lo de acordo com as regras (1). Caso contrédrio, desvia ﬁara outra
rotina, mais simpleé, abaixo descrita, onde o valor Qa constante
poderd ser usado (caso de multiplicacglo e divisdo).

Se P é uma constante, usaremos as seguintes regrass

(P + Q) = Qj

(PQ), = PQ j .
3 J (1)

(2/Q), = —%—-{ Py - iZ_;lczi.u»/q)j_i}

Programas em FORTRAN

Apresentaremos a seguir listagem dos programas redigidos em
FORTRAN e o resultado do processamento de dois exemplos. O exemplo
1 cuja descrigéo A» sistema nfo utiliza constentes & o exemplo usa~

do para exemplificar o método. O exemplo 2 refere ~se ao seguinte
sistemas

¥] = 2(ryy,y47,)
v5 = ¥p(2-yy)

¥y = 2/yq

y ‘1 2y1

patisfazendo &s condig¢les iniciais yi(a) =1 (i=1l,2,3,4). A des-

oric@o deste sistema leva ao seguinte resultados

o on O OV W
B oW PP

P R OM oM oM
oW oo~ 0w
NNOMI\)OOO

+ \H
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Peste da FUNCTION DER e SUBROUTINE DERIVE

_‘m

DIVENSICA CF(IOJ:G(lc»IC)
ALFFA CF
CCVNEN ISE;JSE;JN;AI;N-CF:D)CFT(iC:lO)nUELTA
1 REACC(S»1C»FND=SCIN1,CELTA
' 0C 2C I=t,N1
REACCS»21)I0(Cl21 ) D(I»z)»CF(I)’D(IoS)nD(I-a)
z0 WRITECé»22)C(C1» 1),0¢€15235CFCI)sDCI03)2DC104)
REAC(S 23NNV
REAC(S»24)CCFT(Lr1YrL= 1;v>
CALL DERYVF
PAEN4N .
CC 3C L=1,MA
3C WRITECES»28XCCFTILL2U)sds1dN)
6C 1C 1
SC STCF
1C FCRNMATCIZ2,FE,1)
21 FCHMAT(ZFS.2,88+2F5,.,2)"
22 FCRNATC/»1X22F8eCrAUsFSeCsFE.7)
23 FCRN¥MATC3T12)
24 FCRVATCICFE€.2)
€ FCFNAT(/-I&:IOGIB é)
ENC s

12/08/70 €245 ay ASR#3.2 65157 COMPILESR
0 vIN 17 SEC FOR CCMPILATICON PASS :

23 CALLS AT Q77 CARDS FER MINLTE

258 pIGITS paTA. 2284 DIGITS CCCE. 2592 DIGITS cCVMMON

< 2l ' £
CIVENSICN SEC1C)»CC1C»10)
ALFEFA SE
COMNON UrTs Mo NLsMsSEPCSCFT(1C»1C)sCELTA
JEsgh=1
CC 3C J=1,yF
$C 3C I=si,Ni
TFCIFIX(RCT23))*NM)2C»2Cr1C
1¢ L=C(¢1,3)
CFT(LsJ)=CFR¢J 1)
. ¢C TC 3¢
20 (=C(I,3)
Jizg+i o
CFTcLsdly= DEF(J'I)*DELTA/FLCAT(J) '
30 CCNTINUE
RETLRN
£NC

1E2/CR/TC €245 Ay ASR#3.2 66157 CCNPILER
¢ vIN 28 SEC FCR CCNPILATICN FASS ‘
18 CARCS AT €238 CARCS FER MINLTE
6€ CIGITS CATAs 11272 CIGITS COCE. 2562 BIGITS CCMNFA.
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CFLNCTICN CFR(YSE»ISE)
CINERSICN CFCLCIsALFACA)»0C1C,10)
ALFEA GF,ALFA
CCMNEN JsTeyVSESNISESVSESCFsC»CFTCIC,1C)>RELTSE
CIVENSICA TC10)
DATA ALFaA/gHk + 26K - yEK A s 6H /7
K1=C(Is1) ' :
Ke=CClsr2)
"CC 10 T1=1,4
IFCALFACTI1Y=CP(I))1C»2Cs1C
16 CCNTINLE |
WRITEC£»113CF(T)
11 FCRNATC/,1xsBHOFRERACAGA4» 1SKNAC RECCANHECIDA)
STCF
20 TF(K1)30,56,30C
3C GC TCCAC,41-,42,43)511
4¢ SINAL=Z1,
¢C T1C 44
41 SINAL==1,
44 CERsCFT(K1,JI+SINALACFT(KZ,J)
RETULRA
QEDEF=C.
4& TER=CER+CFT(KL1sJVI*CFT(KZsJ+1=dV)
RETLRA
43 T(1)=CFT(x1»1)/CFT(KZ51)
DL 4% UV=Z,y
Tiwy)=0C,
CC 48 Tv=Zegv
42 T(GV)= T(JV)+CFT(K/»IV)*T(JV+1 IV)
4S5 TCLVI=CCFTCRLI»JVI=T(JIV)II/CFT(KZs1)
CER=T(Y) . ‘
RETULRA :

5C GC TCC(E1,622635€64)011"
€1 SINAL=1.
GC TC €5
67 SINnAL==1,
€S CER=CFT(KZ, g)*SINAL
RETLRN .
€3 CER=zD(T»4y*%CFT(K254)
RETLRA
€4 T(1)=CCI1»4)/CFT(K251)
CC BC JV=2Z,y '
T(Jvi=C,
CC 7C Tv=2,g4V
7C TCVISTCUVIHCFTCKZ, IVI*TC(JV+1I=TV)
8C TCevI=(=T(JVv)I)I/C(Ir4) .
. CER=T(Y)
RETURA
ENC

1z/¢C8/7¢C €44 AV ASR#I,2 €6157 CCOMFILER

C vIN 48 SEC FLR CCMPILATICN FASS
§S, CARDS AT CA7 CARDS PER MINLTE
416 CIGITS pATA. 44C4 CIGITS CCODE. 2362 DIGITS cOMMONe
_ L ha 4 ) .
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1. 2, 5,  .0C
3, 4, 6o 00
5, &, 1. +CO
3. 4, 7. €0 . Exemplo 1
2. 1. Z. CC
1. 2. 3. .0C
1. z, 4. +COC
1.00C00 2.000CC .5CCCO 2.000CC 1.41667
1.,6CC00 L0CCOCOE=SS =.5CC0CO «COCOCCE"SY 4208333
1.C6C00 1.000¢0 1.€C000 1.000CC 750000
1.00CCC 2.0C0CC 1.¢CCC0 E66667 500000
1.0cc0C 2.000CC 2400000 1.00C0¢ .CCCO0Q
1.0CC00 3.00000 44C0CCC 4.66667 v CCCCO0
»COCCCCE=SS =1.C0CCCC .CCCOCOE~SS .3333233 000000
1. 2. 5, 00 v
1. 4, €. #0C0
5. €, 7. 00
c. 7. 1. 2.00
Co . 13, 84 2400 Exemplo 2
. 8, Z.o .00
c. 1. 3, 2400
c. 1. he 2400
1.6CCeC 2.0000CC 4406000 4033333 4.33333
1.€CCCC =1.00000 =.5CC0C0 1.16667 “.125000
1.00C0C 2.00000 =1.000C0 .~ 666667 VA16667
1.00C0C 1.€00CC 1.000CC 1.33332 1.08333
1,00C00 1.000C0 1,50000 +5000CC «000000
1.0000C 3.000C0 2.00000 1.66667 +€00000
11,0000 4,00000 6.5C000 8.66667 +000000
“1.00000 .3.00000 1.00000 L£66667 000000
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Usando-se aritmética de ternos faremos as seguintes adaptagOes
aos programas apresentados: no lugar de D(I,4) introduzimos a matriz
¢D(I,3), pois esta constante poderd ser expressa por um terno. Por mo
tivo andlogo substituimos a FUNCTION DER pela SUBROUTINE DER, uma véz
que os valores calculados pela DER gdo ternos; éstes valores sfo guar
dados na matriz DR(3), um dos argumentos da subrotina DER. Nos apén -
dices A e B descrevemos sucintamente os paridmetros das subrotinas e
no apéndice C anexamos o resultado do processamento dos exercicios
1l e 2 jé vistos e do exercicio 3 que veremos no pardgrafo seguinte,
resolvidos com a aritmética de ternos, Estes exercicios no apéndice
C receberam os nmimeros 12, 13 e 14,

Observacdo final

O método que acabamos de estudar é aplicdvel nfio apenas & sis-
temas diferenciais y} = fi(yl'yQ""’ym) em que £; sfo fungles ra-
cionais, mas também & s fungles n8o racionais que satisfazem a equa .-
¢Ses diferenciais racionais. Esta clesse de fungdes & mais ampla do

que possa parecer & primeira vieta.
[

Seja fog a funglo composta de £ e g. O valor de fog num pon-
to x é £(g(x)). Pela "regra da cadeia" para a diferenciacfio de uma

fung8o composta obtemoss

£(g(x))' = £*(£(x)).g" (x)
Se £ e g satisfazem eyuagdes diferenciais racionais, mostra-

remos que a composta fog também setisfaz.

Consideremos ag' funcdes UqsUpgeeetysVyyVogeos,V, que satisfa-

Zem 208 sistemas diferenciais:
ua =Uj(u1,u2’...’um) .(j:‘l,z’.oo,m)
'V‘:,:_= vi(v1’\’2,ooo,vh) (i=192’0",_n-)

Se;ja,-\w;j = ujovl. Entéo (ujovl)(x) = uj(vl(;)). Portanto, )

w3 = us(vl).vi donde
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Wé UJ(WI,WZ'...,wm).vl(vi,va’...’vh) (j=l,2,ooo,m)

“ Vi = Vi(vl,vz,..},Vh) ' (i=l,2,...,n)

. que & um sistema de equagdes diferenciais racional de m+n equagdes

nas incégnitas LF (3=1,2400.4m) e vy (i=1,2,0004n)0

Exemplo 3
Seja yi = cosx/senx, yl( T /2) =0

Trensformacio num sistema diferencial racional

As fungles senx e cosx ndo sfo racionais, mas satisfazem a

equagnes diferenciais racionais. Seja yo = cosx e y3 = genx. Entéo

yi = ¥/ 7. (T /2) =0
¥5 = Vs y,(TT /2) =0

DescricBo do sistema racional

y2/Y3 = y4_
Ty =¥
¥y = ¥5
Yo = yg

Resultado do processamento do progremsa gque gere og coefi-
cientes de Taylor

2., 3, / 4y .00
. 0o 4, * s 1.00
Qo . ® 2+%14CC

C. 20 * 3. l.cc
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¢ CCCOCCE™ST

1.

«CCCCCCE™GS

2

=.5cC0C¢

3

«CCHCOCTFT5S

4

~.833333p~¢1

«CCCCCCE™SSL=t1.C000C «COCCCCE~SS] +166667 «CNCO0GE™SY

1.c¢cccC sCCCCCCE~SS=a50CCCE ¢COOCCCE~SS| +416667¢=¢1
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|

"e133333 i

1

~.222222¢g"C1
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+000QQCE=SSY
+19R413g=03
+00C000E=9S
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»0COCOCE™SG

+0CCCCC

CFT(=x, J)
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]

Representagio de um terno X = [x,%,X]
? = (xl,XZ,IB)

Representacao de vetores de ternos

(yll’y21’y3l)

(ylz,yzg’Y32)

_fyln,yZn,y3n)J

Representacio de matrizes de ternos

(2111020129%311)  (21120%0129%312)  +oo (Z190%0171237,)

(2151,2201,%321) (2122,2222,2322) oo (Zl2n,222n,z32n)

(zlnl’22n1’23nl) (zln2’22n2’z3n2) oo (zlnn’ZZnn’ZBnn)

—

-

Reserva de 4rea para programacido FORTRAN

DIMENSION X(3),Y¥(3,10),2(3,10,10)

onde X 6 um terno, Y um vetor de ternos e Z uma metriz de ternos.

Subrotines para operacdes com ternos

CALL ARDTO(A)
O argumento A é uma varidvel.

Soma uma unidade no digito de ordem mais baixa do ndmero em A,

CALL ARDT2(A,AD)

Os argumentos A e AD s&@o ternos, o primeiro em precisfZio simples e

0 segundo em precis&o dupla., A e AD guardam o resultado de uma

mesma operacgéo aritmética com ternos executada em precisso simples

e precisd@o dupla, respectivemente,em que cada elemento do terno é

caleulado usando-se a aritmética real com truncamento. Apés a exe-

cucdo desta subrotina o terno A é arredondado de acordo com a re -
e de arredondamento para intervalos. O elemento A(2) permanece

inalterado.
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As operag¢f~s aritméticas com ternos referidas nas subrotinas des-

critas a seguir usam as definig¢des do § 5 do Cap.l e a técnica de

arredondamento de intervalo,

As subrotinas para as opera -

¢oes aritméticas com ternos utilizam para o arredondamento do in-

tervalo a subrotina ARDT2 e esta Ultima, para o arredondamento

dos extremos do intervalo, chama a subrotina ARDTO,

CALL SOMA(A,B)

A e B s@o ternos

Calcula A = A+B

CALL SUBT(A,B)

A e B sdo ternos

Calcula A = A-B

CALL PROD(A,B)

A e B sdo termos

Calcula A = A.B

CALL DIVD(A,B)

A e B sao ternos

Calcula A = A/B, se B} o

CALL TESIN(A)

A é um terno

Se A(1) £ A(3), continua. Caso

contrdrio imprime A com a men-
sagem "Intervalo ng8o definido"
e péra.

CALL DEFIN(A,B,C,D)

A é um terno. B,C e D s8o varidveis.
Define o terno:

A(1)=B, A(2)=C e A(3) =

CALL FCI(A,B)

A e B sdo ternos.

Define em B a forma centrada do in-
tervalo fA(1),A(3)], isto é:

IRl

A(2




O subprograma é FUNCTION SINAL(A)
A é um terno

SINAL(4) . 1 se o¢ A.
SINAL(A) <o se o0 €A

Il se 0> A

A e V sfo ternos

Define enV o valor absoluto de A, isto é:
CALL VABIN(4,YV) | [ A se SINAL(A)=1

-A ge SINAL(A)=~1

[0,ABS(A(2)),max(-A(1),A(3))]
se SINAL(A)=o

<3
i

-

A, B e 2 sdo ternos. N é uma varidvel.

Define em Z2 a intersecgdo de A com B,
. {o se ANB estd definida,

CALL INTIN(A’B’Z’N) 1 se ANB ndo estd definida.

z = [max(X(1),¥(1)),2(2),min(X(3),¥(3))]
~onde Z(2) = (2(1)+2(2))/2

Observagéo: Sejam A e B duas matrizes de ternos.‘Para definir,
. por exemplo, a soma do (I,J)-ésimo elemento de A
com (I,J)-ésimo elemento de B, basta usar
CALL SsoMa(A(1,I,3),B(1,I,d))

em véz de: : .
Z(1)=A(1’IsJ)
z(2)=A(2,1,J)
2(3)=A(3,I,J)
W(1)=3(1,1,7)
W(2)=B(2,1,7)
w(3)=B(3QI!J)

CALL SOMA(Z,W)
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Andlogamente, se desejarmos definir o (I,J)-ésimo
elemento de uma matriz de ternos A como sendo o

ternoIEX,Y,Z], é suficiente usar:

CALL DEFIN(A(1,I,J),X,Y,Z)

Relacgdo das subrotinas usadas no método de Hansen para

Inversé&o de Matriz

A é uma %ariével

CALL ARDTO(A) Soma uma unidade no digito de ordem mais
baixa do numero em A.

A e AD géo intervalos

A em precis&o simples.

AD em precis@o dupla.

A e AD g ardam o resultado de uma mesme

opereagao ar1tmétlca com intervalos exe-

A cutada em precisdo simples e precisfo

CALL ARDTZ(A,AD) dupla, respectivamente, em que cada ele-

mento do intervalo é calculado usando-se

a aritmética real com truncamento. Apds

a execugfo o intervalo & arredondado de

acordo com a regrs de arredondamento pa-

ra intervalos.

A e B sBo intervalos
CALL SCMA(A,B)
Caleula A = A + B

P A e B sa0 intervalos
CALL SUBT(A,B)
. Calcula A = A-B

A e B s&o intervalos
CALL PROD(A,B)

Calcula A = A,B

A e B sdo intervalos

Calcula A = A/B, se B o

CALL DIVD(A,B)

N ‘ A & um intervalo

"Se A(1) € A(2), continua., Caso contrdrio
imprime A com a mensagem “Intervalo néo
definido" e péra. '

CALL TESIN(A)




. A & um intervalo. B e C sdo varidveis.
CALL DEFIN(A,B,C)
(4,3, Define o intervalo A = EZB,C:]

A e B sfo intervalos.

CALL FCI(A,B) Define em B a forma centrada do inter-
oo valo A, isto é:

B = [A 1)+A(3) A(})-—A(l)]

As mesmas subrotinas em precis&o dupla s&o as seguintes:

CALL ARDT1D(A)
CALL ARDTOD(A)

é uﬁa varidvel em preciséo dupla.
é un intervalo em precis@o dupla.
CALL SOMAD(A,B)
CALL SUBTD(A,B)

e B sdo intervalos em p.d.
B s80 intervalos em p.d.
CALL PRODT(A,B) e B s@o intervalos em p.d.
CALL DIVDD(A,B)
CALL TESIND(A)

CALL DEFIND(A,B,C)

e B sd8o intervalos em p.d.

é um intefvalo em p.d.

S T U S
[40]

é um intervalo e B e C s&o varidveis,
todos em p.d.

CALL FCID(A,B) A e B s&@o intervalos em p.d.

Subrotinas para resolugdo de sistema linear e inversfo de matriz
para mimeros reais

N é uma variével} A e XP matrizes a duas
ume dimens&o, respectivamente.

ordem do sistema

-
Il

= matriz dos coeficientes do sistema
KP= matriz de permutagdo.

CALL DECMA(N,A,KP) Entrada: N e A, Saida: KP e A

Executa a permutacgéo das equagdes do sis-
tema, guardando em XP a ordem das permu—~
tas., A matriz A é decomposta, segundo

o método de eliminag@o de Gauss, em duas
matrizes triangulares, superior e infe -
rior. No processo de decomposigao é apli

cada a técnica de pivotag@o apds equili~
brar a matriz A,
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CALL RSTIS(N,A,EP)

A=6

N = ordem da matriz KP

EP = matriz a uma dimensdo.

A = matriz a duas dimensdes de ordem Nx(N+1)
Os elementos de KP e de Ay, S80 obtidos atra-
vés da subrotina DECMA,

RSTIS resolve os sistemas associados &s matri-
zes triangulares de ANXN e segundo membro de-
finidos na coluna (N+l)-ésima de A, éstes for-
necidos pelo programa principal, guardando &
solucdo nessa mesme coluna.

CALL INVM(N,A,B)

N = ordem das matrizes quadradas A'e B, am -
bas a duas dimensdes. ‘

A = matriz dada

B = matriz inversa de A

Usa as subrotinas DECMA e RSTIS

<

- Subrotinas especificas pars o método de Hansen

CALL SMIV(N,S)

"N = ordem da matriz S

= matriz a trés dimensdes correspondente
a uma matriz quadrada de intervalos de
ordem N

Calcula S =1 + §

14}

CALL SM2V(N,S,P)

N = ordem das ﬁatrizes SeP

S e P g80 matrizes a trés dimensdes cor-
respondentes & matrizes quadradas de
intervalos de ordem N.

Calcula S = S + P

CALL PRV(N,S,E)

N = ordem das matrizes S e E

S e E plo matrizes a trés dimensdes cor -
respondentes a matrizes quadradas de
intervalos de ordem N.

Calcula S = E.S
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N = ordem da matriz P
RO= varidvel real.
‘ : P = matriz a trés dimensdes, corres-
CALL MPV(RO,N,P) pondente a uma matriz quadrada de
intervalos de ordem N.

Define a matriz P em que todos elemen-
tos s8o iguais a [ -RO,RO ]

N = ordem das matrizes E ¢ S
M = varidvel inteirea.
E e S sfo matrizes a trés dimensdes,
CALL MSV(N,M,E,S) correspondentes a matrizes qua =
dradas de intervalos de ordem N,
M
Caleula S = J__ E' usando a forma
i=1

' de ninho (((I+E)E+I)E+..,.+I)E

N = ordem das matrizes S e T
S e T s8o matrizes a trés dimensdes,
CALL SM2VD(N,S,T) correspondentes a matrizes qua-
dradas de intervalos de ordem N,
a primeira em precis&o dupla e
a segunda em precisfo simples.

Calcula S =S 4 T

N = ordem das matrizes S e E
S e E s8o matrizes a trés dimensdes,
CALL PRVD(N,S,E) correspondentes a matrizes qua -
dradas de intervalos de ordem N.

Ambas em precis@o dupla.

Calcula S = E,S .




|Subrotinas para resolugdo de sistema linear pelo método

de aliminag¢8o de, Gauss com emprégo dea aritmética de ter

nos com arredondamento

Estas subrotinas correspondém s subrotinas DECMA e
RSTIS descritas entre as subrotinas usadas no método de
Hansen. Os programas tem & mesma 1légica e a unica modi-
ficag&o nos argumentos de chamada é que a matriz A é
uma matriz a trés dimens3es, correspondente a uma ma -
triz de ternos. As subrotinas §§o£ ’

CALL DECMAV(N,A,KP)

CALL RSTISV(N,A,KP)

Subrotina para invers&@o de matriz por um método direto

baseado no processo de eliminag@o de Gauss, usando a

aritmética de ternp arredondada

Esta subrotina corresponde & subrotina INVM descrita en-
tre as subrotinas utilizadas pelo método de Hansen. A 1§
glca é a mesma, substituindo-se as matrizes A e B a duas
dimensdes por matrizes a trés dimensdes, correspoﬁdentes
a matrizes de ternos a duas QimensSes. S&o chamadas as

subrotinas DECMAV e RSTISV,

CALL INVMV(N,A,B)

Subrotinas para geragdo automdtica dos coeficientes de
Taylor no problema de condigles iniciais de equagdes di-
ferenciais ordinérias racionais (sistema autdnomo), usan

do-gse a aritmética de terno arredondada

As subrotinas sfo DER e DERIVE cujos arguméntos est8o no
COMMON que descreveremos em seguida., O uso correto destas
subrotinas exige & leitura cuidadosa do texto, uma vez que
as matrizes D e OP pressupoé uma descrigBo correta do sis-

'tema de equag¢les diferenciais racional.



Area do COMMON das subrotinas DER e DERIVE e Programa Principal

-P,Principal DER DERIVE Significado
JSE ) J - Coluna de CFT
v ISE _ I I Linha de CFT
JM JMSE . JM Maior valor de d
) N1 N1SE N1 Maior valor de 1
M MSE M Ordem do sistema
0P OP OPSE Descricio (qperaqéo)
D D D Descricgao
¢D CD CDSE Descric&o (constantes)
CFT CFT CFT Tabela dos Coef,Taylor
DELTA DELTSE DELTA Fator de Normalizagéo
DRSE DR DR _ .Coef.Taylor de Ordem

(3-1) da I-ésima va-
ridvel descrita em D,
1 ' OP,CD

0 sufixo SE no final de cada nome que aparece no COMMON indica que

a varidvel ou matriz é sem efeito para o respectivo programa. A

natriz OP é alfabética e a matriz D, inteira,



APENDICE B




B-1

SUBROUTINE SOMACASR)
CCLBLE FRECISICAN CC3),0(3)
CIVENSICAN AC3),B(3)
C(1)=A(1)

C(2)3A(2)

CC3I)=A(3)Y

DC1y=B(1)

D(2)=B(2)

CC(3)=EB(3)
CC1)=CC1y4N(1)
CC3)=CC3y+N(C3)
AC1)=C(1)

AC3)=CC3)

CALL ARDT2(A,C)
AC2)=3C(2y+D(2)
RETLRN

ENC

11/73¢/7¢ 11234 Ay ASR#342 69157 COMPILER
0 MIN 6 SEC FCR COMPILATION PASS
23 CARLCS AT 225 CARDS PER MINUTE
224 CIGITS pATA, 732 CIGITS COOF,

SUBRCUTINE SLEBTCA,R)
DCOUBLE PRECISICON C€CC3),0(3)
CIVENSICN AC3),B(C3)
CC1)=AC1)
CC2)=A(2)
CC3)=AL3)
CC(1)=B(1)
CC2)=B(2)
DCI)=B(3)
CC1)=2C(1)y=p
C¢3)=2C(3)yepn
AC1)=C(Y)
AC3)=C(3)
CALL ARDT2(A»C)
AC2)=C(2)=D(2)
RETURN

ENC

(3)
(1)

11730770 - 11>34 AV ASR¥#3,2 69157 COMPILER
@ VIN 4 SEC FCR COMPILATION PASS
18 CARCS AT 219 CARDS PER MINUTE ¢
224 DIGITS DATA, 732 DIGITS COCE,



SUBROUTINE FRCDCA»B)
CCUBLE FRECISICM CC3),DC3)5YC4)
CIVENSION AC3IDH»B(3DrX(AQ)
CC1)=A(1)
€(2)=A(2)
C(3)sACI)
CCly=B(C1)
C(2)=E(2)
L(3)2B(3)
X(1)=AC1)aR (1)
X(2)=2AC1)+B(3)
X(3)=AC3I)*R(1)
XC4)sAC3)%R(3)
Y(1)sCC1ysp(1)
Y€(2)=CC1)40(3)
Y(3)=C(3)*0(1)
YC4)=C(33x0(3)
11=1
12=1
AvI=X(1)
AVAaX(1)
CC 7C I=32,4
IFCAMI=X(1))40,40,50
5¢ 11=1 .
AVI=X(T)
40 IFCANA=X(1))60,70,70 -
60 1251
AvAaX (1)
70 CCMNTIMNUE
ACL)=XCIY)
AC3)sXx(I2)
C(1l)aY(Il1)
€(3)=Y(12)
CALL ARCT2(A»C)
AC2)=C(2)«D(2)
RETURN
ENC

11730770 1134 Av ASF#3.2 69157 COMPILER
6 MVIN 7 SEC FOR COMPILATICN FPASS o
38 CARDS AT 324 CARDS FER MINUTE '
466 LIGITS patA, 1962 DIGITS COCE, ‘



10

20

55

60
7C

ec

43

A,B)
CC3),0(3),YC4)
3

Yo X (4)

SUERCLTINE DIVD(
DCLELE PRECISION
CIVMENSICN AC3)s6
P=B(1)%B(3)
IFC(FI10,1C920
WRITECG»15)E
FCRMATC1x»20HDIVISAC NAC DEFINIDA»3E20.8)
STCP

CCi1I=ACT)

€C2)=A(Z)

(

C(3)=2A(3)

D(1)=B(1)
DC2)=B(2)
£C¢3)=2B(I)
x(1)=2AC1y/R(1)
XC2)=AC1Y/B(3)
XC(3)=AC3Yy/s7RCL)
XC4)=AC3)/8(3)
Y(1)=C(1)y,0(1)
Y(2)sCC1y/0C3)
Y(3)=C(3y/0(1)
YC4)=C(3)y/D(C3)
1t=i

121

AvVI=X(1)
AVAEX(1)

DC 80 I=2,4
IFCAN]® X(I))éOnéOﬂSS
AvMI=X(1)

1121
IFCAVAeX(1))70,8C.80
AVA=XCT)

1221

CONTINLE
ACL)=X(I1)
AC3)=XC12)
€e1)=Y(11)

"C(3)=Y(12)

CALL ARCY2c¢CASC)
AC2)3CC2)/0(2)
RETURM

ENC

1173077¢ 11234 av ASR#3,2 69157 COMPILER
6 MIN 7 SEC FOR COMPILATICON PASS .

CARCS AT 344 CARDS PER MINUTE

SB4 DIGITS pATA, 2332 CIGITS CODE,



SIZE REAL = 12

i1¢
20
30
40
50
60
70
ac

g0

SUBROUTINE ARDTOCA)
IFCAILICr»90,20
SINAL 3 =1, ’
6C 10 3C .

SINAL = 41,
B=AES(CA)

NC=C
IFCB=1424C70»6C
ESEiico
IF(E*14)50,6C,80
NCENC=1

GC 7O 40

g=B/1C,

NC=NC+1
TF(B=14)802,60,6C
NC21 o
ARZ10 %% (NC=12)
A=A+4SIMNAL%AR
RETURN

ENC

11/3¢/77¢ 11235 A¥ ASR#3.2 69157
¢ MIN 5 SEC FCR CCMPILATIOM PASS

21

CARCS AT 250 CARDS FER MINUTE

146 DIGITS DATA, 560 CIGITS CODE.

10
20
25
30

40
5¢C

SLBRCUTINE ARDTZ2(CALAD)
COLUBLE PRECISICN AD»R"
CIVENSICN AC3)»ADC3)
IFCACLI)I1C»25025
RsACC1)=A(Y1)

IF (R)20,2%,20

CALL ARCTCCAC1)Y)
IFCAC3)ISC,»50,30
R=AL(3)=A(3)
IFCRYA0A,NC40

CALL ARCTOCAC(C2))
RETLRA :

END

1173C/770 11234 Ay ASR#3.2 - 69157
C VMIN 4 SEC FOR CONPILATICN PASS

14

CARCS AT 184 CARDS PER MINUTE

132 CIGITS pATA, 722 DIGITS COOE,

B4

COMPILER

COMPILER



SLERCLYINE TESIANCA)
CIVMENSICN A(3)
IFCACT)=AC3))1Cr1CH2C
{C RETLRN
2C WRITE(E,3C)HA

3C FCRMAT(YIXs2ZFINTERVALC NAC LEFINICC»2E15,8)

STCF
ENC

1173Cs7¢C 11234 Ay ASR#3,2 £6157
C VMIN 4 SFC FrH CCNMPILATICN FASS
€S CARCS AT 12¢ CARCS FER MIALTE
14¢ CIGITS pATA, 27C CIGITS CCCE.

SUERCLTINE FCICASE)
PCLELE FRECISICN C(2)
CIVENSTICN AC3),ECT)
E(Z2)=A(2)

C(1)=A(1)

C(2)=h(2)
BC1)2(C(1)4C(2))/2.
B(3)s(CC2)=C(1))/2,
IFCAC3)=AC1)=B(3)*2,)1C»2C»1C
CALL ARCTCCE(3))
RETLRA

ENC

Y s
Cy &

11/30/7¢C 11>234 Ay ASR#2.2 £G137
0 VIN 4 SEC FCR CCMPILATICN FASS
13 CARCS AT 173 CARCS FER NMIMNLIE
176 CIGITS pATA, 762 CI617S CLCF,

SLERCLTINE CEFINCA,EB»C»C)
CIMENSICN AC3)

ACl)=E

2(2)=C

AC3)=C

RETLRNMN

ENC

11/73C/77¢ 11235 Ay ASR#2,2 £G157
¢ MIN 3 SEC FCK CCMPILATICN FASS
08 CARCS AT 12& CARDS FER MIMLIE
S6é CIGITS cATA, 206 CIGITS CCCE.,

CCMPILER

CCMFILER

. .

COCrvPTILER



10
20

40

FUMCTICN SINALCA)D
DIVENSION AC3)
IFCAC1))10540,50
1IFCAC3))20,4040
SINAL==],

RETURAN

SINAL=0,

RETURN

SINAL=1,

RETURN

ENC

11/730/7¢ 11235 AV ASR23,2 65157
¢ VIN 4 SEC FCR CCMPILATION PASS

12

CARCS AT 179 CARDS PER MINLTE

66 DIGITS pATA, 312 CIGITS COODE,

10

” 3¢

a0
i 50

SLERCUTINE VABIN(CA»V)
CIVENSICN AC3)»V(3)r2¢3)
CALL CEFINCVSACL)SAC2)Y5AC3))
CALL CEFINCZr=1es™14sr"1,)
IFCSINALCY))10,20,50

CALL FRCOD(V»2)

RETURM

v(i)=a0,

V(2)=ABS¢cAC(Z))

XI==A(1)

“TF(XI=A(3))30,3C»40

V(3)3A(3)
RETURN
V(3)sxI
RETURN
END

! 11730770 11235 Av ASR#3,2 69157
0 MIN 4 SEC FOR CONPILATION PASS
17 CARDS AT 207 CARDS PER MINUTE
206 CIGITS pATA, 1030 DIGITS CCOE,

10
K\

.+ 50
" 60

70
8@

SLERCLTINE INTINCALE»22MN)
CIMENSICON AC3)»B(3)»2(3)
CALL CEFINCZ25AC1)0AC2)5AC3))
CALL SUBT(2,8B)
IFCSINAL(C2))10,20,30

Nzl

RETLRA
IFCACIO™R(1))3C»30,40
2C(1)3E(1)

60 1C 5¢

2¢1)=AC1y
IFCACII=R(3))60»60,70
7203)2A(C3)

GC TC 8¢

2¢3)=B(3)

N=C

202)832C1)/72.,4203)/2,
RETULRNA

ENC

B~6

CONPILER

COMPILER



B=7

SEGVNENT INVVMIFRVSFRVE

SI2E REAL = 6
SUBROUTINE SCMACALR)
DCLUBLE FRECISIQON C(2),0(2)
CIVENSION AC2),E(2)
c(i)=a(1)
C(2)=4A(2)
DC1)=E(1)
0(2)=8(2)
CC1)=C(1y)+0C1)
€(2)=C(2)+40(2)

AC1)=C(1)

AC2)sC(2)
CALL ARDT2¢A»C)
RETURN
END

11730770 11229 Ay ASR#3,2 69157 COMPILER
¢ MIN 6 SEC FOR CCMPILATION PASS '
2C CARDS AT 175 CARDS PER MINUTE
102 CIGITS CATA, 528 DIGITS COCE,

SUBRCLTINE SUBTC(A,B)
DCLBLE FRECISICN C(2),D(2)
CIMENSICN AC2),E(2)
c(l)=a(1)

C(2)=A(2)

C(1)=B(1)

C(2)=8(2)

C(1)=CC1)=D(2)

C(2)=C(2)=C(1)
AC1)=C(1)

A(2)aC(2)

CALL ARDT2(¢A»C)

RETURN

END

1
11/73C/77¢0 11226 Ay ASR#3,2 63157 COMPILER
0 MIN 5 SEC FCR CONPILATICN PASS '
15 CARDS AT 172 CARDS PER MIMUTE
102 DIGITS DATA, 528 DIGITS CODE,



SLERCLTINA

E FROCC(A»E)

DCLELE FRECISICN C(2),C(2)5Y(4)

CIVENSICA
C(1)=A(1)y
C(2)=A(2)
CC1)=28(1)
C(2)=B(2)
X(1)=Aa(1)
x(2)=A(1)
X(3)shA(2)
X(4)=sA(2)
Y(1)=CC1)
Y(2)=CC1)
Y(3)=2CC2)
Y(4)=Cc(2)
1i=1 '
12=1
AMI=X(1)
AvAsX(1)
0C 70 I=2
IFCAMI=X¢
5C 11=1
AMI=X(CI)
GC IFCANA=X(
6C 12=1
ANMAZXCT)
7C CCNTINUE
ACl)=Xx(1y
AC2)=2X(12
CC1y=Y(Iy
C(2)=Y(I?
CALL ARDY
RETURA
enC

11/73¢/7¢0 112
0 MIN 8 SEC
35 CARDS AT

XC4),A(2)sE(2)

+R (1)
2aR(2)
*R(1)
4B (2)
#+0(1)
+0(2)
*0(1)
wfi(2)

24
1)40,4C,50C

1))6C,7C»7C

)
)
)
)
2CAsC)

26 Ay ASR#3,2
FCR CCMPILATICN PASS
€55 CARDS FER MINUTE

69157

254 CIGITS CATA., 1758 CIGITS CCCE,

COMPILER



55

60
70

8c

L 11730770 11226 AV ASFR#3.2
0 VIN

| 40 CARGCS AT 253 CARDS FER MINUTE
334 DIGITS DATA,

SUBRCUTINE CIVC(A»B)

F=B(1)+EB(2)

CIFCF)10s1Cr20

WRITEC6,15)E

"CCLBLE PRECISICON €C2)»0€2)rY(C4Q)
CIVENSION AC2)5B(2)sX(C4)

B-9

FCRVNAT(1x,2CHDIVISAC NAG DEFINIDA»2E1648)

STCF

ct1i)=AC1)
Ce2)=4(2)
C(1)=2B(1)
£(2)sB(2)
xXCi)=ACL1)Y/ /PR (1)
X(2)=A(1)y/R(2)
x(3)zAaC2)y/R(1)
XC4)aa(zy/R(2)
YyCi)=CC1ys/0(C1)
¥Y(2)=C(1y/0(2)
Y€3)=C(2y/0(1)
Y(8)aC(2)y/0(2)
T1=]1

12=1

AVI=X(C1)
AVAaX(1)

CC 80 I=2,4
IFCANI=X(1))60,60,55
AvVIaX(T)

11=1]
IFCAVA=X(1))70,80,80
ANVA2X(T)

12=1

CCATINLE
ACtLy=x(I)
A(Z2)ex(12)
CC1)sY(I1)
€CC2)=Y(12)
CALL ARCT2(A»C)
RETULRA

END

§ SEC FOR CCMPILATICM PASS

69157

2110 CIGITS CCQE,

COMPILER



B-~10

SUERCLTINE FCLCA»E)
DCULBLE FRECISIOMN €(2)
DIMENSICN AC2)5E(2)
ce1)=AC1)
C(2)=h(2)
B(1)a(C(1)4C(2))/2,
B(2)=(C(2)=C(1))/2,
IFCAC2)=AC1)~B(2)%2,)10,20,10
10 CALL ARDTYC(B(2))
20 RETURA
END

11730770 11226 AWV ASR#3.2 69157
0 MIN 5 SEC FCR COMPILATION PASS
" 12 CARCS AT 126 CARDS PER MINUTE
110 CIGITS paTA, 66C CIGITS COCE,

. SUBRCUTINE DEFINCALE»C)
CIVENSIGN A(2)
AC1)=B
A(2)=C
RETURN
END

11/30/77¢C 1123¢ aw¥ ASR#3,2 69157
¢ MIN S SEC FOR COMPILATIOMN PASS
07 CARDS AT €76 CARDS PER MINLTE
.38 CIGITS pavaA, 146 CIGITS COCE,

SUBROLTINE TESINCA)
'CIVENSICN A(2)
| IFCAtiI=Ac2))10,10,20
10 RETURN \
ZQQMRITE(6)3O)A

COMPILER

COMPILER

30 FQRNAT(lX:?chIhTERVALG NAC. DEFIBIDO:2E15 )

STCF
ENC:

11/3¢/70 11>3C Ay ASR#3,2. 69157
0 MIN 4 SEC FOR COMPILATICN PASS
09 CARDS AT 134 CARDS PER MINUTE
122 DIGITS OATA. 270 CIGITS COCE, . .

COMPILER



SLBRCUTINE ARDTIC(A)
: COLELE FRECISION A»SINAL»B»AR
TIFCA)10s90,20 :
10 SINAL = =1,
6C TC 3¢
20 SINAL = +1,
30 B=CABSCA)
NC=0
TFCB=14)40»70,6C
4C B"E*ico
IFC(E=1.250+80,80
50 AC=NC=1 ,
6O TC 4¢
60 B=E/1C,
NCSNC+1
, IFCE=1.)8C»6C»60
! 7C AC=31
| 8C ARS1C, 2% (NC=12)
| AsA+SINALAAR
’ 3 90 RETLRA

END
11/3¢/7¢C 1123C Aw ASR#3,2 69157
0 VIN & SEC FOR COMPILATICN PASS

22 CARLCS AT 16C CARDS FER FMINUTE
146 CIGITS DATA, 608 CIGITS COODE,

SULERCUTINE ARDTCD(A)
COUELE FRECISICN A(2)
TFCAC1))1C»15,15

10" CALL ARCTIDCAC1))

15 1FCAC2)325,25,20

20 CALL ARCTIDCAC2))

25 RETURN
ENC

11/73¢77¢ 1123¢ AV ASF#342 69157
¢ MIN 4 SEC FCR CCMPILATIOM FASS
. 09 CARCS AT 115 CARDS PER MIMNUTE
58 CIGITS DATA, 382 DIGITS CQCE,

B-11

COMPILER

COMPILER



SLBRCUTINE SCVMACCA»B)
NCLELE FRECISICN AC2),8(2),C(2)
CC1y=A(1)
C(2)=A(2)
ACL)SACIYI4R(L)
AC2)3ACZ)Y4R(2)
CALL ARCTCR(A)
IFCACL)Y)S, 35,38

5 TFCCCE))Y1Cr4C»3C

1C IFC(BC1))2Cr4CraC

20 CALL ARCTIDCAC(C1))
GC TC 4cC

3C IFCEC1)2aC054C,2C

35 1FCACZ))TFCs70r4C

4C JF(C(2))80,7Cr8C

5¢ IFC(B(2))6C7C»7C .

6C CALL ARDTIDC(ACZ2))

7C RETLRA

80 IFC(BC2))70s7C»6C
ENC

11/730/70 1123¢ AV ASF#3,2 69157
0 MIN 6 SEC FCR CCMPILATICN FPASS
21 CARCS AT 16C CARDS FER MINLTE
102 CIGITS CATA, 1324 CIGITS CCCE,

SUBRCLTINE SUBTCCASB)
CCLBLE FRECISICN AC2),R(2)sC(2)
C(1)=mAa(l)
C(2)=A(2)
ACL)BACL)Y)=R(2)
A(2)ap(Zy=R(1)
CALL ARCTICR(A)
IFCACLI))S,35,5 35

5 IFCCC1)21C»4C03C

10 IFCEBCZ))4C»4C»2C

20 CALL ARCTIC(AC(C1))
6C TC 4¢

3C 1FC(B(2))2C»4C»raC

35 IFCAC2))7C»7Cs4C

4C IFCCC2))5C»7C»8C

SO0 IFL{BC1))I7C»70s6€C

60 CALL ARCTICCA(2))

70 RETLRNA

80 IFCBC1))6C»7Cr7C
ENC

t1/73¢/7¢C 11>3¢ av ASF#3,2 £6157
0 WIN ¢ SEC FCR CCMPILATICN PASS
21 CARCS AT 207 CARDS FER VINLTE
102 CIGITS pDATA, 1324 CIGITS CCCEF,

B-12

COMPILER

COMPILER



20C
ic
4C
5C

11730/
0 vI
21

B-13

SLERCUTINE FROCCCALE)

CCLELE PRECISICMN AsEsXsAMIsAMA
CINMENSICN AC2),E(2)2X(4)
X(1)=AC(1)+R (1) -

X(2)2A(1)Y+R(2)

X(3)=A(2)y*R (1)
XC4)=A(2)%R(2)
AVTI=zX(1)
AVAzX (1)

£C SC I=2,4

IFCAMT®X(1)330,3C»2C
AVI=X(1)
IFCAVMA=X(1))80,5C»5C
AvazX(1)

CCANTINUE

AC1)=2AM]

AC2)=ANA

CALL ARDTICECA)
RETURA

END

7C 11230 Ay ASR#3.2 66157 COMPILER
N S5 SEC FCR CCMPILATICN FASS
CARCS AT 233 CARDS FER MINUTE

166 CIGITS pATA, 1C€6 CIGITS CCCE.

10

20

3C
40
5C
6C

11/73¢

SLERCLTINE CIVCCC(CALB)
CCLELE FRECISICN Ay BsoXsANIsANA
CIVENSION ACZ2)0BL2)2XC4)
P=EC1)*B(2)y
IFCFY1Csr1Cs2C
WRITECE»15)E :
ggg;AT(lx»?CPDIVISAO NAC CEFINIDA»2E25,16)
X(1)=AC1)/R(1)
XC2)3AC1Y/R(C2)
X(3)=AC2)y/R(1)
XC4)=AC(2)/R(2)

AvI=x(1)

AVMA=X(1)

CC 6C Iz2,4

IFCAV]= x(I))ﬂO;ﬂO:BO
AVTI=X(I)
IFCANA=X(CTI))ISC»60260
AvAzXC])

CCNTINLE

ACl)sAN]

ACZ2)=ANMA

cALL ARUTOD(A)

RETLRA

ENC

/70 11231 Aw ASRa3,.27 65157  COMPILER

¢ vVIN 8 SEC FOR CCMPILATICN FASS
26 CARCS AT 18C CARDS FER MINUTE
252 CIGITS pATA, 1418 CIGITS CQCE,



B-14

SLERCLTINE CEFINC(A»E,C)
DCLBLE PRECISICN AsB»C
CIVENSICN AC2)

AC1)=E

AC2)=C

RETLRA

ENC

11/3C/770 11231 Ay ASFR#3,2 69157
0 VIN 4 SEC FCR CCMPILATICMN PASS

08 CARCS AT 105 CARDS FER VMINUTE
38 CIGITS pATA, 146 0IGITS CCCE,

SLERCLTINE TESINDCA)
CCLELE FRECISICN AC2)
IFCACLI)=A(2))1C»10,20
10 RETLRNA
2C WRITEC(E»3CHA

COMPILER

30 FCRMATCIXs22HINTERVALC NAQ CEFINIDC»2025,16)

STCP
ENC

11/3¢/70 11231 Ay ASF#342 ¢+ 69157
0 VIN 4 SEC FOR COMPILATICN PASS
C9 CARCS AT 118 CARDS FER MINUTE
14C CIGITS pATA, 270 DIGITS coce,

SLERCUTINE FCID(A E)
CCLELE FRECISICM AC2),B(2)sC(2)
E(l)=(A(1)4A(2))/2.
B(2)=2CA(2)=AC1))/2,
TFCAC2I=AC1)= 8(2)*20)10:20»10
10 C(1)=2DAES(R(1))
C(2)=3CABS(R(2))
CALL ARCTCR(C)
B(2)=2B(2)/CABSCEB(2))*C(2)
20 RETURN
END

11/36/7¢ 11231 AV ASR#342 69157
0 MIN 5 SEC FGR CCMPILATICN PASS ¥
12 CARDS AT 123 CARDS FER MINUTE
122 DIGITS pATA, 1086 DIGITS COCE,

COMPILER

COMPILER



B-15

SLERCUTINE CECVMA(NSALKP)
CIVENSICAN FESCCIC)sACI0s1)sKP(CLIC)
0C S5C Isq,N\
KP(1)s]
FESCCIDISABS(ACIN1))
L0 4C J=22,\
IFCFESCCT)=ABSCACISY)))3CraC,40
IC FESCCIXSABRSC(ACTI» YY)
4C CCMTINMNLE
FFFeFESC(¢1)
5C FESCCI)=y,/FFF

Nished
CC 12C Ksi,N1

IvMAXSK
KVAXSKP (K )
ANMAXREFESC(KMAXI®ABSCA(KNMAXSIK))
KiskK+l
CC 7C KZsK1sA
KK2skP(K2)
AVSFESCCKKZ2)AARS(ACKK2sK))
IFCAMAX=ANYIE6C»7Cs 70

6C ANAXBAN
KNMAXBKKZ
IvAxeK?

7C CCNTINLE
IFCACKMAX,K))1CCrS0s1CC

9C WRITE(6,51)

$1 FCRMAT(1Ix,17KCETERMINANTE ANLLC)
STCF

10C JCTASKP(K)
KF(K)mKNMAYX
KPCINAX = 0 TA

CC 12C K2=zki,h
KKZBKF (K2 )
ACKKZsK)ACKK2sK)/ACKNAXSK)
EC 12C JymKish
120 ACKKZoJUImACKK2, ) =ACKK2sKINA(KNAX S )
KkZ2sKF(N)
TFCACKKZ,N))12856C»125
125 RETULRA
ENC

11/73C/7¢ 11231 A ASR#3,2 €5157 COFPILER
¢ VIN & SEC FCR CCVMPILATICN PASS
45 CARCS AY 328 CARCS FER MINLTE
3Cz CIGITS CATA, -4C72 CIGITS CCCE,



¥)

&

122
124

B-16

SUBRCUTINE RSTIS(N»A»KPF)
DIVENSICN AC1C,1)sKF(1C)
v=hel

CC 124 I=u2sh

ssC,

I1i1=]=1

LIZKFPCI)

NC 122 J=1s11

LJ=KPCJ)

S=S4ACLI,y)rA(LYSV)
ACLI»N)=A(CLIPV)™S

LAzKP(N)

CACLNANIEACLASMIZACLASN)

Niaf=1

LC 128 K=aisNt
I=hN=K
LISKF(I)
I1=1+1

s=C,

. CC 126 J=]1»AN

12¢
1z2e

LJ3kPCJ)
§2S4ACLI,JUI*A(LY»V)
ACLIsN)ISCACLIANI=S)/ACLINI)

RETURM
ENC

11/3C/77¢C 11231 AV ASR#3,2 69157
C MIN 7 SEC FCR CCMPILATICN PASS

ze

CARCS AT 235 CARDS FER VINLTE

13C CIGITS cATA, 2812 CIGITS CCCE.

1C

2cC
3C

4¢

SUERCLTINE INVM(N2A,R)
CIVENSICN ACIC,1),BC1C»1)2KF(C10)
CALL CECNAC(NIA,KP)
vzhed

CC 4C I=q,N

CC 3C J=1,A
IFC(I=JJ)20,1Cs2¢C
ACdsNI=L,

¢6C TC 3¢C

ACJo¥)e=C,

CCMTINUE

CALL RSTISCN»A,KP)

OC 4C J=1,N

LJ2KPCJ)
BCJsI)ZACLY»NV)

RETLRA

ENC

11/73¢/7¢C 11231 Av ASF#3,2 65157
¢ VIN & SEC fFCR CCMPILATICN PASS
18 CARCS AT 185 CARDS FER MINLIE
13¢ CIGITS CATA, 1110 CIGITS CCCE,

CCMPILER

CCHMPILER


http://Jal.il
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SLERCOLTINE SMIV(AALS)

DIVENSICN 8$(C2,10513521C23522(2)

CC 3C I=q,A

CC 30 J=isN

IF(1=y)30,2C»3C
20 2=1,

CCALL CEFINC21,252)

CALL CEFINC22,SC1212J)95(2515y))

CALL SOMAC(22,21)

CALL CEFINCSClso1sJdrZ22C1)022(C2))
3C CCONTINUE

RETULRNM

ENC

11/73¢/77¢ 11231 AV ASR#3.2 69157~ COMPILER
¢ VMIN S5 SEC FOR COMPILATICN FASS
14 CARCS AT 152 CARDS PER MINUTE
112 CIGITS pATA, 1086 DIGITS CCDE,

SLERCUTINE SVM2V(N»S»P)
DINENSICN S(2,1051)sP(2,1051)521¢2)222(2)
CC 1C I34,N
CC 1C J=g,N
CALL CEFINCZ15SC1r1ry)2SC22154))
CALL CEFINC22-,PC1010J)sP(2s15y))
CALL SCwva(zZ1,22)
1C CALL CEFINCSCI»TrddrZ21(1)021¢2))
RETLRA
END

11/73¢C/7¢ 11231 Ay ASR#3,2 69157 COMPILER
C VMIN 6 SEC FOR COMPILATICN PASS
11 CARCS AT 1€1 CARDS PER MINUTE
102 CIGITS pATA, 1504 DIGITS CODE,

SUBRCLTINE FRV(N»SsE)
CIVENSICH F(EllCtl)lS(?tiOf1))ES(2!10110)»21(2):22(2):23(2)
CC 1C I=g,N
DC 10 Kgl,'\ ' , [
220,
CALL DEFINC23»2-2)
CC 10 J=1,N
CALL CEFINCZ15ECLsT04)>s E(E)I»J))
CALL CEFINC22,SC12UsK)rSC(2rourK))
CALL FRCp(21,22) .
. CALL SCMA(CZ235,21)
1C CALL CEFINCESC1,I0K)»23(€1)523¢2)) :
CC 20 Isg,n
CC 20 Jdsi,N .
2C CALL CEFINCSC1sIsoJ)sESCLInlnd)rESC25154))
RETURN
END

11/3¢/7¢ 11232 AV ASR#3,.2 69157 COMPILER
0 VIN & SEC FCR CCMPILATIQN PASS
18 CARDS AT 16C CARDS PER MINCUTE
2144 CIGITS pATA, 24%2 DIGITS COCE.




(4
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SLERCLTINE MPV(FRCsh»F)
CIVENSTICAN P(2,10,1)

0C 10 I=1,A

CC 10 J31ah

2=*RC

CALL DEFIh(F(IpI;J)anRU)
RETLRA

ENC

11/30/70 11232 Ay ASR#3.2 65157 COMPILER
0 MIN 4 SEC FCR CCMPILATICN PASS

¢9

CARDS AT 12C CARDS PER MINLUTE

€2 CIGITS DATA, 462 CIGITS CQCE,

1C

15

ec
3C

SUBRCLTINE NMSVINoNSESS)
CINVENSICN EC2-1001)58(251C»1)
nC 1C I=q,N

CC 1C J=1,N

CALL CEFINCSCIsIoJ)rsECLInIndl)sEC2r1ny))
CC 20 Keq,uw

1FCKepM)I1553C»30

CALL SMIy(CN»S)

CALL PRV(N,S,»E)

CCATINLUE

RETLHN

ENC

11/73Cs7¢C 11232 Ay ASR#3,2 69157 COMPILER
C MIN S5 SEC FCR CCMPILATICN PASS
13 CARCS AT 151 CARDS FER MINLTE
7C CIGITS paTA, 1172 CIGITS CCCE,

SLERCLTINE SNM2VLD(N»S»T)

CCULBLE PRECISICN S5»,21,22

CIVENSICA 5(2’10)1) T¢Z2,1C»1),21(2)»22(2)
0C 1C I=1,N

0C 1C J=1sN

CaLL DEFIhP(ZInS(1:1)J):$(2)I!d))
22¢1)2T(C1,5124)

22C(2)=2T(2,5,194)

CALL SCMAC(Z21»22)

1C CALL CEFINDCS(12I,4),21(1)221(2))
RETURA
ENC ’ .
1173C/770 11232 AN ASR#3,2 69137 COMPILER

¢ MIN 4 SEC FCR CCFMPILATICN PASS
13 CARCS AT 1£4C CARDS FER NINLTE
126 CIGITS cATA, 1456 DIGITS CCCE,



o
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SLERGUTINE FRVDC(N,»SsE)
DCLBLE FRECISICN 5(2110)1)!E(2910)1)’ES(2;10:10)!21(2)»22(2)923(2)
g 1C I=1,N
O 10 K=1,N
CALL DEFIND(23,C42040)
CO 1C J=1sA
CALL CEFINCCZ12ECI»TrJ)rEC2,150))
CALL CEFINNCZ22,5C1sJ2K)»SC(20UsK))
CALL FRCrCD(21,22)
CALL SCMACCZ3»21)
10 CALL CEFINDCESC1,1,K)»23¢13523(2))
e 2C I=g,N\
ne 20 J=1sN
20 CALL DEFINDC(SC12IsJ)sESCLalryd)srES(2,104))
RETURA
ENG

1173C/7¢C 11232 Av ASR#3.2 66157 COMPILER
60 MIN 6 SEC FCR COMPILATION PASS
17 CARCS AT 154 CARDS PER MINUTE
3390 CIGITS pDATA, 2474 DIGITS CODE,



(4}

122

124

B~20

SLERCQUTINE RSTISV(N2ALKF)

DIMENSICN AC3»2051)0,KPC130SC3),21¢3),22¢3)
2=C,

vah4il

C0 124 I=22,M

CALL CEFINC(CS»252,2)

11=1=1

LI=KFCI)

DC 122 J=1,11

LJdzKP(J)

CALL CEFINCZI»ACIsLIoUdrAC2oLT0J)sAC35L10y))
CALL CEFINCZ25AC 2L UusVM)sA(2oLJrMIsA(3sLUIN)Y)
CALL PRCD(21,22) .
CALL SOvA(S»21)

CALL CEFINCZ12ACLIoLIoNMI2AC22LTIsMY»AC3SLINNV))
CALL SUEBT(Z21,%)

CALL CEFINCACIALINM)LP21C1)521C€2)521C3))

LAN2KP(N)

" CALL CEFINCZI»ACIOLNSMISAC2oLASNI2ACISLNSN))

126

43

CALL CEFINCZ2oAC1oLNsNISAC2oLNSNISAC3LLNSNDY)
CALL CIvp(21,22)

CALL CEFINCACIOLNAN)ZZ21C1)221(€2)221C3))
Nizh=1

.00 128 K=1,MN1

IT=NeK

LI=KP(I)

113141

CALL DEFINCS»2,52,2)

DO 126 Jy=11sM

LJzKF(J)

CALL CEFINC21,AC15LI0y)sAC2,LT,J)sAC3sL1Ny))
CALL CEFINCZ22-,AC oL dsNM)sAC2oLUsN)aAC3sLdsrN))
CALL FRCD(21,22)

‘CALL SONACS»21)

CALL CEFINCZ1oAC oLIoNI»AC2oLI5NMI2AC3SLINNV)Y)
CALL CEFINCZ22,AC15LI21)5AC20L15»1)2AC3,L151))
CALL SUET(21,%)

CALL CIvpcz21,22) - :

CALL CEFINCACILLIAN)PZ1C1)521(€2)521C3))

128
RETURN
ENC
11/3¢0/7¢ 11235 Ay ASR#3,2 69157 COMPILER

¢ MIN 6 SEC FCR COMPILATICN PASS

CARDS AT 275 CARDS PER MINUTE

288 CIGITS pATA, 8944 CIGITS COCE,



o

3¢
ae

50

60

70

9C
91

100

120

125
130

-
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"SUBRRCLUTINE CECVAV(NsA,KF)

CINENSICN FESCC(Z20)»AC3,2C,1),KP(1),21(3),22(3)5,23(3)
CC SC I=zq,N

KPCI)=T]

FESCCII=ARS(ACL»I»1))

CC 40 J=2,M\

IFCFESCCTI=ABSCACL»I5y22)30240,40
FESCC(I)=ABS(AC1,104))

CCNTINLE

FFF=FESC(I)

FESCCID=l,/FFF

Nzh=1
CC 120 KmisMg

IVAXSK

KvAX=KP(K)

ANAX“FESC(KNAX)*ABS(A(IJKNAX»K))
KisK+1

0C 7C KZ2zKisN

KKZzsKPF(K2)

ANVSFESCC(KK2)I#ARSCACLI»KK2sK))
IFCAVAX=AWYE02,7C»70

ANAXZAN

KvAX=KKZ

IVAXSK?

CCNTINLE

IFCACLI KNAXPK))1IC0,90,10C

WRITE(E591)

FCRVMATCIX»17HOETERVMINANTE hLLOJ

STCF

JOTA=KP(K)

KF(K)=KMaAX

KFCINAX)=JOTA

0C 12C K2=Ki,N

KK2=KF(K2)

CALL CEFIA(ZIJA(lrkKZ;K)lA(Z:KK?;K)nA(3)KK2’K))
CALL CEFINC22sACEsKNAXSIKIPAC2oKNAXIKISPALISKMAX,K))
CALL ClIvp¢21,22)

CALL CEFINCACL,KK2sK)»21C1)»21C€2)221(3))

CC 12C JzK1sN

caLL CEFIR(ZZlA(loKNAX!J)tﬁ(ZrKNAXvJ) AC3IPKMAX,U))
CALL PRGD(22,21)

CALL CEFINC23,AC12KK25JU)sA(2oKK25J)sAC32KK24))
CALL SUBT(Z3»22)

CALL CEFINCACI KKZ»d)»23C1)523(€2)223C3))

KK22KP(N)Y '
1F(A(2o“K2»h))125’90:125A
IFCACIPKK2oNI*ACIsKK2,N))902,9C»130

RETLRM

ENC

11/730/7¢C 11235 A¥ ASR#3.2 69157 COMPILER
O*VMIN ¢ SEC FCR CCMPILATION PASS
53 CARCS AT 321 CARDS PER VINLUTE
70C CIGITS pATA, 7722 DIGITS CODEg -uuce--—=
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)

=CLL
FILE £=CLIFR
FILE €=CLIR
SEGNENT INVNMsFRV.FRVE
SIZE KEAL = €
¢ MEICLL e LARSFA
RCLELE FCECISIEN AF’FClEC!2122'9A

RIVENSTCN A(Z2-1Cr11)9E(Z221C1C)»ECC251Cr1C)»EC251C.1C)> F(2»10’10)o
* €(5591Cs1C) s ARCICP1CIPERCIC,1CI»AR(ZA 10 1), A00%2,1C»11)0202)>

¢y

» EC(E,10,1C)
3 REAC(Ss1CCHENC=GCCIN,Y
WRITECELs111)
WRITECE,440)
N1=A
cC 1 T=1sN
REAC(S 406 CACIsToydrg=laNl)
1 WETTECE»SCCICACLsTryded=1snl)
WRITECESGEC)
£C 2 I=1.,0n
PC 2 J=1,n1
22=A(1’IpJ3
ACL,150)=272~C.0CCCS
202,104 )=274C.CCCCE
LC 2C I=1,%
RC 2C Jd=1,N
SC ARCI»Q)SACsIr d/2e48(22103yd/l2,
CALL INVM(NSARSER)
RC 30 TI=19M
o 3C (s1,0
CALL CEFINCRE(LoIsgdrRR¢I»yyraRcIryd)
RS FREFNAELIG R EIND
BL{z2s1s03=F(25724)
ACC121 0028 (12T12 )
CAC(Z2Try)=ACZ5T10Y)
COLL CFFTINCACL 1o ) aBltrlnydrsE(Z2153))
3C CALL CEFINPCEC(1212u)sEBC(lslry)»REC2,104))

(Exemplos numéricos 10-11)

Y

d

cALL FRVN(NP,ED»ALC)

CC 8C I=z1,M
ne sC JE1 N
coLL CEFINDCACCL, I;J))QC(X)IQQ))ED(CpIPJ))
TFCI=Gdhsrtdsh?
47 72=C.
CALL CEFINN(Z277922)
CALL SUETCC(Z2,ERC(L1»T04)) :
CALL CEFIARCEDCY»I502,2C1252(2))
¢C TC £¢C
14 72=1.
CALL CEFINDCZ2222572)
T CALL SLETL(ZSEC(L»Tr¢))
CALL LEFINRCEDCL»I»yd»2(1)02(2Y)
sC CCANTINLE

TL OS2 I=1,N

L €S Jd=1,N

ECl,Iogl)=En(lslry)

E(Zs1,8)2E0 (25 10J)

CALL ARLTZ(ECLI,IsU)sELC15154))

-
in

(924
wn

e

-



2,

23

;\

&M
ANFR

ne
IR
6C ANF
7C SC¥
e
TF ¢

aC <CV¥
o

S sC¥
51 CCA

&>

IF(
67 ANR

3IFC
3CC wFRI
sTC

316 ¢C
cC

- CC
3SC cAL
RC=

CAL

CAL
CAL
caL

oy

LS4 ]
(¥
(9% ]

cC
WRT
cC
32C WRI
WRI
¢C
SCC sTC

1¢C FCR
111 rCH

3-24

As=0,

MAz=1,

61 T=1,M ’
ANRNA=SENASIEC,»TO0NTC
VA=SCpAS

AS=(C,

Sl J=1sh

AESCE(CIsIsgd))™ AF‘(E(:»I» )))GCoEC SC -
AS=SCMASHAESCE(25T0U)) ‘
7€ 61
AS=SUMACYARS(ECYS TNy
TINLE

ANEEAwSENAS)ISZ263,623
NA=SCPAC

ANFVA=1,)31C»300530CC .
TECE»1S3)ANRNA - J S .
F . o , | n

nnan

‘C K
(|

1.

1,
sC y—j’h

L CEFIhB(ED(lﬂI")’AD(! ltd)oAC(Z’I’J))

(ANRN A% *(K+1))/7(CT =ANRNMA)

L ARCTICCREC)

o ta?

L MVFV (R N»F)
L FSy(NsKsESS)
L SHZU(KSSaF)

LL FRV(NSSsA)

L SKZyLCNsBCPS) . .,

=1sh
"(:C(lol:d):AAcitlyg))
.ZC =120 ..

TE(E:99§)J

3Z2C I=15h ,
TECESSSEIARCLs T W) pALES 1 )
TECE»777) o

TC 32

F

MVAT(Z212) ‘
VAT(/Z,1¥211ENATRIZ CACAR/YZ)

183 FCRVMATCIx A FANRNASSEL1E48)

4¢C FCR
4at gCR
5¢C FcR
777 FCR
EER FCR
*?é
$sC FCR
68 fCR
56 F(R
" ENE

12/¢4/7C

VAT(ZFT7.4)

VATC/ /701 X024 T ADCS CCP ERRC‘ IhICIAISo/l)
MATC/,1%s5F1C44) :

VETCL1RD)

NAT(/piy:¢7FNA1R12 INVERSA ccn<IDEﬁAhBCol»1y»1<vnchA CE E =,¢

pEX skl 1255 %Xs3RRC2sEL1Z4€07/7)
NﬁTC}/)\X)dﬁFQCLLCAG SCR FCRNA CENTRAC#’//)
NATC/ +1%92E25412)

NATC/, 1)!6PFCLLhAfISI/)

1206 AV ASR#2.2 ° 66187 ccuprEé
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‘DIMENSION OPC10)»D¢1053)2CDC3210)2,CFT¢3,10,10),DRSE(3)
ALPHA 0Op
INTEGER D
COMMON JSE:ISEnJN:NlaMpOP:DnCD:CFTuDELTA’DRSE
1 READ(5»,10,END=90)JMaN1sMsNsDELTA :
DO 20 I=i1,Ni
READ(S»21)D0¢I121)sDC¢122350PCI)sDC153)2C0C15135CDC221)2CD(C341)
20 WRITEC6,22)DC1513,0C152)50PC1)2D(153)2,C0C1,5132CDC€2513,CDC351)
READCS»24)CCCFT(KsLs1)2Kmlr3)sLalrNM)
DO 100 L=i,M
100 WRITE(6o101)CFT(!!L’I)ACFT(ZDL'I)DCFTC30L11)
101 FORMAT(/»1X%X»3G9+¢3)
CALL DERIVE
MN=M+N
DO 30 J=1l,JM
WRITE(6525))
DO 30 L=1,MN
30 WRITE(C6,26)CFTCLoLsJ)sCFTC2oL0oU)sCFTC30Lo )

G0 70 1}
90 STOP
¢
10 FORMAT(412,E8,41)
21 FORMAT(2I25A2,1253F6,3)
22 FORMAT(/»21X»212sA2,1223G9,3)
24 FORMAT(12F642)
25 FORMATC(/21X»THCOLUNA »12)
26 FDRMAT(/:IX;3GI7 8)
END
12/15/70 9229 AM ASR#3,2 69157 COMPILER

0 MIN 11 SEC FOR COMPILATION PASS
29 CARDS AT §55 CARDS PER MINUTE . ,
312 DIGITS DATAs. 4480 ODIGITS CODE. 4548 DIGITS COMMON.

SYMBOLIC LISTING FOR PROGAM 2

LOW ADRS HIGH ADRS TEMPS . DATA BASE CODE BASE
006602 0113868 006608 006632 006908

CALLED SUBPRDGRAMS 2
NAME ADDRESS SEG, NO,

DERIVE 024378 0014 '
READ. 018888 001
WRITE, 011388 001

COMMON BLOCKS REFERENCED 2
NAME  ADDRESS
: 000128



W

P
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SUBROUTINE DER

DIMENSIUN OPC10)20C¢1053)2C0C3210)»CFT(3510510)s0R(3)»

*

10

11

20
30
40
41
44

42

46
43

48

49

50
61

62
65

63

64

ALFACEYsTC3,80),22(3)
ALPHA QOPsALFA
INTEGER D
COMMON Js1» JMSESNISE»MSE»OP»0»CD2CFT»DELTSE»DR
DATA ALFA/Z6H ¢ s6H = s6H » eb6H / /
220,
K1=D(I»1)
K2=D(1»2)
DD 10 Itmi,r4
IFCALFACIL1)=0P(1))10»,20510
CONTINUE
WRITEC6,11)0P(CI)
FORMATC/»1XsBHOPERACAD» AL, 15HNAQ RECONHECIDA)
STOP
IF(K1)30,50,5,30
GO T0{40,81,42,43),11
CALL DEFIN(DRs1erlo214)
GO TO 44§ '
CALL DEFIN(DRs=ie2=1cs=8,)
CALL PROD(DRsCFT(1,K2,4))
CALL SOMA(DRsCFT(1sK1,J))
RETURN
CALL DEFINCDR»Z»2-2)
D0 46 JV=3i,)
CALL DEFINCZZsCFTC1sK25Js1=JV)IaCFT(25K20J¢1=JV)I»CFT(3sK2sJ41=JV))
CALL PROD(ZZ-EFT{1,KioUuVvV))
CALL SOMA(DRsZZ)
RETURN
CALL DEFINCTCEs1)oCFTC1oK101)0CFTC2,K101)2CFTC3,K1»1))
CALL DIVDC(T(1-1)»CFTClsK2,51))
DO 49 Jv=2,y
CALL DEFINCT(1,oUVI»Z2s252)
DD 48 Iva2,4v
CALL DEFINCZZsCFTC1rK25IVISCFT(2,K22IVI2CFT(35K251V))
CALL PROD(ZZ»TCi2JV+l=IV))
CALL SOMACT(1,J0V)»22)
CALL DEFINCZZsCFTC1oKisJUV)IsCFTC2:K12JV)sCFT(3sK12JV))
CALL SUBT(ZZ»T(15JV))
CALL DIVD(ZZ»CFT(1,K251))
CALL DEFINCTCL12UV)»Z2¢1)022€2)222¢€3))
CALL DEFINCORs»TC12U)2TC25J)2TC354))
RETURN

GO Y0(61,62,63,648),11

CALL DEFIN(DR!lo’lo;IO)

G0 TO 65

CALL DEFIN(CDR2=1esr=14s=1,)

CALL PROODCDRICFTC(1,K204))

RETURN

CALL DEFINCDRACDC1-I),CD(2513»CDC301))
CALL PROD(DR»CFT(1:2K254))

RETURN

CALL DEFINCTC(3,1)2C0C151)»C0(C2,1)»CDC351))
CALL DIVODCTCL1»1)oCFTC12K201))



B-27

DO 80 Jv=2,J
CALL DEFINCTCL1oUV)Z22Z22)
DO 70 Iv=2,yV
CALL DEFIN(ZZ!CFT(1!K2’IV)’CFT(Z’KZDIV)&CFT(3:K2!IV))
CALL PRODCZZ2TC12JV+1=1V))
70 CALL SOMACT(1,JV)»ZZ)
CALL DEFINCZZs=ler~tos=14) .
CALL PROD(T(120V)»ZZ)
80 CALL DIVD(T(ClouVv)sCD(1,1))
caLl DEFIN(DRPT(IIJ)DT(Z)J)nT(3’J))
RETURN
END

12/15/70 9229 AM ASR#3,2 69157 COMPILER
0 MIN 38 SEC FOR COMPILATION PASS
70 CARDS AT 109 CARDS PER MINUTE
872 DIGITS DATAs 10866 DIGITS CODE. 4548 DIGITS COMMON,

ﬁﬂﬁﬁﬁg%;%ﬂﬁﬂgﬁLyé , e a
DIMENSLIUN OPSEC(I0)»0¢1053),CDSEC3210)2CFT(3,10010)50R¢3)522¢3)
INTEGER D T -

ALPHA OPSE
COMMON Js1,JMsN1sMs0OPSESD,CDSE2CFT>DELTASDR
JF=JMe
DO 30 J=1,JF
D0 30 I=1,N1
IF(DC(I»3)=M)20,20,10
10 L=D(I,3)
CALL DER
CALL DEFINCCFTC1,L»J)»0RC1)»DR(2),0RC3))
GD TO0 30
20 L=Nn(1,3)
Ji=J+l
CALL DER
CALL DEFIN(CZZ»DELTAS»DELTA»DELTA)
CALL PROD(DR»Z2Z)
Z=J
CALL DEFINC(CZZs252+2)
CALL DIVD(DR»Z22Z)
CALL DEFIN(CFT(llLaJI)oDR(l)’DR(Z)tDR(3))
30 CONTINUE

RETURN
END
12/15/70 9229 AM ASR#3,2 69157 COMPILER
0 MIN 6 SEC FOR COMPILATION PASS o ‘

26 CARDS AT 245 CARDS PER MINUTE
116 DIGITS DATAes 1274 DIGITS CODE. 4548 DIGITS COMMON,
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Exemplo 1

0%L6=

2°8¢

h*oE
G938l
0°081
0°S=-
| -1
Pl

S*l=-

E°f= °“0°9Ca- L°El
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o
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n
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Q
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un
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i
»
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-
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o
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o

6°ET= E°ThE= E*LEe  9°0DG=  p*4D1 65°51 E*0le-  2°ne 0*8e
1°19 122 1°El ol 2°0ys  0'Z-  E°T-  S'3fe 0'9
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0°h= 0°9= 0*01 0°2e 0° 0'h1 0°3 0°9 02
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Kp( 1= 2

}pc 2y= 1 Xt 2y=
kpl 3= 2 Xt 3)=
®PC As=10 Xt 4)=
kPl Sy= 1 Xt S5)=
Kp( 633 5 X 6)=
KPC 73z 7 Xt T)=

Primeira Solucfo

X 1)Y=

x
s Q0RETT720F+00
¢999514690F+00
0999745477400
«Q99RASTRF4+00
+9999R141F4+00
+99998415¢400

0 09994948F 400

KP( Ry= 9 X¢ B)ye
KpC ay= /& X 93)=

KP{1ny= & Xe10Y=

e

e99999413F+00
«eN9G96A98F+00

200999471 F400

Solucao sob forma centrada

.

P( 1)=3 X( 1)
kp( 2)=1 X( 2)
kp( 3)=2 X( 3) =
EP( 4)=10 X( 4)
KP( 5)= 4 X( 5)
KP( 6)=5 X( 6) =
RP( 7)=7 X( 7)
KP( 8)=9 X( 8)
KP( 9)=8 X( 9)
Ke(10)= 6 X(10)

H]

i

Delimitag@o do érro de

A

X+ X

! ——
210000001 F+0

L 10000001F+01

;10000009p+01

.0990997aF 40N

Z1oonngonr+01'

+99909995F4+0n
~10000001F4+04
L10000000F+01
L10000001F+01

L1000000NF+01

arredondamento

X
«90099RIOF+NO
«999999019F 400
«10000020£401
«10000000F+01
«1IN000NN3E4+01

" e99099978F 400
«990999858F 400
« 10000000 4+01
«10000009E+01

«90009006F 4,00

f‘
«909990890r 400
099999019r 400
«10000020r4+01
2 1N000NN00F+0T"
e 10000003F4+01
+99999078F4+00
¢99999058F .00
c1000NN0NF4+01
. 10000009F+01

+99999996F 400

G=2

b:4

¥

10013231 +01
L10004833F 401
10002551 F+n1

L10001128F+n1

CL100001RTE+NT

<1000018TF+n1
. 1000030A8F+N1
L10000029F+n1
L10000333F401

L10000053F«Nn1

X-x
-w—-z——
«13229500F=02

«42320000F=03
+25481501F=03
«11401001F=03
«18645001F=04
«15775001E=04
+30660ND1F=04
+»388500n1 =05

«33160001F=048

« +52950001E=05

)




Segunda Soluco

KFC )= 3
~KF¢ 2)= 1
KFC 3)= 2
KFC 4)=1C
KPC 5)= 4
KFC €)= S
KEC 7)= 7
_KF( 8)= S
KFC §)= &
KF(10)= &

X( 1)s=
x( 2)=
XC 3)=
XC 4)=
X( s)=
X( g)a=
XC 7)=
X( 8)=
X( g)=

X(1ic)=

i

Z

+99G669987E+CC
+996969935E+CC
19566665 7E+CC
099G96999GE+0C
+99G96G69GE+CC
21996669G5€E+0C
099999659 E+CC
v99G99999E+0C
199595999 E+CC

99965598 E+0C

Solucio sob forma Centrada

KP( 1)= 3
Kp( 2)=1
KP( 3)= 2
KP( 4)=10
KP( 5)= 4
KP( 6)=5
KP( 7)= 7
KP( 8)=9
KP(29)= 8
XP(10)= 6

x( 1)
x( 2)
x( 3)
X( 4)
Xx( 5)
x( 6)
x(7)
X( 8)
X( 9)
X(10)

]

X

099999999E+400

Z+X

—

¢e9599999GE+(CC
+99G69G99GE+CO
+100000CCE+C1!
+599999G6GE+CC
«10C00000€E+01
+99999999E+(C0C

 499999999E+C0
+10C0000CE+01
10000000401
«99999996E+00

«9956999G9E+00
«100CCOCOE+C1
«100CC000E+C1
«10000000E+CH
«99995999E+4C0
+99999999E+CO
«10000000E+C1
«100CC0C00E+C

+10000000E+C1

[PUSUUURER

-

b4

Mgt}

«99959999F+00
«966690996F +00
.10000000E+01
«10000000F+01
.10000000F+01
v9599999GE+00

+99999999F+00

«10000000FE+01

+1000000CE+01

«10000000E+01

<

+10000001E+01
.1ooooooo§+01
.10000000E+C1
+1000000CE401
.100000CCE+01
«10000000E+C1
«10000000E+C1
«10000000E+C1

.10000000E+01

+»100000C0E+C1

Kl
|
I4

+131365CCE=C6
C47947500E=C7
.2528050CE=C7
.113290CCE=C7
.18580000€~0g
»157750CCE=C8"
.30135000E=08
<399000CCE=C9

+3237000CE=C8

«5215000CE=C9



C~4

Exemplo 2

Tk

01«3000000000007
11=300000000000Q°
01=30000000000p1 ¢

0T=3000000000002°*

10+3€yopEpoLetiitTe
00+3BENZS00LLNGE®
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0001896°¢

000E2I9°y

00092g1°¢

b0¢3cyggegoseiin:
00+30€02600h2bh5s"
00+31c689392060T°
10+320969831¢E121°

(r H)x & =(F )dX

=(g )X m.unm VEY

(2 )x 2 =2 )3y
=(f )x 1 =Cy )di

VAVYLIN3D vAY¥l4 805 cqﬁmqow

10+3ip9genoL2tite

00+32202600h4kgs"*
00+3.15898920501°*

10+30095933T€T2T "
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d00tgt2’ 0001y2y°
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(b )x b =Cy )4y
sCeox g =(g
=(2 )x 2 =(2 )dA
=(1 )x 1 =C(1 ddA
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¢c-5

70-300005305HEED"
£0«30058£222190T"
£0-300553535¢162"

£030006E51599¢€2"°

ﬂo*umw«mmmmwm«ﬁﬁd

D0+33s51E123ahGE"
00+3554E3989€E50T°

10+3es55eE52pElCT?

10+32h98E8922T11°
00+35202500b2pG6°
00+36€589894950T

10+310969p31€12T

10+32y93€E3922111

00+33202500KL1Gs"

00+35€56898920601°

10+3109593T€12T "

ginicyg
1396°%¢g
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F0+¢3E.53ER9L2T11
00+36550600H2155°
90+3E5h558920501

10+355h29g3fcl2l®

=(y )X p =Cy )i
=(g )x g =(g )
=(2 )X 2z =(2 )dA

=(1 )x 1 =(1 JdA

vavyLNI) vAY¥23 335 Jv2113s

1043520065921 11

00+312/.895EE9055°
00+35885980534001°

10+3932502552821°
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syZg* 31z23°'h
Ietee Th29e
gi9t*

SIVIOIVI SJ3u443 A3J) S3LN3

H

=(g )x p =Cy )A

=(g )X g =Cg JdA
=02z )x 2z =(2 )

=(T )x 1 =(1 )dA

SIVH¥31 432 JvI11IS

1214339
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Exemplo 3

90«3000000000s€2°
(0=3000000000¢€8¢H°
90«30000000016%2°

90=300000000508¢€"*

E0+¢32,2€36591L€ET"
AL 1A IS 19 .2 0
20+¢3096TnoLhETRS”

€0+¢369,2.9b0€8¢21°%=

€0+302Tcv6G590LET "
¢0+30ep0che6STOT
CO+36/.y6ETLHETRG®

€E0+3E12849y0ERCT "% »

E0+302TEQ659)LET?
¢0+30ew0chEsSTHT®
¢0+36/06E9,.0ET QG

€E0+3€T1294900€E021°%-

0000Eby°2  000bZg9°l

0002248°T  000clsE®c= 0009250°H

00DI9FTE*T  0001106°T  0D0I2TE*2Z- 000p210°%
0003VET*2  000v208°5  ODO0DEIEF*le 0D02v05°2

£0+3040c386591 461"
20+35SE02HE55T61°
20+3ELV5E9L0ETRG®

E0¢350134900EB2T W

VavH¥LINGD

£0+360820865902E1°
20+3228510E55161°
20+32369€9Ltctgg?

E0+30€G04900€E02T°~

000Tp00°*2« 00092G3°

=(p )X € 3(y JdA
=(g )x 1 3(g )dA -
=(2 )x 2 s(2 )3

=(1 )x & =C} )dA

VA4l 4 835 JIvINTIS

=(y )x € =(p )dA
=(g )x 1 =Cg J)dA
=(2 )x 2 =(¢ )dA

=(] )x p =C1 )dA
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~ 10+305909EE36405° E0+302TEusG9 b LET® E0+31En2E2o0ELEl” - =(y )X £ =(y )
i
4 10+3536221Tp9311 z0+30€n02shEsSTaT e0+3105226232181° =Ce )X 1 =Cg )

i
~
o~
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c-8

EXEMPLO 4
VATRIZ CACA
241546C00C 6231000 43146000  +161500¢
. 2.84310C0 3,141500C  +624160C  +2131000
.314600C  .6241C0C 4,821600C 8245000
(1615000  +2131C0C  «824500C 6.4131000
MATRTZ INVERSA = FCRNA CENTRACA
CCLLNA 1 S
.7146493&05785500_ 71464938057 1E+00 «750000000000E=11
-, 654288813227E400 L 654288813221E+00 «115000000000E=10
,38261468G488E=01 0 382614689481E=01 «130000006000E=11
v = 11747C646221E=02 \117470606232E=02 +390000000000E=12
CCLUNA 2
i - 187C31776637E400 W187031776634E+00 «3000C00000C0E=11
JUSE148220849E+00 V4S8 148220844400 +5500000000CCE=11
-, 513804655422E=01 513804655420E=01 70000000C0C0E=12
~.523718¢16155€"02 0523718016185~ 02 «22500000C000F=12
COLUNA 3
=.2086434577¢3E=01 v208643457701E=01 «7C00C0C00000E=12
'.2226490326065-001 .2226&90326455‘-01 +6500000000C0E~12
216175623942E400 216175623941+ 00 +2000000000C0E~11
-, 265278659636E"01 ,265278659636E=01 «2500000000C0F=12
COLUNA 4 ' |
. ~,S0S561645268E=02 v509961645293E=02 «285000000000F=12
L278643245209E=02 «278643249200E=0C2 +170000000000E =12
v -, 27045344305TE=01 ,270893443056E=01 +450000000000€=12
¢ 159544951265E400 «156544951295E+00 +1C00000C00C0E=11



EXEMPLO 5

c-9

'ATRIZ CACA

~641375C0C 2.9C42C0¢
2.1356c¢CC 1.0124C0C

=3.7362CCC =1.€4210CC:

1.866600C . ,8526000

/ATRIZ INVERSA = FCRMA CEN
/

SGLUNA 1
-, 258258793367E401
v341€22¢85963E+40C
=,1C8C0845C7C2E+01
1404434187 15€+401
:GLLAA é |
eH6717584S234E+01
«100895632973E+02
“,80622551912€6g+0C1
;.1990029557535¥02

CCLUNA 3

“7.1313C0¢ 5.8C240C¢C -
~2.,3121C0C 1.9C11¢C¢C¢C
4.,052600¢ =3.,35150CC

=2.0041000 1.,6824000

TRADA

~,258258793423¢+01
0341822085871+ C0
*+108098450645g+01

«140443418822¢+(1

CA67175849271E401
«100895932988E+02
-, 806225519231F+01

“,196002955777¢+02

-

=.572321263125g401
vS15707473575E401
+630825553105E+01
' 520350561795E401
CCLUNA 4
» PTT316244846E40L
JST4137C4TSETESOY
v254C52010938E+02

+365721065556E+02

'.5723212631845*01
29197C747357CE+01
0630829553253£+01

.9203505620375?01

©,777319244526E+01
«574137047369E+01
«254052010957E+02
,365721065595E+02

«6140000000C0E=08
v371000000000E=08

«2055C0000C00CE=~08

«2470C000C0CCE=CQ8

+6970000000CCE=CT
42550000000 0E=07
023915000C000E~Q7

«272000000C00E~0Q7

»244350000000E~07

+1721000000CCE=07

«8125000000C0E=~08

«860500000000E=08

+11133000C0C0E=06
«7286500000C0E=07

«385500C00000E=07

+40800000000CE=07



EXEMPIO 6

C-10

VATRIZ CACA = paAnCS cCv ERRCS INTCIAIS

« 24154€¢0C J8431CC0 +3146000 e161500C

2.,84310C0 3,1415000 1624100C "e21310C¢C-
«314€6CC0 0€6241C00 4,8216000 08245000

«1615¢C0 «2131C0¢C 08245000 6,4131000

VATRIZ INVERSA = FORVA CENTRADA

| cOLUNA 1
' 718646387 682E400 71464938057 1E+00
| =, 654Z88823922£400 =, 654288813221E+400
i . . 382614718254E01 |, 382614689481E=01
| * 11747 0&4TBAEE=C2 =, 117470646232E=02
CCLUNA 2
= 187031779944E400 =, 187031776634E+00
|  4S814822634CE400 498148220844 E+00
; “513804666650Em01 | =.513804655420g~01
| - .523718045875E"02 =.523718016185¢=02
coLina 3 .
| -~ .2C86434519C1E=01 “.208643457701E=01
i - "e22264604945T7E=01 "e222649032645¢=01
| 216179624583£+400 121617962394 1400
31 =,265276659121E=01 =,265278659636F=01
‘IQ£LUNA 4
- .5C5S61748552E=02 . =1 50956164529 3F=02
i 2786433560217 02 278643245200E02
-,270453445133€"01 =,270493443056E=01

«155544691388E+00 «156544991295E+0Q0

+710941410000E~04
+B4105340000CE=04
v287651540500E~04

2173497296750 04

v37716617000CFE=04
0448860C450C0E~04
+1535620065CCE~04

¢9287228665C0E=05

e 149466622500E~04
+1820324655CCE=04
0622579850000E=05
+37550951000CE=05

«1019039749Q0FE=04
+12227565105CE=04
»418225315000E=05

«252253050000€E~05



EXEMPLO 7

Cc-11 '

VATRIZ CACA = CADCS CCV ERRGS INICIAIS

T 641375¢CC0

2.1356¢C¢C

|
1
rGLLhA
|

L

CLUNA

SLUNA

LUNA

1.866€CCC

2.904200¢C

1.C124C00
e1.6421000

€526CC0

PATRIZ INVERSA =« FCRMA CENTRACA

1
~0258323742829g+401
«34258€214912€400

“s1C8C37612734E+401

140527750555 401

2
JU676026€6766TE+01
,1C0757447612+02

= 8720546128 CE401

*e155C096663684E+02

3 L

=e572460224841E+01

9202775527¢1g+01 .

«631072562631E401
«92053622915CE+01
4

- 778243021674E401

«577022549055E+401

25018047 TT41E+02 -

e JESE2G325254E+02

=2,3121000
4,0526C00

=2.,0C41C0¢

~7.131300C 5.8024C0C

1,901100¢
©3,3515000

1,6824000

034182208587 1E+00

4258258793423 p4Q1

“+108C98450645E+01

e14C443418822F401

46717584927 1g+01

«100855632988+02
-,806225519231E+01
*e196002955777g+Q2

~.572321263184E+01

vS19707473570E+01, .« . ©
 +630829553253g+01 B

0920350562037+ 01

"e777316204926E+01

eS574137047369E+01

¢254052010957€+02
¢365721065595g+02

T 'l“

e1167439939S0g+00

- e671617465255¢=01

.399910755100E'0f

. -eA76911112250E=01 .

0«145562157294E401

0838387513381€400

«516369271970E+00

95737405067 0CE+0C

.07029?430405E*OC

«319110815315¢+00

«160620834$20E+0C

+167832203265¢+0¢0

- 9224570967166F+01

¢134437084374E401 "
e80856607025CF+00
v844868133700E+00



2

c-12

EXEMPIO 8
MATRT7 DADA
2.1546 «R431 «3146 «1615
2.8431% 3.1415 «6241 . 2131
3146 6241 4.8216 + 8245
.1015 2131 «8245 6.4131.

SOLUCAD S0OB FORMA CENTRADA

MATRIZ TNVERSA fONSINERANDD
NORH4A DFE E = .331887¢=04

COLUNA

COLUNA

COLUNA

COLUNA

1

«T14649330495E+400
~«654288813050€E+00
.3826146894015‘01
“.117470646185E=02

2

‘;187031776586E+00

h98148220T16E+00
=+513804655380E-01
*e523718016250E=02

3

“.2083643457651€~01
=42226049032616E-01

«216179623901E+00
~e265278659601E=01

4

M

RO= +,1i0152g~03

+110600000000E=04
«155050000000E~03
+390100000000E=D9

«213755000000E~09

«107550000000E=08
+«139600000000E=08
+380050000000E=09

+214505000000E=09

+103205000000E=08§8
+130355000000E=08

«411000000000E=09

+218050000000E=09



MATRIZ INVERSA CNNSINERANDN

=, 909961645220£~02
«278643248851E-02

»,2704934402974E=01

«159544991289E+00

NORMA DF E = .331887£=04

COLUNA

COLUNA

COLUNA

COLUNA

MATRTI7 INVERSA CONSINDERAWNDO
NORMA DF E =

1

«714549380590E+00
=,654288513300E+00
«382614689601E=01
'all?&?Qéﬂﬁl?%E'OZ

2

=s18731776636E+00

s498148220846E+00
~+513304655435E~01
=e5?23718016100£=02

3

~e208643457691E=01

- 222649032626E=01

¢ 236179623926E+00

= 265278BA59616F=01

4

= 909961645265E=072
W2T85432089201E=07
=, 270493443066E~01

0159344991294£+090

+331887F=04

M

"
o)

M= 3

C-13

«102740500000E=08
+130051000000E=08
¢3725500N00090E=N9

«2180000000N00E=99

RO= .365577F=13

«151000000000E~09
«40050000000NE=NQ
«401000000020E=10

«3755001700000E=11

»955000000000E=1D
+2260000000N0E=1Y
+325500000000€£=10

«600500000000E~11

¢

«120500000000F=10
+125500000000E=10
«960000000000FE=10

+1155000000N0E=10

¢255500000000E=11

«501000000000E=11
¢ 105500000000E=10

«120000000000F=10

RO=

«121329g-17



¢

[

COLUNA

COLUNA

COLUNA

COLUNA

1

«7146493R80595E+00

=.654288813250£+09

»3825146R89551E=01

*.1174706486180F£=02

2

- IRTNALT76636E+00

L49814B220846E+00
.. 513804655435E=01
~.523718016100£=02

3

'.20864345769}E‘01
"e222549032626E=01

«216179623926E+00
~,2652786%59616E~01

4

", 9N9961645265E=02

278643219201 E=02

= ,270493443061E=01

«159584991294E+400

¢-14

+126000900000FE=09
«350500N00000E=99
«351000000000E=10

«320500000000E~11

+7550001700000E=10
»176000000000E=0Y
»255500000000E=10

.?005 A000060E~11

+100500000000E=110

«105500000000E=~10O

»7T60000000000E=10

,955000000000E=11

»225500000000E=11
«501000000000E-11
+805000n00000F =11

«1000000000NDE=1D



c-15

EXEMPLO 9
MATRIZ DADA
6.1375 2.7047 741313 5.8024
2.13R6 1.0124 23121 1.v011
~3.7362 =1.6421 440526 =3.3515
18066 WA526 =2.0041 1.6824

SOLUCAD SOB FNRMA CENTRADA

MATRT? TMVERSA CNONSINERANDO - :
NORMA DE E = .612817F=03 M= 1 Rz «378774E=0%

TCOLUNA 1

=,258258790900E+01 W780200500000F=05%

€

COLUNA

COLUNA

COLUN®

W 341822094500£+00
=, 108098455501H+01
«140403409650F+01
2
HET1ITHHA6951E+01
100325932771 E+02
=, 806272551 4150E+01
=, 199002954794E+0?

3

- 572321259500E+01

Q1970747 HTOOFE+0
2630329591500 F+01
2+ 970350555 00NE+01

ll

t

wTTT3192027T50E+01
JST74137044T750E401

W 25075201 1350E402

«9534650050090F =05
+153590050000E=04

e292165050000NE=04

TE10SIN00GO0E=)5
95451000000 0E=1%
1D 370850806000 F =04

«252505500000F =04

«782100500000F=0%
«956401000000F=05
«1540500850000E=04

«25290NN050000E=04

o TH2TS50S000NDE=0S
e IHTHASINO0OVOE=NS

«1954050500000E=04



MATRI7 INVERSA GONSINERANDOD

0 365721066000E+02

NORMA DE E = ,612817£=03

COLUNA

1

-,258258793350£+01

.3013220&6QOOE+00

s 108098450701 E+401

COLUNA

1408434 1K8750E+01

2

CUBTI7SHAOPV1E+DY
f

10089503797 1E+02

¥

“o 80622551 7000E+01

ChHLUNA

f

!

-.1°9w:?1557?1£+02

3

f

'.57??’1263100F*Ul

COLUNA

CO1YLOTATLISNE+O1
eHIHIPIHBIHONE+D ]
L9020 150561500E+01

4

-.77?31“244550E+01

[
e H78137046650L+01
25201089 NE+02

e3IRD/ LAY OE+D?

c-16

e 252700500000F =04

Rtz ¢230280¢E=09

«115050000000E=07

«c110005000000E=D7
«210050000000E=07

+335n50000000E=97

«220100000000E=07

e 2410000000N0E=N7

-« 330050006G000F=07

cT7TO500N00000E=)7

«750050000000F =07
e 7851000000006 =07
«1A5005000000E=05

2 24500500000C0E=06

«515050000000E=07
V7451000000005 =07
J750500000000F =07

«105050000000E=06

MATRI? Y 00Ty CHUSTNERANDG

NORMa NF 7 =2 oAL2R17F=03 M= 3 ROz «141120¢g=12

CALU \

“ 29820079385 0F+01 + 6525000000808 =04



¥

COLUNA

COLUNA

COLUNA

«341822085500E400
“,108098450701E+01
o 140443418750E+01

2

WB67175849151E+401
.i00895932976E+02
“«806225519000E+01
=.199002955606E+02

3

~.572321263100F+01
91970747 4350E401
«630829553500E+01
«920350562000E+01

4

= 777319284600E+01
WSTHLI3TO046650E+01
«?254052010900E+02

«365721065550E+02

C-17

.550050000000E=08
+130050000000E=07

«195050000000E=07

«175100000000E=07
«1REN0DN0D0ONOE=DT
«260050000000E=07

»5355000000N0E=07

«7400500000008=07
+765100000000F=07
«165005000000E=06

» 2400050000006 =06

«490050000000E-07
«735100000000E=07
«700500000000E~07

«950500000000E=07



¢-18
v EXEMPLO 10 '

VATRTZ CACA

CADCS CCv ERRCS TNICIAIS

21546 LA431 J3146 01615
Z.84231 13,1415 E241 2131
| $3146 (€241 4,8216 LBZ4E
« 1615 e2131 “.8zus €.4131
SCLLGAC SCE FCRMA CENTRACA
WATRTZ INVERSA CCASIGERANCC
NCRWA NE E = «147175€=03 ve 1 RC= «216635¢
) CCLUNA 1
z ST14E4G8CSSCECO «KSEZSES1CCCCE=0A
S E6S4288813250E4C0 B2542551CCCCE™04
+38Z€14€65C001E=C1 v23447€CC1CCCE=CH
~.11747C€4SCO1E~C? +13558750C10CE=C4
i CCLLNA 2
|
| “«187C31776651E4C0 "+ 34574951C00CE=CH
| JUSE14EZZCESIE+CO “436SBUS1CCCCE=CA
: - S13804655500EC1 . 1235335C100CE=CH
; =+523718C1€C0CE~C? 7T14336GC1CECE05
| COLUNA 3 |
&
=, 2CBE4ILSES01E~C] +1333525C1CCCE~CA
. . - 2226450320016 C1 «16R854CCC1COCE~CY
cZ16176623516E4C0 | CU7E6448ECCCOCE=CS

~ ZES37RES5E01E=C «27551CC1CCCCE=CS



tal

COLLNA 4

=.GCGGC1€a3C0CE~CTY
e278@F43Z2°CCC1EC?
=ez7CA4S234121C1E"C]
e 1596544681267 E+4CC

MATRTZ TAVERSA
ANCRNMA RE E = o

CCLLNG 1

+T14€4G232C5CCE+CO
= £CAHZERB13Z5CEHCH
«3826146955C1E=C1
=e11747GCESCCCIEC?

COLLANA ¢

~ 18703177€€51E4C0

P 45E1UEZ2CSS1EHCC

\n
-
(¥4

’ BCYeE=cs0ceE~CH

~eSZ371RC15S0CE~C?

chLna 2

"ezCECA43ECC1E-CH
~eZ2Z2Z€4GC02ZEC1E-CH

«Z21€17G6240C4AE+CC
=e2€ZZ78€55751E=C1

CCLLNA 4

“eGC55€163GCCCE-C?
.278&&3205C01E‘C2
“ g7CUS3462451E~CY
«156S466133CE+CO

VAT:T72 INVERSA CrnsInErAnCC

¢-19

+SZFSREREC1CCCE~CS
11711CCCCICCE~CH
«331061C1CCCCE-CS

»1614384CCCOCE=CS

RC= «3168821E-11

+ESE€1UECICCCCE=CH
82626C51CCCCE=04
«2344375C1CCCE=CAY

¢+1355€5CCCICCE~CH

v 34

(91}

$C151CC0CE~Q4
«43ETSTE1CCCCE=CY

»1234815C1CCCE~04

L 718C345C1CCCE=0S

to
iad

«133172C0C1C0CF=CY

e 1€22135C1CCCE~CH

~ s 47TSECHECCCCCE=OS

«27514C21CCCCE-CS

$52471€6CC1ICCCE-CS
«1168735CC1CCE=CA

+33C36451CC0CE=CS



(4

CCLUNA

CeLLA®

CCLUNA

CCLLNA

MATRTZ IANVERSA CCNSICERANGC

F E = 14717S5F=C3

1

«71464523RCECCE4CO
~.€547z8881325CE+CC
vIEZE14EFSE01E"Q
=,11747065CCCIE~C?

~

<

» 187C23177€£651E+C0

«4GE14RZ2CSS1E4CO
»,S138CyeRE500E-C
--523718c155606'02

3

“.zCBEUIL=ECCIE-C]
=.zZZf450225C1E"CH

ez1€17G6624CC5E+CO
“e2€SZ768€55751E7C1

4

“eGC5GE1€63GCCCE~C?

o ZTBEUIZUSLCIE~C2

-.;7c093au3a51E'Cl‘

«15654466133CE+CC

MNCRNMA DE E = «147175€=C3

CCLLMA

1

oT14€4G3RCECCE4CO

= 6SUZERE1320CE+CO

W JEZAL14ERSSCIE=CI

<z
1]
(ay

ve &

¢-20

RC= ,46G22RL=1F

+&5F14ECICCOCE=CA
«8262GCS1CCCCE~QH
$2344375C1CCCE~CH

+135E€ECCCICCE~CA

«345€6C151CCCCE=CH
«43676751CCO0F=04
«1234815C1CCCE=-CY

«714034SC1CCCE~CS

«133173CC1CCCF=CH4
¢1€E3135C1CCCE=CH
+47S8CU4ECCCOCE=QS

+27514C31CCCCF=05

GZUT16CC100CE=OQS
+1148735CC1CCE=CAH
+330354%1CCCCE~CS

«151C5115CC0CE=0S

vESAL47CL1CCOCE=CH

+82G6ZBSC1GCOCF=CA

»23h4378C1CCCE=CH

RC= +69C€Q00E~=1¢



CCLUNA

CCLLMNA

CCLLMA

®¢11747C€5SCCCLE=C2

~

4

=, 187C3177€€51E4CC

s 4SE14E8ZZCSCIE+CO
-+5138C4€55COCE~C!
=.523718C155CCE=C?2

3

“.ZC8E424°E5CIECT
».222645¢325C1E~C1

e21€6176€2359¢€E+CC
-.2652786‘9751E‘01

4

"G CSSE1€4ZCCCETCD

278643245 CC1E=C?2

. “e27CAS24434C1E~C

VATRTZ

NCRVA DE E =

CCLUNA

LCCLUNA,

«159544661327E4CC

INVERSA
L]

1

71464638 C5C0CE+CC

" €SUZ8RE13IICCEHCO

WIBZEL1L4ERSSCIE~CH
= 11747065C0C1E~C2

~

<

“.18703177€651E+CO

WUSE14822CSC1ERCE

“,8138¢né8ECCCE~CL.

52371RCI5SCCE=C2

 ——— L —

3

c-21

"»1355€5CCC1CCE~CA

+3456C151CCOCE=CA
«43675€6C1000CE~C4

+1234816C1C000E=C4
+714C335C1000€-CS

»1331725C1C0CE~04
+16R3115C10C0E~04
W4758CZECCCCCE=CS

»27513851CCCCE=CS

$52471CCC1CCCE~CS
«1148735CC1CCE-CAH
+33C352C1CCQCFE=C3

+161C5CECCCOCE=CS

v656147C1CCOCE=04
«82628SC1CCCCE~OQ4
$2344375C1C00E=CH

«135563CCC10CE~04Q

+345€C151C000E~04
v43IATSECLICOOCE=Q4L -
«123481CC100CE=04

\71460335C100CE=QS

RC= +10163GE=23



CCLLANA

COLLNA

WATRTZ

3

= ZCBAU2LEESCIE-CY

FZrU4G6C32ECIE=C

[AV]

eZ1€175€235G¢E+CC
=~ez€SZ78€597S1E~CH

4

“eGCGSE1E€42CCCE=C?
WZ2TEEU3ZUSCC1IE~C?

= Z27CAYALLZAC1LE~CY

«155544G6S1327E4CC

INVERSA CONSTRERANECC

NCRMA RE E = +1471758€c=(C3

CCOLUANA

CCLLNA

COLLAA

CCLUNA

1

«7T146453RCSCCE4CO
< 6542€R81330CE+CO
«38ZE146RSS01E-CH,
=y 11747 CERCCOLE=Q2

”

4

~.187031776€651E4C0.

v 4SE1U4RZZCSC1E+CO

-+513804655000E"C1, .

=.523712C15500E=02"

k|

-

‘
'.2086Q3ﬂ58501E'0d

22€45¢32501E~01

Ny

.
+Z21€617G6623G94E+00
-.265275659751E'01

4

M=

c-22

31725C1C0CE=C4

Cas

o1

«1623115C1CCCF=04

«27513851CCCUE~CS

«52471CCCI1CGCE~CS
+1168732CC10CE-C4
0 33£362C1C000CE~C3

+161C=C5CCCCOE~-CS

«€6S4147C1CCCCE=Q4
82GZESC1CCOCE~CHY
02344375C10CCE=CA

+13SS€2CCC1CCE=CH4

#»345€C151CCCOE~CH
«43675€CICCOCE~CH
«123481CC1CCCE~CY

2714C33SC1C0CE=QS

«1331725C1CCCE=04
+1€683118C1CCCE=CH
.47c58CzeCCCCCE=CS

v27513€S1CCCCE=CS



~eGOGGE1E4ZC0CE=CT
e2T8643Z45CC1E=C?
~e27C453443401E-C1

«135%44991327E+4C0

¢-23

¢SZ471CCCICCCE=CS
«116ET73SCC10CE~CY
+33C392C1CCCCE=CS

¢161C3CSCCCCCE=CS



“sGCSSE1642CC0CE=CT
oZ278643Z245CQ1E~C?2
=e27CAS34L34Q01E=C1

«156244991327€+4C0

c-23

«52471CCCICCCE=CS
+116E735CC10CE=CHY4
«33C03$2C1CCCCE=CS

¢«161CSCSCCCCCE=CS



C-24
EXEMPLO 11

" VMATRTZ DACA

nANCS CCM ERSCS TANICTAIS

£.1375  2.9C42  =7.1313  5,80%4
2.1356 1.0124  =2,3121 1.5011
-3.7362  =1,6421  4.0526  =3,3515
1.866¢ as38  =8.,0041 1,6824

SCLLCAQ SCE FCRMA CENTRADA

MATRTZ INVERSA (rA
NCRVA DE E = 48260 RC= +6G3C13E~C4

COCLLNA 1 |

'.258?587P7GCIE+CJ
«3418272CFEC01E+0QD
'-103C98460001E+0H
+14CU443405001E4CL.

CCLLNA ¢

«467175€3CC01E+CY
+1CCE55533C01E+02
=+ 8CE22547500CE+01
~+15500295CC01E+02

CCLUANA 3

=.57223212£KCCOCE+C
+G167C747G00CE+C
63C8Z654E0QCE+QY,

«52C38¢8=CCOCE+CH

»7CE272CC1CCCE=C2
+BE2C755CC10CE~C2
+138E8SECCC100E=01L

v2279925CC10CE=01

«457844CCCICCE=CL
«556637CC1CCCE=01
»SC14255CC1CCE"01
«14RCCECCCICOE+00

+»33C186CCC1CCE=O1

+4C36C10CC1CCE=CY
s65CCG35CC10CE=0C1

+1CA7368CCC1CE+CO



CCLLAA 4

~o77721627CCCCE+C1

«ST4137c4C000E4Q1

S4CS2crSC01E+C?

N

(¥ )

€57Z21CE8ECO1E+C?

MATRTZ INVERSA CANSINERANCC

NCRVMA DE E = .926C164F=C2

CCLLNA 1

=,258258855501E401
«3418273850C1E+CC
“.1CECS82CCCOLE+CT
«14CU43€ECCCIE+TT

CCLULNA 4

o4€67175465CC1E+C1

e1CCESSSETS01E+C2

=e8CE2254CcE00CE+OY,

=.1550C25235001€E4¢2

CCLUNA 3

~.5723213400CCE401
«S157C761CCOCE+CT
L 63CBZSRIC00CEC1
+52C3505CCO0CE+Q1

CCLLAA 4

‘e o 77723185235C0CE4CH
«ST4137CUSCOCE+CY

«254C51665001E4C2

W165720BESCC1E+C?

vATRT2 INVERSA CCANSINERANCC

Ny

¢c-25

767872CCC1ICCE=CH
«G78263CCC1CCE=C1
«187CESECCICCE+NC

25762€SCC1CCE+CC

+S€7ZC75C1C0CE~CZ
$65329CS0C1CCE=C2
«111671CCC1CCE=C1

«183352CCC10CE~C1

A4471C25CC1CCE=01

© 9546487501 CCCF=C1

+BECZ5150C1CCE~CL

«1445255CC100E+00

,.«31R4€1CCCI1CCE=01

»36G244CCC10CFE=01

" +€Z6G51CCCICCE=C1

«1CZ645C0CC1ICE+00

WTEGE53ISCC1CCE=C1
W GES2155CC1CCE=C1
V1554725 CC10CF4CC

2552715 CC1CCE+CC

RC= .57451BE=0¢



T

NCRVD CFE E = L826C16F=C2

CCLUNA

coLuna

CCLUNA

COLuna

MATRTZ INVERSA CONSICERANCC

1

~,25825P8545C1E401
«3418223°75001E400
= 1CB0S8255001E+01
L 14GA4366CCO1E+CT

”~

4

fd4€717566CC01E401

«1CCE855658C01E+C2

“«B0622541CCOCEYCY

“«155CC264CC01E+C2
3

e27¢321345COCE+C!
.91970}63SCOCE+CI
«£6308258350CCE*CH
.GZCEEOGCCCOCE;CI

4

“,77731853c00CE+C!

«574137¢SCCCCE+CT

s Z2340516G05CC1EYC?

¢3ESTECBACCQLIE+C2

NCRVMA DE E = o326C16E-C2

CCLUNA

15

1

- Z58258854501E+01
V3418233850 C1ECC

-,108C523cC0C1E+CH

v

c-26

(a8

“SEFCEZSCICCCE=02
CES18S15CCICCE=C2
«1114455CC100F=01

«182682CCC1CCE-01

Ja447C11CCC1CCE~QL
SUE3TECCICCCE-CH
«EECQ72CCCI0CE=O1

+1445CCCCCICCE+CC

W3183¢15CC1CCE~-C1
14

«3861215CC10CE~01

«EZETSESCCICCECH

v1C2S13CCCCICE40C

+7865835CC1CCE=C1

e5€5134CCC1CCE~CY

~

SS4SEECCICCE+CC

L]

+255248CCC100E+CC

4 RC= L3G4B47E=1C

+SEACSITCICCCE-CE
+6G1E8E15CC1CCE~CE
¢111444CCC1CCE~CY

RC= ,47¢z84E=CP



43

CCLUNA

CCLLNA

CCLUNA

M

MATRTZ

NGRMA DE E = «826C

CCLUNA

«14Q044363SCC1E+C1

2

U4ET1756RSCCIE+CT

»1008556585C1E+C?

=.80622541CCOCE+CH

“.15500254C001E+02
; :

~.57232'1365000E+C1

«515707635C00E+01

«63082983500CE+01

+52035090C00CE+C1
4

=.77731aS40C0CE+C1
«ST413705CC0CE+C]
«2540515050C1E+02
v3657208£0001E+4C2

INVERSA CoONsl
16£=02

1

“e2358258854501E+C1

«3418223850C1E+00

=+10€0583000C1E+C1

COLUNA

o - &

v 140443655001E+01
2

2467175425001 E+01
«10086565€501E+02

- 806225410C00E+01

.*¢1550C254C0C01E+C2

CERANCC

Cc-27

L18267658CC1C0CE=Q1

o447C115CCICCE=CL
SHE3ITESCICCCE=CH
+8E8CC7Z2CCCICCE~C1

+14450CCCC10CE+CO

«31P3615CC1CCE=C1
«38G1215CC10CE=C1
W€ZET7SESCC10CE~01

«1C2913CCCCI0E+0C

e 78GSRUCCCICCE=CH
+$€5134CCC10CE~CH
+1554S€5CC100E+CC

W 2E552UECCCICCE+CC

RC= «3272334E-17

5€6CSI5C100CE=C2
V6S18615CC100E" 02
+1114440GC100E=01
V1825765C010GE"C1

W447C118CC1CCE~CY
«SUEF3TEECICOCE=~CL
«B8cc7ZCCCICCE~CY

+14450CCCCICOE+CC



E;gﬂwﬁmﬁﬁmw
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EXEMPTO 12

1 2 1000E©99 (000E=99 ,000E=99
38 ¢000E~99 4000E=99 ,000E=99
5 6 2 000E=99 (000E=99 ,000E=99
38 +000E£=99 ,000E=99 .odoz-99 Descrigio do Sistema
2 7 & 2 ¢000E"99 4000E=99 ,000E=99
1 27 3 +000E=99 +000E=99 ,000E=99
1 2 ¢ 4 +000E°99 +000E=99 ,4000E=99
1400 1,00- 1,00
1,00 1400 1,00
1,00 1,00 1,00 Valores Ini
1000 1,00 1,00
COLUNA 1
1,0000000 1,0000000 1,0000000
1,0000000 1,0000000 1,0000000
1.0000006 1.0000000 1,0000000
1,0000850 10000000 1,0000000
1.0000000 140000000 1,0000000
1,0000000 1,0000000 1,0000000
+00000000E=99 «00000000E=99 v00000000E=99
COLUNA 2
2,0000000 2,0000000 2,0000000
«00000000E=99 +00000000E=99 +00000000E=99
1.0000000 1,0000000 1,0000000
240000000 2,0000000 2,0000000
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©1,0000000 «1,0000000 =1,0000000
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©,50000000 ©+50000000 =,50000000
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©,26388899£"01

+ 34861110 .
0184722214
072916658
3,8583330
016388888

COLUNA 8

265535707
©,15873029E%02
021408727
011666665
061349197
3,0793647

097820600E=01

- COLUNA 9

o46160707
+10615071E=01
212256942
0o81721220€~01
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2,3435760
140868181E%01
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084305557
©,26388881E=01%
038861112
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111666667
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EXEMPLOAEQ*

000000000 200000000 ¢00000000

1 2 ¢ 5 ,0006°99 4000E=99 ,000E=99

384 6°6 (000E=99 ,000E"99 ,000E<99
; S 6 ¢ 7 (000E°99 4000E“99 (000E=9?
07 &1 2,00 2,00 2,00 Descricg8o do Sistema
03 a8 2,00 2,00 2,00
2 8% 2 ¢000E%99 4000E=99 ,000E=99
01/ 3 2,00 2,00 2,00
01 ¢4 2,00 2,00 2,00
1,00 1,00 1,00
1,00 1,00 1,00
1,00 1,00 1,00 Valores inicieis
- 1400 1400 1,00
coLUNA 3
- 1,0200600 140000000 1,0000000
1,0000000 1,0000000 1,0000000
1,0000000 1,0000000 1,0000000
1,0000000 1,0000000. 1.0000000
1.0000000 1:0000000 1,0000000
140000000 1410000000 120000000
140000000 *, 120000000 } 140000000
=1,0000000 “1,0000000 ! ©1,0000000
goLunNa 2 - :
‘240000000 2,0000000 . 2,0000000
. @1,0000000 ©1,0000000 ©1,0000000
. 240000000 1240000000 2,0000000
- +$40000004 140000000 1,0000000
1,0000000 ,x.ooooooof 1,0000000
3,0000000 3,0000000° 340000000
4,0000000 440000000 . 4,0000000
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®,50000000
=1,0000000

1,0000000

1,5000000
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6.5000000

1,0000000

COLUNA &

453333333
151666666
©0 66666667
1,3333333
249999990
1,6666666
846666665
066666666

COLUNA 5§

4,3333332

=,12500001
V41666665
1,0833333
020833290
2,4999996
8,8749990

*4,01666660

COLUNA 6

"3.5499996

Y

a2,0000000

- -440000000.
50000000

2490000000
10,0000000
£+5000000
éqOOGQQOQ
$05000000

- §00000000

453333333

. 303666666
0566566666
103323333
089999900
106606666
0:6666665
166666666

843333332

©e12499990

004666667
1:0833333
220853310
200999998
8.8749992
0541666667

3:5499096
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©2,0000000
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©¢50000000

2140000000
1,0000000
105000000
2,0000000
695000000
1,0000000
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2,5000003
8,8750009

©0041666665

3,5500008



(e

¢-35

' ©,75833338 », 75833330 - .y 75833328
46666664 186666666 (46666676
086666664 186666664 186666666
70833260 170833300 70833420
1,9166663 109166664 1,9166671
9.2499971 9:2699982 9,2500025

. 36666676 ©s 46666666 “1 86666664
COLUNA 7
3,0833323 340633326 3.0833342
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41825344 81825397 841825049
COLUNA 9 ‘
2,6001942 206001972 2,6002023
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“,13963430 ©,13963295 ».13963158
«3689382% 030893835 + 3889387
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EXEMPLO 14

»,88131000E"02 »,88049000E~02 =,87962000€=02

452450101 452450368 452850898

8.9708242  B.9708532 8,9708907

< »13963158 113963295 113963430

COLUNA 10

1.9935164 109935228 1.9935314

*, 17328900 =917328866 2417328840

V41611213 W 41611536 v41611887

' ,28891046 28891080 v28891137

00000000 00000000 - 400000000

200000000 000000060 +00000000

00000000 00000000 .00000000

: . 00000000 100000000 00000000

2 3 /7 4 .0C0E=99 (000E"99 ,000E=99

- 0 6 » 1 $,00 1,00 1.00 Deacrig@o do Sistema

¢ 3 « 221,00 »{.00 ‘2,00

028 3 1,00 1.00 1,00
«000E=99 <000E=99 +000ES?
;0005-99 .000[~§9 .000£~99 Valores Iniciais
1,00 1400 1,00
COLUNA 1

+00000000€°99  ,00000000E=99  400000000E=99
»00000000E=99  (00000000£=99 - ,00000000E=99
1,0000000 1,0000000 1,0000000 .
+00000000E=99 «00000000E=99  ,00000000E=99

COLUNA 2

" ,00000000E=99 . <00000000E=S9 . ,00000000E=99

»1,0000000 «1,0000000 *1,0000000 .
© ,00000000£=99  (00000000E=99  ,00000000E~99
®1,0000000  =1,0000000 «1,0000000



COLUNA 3
%,50000000

© ¢00000000E=99

©,50000000
-00000000Ef99

GOLUNA &

«00000000E=99
016666666f
0« 00000000E=99
©,33333334
coLUNA B

©,83333335€°01

«00000000E=99
0 41666665£=01
+,00000000E=99
SOLUNA 6
«00000000£=99
©,83333336E%02
00000000E=99
®¢13333338
COLUNA 7
=,22222225€°01
«00000000E=99
©,13888890E%02
<00000000E=99
COLUNA &
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«19841268E703
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+00000000E=99
®¢50000000

«00000000E£=99"
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