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RESUMO ABSTRACT
A anédlise de sensibilidade pelos A sensitivity analysis using the direct
métodos: direto e perturbativo diferencial é and the differential perturbative method is
aplicada ao modelo matematico performed for the mathematical model of a
unidimensional, incompressivel e one-dimensional, incompressible  and

adiabatico, de um escoamento de duas
fases. Neste trabalho estuda-se o
comportamento de um escoamento bifasico
anular, onde o liquido ocupa a parte central
do tubo e o gas se mantém préximo as
paredes. Os coeficientes de sensibilidade
sdo calculados para parametros que
influem nas propriedades fisicas das fases,
nas condigées de contorno e iniciais. Os
resultados obtidos por diferentes métodos
mostram excelente concordancia.

Descritores: escoamento bifasico,
métodos perturbativos, simulacéo
numeérica.
1. INTRODUGAO

O comportamento de escoamentos

através da solugdo das equagbes que
descrevem o fendmeno fisico é de vital
importancia para predigdes, assim como
também €& importante conhecer a priori como
0s parémetros do sistema influenciam no
comportamento do escoamento. Em geral o
estudo de sensibilidade para diferentes
parametros é realizado tragando superficies
de resposta, obtidas mediante a execugao de
um cdédigo direto repetidas vezes. A teoria de
perturbacdes, entretanto, tem se mostrado
sumamente eficiente para efetuar estes
estudos. Esta eficiéncia, amplamente
mostrada na area de Fisica de Reatores por
Gandini [1], tem motivado a aplicacdo de
métodos perturbativos para andlises de
sensibilidade em outras areas [2], incluindo a
Termo-hidraulica.  Porém, muitas das
aplicagdes tém sido limitadas a estudos de

adiabatic two-phase flow. In this paper it is
studied the behavior of an annular two-
phase flow, in which the liquid phase
occupies the inner part of the tube and the
gas phase is located close to the wall. The
sensitivity coefficients are calculated for
parameters influencing the thermophysical
properties of the phases and the initial and
boundary conditions. The results obtained
with different methods show excellent
agreement.

Keywords: two-phase flow, perturbative
methods, numerical simulation.

escoamentos monofésicos [3, 4]. O fato que
tem motivado o uso dos métodos
perturbativos baseia-se em que, para uma
resposta dada, obtém-se as sensibilidades
desejadas com relacdo as variacbes dos
parametros com apenas uma execucdo do
codigo direto e uma execugdo de um codigo
adjunto. Neste trabalho aplicam-se os
conceitos da teoria de perturbagbes as
equagbes da conservagdo usando um
modelo de escoamento bifasico. A anélise de
sensibilidade servira para determinar o efeito
de cada parédmetro do sistema numa
resposta particular.

Os objetivos do trabalho s&o: a simulacéo
hidrodindmica do problema, a aplicagéo da
teoria das perturbacées ao modelo e a
determinacéo dos coeficientes de
sensibilidades pela direta e pelo
formalismo diferencial.

via
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2. CALCULO DE SENSIBILIDADE

Neste trabalho, o célculo os coeficientes
de sensibilidade foi realizado mediante trés
métodos diferentes: o analitico, o direto e o
perturbativo diferencial.

No método analitico, o coeficiente de
sensibilidade é calculado pela derivagéo da
solugéo analitica, quando existir, em relagéo
ao parametro de interesse.

No método direto executa-se o codigo,
cujo modelo contém o sistema direto, tantas
vezes quantas perturbagdes dos parémetros
sejam necessarias estudar. Aqui o parametro
p € perturbado no minimo duas vezes e

duas respostas R(p+Ap) e R(p-4p) s&o

calculadas. O coeficiente de sensibilidade &
dado pela relacéo:

M_:R(p—i-Ap)—R(p—Ap) (1)
Ap 2Ap
No método perturbativo diferencial,

realizam-se os seguintes passos:

1. Formula-se um sistema de equagdes
direto, que fornecera a solugdo das
variaveis de estado.

2. Formula-se um sistema de equagdes
derivado e seu correspondente sistema
de equagbes adjunto, que fornecera a
solugéo das variaveis adjuntas.

3. Obtém-se os coeficientes de sensibilidade
por meio de operagbes envolvendo as
solugdes direta e adjunta.

3. MODELO MATEMATICO

Foi utilizado um modelo unidimensional
para um escoamento bifasico e adiabatico
em um sistema formado por &gua e ar,
considerados incompressiveis. O conjunto de
equacbes diretas € representado pelos
balancos de massa e de momento para cada
fase [5]:

ooy O

— X+ —(o, v )=0 2
o) @)
0 0 OP, acxk

v )+ o, vy J+o, ——AP,
pl{at(kk) pka(kk) s P

0 ( Re T gk

=—l\t 04 )ta cosO—M, +4—

ax<1a k) kPr 8 ki D,
(3)

onde ¢+ (0<¢<T) éotempoe x (0<x<L)

a posicdo axial; p,, P,, AP; e Ty s8o,

respectivamente, a massa especifica, a
pressdo, a diferengca de presséo com a

interface e o tensor de tensées turbulentas
de Reynolds para a fase k. O termo M,

representa as forgas interfaciais por unidade
de volume devido as diferentes contribuicées
tais como massa virtual e arrasto, enquanto
1,, € a forga devida ao atrito da fase com a

parede. A aceleragdo da gravidade e o
angulo de inclinagéo com a vertical sé&o g e

0. As simplificagbes adicionais consideradas
no modelo s&o:

() 1, € T séo despreziveis e

(i) a diferenca de presséo interfacial com
a fase gasosa AP,; & nula, resultando numa

secdo do tubo uma Unica pressdo para as
fases.

Para um escoamento anular o termo de
diferenca de presso interfacial no liquido &
também  desprezivel. O termo de
transferéncia interfacial & dado pela forca de
arraste. Para simplificar este problema e para
permitir uma comparagdo com uma solugéo
analitica o termo de arraste sera desprezado.
Entretanto, na representacdo de outros
escoamentos, como os de configuragdo em
bolhas, estes termos sdo importantes; um
estudo para esta configuragdo sera
apresentado numa outra contribuigéo: parte Il
deste trabalho.

4. FORMALISMO DIFERENCIAL

Os fundamentos teodricos do método
diferencial na teoria de perturbagées podem
ser amplamente revisados em [6]. Para o
modelo matematico apresentado, o vetor de
estado é dado por:

7 =levg v Pl (4)
enquanto o vetor adjunto é dado por:
L * * * * T
f :[(X avg:vI:P ] (5)

O sistema direto pode ser representado
por:

L[5 L-c 6)

com as correspondentes condicdes de
contorno.
De forma genérica o sistema direto pode
ser escrito como:
m(f.p)=0 (7)

onde m pode ser um operador n&o linear e

p=[pisspisopr ]’ € o vetor formado
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pelos [ parametros independentes. O

sistema adjunto resulta:
AL (gL =5t ea (®)
ot ox

As matrizes 4 e B e o vetor ¢ sé&o:

1 0 0 0
P 1 0 0 0 9
Sl-pm 0 pa-w o @
PgVg PgO 0 0
v 0 —-(1-a) 0
.5 Vg o 0 0
PV 0 2p v (1-a) (1-a)
Pgivs 2p oy, 0 o
(10)
0
0
= —-(1-a)p; gcos6 )
—apggcose
O vetor d é calculado mediante a

seguinte expressao:

o
dzf,[at g

i}k@[k 7‘%
o, a& o x

sdo respectivamente os

(12)

onde a; e by
coeficientes das matrizes 4 e B. O vetor de

funcdes de peso S* é dado por:
S+ [S* S\T g *] (13)

Considerando dadas pela

seguinte expressé&o:
:<s+.f>:ffs+-fdxdz (14)

o coeficiente de sensibilidade resulta:
I

respostas

oR . 5
== <sﬁ-f)+<s(,-)-f >+P (15)
pi i=1

onde:

. as”

Si=% (16)
om

So="g (17)

A Eq. (15) permite avaliar o coeficiente de
sensibilidade a partir da solugdo do sistema
direto e adjunto.
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O termo P, chamado concomitante
bilinear, & funcdo de f" e a derivada do
vetor de estado em relagédo ao parametro f;

avaliados nos limites de integracdo. A forma
particular do concomitante bilinear &
determinada para cada problema particular
considerando que f, é avaliado apenas na
condicdo inicial, onde é conhecido. As
condi¢cées de contorno do sistema adjunto
determinam-se considerando que ndo devem
depender de f, . Disto resulta que o sistema
adjunto possui a condigao final:

£sT)=0 (18)

5. ESCOAMENTO ANULAR
5.1. Problema direto

Este problema, proposto em [7], consiste
em um escoamento anular num tubo vertical
de comprimento L=12m, como & mostrado

na Fig. 1.

0
agua
I~
Xq ar
g=-gx
| X
|

L

Figura 1. Escoamento anular.

O gés, acumulado préximo das paredes,
permanece inicialmente imoével, isto e,
v, (x,0)=v,,, =0, com uma fragdo de vazio
a(x,0)=a,; =02 enquanto o liquido, que
ocupa a parte central, entra pelo topo com
uma velocidade uniforme e condigéo inicial
v/(x,0)= v, =10ms™. As condicdes de

contorno s&o: al0.2) =ty =02,
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v (0,6)=v;0=10ms™ e v, (0,))=0. A presséo

no topo &  P(0,1)=PF=1013.10° Pa
(atmosférica).

Para este problema, com as suposicdes
feitas, & possivel obter a solugao analitica, na
qual forma-se uma frente descontinua na
posicao x,(1); para x<x,, a frente deixa as
variaveis em estado estacionario.

A solucéo analitica é:

se X< X4
(19)

se X > Xy

0 se X < Xy
vg(x): {I—M]v,(xd) se X > X4 23
%o
vfo—Z(l—%—)gx se X< Xy
/

v/(x)= : @1
v,ZO—Z(I—-PSg—]gxd se x> xy
1

AP(x)= P(x)- Py

1, ovg v, (22)
=P 3% e S )

A posigao da descontinuidade ¢é dada por:
2
205 vi0 t—(1—3g— g (23
pr) 2

O liquido vai se acelerando em queda
livre ao longo do tubo; atras da
descontinuidade, a velocidade do liquido
aumenta com a posicdo, enquanto na frente

& constante na posicio e aumenta
uniformemente com o tempo.

A fracao de vazio atrés da
descontinuidade aumenta, enquanto na

frente permanece constante com o0 valor
original o, . A velocidade do gaés é nula

atras da descontinuidade, enquanto na frente
& constante na posicdo e aumenta
uniformemente seu médulo com o tempo, de
maneira de ocupar o volume que se cria a
medida que a descontinuidade se desloca.

A pressdo atrds da descontinuidade
aumenta levemente devido & coluna de ar,
enquanto na frente aumenta com uma
inclinagéo diferente, fungéo do tempo, devido
aos efeitos transitérios.

O estado estacionario é atingido quando a
descontinuidade alcanga o comprimento do
tubo.

5.2. Problema adjunto

A condicdo de contorno do sistema
adjunto, com as consideragdes explicadas na
secao 4, resulta:

=0 (24)
Para resolver o sistema de equages
adjunto é necesséario conhecer 0 vetor de
fungées de peso, € este por sua vez depende
da resposta a analisar. Tém-se dois tipos de
respostas: as continuas e as discretas.
As respostas continuas s&o caraterizadas
por valores médios no espaco de fase. Por
exemplo, para a componente j do vetor de

estado, o valor médio na posigéo e no tempo
fie

LT
1
fj:ﬁJJf,dxdt (25)

Com a definicio de reposta vista na Eq.
(14), a expresséao para o vetor de fungbes de
peso resulta:

T
s* {oll—To} (26)

isto &, todas as componentes do vetor séo
nulas excetoa ;.

As respostas discretas sao caraterizadas
por valores locais em alguma componente
(posicao, tempo ou ambas) do espago de
fase. Ao selecionar respostas deste tipo,
estaremos introduzindo funcdes delta de
Dirac. Por exemplo, para a componente j

do vetor de estado, o valor no ponto (o).

fj(xo,to) é
LT

£oto)= [ [ 1780 ~10)3(x=x0)dr ez (27)
00
a

Desta form
resulta:

§* =[0,....8(t— 16)3(x = xo)....0]  (28)
onde novamente todas as componentes do
vetor s&o nulas exceto a ;.

O tratamento das fungdes do tipo delta
deve ser realizado de maneira cuidadosa, ja
que no ponto onde estas atuam havera uma
descontinuidade. O tratamento escolhido
consistiu em resolver o problema adjunto

o vetor de fungdes de peso
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excluindo os pontos onde atuam as fungdes
deltas e levando em conta seu efeito através
da modificagdo das condigdes de contorno
[4].

Uma vez determinadas as solugcdes do
sistema direto e adjunto, o coeficiente de
sensibilidade pode ser calculado em funcao
do parametro de interesse. Foram calculados

0s coeficientes de sensibilidade
considerando o seguinte vetor de
parametros:

p:[pgrplraorvgorVIO!aimvgin’vlin!P(J'g][ (29)

A titulo de exemplo, sdo mostrados os
correspondentes coeficientes de
sensibilidade para os parametros gravidade e
velocidade do liquido na entrada, os quais
resultam:

b fitnl-on) o
a‘i_i - Tﬂ_ (1-a)a™(0,0)+2p, (1-a)v, V:(O”)] dt

0
(31)

6. PROCEDIMENTO NUMERICO

As distribuicées dos vetores de estado
direto e adjunto foram obtidas usando um
esquema implicito de diferengas finitas. O
método LU [8] foi usado para a inversao das
matrizes resultantes.

Os termos nao lineares do sistema direto
foram tratados usando um método preditor-
corretor, até que a convergéncia foi atingida
para um numero finito de iteragées.

O sistema adjunto mantém a mesma
discretizagéo; porém, por possuir condicées
finais, evolui desde o tempo =7 até ¢r=0.
Este sistema de equagdes é linear e pode
ser resolvido sem o uso de iteragées.

7. RESULTADOS

Adotou-se g=-98ms?, e para as

densidades da agua e do ar p; =1000kgm ™
e p, =1 kgm™.

7.1. Problema direto estacionario

Numa primeira etapa resolveram-se as
equagbes de balango, Eq. (2) e (3), sem os
termos transitérios. Depois de varios testes,
escolheu-se um passo espacial Ax=0,l1m,

valor no qual alcangou-se a convergéncia

85

numeérica. Nas Fig. 2 a 4 mostram-se os
resultados do vetor de estado notando que,

para o estado estacionario, resulta v =0.

0,60 1 ! ! 1 1

0,554 -

0,50+ -

0,45+ .

0,40 o

0,35+ L

0,304 -

0,25 -

X (m)

Figura 2. Fragao de vazio, estado estacionario.

<,
v(ms?)
=
.
;

T
0 2 4 6 8 10 12
x (m)

Figura 3. Velocidade do liquido, estado estacionario.

120 L 1 ! ! L

80 r

60 r

AP (Pa)

40 +

T T T T
0 2 4 6 8 10 12

X (m)

Figura 4. Pressao, estado estacionario.

Os perfis das componentes do vetor de
estado apresentam um aumento gradual,
desde a entrada até a saida. A fracdo de
vazio e a velocidade do liquido atingem o
valor maximo na saida. O leve aumento na
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diferenca de press8o AP entre o ponto e a
entrada do tubo deve-se & coluna de gés. O
acordo com a solugéo analitica estacionéria
é excelente.

7.2. Problema direto transitério

Para resolver as equagbes transitérias,
resolveu-se adotar um passo temporal
At =0,001s , pois este satisfaz a condigéo de

Courant e proporciona resultados numéricos
aceitaveis. Nas Fig. 5 a 8 mostram-se 0s
resultados do vetor de estado para o instante
de tempo ¢=05s. Uma comparagéo entre

os resultados obtidos na simulagéo deste
trabalho (mostrada em linha grossa), a
simulagdo obtida em [9] (mostrada em
circulos) e a solugéo analitica (mostrada em
linha fina) para a fragdo de vazio e a
velocidade do liquido é apresentada nas Fig.
5 e 6. Uma comparagéo entre os resultados
obtidos na simulagéo deste trabalho e a
solugéo analitica & apresentada nas Fig. 7 e
8 para o transitério da velocidade do gas e
da pressao respetivamente.

050 L L

0,45 o

0,404 o

0,35 [} -

0,304 L

0,254 L

020 T T T
(o] 2 4 6 8 10 12

x (m)

Figura 5. Fragao de vazio, t=0,5s .

Observa-se que os resultados numéricos
nao conseguem representar com precisao a
descontinuidade, exibindo difusdo numérica.
Porém, os resultados obtidos neste trabalho
sao menos difusivos que os obtidos em [9]
(utilizando um método de passo fracionado)
quando comparados com a solugao analitica.

A difusdo numérica suaviza os bordes das
descontinuidades e amplia a sua influencia
espacial a uma faixa ao redor de x, . Assim,
a fracdo de vazio numérica aumenta desde a
entrada, atingindo 0 maximo numa posicao e
valor menores que os analiticos.

o
&
- 124 o
11+ r
10 T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
x(m)
Figura 6. Velocidade do liquido, ¢t =0,5s .
o . . . . .
5 g
T"; -10+ i
&
5
-154 [~
20 T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
x (m)
Figura 7. Velocidade do gés, t=0,5s .
66 . . A " :
50 =
0 -
-50 L
-1004 L
r’g -150 r
Q
< -200 4 o
2504 r
300 L
-350 o
-400 T T T T T
0 & 4 6 8 10 12

x (m)

Figura 8. Pressdo, 1 =0,5s.

A discrepancia obtida entre a solugéo
numérica e a analitica para o incremento de
pressao (ver Fig. 8) pode ser explicada
fazendo uma analise baseada na equagéo de
Bernoulli, onde a integral do término
transitorio ¢ diferente para as duas solugdes.
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7.3. Problema adjunto estacionario

Foram resolvidas as equagdes adjuntas
(8), sem os termos transitorios, para
diferentes respostas continuas e discretas.
Como exemplo sdo apresentados, na Fig. 9,
a distribuicdo da variavel " para o funcional
de resposta continuo @, enquanto na Fig. 10
€ mostrado o resultado da mesma variavel
adjunta para o funcional de resposta discreto
alx= .L/2).

! ! i} L L

0,104 -

0,08 -

0,06 4 -

o (ms)

0,04 -

0,024 f

0,00 T T T T T
x (m)

Figura 9. Fragao de vazio adjunta para a resposta o .

0,124 -

0,104 -

0,08 o =

S)

gl

o m
3
1
T

0,04 -

0,02 4 -

o 2 ; 6 8 10 12
x (m)

Figura 10. Fragao de vazio adjunta para a resposta

alx=L1/2).

As fungbes obtidas para as variaveis
adjuntas podem ser interpretadas em base a
definicdo da resposta e a natureza das
equagoes de balanco.

A funcéo adjunta pode ser interpretada,
segundo a Eq. (14), como uma funcéo de
peso a qual, integrada no espacgo das fases
como fator da fungdo direta, da como
resultado a resposta procurada.

Por outro lado, as equagées de balango
sdo de natureza parabdlica, isto €, a solugéo
€ obtida marchando, na posigédo, do extremo

onde é conhecida a condi¢io de contorno até
0 ponto de interesse.

Para o, todos os valores de o no
problema direto contribuem na resposta, por

tanto a" é da forma mostrada na Fig. 9.
Para a(x=L/2), os valores de o para

x>L/2 nao influem na resposta, por tanto
o (x>L/2)=0; na Fig. 10 verifica-se, no
ponto onde atua a delta, uma
descontinuidade no valor de o".

7.4. Coeficientes de sensibilidade
estacionarios

Nas tabelas mostradas a seguir,
apresentam-se os resultados dos
coeficientes de sensibilidade relativos para
os funcionais de resposta @ e a(x=_1/2)

obtidos pelos métodos perturbativo, direto e
analitico.
O coeficiente de sensibilidade relativo é
dado pela seguinte expressao:
_Rp
i p; R
onde R e p; representam a reposta nio

perturbada e o valor nominal do parametro
respectivamente. Desta maneira, 0
coeficiente de sensibilidade relativo permite
comparar a influencia de perturbagoes
percentuais em diferentes parametros na
perturbacéo percentual da resposta.

Para o célculo pelo método direto, os
parametros foram perturbados 1% com

relagdo ao seu valor nominal.

A Tabela 1 apresenta os resultados dos
coeficientes de sensibilidade relativos para o
funcional de resposta o .

(32)

Tabela 1. Coeficiente de sensibilidade relativo para o
funcional de resposta o .

Di Direto Analitico  Adjunto

Pg 2,97.10% 2,95.10% 2,97.10%
Py 2,97.10% 2,95.10% 2.98.10%
oy 3,24. 10 3,25. 10" 3,24. 10"
0,00. 10°® 0,00.10*® 0,00, 10°%
Vio  -594.10"  -590.10%  .597. 10
Py 0,00. 10*® 0,00. 10*® 2,62. 10"
g 2,97. 10" 2,95. 107 2,96. 10
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A Tabela 2 apresenta os resultados dos
coeficientes de sensibilidade relativos para a
funcional de resposta a(x=L/2).

Tabela 2. Coeficientes de sensibilidade relativos
para o funcional de resposta cx(x = L/2).

D Direto Analitico  Adjunto
Pg 322.10%  -321.10%  -3,18.10%
p; 3,22, 10% 3,21.10% 3,24.10%
oy 2,05. 10 2,96. 107 2,95. 107
Vvgo  000.10°° 00010 0,00 10"
Vo -644.10%  -640.10°  -6,39.107
P, 0,00. 10" 0,00.10®  -2,62.107°
g 3,22. 10 3,20.:40™ 3,18. 10

Das tabelas 1 e 2, observa-se que para
as dois respostas analisadas, o,, v € &

tém maior importancia na sensibilidade. Os
parametros menos importantes na
sensibilidades sao p, € p;. enquanto as

respostas sdo, praticamente, insensiveis a
veo € Fp. Alids, a comparagéo entre 0s

coeficientes de sensibilidade: analitico, direto
e perturbativo mostram um excelente acordo.

8. CONCLUSOES

O método perturbativo diferencial ~ foi
aplicado a um escoamento bifasico em
configuracéo anular. O maior interesse neste
trabalho refere-se ao céalculo dos coeficientes
de sensibilidade. Dois tipos de respostas
foram mostradas: a fracéo de vazio média ao
longo do canal e o valor da fragéo de vazio
no ponto meio. A comparagdo entre 0s
respetivos  coeficientes de sensibilidade
obtidos mediante os métodos: analitico,
direto e perturbativo mostram excelente
acordo.
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