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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo a resolugac da equagaoc de transpor
te linear, monoenergética, com espalhamento anisotrdpico, em rultiregices, a
través do método Fr A analise matemdtica utilizada por este método consiste
em utilizar parcialmente o método de expansao em autofuncoes singulares, ou
método de Case, para derivar um conjunto de equagoes integrais acopladas pa-
ra as distribuicoes angulares nos contornos e interfaces, e entio aproximar'
estas distribuicoes por polinomios de ordem N, para derivar, com o uso das
condigoes de contorno e continuidade nas interfaces, um conjunto de equagoes
algébricas para os coeficientes da aproximacao polinomial. Com o conhecimen—
to desses coeficientes, em primeiro lugar, pode-se entao calcular os fluxos'
angulares nos contornos e nas interfaces, bem como grandezas integrais, como
o albedo e o fator de transmissao. Consequentemente, os fluxos total e angu-
lar, e a corrente, podem entaio ser calculados para qualcquer valor das varia-
veis espaciais e angulares. Com o intuito de obter-se resultados muméricos ,
desenvolveu-se um programa (FNAM-1) com opgoes no nimero de regices, tipo de
condigoes de contorno, ordem de aproxiragao Fy. Resultados numéricos — foram
entao obtidos para varios problemas amostras e comparados com os resultados'
publicados na literatura com o objetivo de deronstrar a precisio ¢ aplicabi-

bilidade do metodo Fy

* Este trabalho € bascado na dissertacao de Mestrado de um dos autores (EDDP)
apresentada ao IPEN. ' '

*%k Atialmente ootarriands na (OO0 T

F b
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I . TITRODUCAD

A evolucgao da fungao distribuicao de velocidades de particulas
no espago—tempo pode ser descrita matematicamente pelo conjunto de equa-
coes integro—diferenciais n30 lineares, introduzidas originalmente, em
1872, por Poltzmann. Estas equacoes constituem-se no modelo basico para
a descrigao da difusdo de moléculas, Ions etc. Entretanto, na descricgao’
matematica do processo de transporte de particulas nao carregadas, poS-—
suindo densidades varias ordens de magnitude inferiores ao do meio, as e
quagdes de Boltzmann podem ser reduzidas 3 apenas uma equagao Integro-di
ferencial linear descrevendo o transporte dessas particulas, conhecida !

genericamente como ecuacao de transporte linear.

A equacdo de transporte linear, tem sido a equacao basica na
descrigao da transferéncia de radiacao luninosa e calor por radiagao
(transferéncia radiativa /1/) . Com a descoberta do neutron e o interes-—
se no desenvolvimento de reatores nucleares, esta equacao tem sido exaus
tivamente aplicada na descricao matemitica do processo de transporte cde
néutrons e gamas, visando © projeto do carogo .de reatores nucleares, e,
principalmente, para a solucio de problemas de penetracao profunda (blin

dagem) .

Virios métodos aproximados tem sido propostos para a solucao '
da equagao de transporte, sendo os mais antigos desenvolvidos principal-
nente pelos pesquisadores envolvidos com transferncia radiativa. Um
dos métodos mais populares é o baseado na expansao da dependéncia angu -
lar, da fungéo distribuigéo, em esféricos harmonicos, conhecido como ™me-
todo PN/Z/. Com o desenvolvimento dos computadores digitais, varias téc-
nicas nuréricas tem sido desenvolvidas visando a obtencao da solugao da
equacio de transporte. Dentre virias, cumre destacar o método §,./2/, ©
cqual, basicamente, consiste numa discretizagﬁo das variaveis, espacial ,
angular e energética, da equagao de transporte, tendo resultado no desen
volvimento de varios codigos computacionais anplamente usados pela cormu-
nidade nuclear internacional, tais como © DIF-IV, ANISN, DOT, TWOTRAN 5
etc. Finalmente, cuwpre salientar, dque técnicas analiticas, tais como O
m3todo de expansao em auto-fungoes singulares /4/, sd tem sido aplicadas
com sucesso na solugac da equagao de transporte em problemas simples e
jdealizados, visando principalmente a obtengao de resultados padroes '

(benchmark) para comparagao e avaliagao dos métodos aproximados.

0 método Fy (F= Facil) foi introduzido recentemente por Siewert
/5,6/, e desde entzo tem sido extensivamente aplicado em varios tipos de

problemas em transferéncia radiativa /7,8,9/ e teoria de transporte de
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néutrons /10,11,12,13/. A vantagem deste mefodo & principalmente devido
a facilidade com que grandezas na superficie do meio, tais como albedo,
fator de transmissao e fluxo emergente, podem ser calculadas sem a ne -
cessidade de calcular parametros internamente ao meio, o que o torna a-
trativo, principalmente, na solugao de problemas de penetragao profunda

(blindagemn) .

Neste trabalho utiliza-se o método F,, para solucionar a equa -
gao de transporte monocenergética em rultiregiGes com espalhamento aniso
tropico, com um formalismo generalizado que permite o uso de varias op—
goes de condigoes de contorno, fontes externas por regido etc, e portan
to possibilitando aplicagoes em varios tipos de problemas de interesse'

em blindagen e transferéncia radiativa. .
FORMULAGAO E ANALISE

Seja um meio consistindo de K regices planas, conforme ilustra
do na figura 1, com cada regido (i) caracterizada pelo nimero de parti-
culas secundirias por colisdo, W, = €3,/ G; ,com G, e, as sec-
c;Ses de choque macroscOpicas de espalhamento e total, respectivarmente ,
COm uma espessura 6tica*—1f . , e una lei de espalhamento caracterizada '
por coeficientes ﬁ ¢ da expansao da funcdo transferéncia )[,J (.«-:l!-v-_g ) em
polinomios de lLegendre, E { Ue) ., Uows2. ,il{' até a orden de anisotropia L. .
Desta forma as equagoes descrevendo o transporte de particulas (nSutrons
ou £otons) em cada regido, assumindo o modelo de um grupo, ou uma fre -

quéncia, sao dadas por /4/.

s £
@ DIo(ep) e Lol p) - & Z(ﬂ'”};ﬂc 7?(?1)//?(“91} be, ajdid’
S Ok = 2 i s v 4 il
=0 e 4
e é‘j fo:: ! ,3 % ok f( (l)

2 £ = 2 4

Qi

com X a varidvel Gtica, 4L o cosseno diretor da direcdo de propagacao '
da radiagéo, .&,*'@5./’5) o fluxo angular e \55 a intensidade de fonte exter-
na, isotrdpica, na regiao (i). Obviamente, nas interfaces das regioces '

os fluxos angulares devem satisfazer as condigoes de continuidade da-

* A variavel Otica @ a medida adirmensional da espessura do meio em termos
de nireros de livres caminhos médio de interacao X, = ¢;; £, Z; en unicades'

. s

de comprimento).

INSTITUTO DE PESQU!SAS ENERGETICAS E NUCLEARES
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Figura 1 : Geometria do problema de multiregices
As condigoes de contorno, aqui consideradas, sao dadas por :
¥
L(O}L) [)/LCJ ﬂzi(ﬁ Lt)—r ﬂ.?]i{d L&)du LL}O (3.a)
2

(&

l(b,-’ /L) [J/“) l(x/é) -+ /}«i‘d/j (7 LUC{}‘ M0, (3.b)

o

: i
onde A i e Al representam os coeficientes, ou albedos, de refletividade
especular, A2 e Az os de refletividade difusa, e as funcdes f5 () e & w (%)
as incidéncias de radiagao nos contornos, sendo que neste trabalho, sao

consideradas as seguintes possibilidades : -

i.) incidéncia monodirecional, ]((a) Xe 5“4/%) WO, Xgz0cud
2.‘: Lo

ii.) superficie livre, ﬂ{/u) efew ’[K gpt):: O
<
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iii.) incidéncia isotrdpica, [ V) e/ou /@ 9“) s
174

iv.) incidéncia cossenoidal, /“; QL)_ Z: C[P /_t‘g _ efoeu
a=c /-
NNE

ﬁpu):f;: C)Q/LL-B ;

O problema como aqui formulado, permite sua aplicagao tanto em
transporte de néutrons e fotons, como em transferéncia de calor por ra-

diagao em meios participantes.

A solugao formal das equagces (1) podem ser obtidas, através '
do método de expansao em auto funcdes singulares, como /4/

=
I loe p) s L{A (J;:p)¢g (‘)é/f,/“) ,QA,P[*L/L)L:/?/ ‘
,6:(; :
: A

+ A(‘Jffs) ;ﬁ; ["t-iﬁ"/ll) ﬂpo;x_/J;’/E] e /?"‘ (:)) Qal(y)_/li)éx/:[:x-/‘ydu}
; ; Y, .

200 o setlie s U [N d B
G (=) (4)

onde as auto funcoes ¢," (—‘-“1),; y /,cc) e Q'(J, M), possuem expressdes
explicitas /4/; & & o nimero de pares (+ ou -) de auto valores, JL-’“,g >l
/4/, e os coeficientes Als) , FE { 5 s‘);j s UL 1) deven ser 'enco_rl'
tradog para a solugdo geral do problema. '

Ao invés de determinar os coeficientes 4[5’) usando—se as pro =
priedades de ortogonalidade das auto fungoes, coro no método de expan -
s3o em auto fungoes singulares, e entao determinar a solugao geral do
problema, no método FN' a eg. (4) & escrita para valores de x nos con -
tornos e interfaces, para entao as equagoes resultantes serem rultipli-
cadas por (L @(—fi/z) cw M gﬁ‘(;/{)e integradas em 4L € (-4 4) , para se ob-
ter, apds o uso das propriedades de ortogonalidade das auto fungoes, um
sistema de equagoes integrais acopladas para as distribuigoes nas inter

faces, ou seja,
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7 [d
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onde, 4; = I ey i ®© 'P, 0 intervalo espectral no qual as egs. | (5) sao
validas, i.e., ‘.-;-!(;}:‘/8 U(o’_{)f/; et K B Lt -t s
Para solucionar as equagCes inteqrais para as distribuicGes '
angulares emergentes e nas interfaces, o método I, usa as condigGes de
contorno, dadas pelas egs. (3), e aproxima as distribuicces desceonheci

das, por

N
I;-(;Z';-‘-y.a)z L aﬂ‘/q/(/q; /L£>Oi Z: 25 e CK_"!) . (6.&)
=0

i (:.,/L) a1} S(ﬂ/uo)+ Zém /LL>0 e d, 7, 2 (6.b)

Z-";u W=

para obter,

i 1

c,rx[ éﬂﬁ.Aw{f) 4 == Anits) - B (E)]

a=c 2 (xr2)
- [§ ;- . |
-4 e [ £, BL( (E,J- b_f(,( A;{ (g Z]‘Z: s 5‘," (.f—@ d_f/f)
: &2 77 e
—ﬂ.t. (/_§ + /)/(c.)
4 O¢ ¢J (S’/dz. Loy Ro (&) e
e T 7

o

DT S s al 4
L{e dlfféi. "n (5) o4l B (2} AN ff)]

i aisee 27 (xR
() ¢4) e
+ Qi A 2] — 614 Bx (f)Jz— = - 43)
DI 6&}.!
o : - difMe
Ligen et )¢ (-E/Lc) (7.b)

7T & aly



107

i (5 . /e €
C(%I“C’i ‘51.".11 & A“ (g) B (f) . [a‘ ] BC’(" (5)
‘ a:)e - - Nl fe
"ban“ (f’_‘]j"“" Si Z-t € e ting ‘lbaf{‘}'/za)z %
o REL :
S o .5
. ]J E=R,3,0 oy i(K=4), (7.c)

Z[[chAarff) -6,«6.4(5}{- g i/[b ,_.q[i{(g) QAJKAC?_{’,)J]

W0

._...Lf ,;/c —23
- 5i (-8 ) w e e TS ET n ey,

R/ TEeul
(7.4)
- A fE )" %)
_Z;[éxnrl Bq (g‘)-— 2-1 Aa( (f) = Aa N A “)(f) i [@/c.h{ AqK(.F}
«=0 277 mfrz)
: ~dils : dife ~ Cicmi fHo
Bty B rs)]f TON-NOCA PR WP e
a?uu.,w ?}"fu!,\,
{X =" L"//{ojg. 7‘; X1 Am‘(f) R (f) o (7.e)
«3/1‘ nZiJ fU'K
=]
L)’ B, | B By An (e € Y [ ALt
; ; : ) : —Ar‘</§' - Tt e
~Ad4 B:O(s') diday LeBy (f)] o Sueert Gl (f/fo)z
27 27 ard) 277 WK RS
- Tie/te - Br/E . ,_.d /e (k)
EH e K&“ v ]-r" 22 b"(J. e : Ba /5) -~ /:\>,g‘(§) (7.£)

TR TE o fa);{



IE e,

] ) (7

onde as fungdes /l;(éﬁ e ﬁi(f§) , definidas como momentos das auto
funcoes, podem ser calculadas por relacOes de recorréncia /14/, e as
funcoes Rol(2) , Ke(s)e So(f), Sc(z) podenm ser calculadas, depen-
dendo do tipo de condigao de contorno /14/. Para encontrar os 2K (¥+1)'
coeficientes d,, e.édq‘ das aproximagoes polinomiais dadas pelas egs.'
(6) , o método F, usa o fato que as egs. (7) sao validas para qualquer'
valor ¥ € e portanto escolhendo-se (N+l) valores de ¥ no espectro

SE P, pode-se gerar 2K (Nid) equagoes lineares, as quais quando SO
lucionadas fornecem os coeficientes @ e 5a“ , © consequentemente'
os fluxos angulares nos contornos e interfaces, e o albedo e fator de

transmissao, os quais sao definidos por :

d
) : L (0~ )/ud L
Alatbedo) . Of i /s 4
J/.E}(c%/MJ/ALcifL
e [7]
Z
; ..Z_\ (0‘ ,(,L)/,L-( (//LL,
T(fl'dﬁjﬂp'_ﬁd'b).:ha i
A
Zy(c da
‘él-j (dfi)/u d (8.b)

Finalmente, a solucao geral, L, {z/.ﬂ) , pode ser encontrada, u-
sando-se as propriedades de ortogonalidade das auto fungoes, conforme'
discutido na referéncia 14, e desta forma grandezas como o fluxo total,

corrente etc podem ser calculadas.

RESULTADOS NUMERICOS

Com o objetivo de obter-se resultados nuréricos, foi feito um
programa de computador (FIAii-1/14/), o qual possibilita um nitero de
20 regices, ordem maxima de aproximagdo, 10, ordem de espalhamento, em
cada regiao, 30, e sendo as condigbes de contorno permitida (em arbos’
contornos) : superficie livre, incidéncia cossenoidal,e isotropica re -
fletividade difusa e especular com albedo especificado, e incidéncia '

monodirecional.
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Como ilustragao, da precisdo do FNAM-1, resultados numdricos
sao apresentados e comparados com outros resultados encontrados na
literatura especializada, ou obtidos por outros cddigos, tais comp o
ANISN /15/. Nas figuras 2, sao ilustrados os problemas arostras con—
siderados neste trabalho. O problema 1, (Fig. 2.a), consiste de unm
problema tipico de penetracao profunda (espessura da regiao de 20 li-
vres caminhos médios), com espalhamento isotrdpico, e incidéncia iso-
trdpica em x=0, e superficie livre em 2= T . Na tabela 1 os resul-
tados obtidos pelo FNAM-1, para o albedo e o fator de transmissio, °

sao mostrados e comparados com os resultados publicados por Ponti/16/.

TABELA 1 - Resultados do Problema 1 (Penetracao Profunda)

Méetodo Albedo Fator de Transnissao
: =y
F4 0.1465 2672 un s
ANISN 0.1470 PR
e
‘Monte Carlo T 2.618 x 10 o 1%
"Exato" 0.1465 =

O problema 2 (Fig.2.b) consiste de unm problema de 6 regices'
com espalhamento anisotrdpico de ordem 8*, e incidéncia cosseinodal '
( /u'ﬂ ) no contorno esquerdo. Os resultados para o albedo e fator !
de transmissao, obtidos pelo FiAM-1, s3o mostrados na tabela 2, e com

parados com os publicados por Devaux et alli /17/.

TABELA 2 - Resultados do Problema 2 ( 6 regides)

Albedo Fator de Transmissao

5 4 exato ANISN B 4 : Exato ANTSN

0.08058 0.08058 0.08059 0.8543(-4) 0.8543(-4) 0.8512(-4)

0.07051 0.07052 0.07051 0.9307(-4) 0.9307 (-4) 0.9274 (-4)

* A lei de espalhamento (fi,8) & fornecida na referéncia 17.



110

O problema 3 (Fig. 2.c) consiste de um meio com duas regices !
com fonte externa na regiao 1, incidéncia isotropica em X=0 e espalhamen-
to isotrOpico. Os resultados, para a distribuicao de fluxo e corrente, '
sao rostrados na tabela 3 e comparados com os obtidos por um programa que
utiliza o método PN (PN-1/18/) .

TABELA 3 - Resultados do Problema 3 (Fonte Externa)

s FLU¥O TOTAL : CORRENTE TOTAL
MEN-1  F-6 MPN-1 F-6

G5 D-DaE s 5 9436 ~0.3803 ~0,3799
0.5 5679 — 3365 ~0.1925 ~0.1925
1.6-:3.5602 3.5653 —0.0415 ~0.0406
1.5 3.5227  3.5118 0.1026 0.1042
2 05 e e ey " 0.2617 - 0.2649
2.5 057912 5794 0.4642 0.4641
31 o1 A8t 17075 0.3390 0.3390
3;7 91,1180 11 1187 0.2532 0.2532
4.3 0.7989  0.7989 0.1944 0.1944
4.9 0.5006  0.5006 0.1557 0.1557
5.5 0.2244  0.2230 0.1337 0.1337

O problema 4 (Fig. 2.d) consiste de um meio com 4 regices com
diferentes leis de espalhamento en cada regido. e incidéncia ronodirecio-.
nal no contorno esquerdo. Na tabela 4; rostra-se os resultados para a
- distribuig¢ao ‘de fluxo e corrente junto com os resultados obtidos pelo '
MPN-1/18/. Salienta-se cue os resultados obtidos pelo !MPH~-1 naoc sao preci
503, na medida em que no matodo E nao & possivel representar adequadamen
te a componente penetrante por uma expansao finita de polinomios de
Legendre, enquanto que na analise aqui desenvolvida a aproximacdo propos-—

ta, eq. 6.b, leva em conta esta componente.

Finalmente, o problema 5 (Fig 2.e) consiste de um meio comt duas
regioes com incidéncia cossenoidal, sendo que os resultados para a distri
buicao de fluxo (tabela 5) obtidos pelo FAM-1 foram comparados com resul
tados "exatos" /20/, publicados na literatura, com o objetivo de derons -
t
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trar gque o método B € capaz de produzir resultados tdo precisos quanto
os obtidos por métodos analiticos.

TABELA 4 - Resultados do problema 4 (incidéncia monodirecional)

FLUXO TOTAL CORRENTE TOTAL
X MPN~-1 F-6 MPN-1 =6
0.0 1.3656 I.3233 0.4226 0.4222
025 0.5810 0.6049 0.2025 0.1859
1.0 02775 0.2808 0.997(—1) 0.843(-1)
: s 0.1340 0.1485 0.506 (-1) 0.498{~1)
250 1 0.674(-1) 0.7841 (-1) 0.264(-1) 8. 25541}
2%5 0373 (=1} 0.401(=1) 0.139(-1) 0.102(-1)
3.0 023X (1)~ 0.270(1) 0.967(-2) 0.864 (-2)
i gL Ie2(=Ly 0182 (=1) 0.681(-2) 0.550(-2)
4.5 0.860 (-2) .0.905(—2) 0.260(-2) 0.243(*2)
5.3 0.641(-2) 0:132(=2) 0.184(-2) 0.182(-2)
6.5 0.463(-2) 0.490(-2) 0.129(-2) 071261(-2}
8.0 0 318 (=2) 07356 (=2) 0.100(-2) 0.094(-2)
$.5 8.165=2) . 0.175(-2) 0. 783 (~3) 0.654 (-3)
10:1 0.128 (~-2) 0.1.38 (~2) 0.761("3) 0:632(-3)
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TABELA 5 — Resultados do Problema 5

FLUXO TOTAL
X | CAS0 l* CASO 2***
Exato F6 Exato PG

gl e 2.0932 2.0932
0.2 21605 7.1609 2.1329 2.1329
0.4 2.0167  2.0168 1.9823 1.9821
0.8 R R 'y 5dde 1.5866
1.0 1.4221  1.4224 1.3662 1.3662
1.4 0.9832  0.9832 0.9719 0.9719
1.8 0.6286  0.6286 0.6468 0.6468
2.0 0.4389  0.4389 0.4675 0.4675

* Caso 1 : f2 i 0.0
’

N Cas0 2t f2 T 0.513
r

IV. CONCLUSOES

Os i:esultados nunéricos apresentados, demonstram a capacidade do
método ‘FN em fornecer resultados com uma precisao de cerca de 4 algarismos
significativos usando-se ordens relativamente baixa da aproximagao. Além
disso, o método F,. fornece as grandezas emergentes do meio de uma maneira
relativamente imediata, sem a necessidade de se calcular parametros inter
nos ao meio, o que o torna atrativo para aplicagoes em problemas de pene-
tracao profunda. Como continuidade deste trabalho, sugere-se uma extensio

para o modelo multigrupo, o que poderia facilmente ser realizado.
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L=0
S=0
w=0,5
¥, =20
1(0,p) =1
o] [ By
2.0. PROBLEMA 1: | regido, espahemente isotrdpico, penetracdo profunda, incdénca isotrdpica.
$,=0 S,2=0 S3=0 S$4=0 S5=0 Sg=0
Ll=8 L2=8 L3=8 L4=8 L5=8 LG=8
W =065 wyz07 | w3=075{ w408 | ws=085 we=0,9
'] = = = = = Gz
1 (0.}1) = 3,:=1,0| 32230 63=6,0 4=100 Gs l?,o =210
= B
0 i EZ '63 Zs 35 56 : X
2.b. PROBLEMA 2: Gregbes, ordem de onisotropia (8), incidéncia cossenoidal .
S; =1 Sz-=0
Ly =0 L2=0
I {0.}) 8 B @, =0,8 w2=0,9
/ 61225 82=5,5
B B G2 "%
2.c. PROBLEMA 3: 2 regifes, forte ederno, espalhamento isotripico, incidéncia isofrdpica.
L,20 | L= Ly=3 Le=5
i ‘u.l=°t5 wWL=0,7 wW5=0,9 Wy=0,9
81=2,5 | 8:=4,5| %3=6,5 Z4=10,1
1(0,p) = L Stp-pal| ; s (5 e
o0 1,,=0,33| ,=0,6 £3,20,7143
o, £,570,2 70,3571
370,029 | t,0,119
M cos 8, f,4=0,024
Me= 0,5 1,570,002
i
o (T B2 B3 -3 X

2.d. PROBLEMA 4: 4 regides, incidéncia monodirecional, diferentes leis de espalhamento.

&= I [ 2
@, =0,9 W =08
" Li=1 Lz2=0
] T2 - P.x

2e. PROBLEMA 5: 2 regifes, incidrcia cossencidal, comparoglo com resultados exatos.

Figura 2: Geometria e Pardmetos dos Problemas Amostras,

1
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