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A MEUS PROFESSORES



OBJETIVO

Introduzimos, neste trabalho, uma condigac na defi-
n:Lg.ao de limite de uma fungao e estudamos, face a essa situa-
gao, alguns teoremas da teoria dos limites, bem como consta-
tamos que outros deixam de valer.

Estudamos, outrossim, a oscilagao da fungao no en-
térno de um ponto e mostramos que se torna continua quando sao
satisfeitas certas condlgoes, entre as quais, a acima referi-
da, o que, em geral, nao ocorre quando a eliminamos.

Na conceituagao de W-limite — assim foi chamado o
limite satisfazendo a condigao introduzida — fomos levados a
trabalhar com g variivel, tendendo a um ponto, para o qual e-
xiste un entémo contido ‘no derivado do campo de existéncia
da fungao, que foi chamado ponto de saturagao do campo e es-
tudado no inicio.

A notagao que usamos & a generalizada nos livros,
Assim:
€ o ¢ — sinais de pertingncia e nao pertintncia, respecti-
vamente; :
¢ — conjunto vazio;
{a} — conjunto formado pelo elemento a;
C(A) =~ complementar do conjunto A na reta;
ct ~ derivado do conjunto C;
& - interior de C;

C -— aderéncia de C;

{x; x satisfaz P} — conjunto cujol elementos x satig-
fazem a propriedade P;

méx (2, b) e mfn (a, b) — maior e menor dos niimeros a e b,
respectivamente;
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Ce }\70 — cardinais traensfinitos do contfinuo e do numerével,
' respectivamente;

f(C) —~ imagem de C pela aplicagao f;

U e () — sinais de reunizo e intersecgao de conjuntos, res-
pectivamente;

=2 e € — ginais de inclusao de conjuntos;
P e¢ — sinais de nao inclusso;
D e ¢C = sinais de inclusao prépria; no caso particular de

entornos suporemos que as extremidades nao coinci-
dam.

Externamos aqui, nossos agradecimentos ao Conselho
Técnico-Cientifico do Centro de Pesquisas Fi{sicas da Univer-
gidade do Rio Grande do Sul e a seu diretor professor Dr. Ary
Nunes Tietbohl por nos haverem facilitado os meios materiais
para a impressao d8ste trabalho. ‘

Agbsto de 1957.



PONTO DE SATURACAO DE UM CONJUNTO

1. - Definicao

"Dado um conjunto linear C, um ponto a serddito pon
to de saturagao de €, se existe um entﬁmo ® de a contido no
derivado de C; se & é ent8rno & direira ou & esquerda de a, o
ponto serd chamado de saturag@o & esquerda ou & direita de C,
respectivamente."

Exemplos:

a) Se C=R ou a reta racional, qualquer ponto fi
nito ou elemento infinito & ponto de saturagao de C. Esse e~
xemplo mostra que um pénto de saturagdo de um conjunto nao
lhe pertence necessariamente.

b) Se C=_[a, b] ou_ (a, b), todo ponto interno a
cé ponto de saturagdo; a e b 880 respectivamente pontos de
saturagao b esquerda e A direita, nfio sendo, porém, pontos de
saturagao.

c) Se C & o intervalo irracional [a, b}, todo pon
to do intervalo (a, b) & ponto de saturagao, valendo para a
e b o que foi dito no exemplo acima.

2. - Lema

"Um conjunto admite ponto de saturagao se, e sdmen—
te se, o interior de seu derivado nao & vazio."

Suponhamos que &' ¢ #, existe entdo ao menos um
ponto a interno a C' e portanto un entdrno @ de a contido em
C*' e assim a é ponto de saturagao. Reclprocamente, se a & pon
to de saturagao, existe um ent8rmo @ de a que esti contido em
C'; se a & finito, a€ &' e &' #£4; se a 6 elemento infi-
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nito, tomemos um ponto finite x €w, como @ & gberto existe
umentﬁrno a-de x contido em@welogo x ExC w & c', don
de x€8 o 8t #¢.

3. - Proposigso

"Um conjunto admite ponto de saturagao se, e sdmen-
te se, nao é nao-denso."

De fato, se C nao é nao-denso,existe um  intervalo
aberto @ tal que qualquer outro intervalo aberto I & w sa-
tisfaz a I N C# ¢p. Dado x € @ e um entdrno % qualquer de
x, existe um intervalo aberto I1 € « N w tal que x¢ I,
com I € w, existe y€ C que pertence também a I,logo é
dgiferente de x; ¢como I & d, a possui um ponto y€ C edig
tifto de x, donde x€C' e W& C', e portanto 44 e
pelo lema anterior, C admite ponto de saturagao.

Reciprocamente, se C admite ponto de saturagao, ...
& #¢, logo existe w & C' e se I & qualquer intervalo a-
berto contido em # entao I & C' o dado x € I, como x € C!
e I é entdrno de x, existe em I pontos de C, donde INC # ¢
e C nao & nao-denso.

4. - Ponto de saturacao e ponto de acumulacso

Sabemos que um ponto de acumulagao 3 direita ou 2a
esquerda & um ponto de acumulagao; tal nao acontece entretan-
t0o necesshriamente com os pontos de saturagao, isto &, um pon
to de saturagdo i direita ou & esquerda nao é obrlgatbnamen-
te um ponto de saturagao, como vimos no exemplo b do  nimero
anterior.

Propriedade -

"Podo ponto de saturag@o de um conjunto é ponto de
acumuilagao do mesmo."

Seja a ponto de saturagao de C se a é real, temos
a €w g C', donde a é ponto de acunmlagao, e reparemoa que
0 & tanto X direita como 3 esquerda, pois do contririo exis~
tiria num ent8rno ¥ esquerda ou h direita sem pontosde C dig
tintos de a e a nao seria ponto de saturagdo. Se a & elemento
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infinito, dado um entSrno € qualquer de a, se X €aa,
vem x€ C' pois w < C', como x € & e & & gberto, existe
um entdrno @ de x contido em & e, portanto, ao menos um .....
y € C, distinto de x pertence a p e logo a &. Existe entao
nesse caso, em qualquer entdmo % de a,um ponto y € C e a é
ponto de acumlagso de C.

A reciproca dessa propriedade nap & verdadeira. Por

exemplo, se
1
c={ii;n=l’ 2’ see ,}

o 0 é ponto de acumulag&o, mas nao pode ser de saturagio, vig
to que g = é.

5. - Ponto de saturacap e ponto de condensacdo

Um_ponto de saturagao nao &, necessariamente, ponto
de condensagap e reciprocamente, segundo podemos ver com 08
exemplos abaixo:

a) Seja
c-U [Gr s U o -3

vemos que O & ponto de condensagao de C, pois dado um ent8rno
d= (p, q) qualquer de O, sendo

1 +
2 méx (‘P‘ y 2)

n>

temos o0s intervalos

e

(2n’ -1) S

contidos em @ visto que da condigao acime vem

s < uéx (lpl, a)

e portanto

,2n__1>P§
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, -

logo o cardinal de C & C Entretanto O n3o & ponto de satu-

ragao, alifis nao o & nem & dlreltat nem & esquerda, visto que
0

em quaisquer entornos (p, 0] e |0, q), para
1
n>
2 néx (|pl, @)’

o8 intervalos

L N S S

n + 1’ 2n n’  n o+ 1
contidos respectivamente em [0, q) e (+p, 0] nazo tém pon-
tos de € e portanto nao estao contidos em C'.

b) Seja C a reta racional; j& vimos que qualquer pon
to da reta & ponto de saturagao, mas nenhum é ponto de conden
sagao, pois que em todo entdrno de qualquer ponto de R temos

o pontos de C sdmente. :

6. - Conjunto saturado de um conjunto

"0 conjunto S dos pontos de saturagdo finitos de um
conjunto € serd dito saturado de C."

B claro que S & C' e que, pelo exposto no lema
do n? 2, o saturado de um conjunto coincide com o interior de’
seu demvado‘ 8, portanto, aberto, vindo como conseqiinciaque
se C' nao & vazio, nem coincide com a reta, S C C'.

Se 8 nao & vazio, o cardinal de S8 e portanto de C &
C. 0 saturado de R ou da reta racional ou da irracional & R;
o saturado dos intervalos abertos ou fechados, reais, racio-
nais ou irracionais € o intervalo aberto com as mesmas extre-
midades.

Observemos que nao hi qualquer relagao geral de in-
clusgo entre C e S. Efetivamente, se C = [a, b], € DOS; se
C & a reta racional, CC 8; se C_é& o intervalo racional
[a, b), nao vale qualquer das relagoes: € DS, C 8,
C =S. Entretanto se C é fechado,, C =2 S, pois C 2 C'; e
se ainda C nao & vazio nem coincide com a reta, € D S.
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7. - Proposicao

"Se C & um conjunto sberto, entao C estd contido em
seu saturado Se S - C & um conjunto discreto e, portanto,
finito ou enumerivel."

Se C é aberto,é uma reunizo finita.ou enumersvel de
intervalos abertos I,, limitados ou ilimitados, e disjuntos
dois a dois; se x € C, x €I, para certon e como In é in-
tervalo aberto, limitado ou ilimitedo, & pois um conjunto a-
berto e existe um entSrno @ de x contido em In, isto &, .....
x£40& In, mas I,<S C', donde x €EwC C' e x€S8,
vindo C €.S.

Mostremos que S - C & discreto; ora, além dos pon
tos de C, s6 podem ser pontos de S os pontos da reta que se-
param dois intervalos In, isto &, pontos que sao extremidades
commns & dois In, visto que, em primeiro lugar, se y é um ddg
ses pontos e separa Ip e Ip,

InU {v}y In

é um entdrno de y contido em C' e logo y€ S ~ C; e em se-
gundo lugar, se z nao separa dois intervalos, ou é extremida~
de de apenas um ou é interno ao complementar de C, e em qual-
quer caso nao pode ser ponto de saturagao de 0, pois nao h4
entérno @ de z contido em C'. Assim sendo, como InC C e
portanto

I, N (s-c¢c)=¢,

temos que S - C & discreto pois os pontos y € S - C serao
isolados. Do exposto, concluimos também que S é um conjunto
aberto cujos intervalos abertos componentes, se existir mais
de um, 880 separados por intervalos fechados e nunca por pon-
tos, pois

= (U 1) U {y; v separa dois In}-

8. = Consideragoes

a) A propriedade da proposiga@o anterior nao caracte
riza o saturado de um conjunto aberto, isto &, se C & aberto,
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CET e T~C &discreto, T nao & necesshriamente o satu~
rado S de C; basta flostrar que um fechado diferente de ¢ e de
R pode satisfazer as condigoes acima; &, por exemplo, o que
acontece com C = (2, b) e T = [a, b].

b) Também aquela propriedade nao caracteriza os a-
bertos, isto &, se C esti contido em seu saturado Sese S-C
é discreto, C nao & necesshriamente um aberto, como podemos
ver mediante o seguinte exemplo:

Seja
00
B =1

o-(J [ Ut -] v

C nao 6 aberto pois 0 € C e nao & interno a C pois qualguer
entdrno & de O nao estéd contido em C, visto que O sendo ponto
de acumulagdo dos pontos * %, n=1, 2, ...,% conterd pon
tos desse tipo os quais nao pertencem a C. Ainda C'= [-1, 1]
e como pelon? 6, S =C' = (-1, 1), vem entao que C< S e

00
1 1
s-o- 0 {3u (-3
S o
que mostra ser S - ¢ discreto. Vale, entretanto, a recipro-

ca quando S - C & discreto finito, como mostra a proposigao
seguinte.

9. bl PrOEOSiggD

_"Se C estd contido em seu saturado 8e S - C & fi
nito, entao C & aberto."

Basta ver que, estando C contido em 8, C=S- (S~ 0C),
e sendo S saturado de C, 8 é gberto, mags como S - ¢ & fini-
to, C & obtido de um aberto, retirando-se um nimero finito de
pontos, logo C é aberto.

10. - Proposigao

"Se A & um conjunto aberto que contem C e A -C
& discreto, entao os saturados de A e C coincidem."
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E suficiente mostrar que A' & C!, pois é imedia-
to que A' 2 C' vindo entao -A' = C' e A'=0C', Admita-
mos que um ponto x pertenga a A' e nao a C'; se x€ C', e
xiste um entdrno @ de x tal que

(x-{x}) Nc=¢

Como x € A', em &existeun y €A, y# x, e sendo A gber
to,

I
s- g,

e y € I, para certo n. Ponhamos J =0 (] In, como J & ov
temos ’

J- {x} € o~ {x}
e portanto
(I-{xp) N c=4¢;

ms JE InS A, donde J- {x} SA-C e A-C nio 6
discreto, contrariando a hipétese.

11. - Propriedades

a) "0 saturado da reunizo de conjuntos contér a reu
nizo dos saturados d@sses conjuntos."

Ponhamos S(A) para o saturado de A; temospois que

mostrar a 1nclusao
w6y ( (ct [ 4 !

onde O é um conjunto de indices e.
Seja
X € uga( s(ad),

daf x € S(Ay) para algum o« € & e existe entao @ tal que
X €EwEAl, como

-——
vem - ' ~
| MSTITUTO DE ENERGIA ATOMICA
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b ¢ EwS '
AL S (szq A donde x €Ew (““A,,)
e portanto
x€S ).
(Y 20

b) "0 saturado da intersecgao de conjuntos estd con
tido na intersecg¢ao dos saturados désses conjuntos."

Devemos mostrar que
(0 2 E an S(Ay).
Seja
3 < (N '
x€S(‘OQAd), entao x€EwS (nqu.,,_) ,

aDqA _C_'_'_ Aa

para qualquer o € &, logo

C Al
(2 ) S a,

donde x € WS Ay, x € S(4y) e
x e“Qo[ S(Ag) .

c) "0 saturado do saturado de um conjunto A estd con
tido no saturado de A e coincide com Bsse, se A 6 aberto."

Para a primeira parte, basta observarmos que, pelo
n® 6, S(A) & aberto e pela proposigap Ao N8 B8, ....ceeensss
s(a) = s(S@)). A segunda parte vem como conseqiidncia do ex
posto no mesmo nimero: se A & aberto S(A) & uma reunifio fi~-
nita ou enumerivel de intervalos abertos finitos ou infinitos
separados por intervalos fechados e, portanto, sé podem ser
pontos de S%S (A)) os pontos de S{A), isto &, cveeeeeecons
s(s®) € s(a), donde s(s@) = s(Aﬁ. Podemos, pois, ain-
da dizer que para A qualquer

S(m (4) = S(Q) (4)

se n=3,



-19 -
d) "Os saturados de dois conjuntos seguem a inclu-
sap dos mesmos, se essa existir."

Se AS B ese x€83(A) entio x € w & A', mas
A'S B' donde x €w S B' e portanto x € S(B), isto &,
s(A) & s(B).

12. - Consideracces

a) Na propriedade a) do nimero anterior nado vale ne
cessariemente a igualdade, como vemos pelo seguinte exemplo:

Sejam A= (a, b) e B= (b, ¢), entao
S(A) = (a) b) ’ S(B) = (b: c)

e

s(a) U 5(8) = (a, ¢) - {p};
ainda

AUB= (g, c) - {v} e s(AUB) = (a, ¢,

donde

s(a) U s(B) # s(a  B).

b) Na propriedade b) também nem sempre vale a igual

dade:

Seja A o conjunto dos racioneis e B o dos irracio-
nais, temos S(A) =R e S(B) = R, donde

s(a) N s(8) = &;
mas
AN B=¢ e s(A N B) =4,
que d4

s(a N B) # s(a) N s(s).

¢) Na propriedade ¢) vimos que se A & aberto, .....
S(s@)) = s(4), entretanto nao & necessério que A seja aber-
to para que se verifique essa igualdade, isto é, essa igualdade
nao implica que A seja aberto, como mostra o seguinte caso:
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Seja A = (a, b], Anao é aberto, S(a) = (a, b),
=5

ab
s(s@)) = (a, b) vindo S(s (A)) (4).
d) Nao h qualquer relagdo geral de inclusao entre o
complementar do saturado de um conjunto e o saturado do com-

p;ementar do mesmo. Vamos apresentar dois exemplos com inclu-—
soes opostas.

1) Seja A= (a, b), entao

c(a) = (-, 8] U [b, +o)
s(cw) = (o, a) U (b, +0);

s(4) = (a, b) vindo C(s4)) = (-, a] {J [b, +),
que mostra

s(cw)c cs@).

. 2) Seja A o conjunto dos racionais, entao S(A) =R
e C(BW) =9; e CEA) é o conjunto dos irracionais vindo
S(CW) =R donde C(S@) < s(c@)).

~-00000—-



W-LIMITE DE UMA FUNCZO

13. - Definigao

"Dada uma fungao f(x) real da variével real, de-
finida num campo C do qual a & ponto de saturagao, diremosque
b 6 o W-limite da f(x) quando x tende para & e indicaremos
por

b = W lin f(x),
X—a

‘se existe um entdrno B, de b tal que,a gqualquer par ( I P)
de entornos de b satisfazendo a inclusao p o< 3 & f3,, cor-
responda um conveniente par (\7, o) de entornos de a que se-
tisfagam as condigdes:

18 - vVC a& 0
22) £(C N (- {a)) S p;
32) flcN( -V) € g -F-"

Vemos, pois, que quando existe o W-limite, também
existe o limite e sao iguaig; portanto, se o W-limite existe
e é finito, é dnico.

Podemos empregar numa técnica andloga a dos "posi-
tivog" fazendo as correspondentes adaptagoes. Assim se b & fi
nito, podemos substituir @, pelo par (&5, &) com & >0
e € >0 tais que

Po = (b-&, b+ 6:);
o par (f,P) pelos pares (¢', &') e (¢, &") com
0<6"<6'£§; e 0=<¢"=<¢&"<¢éh,
tais que
1 t ' “
0‘=(b—6,b+6") e P=(b-€&,b+&);
se b 6-co, podemos substituir By por (&, 5:) com & <&
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‘tais que
8 = (-0, &) U (€}, +)

e o par (J‘,p) pelos pares (6', &') e (6", €') com

G'<&'=2& e G">e"2el
tais que
f=(o,6") U ", +©) e PB=(-o, &) U (€', +o);
se b= +m ou -, basta um & tal que

Po = (&, +) ou go = (-», &)

respectivamente e para (f, p) bastam 6 e & com

&o = &< ou CO 2 E>G
regpectivamente e tais que

=6, +0) e f=(, +0)
ou ._

y=(-0,6) e p=(-o,¢)

respectivamente; se a & finito, substituimos o par (v, o) pe
los pares (&', 6') e (8",d") com

0<3 <d' e 0<3" <"
tais que
d=(a-4d",a4+s5") e v=1(a-8&, a+73");
seaé o, (V,®) &substitufido por (&', d') e (&', &"),
' <d' e T">d" tais que
d= (-0, ') |J (8", +) e V=(0o,8)U @, +o0)

se a § +0 ou =™, basta o par (6,d) com <& ou >3
respectivamente, tais que

o= (d, +0) e V= (%, +@)
ou
®%= (~c0, J) e Ve (-0, &)

mepectivameﬁte,
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14. - Exemplos e contra-exemplos

a) Seja f(x) = x2, definida em R da qual 1 & pon-
to de saturagao. Tomemos & =&, = 1; dados 08 pares ......
6',¢) e @, ¢&") com

0<6'< ¢' =1 e 0<6" <¢g" =1,
vemos que para

x€04=(V1—6,v1+_6")

1-&8 <f(x)<1+¢&" ou f(x) € P
epara X € o -y, sendo
v=(V1i-6', Vi+e"),

temos f(x) >1+6" ou f(x) <1-6" e portanto .........
£(x) € - §. Logo

temos

Wlim x2 = 1,
X1

b) Seja
f(x)=1 + %

definida na semi-reta positiva da qual +® & ponto de satura-
gao. Vamos mostrgr que

v lim (1 +'-§) = 1;
¥+ 400

como f(x) >1 no campo considerado, basta tomarmos um ....?
& >0 e um par qualquer (6, &) com 0 <6 <E=&; para

x €Ex= (%-, +@),.

temos f(x) <1 +&, dondg f(x) €p epara x€o -V, sen
do V= (§, +) tems f£(x) >1+6, donde £(x) €p- J.

¢) Seja
| ——— "
NSTITUTO DE ENERGIA ATOMICA
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f(x) = -‘-:-"T

definida nas semi-retas positiva e negativa de que 0 é ponto
de saturagao. Temos

) lim—:-l-=+m,
x+0 IX

po:.s tomando um &, > 0, qualquer que seja o par (@, &) com
€ £E& =g vemos que pera x € (@ - {0}), onde

0l = (- E, '5—)
temos f(x) > &, donde f(x) €f epara xX €% -V, onde
i 1
-3y
temos f(x) <6, donde f(x)€ £ - 8
d) Qualquer fungao cujo limite ndo existe quando x
tende para a, ponto de saturagao do campo de definigao, é exem

plo de fungao cujo W-limite nao existe.

e) A fungao constante definida na reta admite limi-
te em qualquer ponto, finito ou infinito, mas nao admite W-li
mite.

f) Seja a fungdo f£(x) assim definida em (-1, 1):

1
n+ 1’ para xé[n+1,~),

n=1, 2, «.o; £{0)=0 e f(x)=1f(-x) para -1<x<0.
pom, uma fungao nao negativa. Temos

1lim £(x) = 0,
. X0
pois dado & > 0, para
1 1 1
€(-% %) . oom n>z

se x>0, existe um inteiro m tal que
! 1

P
- <-—
m+1 *<mw
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com m=2 n, donde

LY

1 1 _1
fx) =giy<5°5<®

ese x<0, -x>0 e -x<3¥ vindo f(-x)<&, mas ....
f(x) = f(-xs, donde f(x) <& e logo

lim £(x) = 0.
X-+0

Vejamos agora que o }'_I-limite nao existe quando x ten
de para 0; basta mostrar que nao pode ser 0. Com efeito, to-
memos qualquer

1l
O0< Co‘ = 5
e seja qualquer 0<€= &,; seja n o maior inteiro tal que

e=«l
n

n é pois maior ou igual a 2, tomando-se agora
1

Ar1e=%
vemos que para o par (G, £€) nao existe x =0 tal que ....
¢ <f(x) <€, isto 8, tal que f(x) €8 - F, pois para ter-

mos f(x) <€, x deve ser menor que -4, Visto que se
1 T 1 1
x5, x€l[gET

com m+ 1=n, 0 quedd

1 z.l.es.

f(x)=m+1 n

Entdo se x < 1, pelo que vimos acima

2x) =537

com m=n, logo

£(x) = <G

1
n+1
e portanto o W~limite nao existe quendo x tende para 0. Né'o
foi preciso considerarmos x < O devido i simetria da fungso:
f(x) = £f(~x); taubém s6 usamos um & pois f(x) = 0.
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15, - Congideragoes

a) Ba definigéo de W-limite ndo usamos entornos si-
métricos, nao para expressar-nos em linguagem mais geral, mas
porque perderiamos fungoes bastante comuns, como X2 por e-
xemplo, quanto & exist@ncia do W-limite.

Vejamos o caso de x2 quando x tende para 1. Empre
gando a técnica dos "positivos" deveremos ter paraum par qual
quer (6,€) com 0<G<€E=¢& =1 umpar (&, J) com
0<%<J, tal que para |x- 1| <d tenhamos

I -1 <&
e para & =< |x -1 <d,
[x2 -1 >6.
Temos porém
G <|s®-1|<é,
s6 para

Vl+6'<x<\/l+6
1-5<x<V1—6

se x<1, portanto & e J deverso satisfazer as relagdes:

d=min (V1+€-1,1-7Y1-6)

se x >1, e para

e
T2 méx (Y1+6 -1, 1--|/1-@).
Como
mn (VI+€E-1,1-V1-&=V1+&-1
e

méx (V146 -1,1-V1-6)=1-V1-6,

a questao reduz-se h compatibilidade das relagdes:
d=Vi+E-1 (1),
E»1-vY1-¢6 (2),
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0<&<d (3)

0<& <&=1 (4).
De (1), (2) e (3) vem '
1-Y1-6<VY1+€ -1,

donde, desenvolvendo,

2 . 24+ EG+E%-gE<0,
valendo essa desigualdade no caso s§ para
0<6<4V1+E-4-¢ (5).
Sendo entretanto neste caso

4V1I+&€ -4-E<E,

a desigualdade (5) contraria a (4), pois G pode assumir qual-
quer valor positivo menor que €.

b) Ainda na definigao de W-limite usamos um ent8rno
, € tomamos sempre entornos contidos em fB,, a fim de nao se-
rem excluidas t8das as fungoes limitadas...

16. - W-limite sSbre conjunto parcial

Assim como falamos em limite sSbre conjunto parcial,
,podemos falar em W-limite sBbre conjunto parcial G G,
desde’ que o ponto a continue ponto de saturagdo de c& e para
x variando em Cj as condigoes impostas na definigao de W-li=-
mite sejam satisfeitas. Usaremos a notagao

b =W lim £(x).
x—+a (Cl

Na teoria dos limites & conhecido o teorema que diz:
«se C &€ esgotado em dois conjuntos G; e Cp, excetuado even-
tualmente o ponto 8, ponto de acumulagao de §, se a continua
ponto de acumulagao de Cy e C2 e se os limites sObre Cy eCo
existem e sao iguais, entao o limite existe e coincide com o
limite comum s8bre os dois conjuntos parciais »; no exemplo a
seguir vamos mostrar que isso ndo subsiste se substltulmos,
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m; enunciado acima, a palavra l}_mite por W-limite e ponto de
acumulagao por ponto de saturagao.

Seja a fungao nao negativa defihida em R do seguin-
te modo: f(x) = aj|x| para x racional e f(x) = ay|x| para
x irracional, sendo O < a; < ap. Chamando C) e Cp respecti-
vamente o conjunto dos racionais e dos irracionais, temos que
0 & ponto de saturag@o de C e Cp e que &sses conjuntos esgo-
tam R. £ fcil ver que

wnmﬂ%=o e wnmﬂ%=o,
X0 (Cl X+0 (02

pois sObre Cy, por exemplo, tomado um &, > 0, e dado um par
qualquer (G, 6; com 0<G <& =&, para

= (-5 £
x€m—( 31’31)
vem
|x|<-§'I e f(x) < &
e para x €« -V onde
Ve (-£ 8)

e sempre stbre Gy, vem

|xl>gl- e £f(x) >6;

de modo anélogo procedemos para o segundo W-limite sSbre Cp.

Vamos ver, agora, que o W-limite, quando x tende pa
ra 0 nio existe, apesar de existirem os W-limites sSbre € e
Co e serem iguais; bastard mostrar que o mesmo ndo & 0, pois
das duas Ultimas igualdades acima concluimos que o limite &
0. Seja tomado qualquer &€, >0 e seja (6, €) qualquer par
com 0 <G <C=¢, Em qualquer entdrno i de 0,

- < £ : v g _(.E E
/‘¢( 3y’ 8g" existe umirracional  xy € #£ - ( 8.2’8.2)
e portanto | x5 > £ ou f(x)>€,

ay .
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logo LE (- o = 5 =)

Para qualquer entérno P de 0,

PR(- & £ al temosum racional x € (- a-Gi. 'as';_') -F
e portante |x| < -gi- ou f(x)<6, logo
D(-5 6

Como S deve conter V, devemos ter

6 _.¢ a1
Ei<-a—§ ou 6<-a—'2-6,

a3
mas sendo 5, E<E,
aj
vemos que para um par (G, €) com 'é'é'c £G<¢&

nao existem os entornos ot e ¥ satisfazendo 4s condigbes para
a existéncia do W-limite, logo o W-limite nfo existe.

Veremos a seguir que ¢ teorema acima citado vale
quando sac impostas certas condigdes, mas, para isso, vamos
previamente estabelecer os seguintes resultados.

17. - Lema
“Se z:l < Jl, :2 < J2 e
néx (&, %) < unin (4}, o),
entao
(&3, 91) N (6, dy) = (nméx (&y, ¢y, min (47, "fg))-"
B f4cil ver que um ponto
’ x € (méx (gl, 52): min (J]_s JQ))
pertence & intersecgao, pois
mix (2‘.‘1, 3’2) < X < min (‘fi, d’2)
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donde, por ser

vem

donde

&) = mix (z]_: 82) ’ 32 € wéx (8'1, 8’2):
Syantn (), h) e dy=uin(d, B,

¢y < x<dl - 3'2<x<d'23)
x € (&, 4) e x € (3, Jp)

x € (&, d)) N (%, &).

Reciprocamente se

vem

donde

x€ (&), ) N &, 4),
Zr<x<d)y o Ty<z<dh,,
méx (21, &) < x < unin (4, “’;)

x € (uéx (81, &), nin (4, &)).

18, ~ Lema

"Sap vilidas as seguintes igualdades:
nfn (-a, -b) = - méx (2, b);
méx (-a, ~b) = - min (a, b);
min (a + ¢, 8 + b) = a + min (c, b)

néx (2 + ¢, @ + b) = & + méx (¢, b)."

a) Seja
nin (-a, -b) = -a,

-a%-b e a=b donde
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méx (a, b) = a e min (-a, -b) = - méx (a, b).
Se
min (-a, -b) = - b,
redugz-se ao mesmo caso por simetria.

b) Aplicando o resultado obtido acima & -a e=b vem,
min (a, b) = - méx (-a, -b),.
donde
méx (-a, -b) = - mfn (a, b).

c) Seja
' nfn (¢, b) = ¢,
entao ¢ € b,,donde a+cfaib o
| min (a + c, a+b) =a+ ¢

min (a+ ¢, a+b)=a+mnn (c b).
Se .
min (¢, b) = b,
resolve~se por simetria.
d) Aplicando os resultados anteriores podemos escre
ver . .
- méx (a + ¢, &+ b) = min (-.a--:.:c,--- a-b)=
= -a+mfn (-c, -b) = - a - méx (c, b),
donde .
méx (a + ¢, 2 + b) = a + méx (c, b).

19. - Lema

"Se. By <y, &<y e

| méx (&7, &) < min (4, 95),
entao '
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(A, -8) N (-b, &) = (- nin &, &), - néx @1, B)"

Com efeito, recaimos na proposugao do n® 17, ©pois
G <4, G <dy e .
méx (1, &) < min (43, d5)
dao
-J’1< —31 , -d;<-52
e

mix ("Jlt 'dé) =-min (J]_’ J2)<-méx (gla 3"2)=min(-zl, "6)'

20, - Lema
"Se &<y, E2< o
mix (81, &) <min (4, &),
entdo para qualquer & valem as igualdades

'(a+51,a+di)n(a+3,a+(f)_
-(a+max(ﬁ, &), a+min(a?l, 2))

e .
(a *0’}_"9« "‘;_L“) ‘) (a - 6’21 a - 52) =
= (a - min ((ﬁ, 0'2), a - nméx (€3, &5)).»

Basta ver primeiro, que
. a+gl<a+di , . a..(+5'2<a+dé

néx (a+ &, a+ &) <min (a+ &, a+ )
donde 4
(a+&,a+ Q)N (&+§,&+d§)=
= (méx (a+ &, a+ &), min (a+d}, a+ %)) =
= (a + méx (&3, &), a+m:[n( , h));

e em segundo lugar



a-di<,a-—§_ , a-dy<a-g

27
vindo de | '
méx (G’l, 6’2) < min (Ji: 0’2),
como- antes, . ‘ )
néx (-, %) <min (-4, -&),
donde :

méx(a-di,a-c/é)<min(a-&'l, a’-5)
e portanto
(a-Jl,a-Gl)n(a-J a—Zz)z :
=(méx(a-tfl,a—(f2) win (a - &, a - &)) =
= (a + méx -4, -&), a+ nin (-G, -&)) =
= (a - ufn (¢, 9y, & - méx (5}, &)).

21, - Proposicao

"Se Cy e Cp esgotam um oon.]unto linear, excetuado
eventualmente um ponto a de saturagas de C) e Cp, se os W-li-
mites de uma fungdo f(x) sSbre Cy e C2 quando x tende para
a existem e s@o iguais a b e se para qualquer par (5, B) de
entornos de b, com

7CPSAS P (01) n Po (02),

os pares (&,77) e (51, 1) oorrespondentes a0 W-limite
sdbre €3 e os pares , &5 } (83, 98) correspondentes ao
W-limite sSbre C2 podem resul’car tais que

néx (&1, &3) < min (4, d3)

-

méx(z;, Z3) <mnin (47, I3),

entdo o w-hmite da f£(x) quando x tende pars a existe e &

igual ao W-limite comum b s8bre os conjuntos parciais.”

Com efeito, dado um par (f, #) de entornos de b
com

JEPSPA SN polca),

MNSTIUTO DE ENERGIA ATOMICA
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como pPc pg(cl), para.
x€C N (@ - {a}), . onde % = (a - 41, a+d7),
ven f(x)€EP e para '
x€c N - W), onde V)=(a-8; a4+ Z3),
ven f(x)€ @ -F; também como B Po(Cy), para
x € Cp [V (o) ~ {a}), onde ®, = (a -y, a+d}),
vem f(x)€ P e para
xfCQN(NQ—l-?Z), onde Vo = (a- 8y a+ &),
vem f(x) € - F. Devido ao §ltimo lema temos
(a+3:'i,a+d'i)ﬂ(a+5'2',-a+d'5)= R
. =(a+méi(3';, Z5), a + min 1, 4%)
e : o :
(a -}, a=8) N (a0, a-5) =
= (a - min (#], 45, a - néx 7, 2}))
e pondo
o= (a - min (tfi, 45), a + min 7, ‘/'2:)),
V= (a-mix €], %), a+ mix (&y, &7))
vemos ‘que * & ¥y, pois se z €w,
a-nin (d], F)) <z <a+min (I7, 45)
donde R
a- i<z<‘é+¢fi .
ou seja 2z € ®y; andlogamente mostrariamos que oLQNIQ. Pa
ra .
x €C N (o~ {a})

vem x€C, x€& e x#a, mas como ) e Cp esgotam C, x
pertence ao menos a C) ou Cp; digamos x € C; € como LA
vem

x € clﬂ (“1 - {8})
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donde f(x) € 8, analogo 6 o raciocinio se x € Cp. Mostre
mos agora que V) S V; se z €W entdo
- z]'_ < 2 < 8 4+ 51,
donde
a - méx (&7, 85) < z < a + méx (5;, &5)

ou seja z € V; anhlogamente mostrariamos que V) & V. Pa-
ra

x€c N (x-9)
vem x€C, x € e X ¢v donde x pertenoe a0 menos a Oy
ou Gy, x pertence a e a % e nao pertence nem & VJ. nem a

V2,p01sde VIE Ve Vo & v vVem \Pcy? e V, Sy reg
pect1vamente° logo x pertence ao menos a um dos conjuntos

N @ - ) ou cp V(o - V)
e logo f(x) € /9 - a-'. Portanto

b= W lim £(x).
X-+a

22, - Existéncia de funcoes que gatigfazem
as condicoes da nroposigao anterior

Vamos construir uma fungao * f(x) definindo-a em R
do seguinte modo:

f(x) = x para Osx#%,

1 1l
n=1, 2, ..., ’ f(‘ﬁ')‘-"‘z._‘?'

£(x) = £(~-x) para x < 03

f(x) & pois n3o anegativa. Representemos por C; e Co respec-
tivamente as retas racional e irracional. Dados um &,, no ca-
so qualquer, e um par (G, £), com 0<6<&=¢,, temos
sbbre Cp, para

o<|xl <& £(x) <€
€ para
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G<|x|<e¢€ , G < f(x)< €,
donde podemos tomar &8 =6, Jdp =€ e dizer que

W lim f(x; = 0.
o (Co

Sébre C;, para O < |x| <& temos f(x) <€ e para
néx (6, 2) < |a| <€,

onde m § o menor inteiro tal que I <&, temos

néx (6, 1) < £(x) < €
e portanto G < f(x) < & donde podemos tomar
1l
£, = néx (6, 1)
e ff1=¢' e dizer que

¥ lim f(x; = 0.
w0 (Cp

Mostremos que fica satisfeita a desigualdade do teorema ante-
rior: ora

mix (&, &) = méx (G, -,1;) , min (&), &) = €
e entso
wéx (&), %) < min (9, )
e podemos concluir pela proposig?a'o anterior que

W lim £(x) = 0.
X+0

23. = W-limites b direita e & esquerda

Se a f8r ponto de saturagdo & direita (2 esquerda)
de C podemos conceituar W-limite & esquerda (i direita), ape-
nas tomando entornos v e o h esquerda (i direita) de a e exi-
gindo que fiquem satisfeitas as condigoes do n® 13. Indicare-
mos tal W-limite por
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V lim £(x) (w 1 £(x)).
X~ 8- X84
E clarc que,.se a & ponto de saturagao e

W lim £(x) = b,
X8

também sso iguais a b os W-limites h esquerda e X direita,pds
basta respectivamente tomarmos os entormos

o =al (-0, a , ' =V N (~o, a]

«t =0 () (a, +co] s v =V [, +)

para satisfazermos as condigdes.

Reciproca
"Se

Wilim f(x) = Wlim f£(x) =
X a— Toa-sad+

entao

W lim f(x) = b."
x-a

De fato, a é ponto de saturagdo pois o é & direita
e b esquerda e seja
Bo = Por 1 Py,

onde P 88 os entomos iniciais de b corresponden
tes aos lw-llml €s b esquerda e & direita, e seaa (r, P) quad
quer par de entornos de b tais que yc pS o+ Como

FCPEPn © FSPS poos

existem xespectivamente os pares V4, oLl) e (\72, o) de
entomos & esquerda e i direita de a, tals que

ey S ¢, Rpe S,

f(x) € para
x€cN (g -{a}) epara x€C N (% = {a}),



e‘f(x)ép -5’ para,
x€cN@-%) e xéch(um-V).
Pondo agora
d=yUawp e V=vUWw,
temos que & e ¥ s8o entomos de a e satisfazem a
19) Ve o € ¢y
2e) f(x) €L para xe€c N (%- {a}),

pois sendo o=@ UN2 ven X €C, x€% ou x€% e
x # a, logo xpertence a

cN@-{a)) o ¢c0(%-1{al);
38) f(x)EP - F para x€c N (x-7),
pois sendo _ _ _
V=V U V5 vem \7=\?1U\72=\71U l72
ese x¢ P, temos xf V] e x¢72 e logo x pertence a
cN(Eg-v) o ¢ (@-Y%).

24. - Consideragdes

a) A fungao constante, definida em qualquer campo
do qual & seja ponto de saturax;ao nao admite  W-limite e, por
conseguinte, se 8sse existe para algums fungao, essa nas &
constante em seu campo. Todavia a exist@ncia do W-limite & com
pativel com a constincia da fungao num entSrno do ponto de sa
turagao, como podemos ver mediante o exemplo que se segue.

Definemos em R a fungao f£(x) pondo
f(x)=x+1 para x=<-1,
f(x) =0 para -l<x=<1

f(x)=x+ 1 para x=1.

Essa fungao & constante num ent8rno de 0 e no entanto
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W lim f(x) = 0,
x+0
pois dados os pares (', &') e (6", &), com
0<G'< &' =& 0<G"< ¢ =&y,
5; e 5: positivos quaisquer no caso, para
x€oc= (-1 —5', 14+&Y),
temos, se
“-l-&'<x=2-1 , - &' < £(x) = 0;
se
-l<x<l ’ f(x) =0
e se
1=x<14+ &' , 0= f(x)< &',
e portanto para x €%,
- €& < f£(x) < ",
Para x € o - 7, sendo
V= (-1-6",1+6"),
temos ou x<—-1-6' ou x> 1 +G"; no primeiro  caso,

f(x)< - 6' eno segundo f(x) >c" & portanto estd verifi-
cado 0 W~limite acima.

Se restringimos o campo de definiclo & vevveeeenss
€1 = (-1, 1), Jjé nfo mais existe o W-limite, mesmo permane-
cendo 0 ponto de saturagao; isso nos faz concluir que existin
do o W-limite, nem sempre existe o W-limite num conjunto par-
cial pars a mesma fungao. No estudo que se segue vamos encon=-
trar uma condigao necessfria e suficiente, que resolve o caso
e que reside essencialmente na questéo da const@ncia no entér
no do ponto.

b) Antes porém, demos um exemplo simples mostrando
que, a0 se reduzir o campo de definigao onde nap havia W-l1i-
mite para uma fungao, pode &le existir no memor.

Seja f(x) = x para x racional e f(x) =1 parax
irracional; chamando €3 o conjunto dos racionais, & claro que

*  NSTITUTO DE ENERGIA ATOMICA
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W lim f(x; =1,
=1 (C
a0 passo que

¥ lim £(x)
X+l

nao existe pois em qualquer o - V existem irracionais. Tam-
bém serve para o caso, o exemplo do n® 16.

25 [ e Lem

"3e f(x) nao & constante em
c n (/""" {a}))

onde s & qualquer entSrno & direita de a, ponto de acumulagao
4 esquerda de C, e se

1im f(X) = b,
X a+

dado qualquer ent8rmo «, & direita de a, existe um entSrno @,
de b tal que a todo entorno P de b, contido em B,, os entor-
nos o b direita de & que lhe correspondem pela definigao de
limite est@o contidos em o ."

Suponhamos que nao valha o afirmado no enunciado,
dado ent80 qualquer entdrmo @, de b, existe um entSrno Bde b,
RS Po> 80 qual corresponde um entSrno o i direita de & que
contem of,; seja x' um ponto qualquer pertencente a

c N (=, - (a}),
entdo x'€o pois x'€, e % & &, e sendo x'¥ a,
xeci (06— {a}),)
donde f(x') €B; se tomarmos
ﬂ_o= (b'éy b+6)’
temos também '
PE(0-& v+&) e logo I£(x') - b <&

como & pode ser arbitrério positivo, pois Po é qualquer, vem
f(x') =b e a fungdo & constante em ¢ M (g - {2}) contra
a hipStese.
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26. — Lem

"Se f(x) nao & constante em
c N (p- (a}) e ¢ N (p-ta}),

onde K e p sac quaisquer entornos & direita e & esquerda de
a, e se

lim f(x) = b,
X+

dado qualquer entdmo o, de &, existe um entdrno B, de b, tal
que a todo entémo B de b contido em B,, os entormos 0"de a
que lhe correspondem pela definigZo de limite estdo contidos

%"

Seja o, um entSrno de a e sejam
% = % N (o, a] o gy =0 N [a, +o).

Pelo lema anterior existem entornos Po1 © Poo de b tais que a

quaisquer
, [
PLS P o PSPy,

os entornog oy & esquerda e oy ki direita de & que lhes correg
pondem estao contidos em %5y e 0"02 regspectivamente. Pondo

o =P Pozs

a qualquer entSrno (3 de b contido em (3,, os entornos o correg
pondentes devem estar contidos em af,, pois se ® & um d8les,
pondo %

¥y =@ n (-0, a] e % ='"°"n [a, +c0),
% e %, s8o entornos & esquerda e & direita correspondentes a

BE Poy N Poo,
PEPoun e  P<Po

isto &,

donde

C
“E%n e %S %y
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%, U @, o @ U %
ou
&N (o, JIU [0 [a, +)] S
& [u‘c n (-, a]] U [“0, N (e, +o0 )]
donde ‘
S o .

27. - Proposicdo

ﬂse

W lim £(x) = b,
X2
a condigao necesséria e suficiente para que o W-limite sB8bre
qualquer conjunto parcial Cj < €, do qual a & ainda ponto
de saturagao, é que f(x) nao seja constante em nenhum emtdr

no A direita e em nenhum entSrno & esquerda de a, excluido
8sse ponto."

A condigao & suficiente, pois a sends ponto de sa-
turaglo de €y, existe um ent8rmo &, contido em C; e conside-
rado sse entdrmo,existe pelo lema anterior um entdrno B, de
b, tal que para gualquer 2 S B,, o0s_entornos ¢ de a que lhe
correspondem estao contidos em o4, . Entao dado qualquer par

I, P) de entornos de b, com y< B S B,, existe o par
v, %) de entomos de & com V C % € « tal que para

[}

x€c N (a-{a}) £(x) € B
e para

xe€cN@-? , £x)€p-F
ora como €3 & €, viré para

xec N@-{a)) , fx)ep
e para

x € N (e-7) ’ f(x) €B - §,
havendo pontos de €3 em &/ e em @~V pois o« E e = ci.

A condigao &, também, necessiria pois, se existe um
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entdrmo /b direita ou p & esquerda de a onde,excluidc a, a
£(x) 6 constante, tomado um C; & C tal que & direita ou &
esquerda de a fique contido em g ou P respectivamente, nao e~
xiste o W-limite & direita ou 2 esquerda oorrespondente e por
tantc nao existe o w-llmite.

28, ~ Lema

"Se

‘1im  £(x)
x—~>a4

& elemento infinito, dado qualquer ent8rmo o) & direita de a,
existe um ent8rmo @, d@sse elemento tal que para todo entSrmo
A do mesmo contido em B,, os_entornos w, que lhe correspondem
pela definigao de llmite estao contldos em o .

Se nao vale a afirmativa do enunciado, e supondo que
o limite seja +00, dado qualquer entbrno 8, de +o0, existe um
entdrno P de +co contido em fB,, a0 qual corresponde um entdr-
no & direita ® de a que contém % o’ Seja x' um ponto qualquer
pertencente a

c N (u'o - {8-}),'
entdo x'€ 0, e como %, S o, x'€cL, logo
x€¢ N (e~ {a})

pois x' # 2, donde f£(x')€ B; se tomarmos B, = (K, +x®)
com K qualquer pois B, € qualquer, vem j& que B < g, +vc..
f(x') > X o que nzo % possivel para K arbi trério.

29. - Lema

llse

lim f£(x)
x+a

é elemento infinito, dado qualquer entdrmo &, de &, existe um
entdrno B, désse elemento tal que todo entomo @ do mesmo con
tido em P,, os entornog o de a que lhe correspondem pela de-
finigao de limite, estdo contidos em o .
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A demonstragao segue o mesmo raciocinio do n® 26

"Se
W lim f(x)
x-a

é elemento infinito, entazo sBbre qualquer conjuntoe parcial Cy
contido em‘C, do qual a é ainda ponto de saturag@ao, o W-limi~

te da f(x) & o mesmo elemento."
A demonstragao segue argumento anflogo ao da propo-

sigao do n® 27,

31. = Proposigao

“Se
W lim f(x) = b
X8

e ge é o0 ent8mo inicial de b, ao menos um dos conjuntos
N (-c0, B) ou  P,N [b, +0)

]
estd contido no derigado da imagem de C e portanto b é ao me~
nos ponto de saturagao de f£(C) % esquerda ou i direita."

Suponhamos que ambos osj conjuntos

P. N (-0, ] 8. N b, +o0)
nao estejam contidos em (f(c)) (exlstexfx egZaocpgntéf(sc)j:'e d

em cada um, que nao pertencem a
xiste um intervalo aberto g tal que
LS B, N (-, b')
com b'<b, b'EPL, e pl £(C) =¢;
existe um intervalo aberto P tal que
PSP, N (b, +o0)
vep, e pNec) =4,

(@)U [pNee)] =4

‘pelo mesmo motive

com b"> b, portanto temos
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do;lde

(kU P} N £c) = ¢.

Sejam agora eydois entornos de b tais que Cp € sene
e-FSH+Up, com pS @, existem ®e V' tais que para

. X€C n («'—v))
t(x)€EP -§ m f(x) €U p,
que contraria

[+UPIN £(c) = .

32, - Lema

~"Se f(x) & crescente em €, se

lim f(x) = b
X»a

e se Xj e Xy pertencem a C, Xx) < & < x, implica
£(x) <b < f(x,)."

Pelo teorema fundamental das fungoes mondtonas te-
mos

b = sup {f(x); x€¢C x< a} = inf {f(x); x € ¢, x -a},
logo
£(x1) = v £ £(x,);

mas nao podemos ter f(x3) = b pois para os pontos xde C tais
que X3 <X <&, 0s quais existem pois & é ponto de acumula-
gao de C, devemos ter f(x3) <f(x) ou b < f{(x) quando b &
0 extremo superior. De maneira anéloga podemos mostrar que
f(x5) # b, . donde

£(x1) < b < £f(xo).

33, - Proposigao

“Se f(x) & crescente em C do qual & & ponto de sa
turagao, se
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Wlim f(x) =D
X8

e se B, é o entbrno inicial de b, entdo f3, estd contido no de
r%va;do da imagem de C e portanto b & ponto de saturagéo de
£(C)."

Com efeito, se B, né estd contido no derivado de
fécg, existe ao menos um intervalo sberto A S @, talque u
f(C) = ¢; podemos ainda supor que b €. Seja agora um par
(§, ) de entornos de b tais que

rcpcph o p-per0p,

onde P S . & qualquer intervalo aberto acima ou abaixo de
b conforme s estd abaixo ou acima désse ponto. Existe entao o
par (v, @) de entormos de a tais que

vVC ac g e f(x) €EB - F

para x6 C N (w0 - ?); consideremos agora dois pontos x; e
x5 pertencentes a C (1 (¢ - V) e satisfazendo a X< &<
para tais pontos que existem pois o & C', temos que f(xls
e f(xp) pertencema @- [, mas como

p-FS+Up e w0 z(c) =4,
vem que f(x3) e f(xp) pertencem a £ e entdo ou
.« f(x3) <D e f(xy) < b

f(x1) > b e f(xy) > 1,
0 que contraria a desigualdade

f(xl) <b < f(x,z)

estabelecida no lema anterior.

34, ~ Congideracoecs

a) Na proposig@o acima, n3o podemos apenas admitir
a existéncia do limite, pois aquela nao subsiste, como mostra
0 exemplo a seguir.

Seja f(x) = x para x (-1, 0] e
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_..n+1 <+ n-1 ara x € 1 _1_
2(on - 1) on(2n - 1) P n+l’n)

n=1, 2, ... A f(x) estd definida em (-1, 1) do qual 0
é ponto de saturagao e seu grafico 2 direita de 0 6 formado
por segmentos que unem os pontos

1 X
(n+1’_) e 'E’Zn-l)

ficando 8sse Wltimo excluido, e & crescente nesse intervalo
pois:

10) ‘§ crescente em (-1, 0];
2¢) dados x' € (-1, 0] e x"€ (0, 1), f(x') =0 < £(x");

32) dados x' e x" pertencentes a um mesmo

1l 1
n+ 1'n)?

se x' < x", & claro que f(x') < f(x");
40) dados

1 1 , 11
x'e[m+i"ﬁ) ° x'e[n+I"ﬁ')’

com m#n, se x'<zx", como

1 1 1 1
s ven B R+ D
donde m >'n; ora
1 1 1 1
' ") > ——
f(x)‘m ’ £(x) 5 e —7 < 5=

donde f(x') < f£(x").
Vamos ver que

lim f(x) =
X0 -

vela esquerda tal é imediato, e & direita dado € > 0 tome~
mos um x qualquer menor que 4, com

n>1+7§'5;

temos



1
f(x)<f(-IT
e como
1 1 1
n>1 ’ ﬁ.e[-:ﬁ,n_ )
e

1 n 1 n-2 1
=) = Al =
(n) 2(2a-1) -1) n ¥ 2n-1)(2tn -1) -1) 2(n-1)

e portanto f(x) < € que mostra ser 0 o limite % direita por
ser f(x) crescente e por ser f(x) > 0 i direita de O.

Mostremos que O ndo & ponto de saturagdo de  £(C).
Com efeito, para x £ 0, f(x) =0 e para

11\ - 2 1
x""[n+1’n)’ y w =<

logo
it &) N 2@ = 4

para qualquer B e assim qualquer entSrno (de O contém inter-
valos que nao t&n pontos pertencentes a f(C) e por conse-
guinte f nao pode estar contido em (f(c))' e 0 nao & ponto
de saturagao de f£(C).

b) Esse mesmo exemplo, considerando que

lim f-l(y) = 0,
70

mostra que o limite de uma fung8o crescente pode ser ponto de
saturagao da imagem do campo de definigao, sem que a2 variivel
tenda para um ponto de saturagao d8sse campo.

c) Ainda, & f£(x) estudada mostra que se b § o li-
mite de uma funglo crescente, o W-limite pode nao existirqum
do x tende para o mesmo ponto, pois no caso 0 nao & ponto de
saturagdo de f(C) como exigiria a proposigéo do n® 33, En-
tretanto introduzindo a hipStese de ser b ponto de saturagéo
de £(C), o W-limite existiri e serd igual a b como mostra a
proposicao seguinte.
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35 = Progosi@

"Se f£(x) & crescente em C, se
lim f(x) = b
x+a

e se & e b_sgo pontos de saturagio de C e f£(C) respectiva-
mente, entao

W lim £(x) = b."
xa

Se a e b sao pontos de saturagdo de C e f£(C),, exis
tem dois entornos @ e B désses pontos contidos em C' € .....
(£(c))' respectivamente; existe também pela definigéo de li-
mite um ent8rno &, de a tal que para

x€C N () - {a}) , £(x) € Pg.

Ponhamos o, =d, N o e tomemos Ty € 8, pontos de C em

tais que r, < a <s,, 08 quais existem pois a®, Sw & (;
pelo lema do n® 32, f(r,) =b =<f(s,) e como r, e s, sdo di
ferentes de & e pertencem a oy, © «),e £(r,) e f(s,) per-
tencem a B;, vem, pondo

By = (fre), £(s0) ),
que
B S P S (£@)'.

Consideremos agora gualquer par (¥, P) de entornos de b sa-
tisfazendo a condigho Y= PE @B, esejam §=(p, q) o
B= (m, n); tomemos quatro pontos Y1, Y2, V3 eyq de £(c)
tais que

M=«y)l=<Jyp<P e Q=yz=<yjs<n
o8 quals existem pois
RPsp, € (g0)
e sejam
x = fPl(Yl) ’ Xy = f-l(yz):

x5=ys) e x=£l(y,),



-50 -

f(r,) €m , n = £(s,;) e p<b<g
vem

Ty <X = 1"2-=a<x3< Xy < Sge
Pondo %= (x3, x4) e V= (xQ,x), para
x€¢ N (°6— {a} )

temos X3 < x <3y ©

£(x1) < £(x) < £(x4) ou oy < f(x)<yy

donde f(x)€P epara x€C N (¢-V) temos 3 <X<Xp
ou xz<X<3X4 que acarreta

£(x)) = £(x) < £(x2) ow  £(x3) <£(x) = £(xg),
donde

yp<f(x)<y2 ou  yz<f(x)<yy,
e portanto f(x)€ p - .

36. - Proposicéo

"Para t8da fungao crescente em €, do qual & & ponto
de aturagao, e cujo limite b existe quando x temde para a, as
afirmagoes <«<b 6 o W-limite quando x tende para & > e <« b §
ponto de saturag@o da imagem de C » s@o equivalentes."

£

E conseqiiéncia da proposigdo acima e da proposigio
do n? 33,

37. - Proposicao_sbbre o W-limite da fungdo inversa

"Se f(x) & crescente em C e se

W lim f(x) =
X+»a

W lin £ 1(y) = a."

Com efeito, sabemos que & f(x) crescente emC admi
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te fungdo inversa f-1(y) crescente em f£(C) e pela propo~
sigao do n® 33 poﬁemos afirmar que b é ponto de saturagao de
£(C), pois B, & (£(C))'. Como

lim £1(y) = a,
y--b
existe um entbrno (3' de b tal que para

yee) N @ -{vh , ) e,
sendo ® um entdrno de & contido em G'. Ponhamos agora
& 1 =f*N (3 ¢
e tomemos f(r,) e f(s,) pertencentes a By tais que
£(z,) < b < £(s,),
8sses pontos existem pois
PLS B S (£@)

pelo lema do n? 32 aplicado a f-i(y), r,<a<s, e como
f(r,) o f£(s,) s8o diferentes de b e pertencendo a [!1 per—
-tencem também aP , temos ) e 8, em &, Seja &, =
oons:Lderemos qualquer par twi o) de entornos de a %ais que
VC® S ; sejam também \7=(p, q) e %= (m n) e to-
memos quatro poritos x, X, X3 e Xy de € tais que

m<X)<Xp<pP O Q@ <Xz <X <D,
entdo como
A ’ n < g, e P<ax<q
vem,,
fr,) < £(x;) < fxp) <b < f(xa) < (%) = £(s,).
Pondo

I= (f(xz), f(x;)_) e = (f(xl) ’ f(X4)),
I e @ s2o entornos de b satisfazendo a
FCBS (£@) pis LSS (£@)
e tais que 1%) para
ves@) N (p-1v}) v £ly)ew,

INSTITUTO DE ENERGIA ATOMICA
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' pois se

y=2(x) , flxg)==£(x) < £(x,),
" donde
x]_<f"'1(y)<x4 e r1(y) € ;
20) para

yee(c) N (P-F) vem fly)ex -V,
pois se y = f(x), ou
f(x) < £(x) <£(x;) ou  fxg) < £(x) < £(xg),
donde ou
n<flfy)<z, o x3<l(y) <xy,
e portanto e
l(y) €x - V.

38- Lema

"Se f(x) e g(z) sdo fungles definides em C e.em
B =2 £(C) respectivamente, entao

(g o £)(a) = g(£@a))

para qualquer A & C."

Basta ver primeiro que, se

y € (g0 £)(a) y v=(gef)(x)
para algum x €A, donde

Cy=glfm) sendo f(x) € £(a)
e portanto )

y € g(£));
e segundo que, se
y € g(£(8)) s ¥ =gl)

para um A€ £(A) e portanto &&= f(x) pera um x € A, donde

Y=e(t) = (g0 £)(x) e yE€(go £)(a).
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39. = Proposicao sSbre o W-limite de funcdo composte.

“Dadas as fungdes reais f3(6:), i=1, 2, ... , n
das variéveis refis €i respectivamente definidas em Ci, tais
que

se 10) a3 & ponto de saturagio de

(£37 % oee o £3)(0)s
20)

Wim £ (%) = ag;

. 8
3¢) pB8sto
Dy = {él; (fi 0 see O fl)(él) = a:i.-o-l}’
i=1, 2, «osy n~1, & ainda & ponto de saturagdo de
n-1

¢ - U Di;
i=1

4°) caso &y, seja finito, i=1, 2, oo, m, a f3(§;) nio
é constante em nenhum entérmo 3 direita e em nenhum entérno &
esquerda de 8, exclufdo &sse ponto, ou a £;(§;) ndo & cong
tante em nenimum entlrno de +c0 ou ~o0, se a3 §é +co ou-oo
respectivamente; entao o W-limite da fungao composta

-1
(fn © ¢oe ® fp 0 fl)(él) sSbre'_ C1 - rtj Dy

i=l
existe e vale ap4l, isto §,
Wolin{(fn 0 eeo 0 f5 0 £3)( 1) = age3e"
él-ual n~-1
(6 - U 23)
i=1
Vamos demonstrar por induggb e supomos, primeiramen

te, n= 2, Notemos, inicialmente, que devido % hipStese fei
ta'se ag € finito, temos
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W lm  £,(4,) = es.
Srar (£, )

Sejam gy e Pyz 0s entornos iniciais de ap e a3 respectivamen
te, sendo o #ltimo correspondente a f%iﬁ)g) sbbre  £(Cy) e

@) um ent8rno de ay contido em (Cj - ; como
1im £,(6;) = = e 1m £5(5,) = a
1\%1 2 2\72 3
b2y &%

e £7(61) e f2(€2) satisfazem a 4% condiggo caso ay e
sejam finitos, existe um entdrno Pg de ap tal que a qualquer
entbrno B de ap contido em 33, correspondem pela,, definigdo
de limite entornos o'” de a; que satisfazema o S @4 ¢
existe também um entérno B3 de az tal que a qualquer  ent8rno
P‘” de az contido em B3, 03 entornos ©“ de ay que lhe corres
pondem péla definigao de limite satisfazem a

®
e By N Bos ronhamos  Bgz = fos3 n P3
e eo’nsiderem?s qualquer par (0‘“’, Pe)) de entornosde a3 tais que
(¢) fa ) 3)
0 <Pfc P03 como £ SP63’C' Pos
existe um par (V¥ o®) de entomos de ap tais que
2)
< «®c (g(c)",
£,(fy(c) N« - LMY S £
0 (e Y N @ - ?P) € BP_ ¥,
ainda como
) @)
< C {
'"P(')}'“F} vem o "Pozn r',’2'
do par (V¥, a®) d% entornos de a,, como
u® C c
Por N P2 S FPon

corresponde entdo o par (V9 o™ ae entomos de a; tais
que

)

@ (1)
Viedfc w € (g - ),

f1(c, N @Y - {a))) € o, (1)
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£1(Cy N @@ - v)) € o _ »77’ (2).

Na inclusdo (1) podemos substituir o por «® - {ao} - se
substituirmos C; por C; - Dy e vem

£2(0 =DP N @¥ = {a})) S «® - fg))
donde também :
£1((c; - D) N @@ - {21h) € £,(0) N (w"’ {a})
e pelo lema anterior, ‘
(£2 0 £1)(CCy - Dy) N (P - {a})) ) S @
€ £a(f30cp N @ _ 1)) SP 5
da inclusao (2) vem '
fl((cl -~ Dy N (e _ ‘7‘_”)) c
St(0p N @ - v E £(¢) N (& - v®)
donde pelo lema anterior, :
(f2 ¢ f1)((01 - Dy N (“(1) - \771)» =

_Suponhamos vélida a proposigao para o caso n - 1.
.Temos entao

W olim (fuo1 0 +-e 0 £5 0 £1)(57) = ap,
S1a n-2
(cy - U Di)

e a fungio (fy3 © ... 0 fp @ £, )(51) caso ey seja finito,
nao é constante em nenhum entS:mo referido na 48 cond:.gso, pois
do contririo Dp.3 conteria no minimo ou um entdrno & esquer
da ou um entdrno & direita de &), exclufdo 8sse ponto, ou wum
entdrno de +® ou de -® caso &) seja +m ou - respective-
mente, visto que tendo-se

;l-tal (fn_l 0 oo © fl)(él) = &n,

o valor constante de (f4.7 ® ... ¢ £1)(51) seria an, e em
qualquer hipStese aj deizaria de ser ponto de saturagao de
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n-1

G~ U Ds,
i=1

contra a 3% condigdo da hipétese. Entao como as fungoes
(f n-1 9 .0 O fl)(gl) e fn(gn)

satisfazem as condlgoes do caso n=2 e como &) & ainda pon
to de saturagao de

n-2

(¢ - U D) - Bny,
i=]1

vem
Wlin (fy0 ... ® f2 ° £1)(&) = ap,3.

S uD)

40. ~ Corolérios

Na propo&gao acima podemos escrever simplesmente o
V-limite da mm,ao composta nos seguintes casos:

a) Seos a;, i=2, ..., n, sao elementos infi-
nitos: pois sendo (ff © «.. o £1)(5) real, D; = ¢, .....
i=1 2, ..., n~1, e por conseguinte

n-1
o T
b) Se £3(§;) e a restrigio de fi(fi) a
(fi-l 0 cen D f2 ® fl)(cl)
i=2,3, ¢ee, n-1,
sao aplicagoes biunivocas: pois neste caso

(fi 6 ees 0 f2 -] f]xgl)
¢é biunfvoca e cada Dj tem no mAximo um elemento, pois se €i e
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%:i rertencem a Dy, vem
(£50 vee o 20 £1)(5))=(f5 0 eee 0 fz 0 fl)(é']'_) = aj,1

ecomoa fj 0 ... 0 fpo f; & umaaplicagiio biunivoca de (3
sdbre (fi ® eeo 0 fo o £1)(C;) temos 9]'_ = Y; rportanto

n-1

U n

i=1
tem no miximo n - 1 elementos e podemos na demonstrag@o aci
ma tomar @7 disjunto de

n-1

U ;.
i=1

41. - Proposicgo

"Se
W lim £f(x) = b,
b
entao
Wlim (f(x) + ¢) = b + ¢,
X8
isto &,
W lim (f(x) + ¢) = W Lim £(x) + c."
x~a x4
Dados os pares (G', &) e (G, &") com
O<6"<8'5€; e 0 <@ <gn =&,

existe o par (V, 0l) de entornos de a, tais que para
x€c(e-ta}) . , b-&E'<f(x)<b+ &'
e para
x€c N (x-V),

ou f(x)>b+36' ou f(x) <b-6"; com para os respecti-
vos x essag degigualdades implicam
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(b+c)-&<f(x)+c=<(b+c)+e

e,ou f(x) +c>(b+c)+6 ou £f(x) + c<(b+c) - 6",
estd verificada a proposigao. Reparemos que &; e &, podem ser
tomados como positivos iniciais de f(x) + c.

42, - Proposicio

"Se
W lim £(x) = +c0,
x+a
entao
Wlin (fx) + ¢) = +0."
X-a 0

Dado o par (6, €) com €, + c=E<G, e consi-
derando o par (6 -¢c, €~¢c), como G ~c>€E -c2 &, e
xiste o par (¥, ®) tal que f(x) >&-¢, para

x€c¢ (- {a}) e f(x)<6-c,

para x € ¢ () (% - V); essas desigualdades implicam para os
respectivos x, f(x) + ¢c>€ e f£(x) + c<6. Vemos, no caso,
que o €y inicial de f(x) + ¢ & €5 =&, + c.

43. - Proposicdo

"Se
W lim £f(x) = b,
x+a
entao
¥ lim (~f(x)) = ~b,
X8 :
igto é,

W lim (~f(x)) = = ¥ 1in £(x)."
x+a X8

Dados os pares (G', &') e (6", &) com
0<Gl'< g =g, e O<g" <& =g,
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existe o par (V, ®) tal que
~-& < f(x)<b + & pare x€¢ N (x- (a})
e, ou b+6'< f(x) ou f(x)<b-g" para
x€C N (w-V);

como essas desigualdades implicam para og respectivos x, «...
-b-6'<-f§ 3<-b+£" e, ou =~ f(x)<-b-¢" ou
-b+6" <= f(x), esti verificada a proposlgao. Notemos que
os positivos de - f£(x), no caso, sao &) =&, e &y = &-

44. - Proposicéo

"Se
¥ linm f(x) = +o,
x+a
entzo
W lim (~f(x)) = ~co."
x+a
Dado o par (G, &) com
G<&<- &, como -6G> -&> €&,
temos
£f(x)> -€ para x€c M (¥- {a})
e

f(x)< -G para x€c¢ N (x-V);
essas desigualdades implicam para os respectivos x,
-f(x)< € e - f(x)> ¢G.
0 501 inicial é no caso &gy = - €,

45. - Proposicao

"“Se c#0 e

W lim £(x) =
X+
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entso
W lin (c £(x)) =
X8
isto 6,

¥ lim (¢ £&®)) = ¢ W lim £(x)."
X8 x~a

Suponhemos ¢ > 0; dados os pares (G', &') e ...
(gn’ 8") com

6'<€'5c£; e "< E&"< c&y,

como
-6—'<—£L 6; e £:<-€l£
c c c
temos
(1]
’b—%—<f(x)<b+£c para xec N (x- (a})
e, ou

f(x) < b-—%:- ou f(x)> b+§é'- para x €C (1 (x-9);

essas desigualdades implicam para os respectivos x,
ch - ' < c f(x) <cb + &
e, ou
¢ f(x) <cb - ¢ ou c f(x) > cb + 6",
Reparemos que 0s positivos iniciais para o f(x) sa@0, no ca-
so, €)1 =c & e &g = c&,.
Se ¢ <0, temos pela proposig'éo do nt 43,

Wilim (¢ f@) =W lim (- ¢ (<F@)) =
X+ X+8
=-cWlin (- f(x)) =
X-+8
==-c (-W1lin f(x)) = ¢ ¥ lim f(x).
X=-a X8
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Podemos neste caso tomar como iniciais 56 =wc &
e 6'0'1 = - C 6' 1 °

46. - Proposicao

"Se cx20 e
¥ lim f(x) = +o0,

Xea
entao .
W lim (¢ £(x)) = *0."
x+a
Suponhamos ¢ > 0 e seja (G, £€) tal que
G [

temos

f(x)>% para x € C (1 (o - {a})
. .

f(z)<& pwa x€C N @-V)

easas desigualdades implicam para os respectivos x,
c f(x)>¢€ e c f(x)<©C.
0 inicial €y, no caso, & &5 = c &
Se ¢ =0 basta tomar (G, €) tal que 6 <'E =cé&,.

47. - Proposicio

llse

W linm £(x) = b,
X8

W Lim [£(x)| = |b]."
T8
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Suponhamos, primeiramente, b > 0 e ponhamos
(py @) = Pg =, N {x; x > O}
dados os pares (¢*, €&') e (6", €") com
0«<G'<& 2#2b~-p e O<eg'"< E"=q~0D,

com b-p=& e q-b=2¢&, existe um par (¥, ®) de
entornos de a tais que para

x€¢ N (- {a}) , b-E'«< f(x)<b+ E"
e para
x€C N (04 - V),
ou
f(x) < b -6 ou f(x) >b + 6"
tendo em vista que b - & = p 2 0, podemos substituir f(x)
por |f(x)] e como b & positivo, substitui-lo por |b|. No
caso, os positivos iniciais para |£(x)] s@0 €p=b-p e
o1 =& :
Se b« 0, procedemos anilogamente, tomamos
(0, @) =Py = N {x x<0}
e os pares (G', &') e (6", &) com
0<G' <&l £g-D e O<e"< &' < b - p,
evem b-&" < f(x) <b + & para
x€C N (¢~ {a})
e, ou f(x)<b-6" ou f(x)>b+ 6" para
x€C N @ -v);

tendo em vista que b + &' = q £ 0, para 8sses x_podemos por
f(x) = - {£(x)|, e as desigualdades anteriores dso

b-&< - |f(x)|< b+ e,
-lf@D|<v-e"  , ~|fR|>Db+g,

[o] - & < [£(x)| < |b] + &,
l£(x)| > b + 6" , [£(=)| < {b] - 6.
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Os positivos iniciais no caso, sao (%1 =&, 681 =q-b.
Finalmente, se b =0, como |f(x)| 20, bastadar
um par (€, €), com
0<G < &< min (§;, &
e temos para
x€C N (- {a}) , -E< £f(x) <€,
e para
x€CN (- V),

ou f(x)>6 ou f(x)< -G, donde para 8sses respectivos x
vem,

t(=®)| <€ e |f(x)]>6;
neste caso,0 positivo inicial para |f(x)| &
}
601 = min (C;, 60 .

48. ~ Proposigao
"Se

W lim £(x) = =00,
X8

W lim |£(x)]| = +co."
X+a

Sendo |[f(x)| = 0, tomemos um par (G, €) com
26 >E > méx (- €,, 0);
com -6< -&=§€,, para
x€c 1 (x- {a})
temos f(x) < - € e para
x€c¢ N (x~-P),
f(x) > -G, donde para os respectivos x,
£(x)| =& e  |f(x)| <6,
0 inicial para |[f(x)| no caso, & &y = néx (- &,, 0).



- 64~

49. - Consideragdes

a) A soma ou o produto de duas fungoes cujos W-li-
mites existem quando x tende para &, nao admite necesshrisamen-
te W-limite quando x tende para &sse ponto. Assim, por exem-
plo, se o W-limite de fl(x) ‘existe e é finito, existe tam-
bém e & finito, pelas proposigoes dos n®s 43 e 41, o de

fa(x) = 1 - £1(x),
entretanto a fungao
c £1(x) + £5(x) = 1
nao admite W-limite. Ainda se
fi(x) = x R x € (0, +@),
o W-limite de fy(x) existe quando x temde para 1, bem como
o de
1l . €
fz(x) 3 ) x (O, +0)),
entretanto a fungao fi(x). fp(x) = 1 ndo admite W-limite.
b) Vamos spresentar, agora, para os casos da soma e
do- produto, exemplos nao triviais como os acima apontados.

Sejam as fungdes fy(x) e fp(x) definidas em ...
(-1, 1) do seguinte modo:

, 2(2n -1 l-n
fl(x) = lx‘ e f2(x) =¥ =5 + 1 ) X+ nn+1l)
pars
1 1
x € (3, =T ’ n=1y 2 ey

fo(x) =0  para x€ {o} J ('31 [—2;1—1;—1-, ‘}i])

folx) = fo(-x)  para x € (-1, 0).
Reparemos inicialmente que o gréfico da fy(x) em
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(5 mr=T)
2n’ on -
é o segmento que une os pontos
1 1 1 1
Gy ¢ HEFoow
exclufdas as extremidades e que em

n=1

a_f(x) = f1(x) + f2(x) & crescente, pois & soma de duas fun
goes crescentes.

E claro que

W lim £;(x) = 0,
X0

e vamos mostrar o mesmo resultado para fo(x). Ponhamos ....
& =1 e tomemos um par qualquer (6, €), com 0 <G=<&el,
Fagamos a hipStese de existirum n=1, 2, ..., tal que

6<.].'.£5
n

€ escrevamos

f""méx(;%'pg) ) J-’zn_,l

l-n n+1 .
= (P-sts D) 3(m =D

P & menor que % e & e & 530 as imagens inversas de M, e Y
respectivamente, pela yn considerada definida na reta, logo
S>&; para 0 <x<d, isto §,

0< x< 1
2n -1’
se
1 1 .
xé(-a-, —2-1—-_—1') ’ i=mn, nel, ..o,

temos
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l.1=x¢
f(x)< T%%
e se
1 1
x € [-E.Ti’ H] ) i= n, n+1, eeey

f(x) = 0<& e portanto para 0 <x<d vem, f(x)<€; pa
ra G<xe<d temos

1 1

-2-5-56'<x<-2—n—?-r, donde f(X)=yn>/> =G,

Se nao existe o n da hipStese acima, existe entao umntal que

,€) € =1 )

e chamando & e & as imagens inversas de € e G pela Yn, encon-
tramos o par (&, d) procurado. Portanto

W lim f5(x) = O.

X0

Mostremos_agora que o W-limite de f3(x)+fo(x) quan
do x tende para O nao existe. Com efeito, f1(x) + £o(x) = x
para

1l 1
x € [jz—l——:—}—.,-z-n—] ) n=--1, 2, coey
) ' __.2(om~-1) l1-n _5n-1 1-n _
£1(x) « £o(x) = TR T *'aer1) ne1TEme1) e
para
1 1
x € (-55', m) ’ n=1, 2, soey,

£(0) = 0, e para
x € (-1, 0) s fl(x) + f5(x) = £3(-x) + £ (-x).
Ore.
) ®
(f1 + £2) ( U G 5'1:“1-)) = U (o1 v £)6 o) =

_ @ n+1 Sn—l. o®
! (zn(n+ 1) nlza - 1)‘) "
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ofxde

I = n+l n-1
27 ton(n + 1) n(2n - 1)
e seja um intervalo Ky da forma

(1 + 1l 1 +1
m+ ) om+1'm+ 1 2m/?

isto €
_ m+ 2 3m+ 1
'(m+1xm+1r(m+nm g
Kp é disjunto a

mzl’ 2’ ...;

(£ + f2)( Loj (2, __.1._.1.)),
pois se n=m,

In OV Ky = ¢;
se n«<m, COMO
3n + 1
on(n + 1)
é decrescente,
n + 1 . 3m+1
on(2n + 1)~ 2m(m + 1)

e portanto
. Jn n Km = §,
" e finalmente, se n >m, basta supor n=m + 1, visto que
n-1
n(2n - 1)
& decrescente; para n=m + 1,
n -1 3m+ 2

Ao -D GrD@me e maNig=¢
¢ portanto ainda

0 kg = 4.
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Dado agora qualquer &, sempre existe m tal que

m+l o
m+ )2mn

e congiderando o par

m+ 2 n+ 1
(m+ 1)(2m+ 1)’ (m+ 1)2m
que anotaremos por (G, €), ndo h& pelo visto nenhum
©
1 1
re U & =1
n=1 n’ on - 1
tal que G < f(x) <€; +também nmo h4 qualquer
1 1
x'€ [‘5{':'1' ‘z?{]

tal que G<f(x')<&, pois se houver vem,

3m+ 2 < 1 .
(m+ 1)(2m + 1) <x' =5 (1);

para qualquer

1
x€ (2n T3 T T) temos,  £(x) > 5

e como (1) a4

1o 6m+ 4
n+2° on24 15m+ 9
e a partir de um certo m vale
6m+ 4 > m+ 1
om? + 15m + 9 (m+ 1)2m

vem, f(x) >€, logo o W-limite da soma nao existe quando x
tende para 0, apesar de existir o limite, pois dado €>0
qualquer, para

l.
Ixd < =

e pertence a
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[0 o) )

=, =)
ngl n’ 2n 1

onde f3(x) + fo(x) & crescente e n tal que

-1
n(2n --1) =¢,

temos, considerando que %, & decrescente, f(x) <€ eo li
mite existe s8bre

oo
1 1
U (&, '—__"_-)
= 22 1
e como s8bre
3 e
ey o
=1 2n+1° 2n
também existe, estd verificada a exist@ncia do limite.

Para o caso do preoduto, tomamos ag mesmas  fun-
goes, fl(x e f(x) do exemplo antenor, e entao

2n -1 l-n
0. ) = AR 2 0 by

para
x € (ms on - vl) 3 fl(x) . fg(x) =
para
© 1 1
x € {0} U (n.-l [m: -5])
e

£1(x) . fg(x) = £7(-x) « £2(~x) para x € (-1, 0).
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onde

_ 1 1
Tn '(m(n + 1) n(2n - 1))'

Pondo

_ 1 1 )
. (m +1)(2m + 1)’ om(m + 1)/’
vemos que, se n = m,

L 0N 3= ¢;
como
31
2n(n + 1)
é decrescente, para n <m vem
Kpy N In = $;
‘finalmente se n >m, basta supor n=m+ 1 pois que
1
n(2n - 1)
& decrescente e para n=m+ 1,
1 1
n(2n - 1) (m+ 1)(2m + 1)’
logo

Ky N Ime1 = ¢ °
e ainda vale,p’ortanto,,
mn n Jn .
Erlt'ég,dado qualquer €, >0, como existe m tal
/ A czce
om(m + 1) °

e lembrando que fy(x). fo(x) = 0, vemos que o W-limite do
produto nap existe quando x tende para 0, apesar de existir o
limite, pois a £3(x). fo(x) em
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n=1
é crescente e dado & > 0, para

1
I < T
onde n & tal que

-.1 ‘6

n(2e - 1)

vem f(x)<C.

50. - Proposigao
"Se

W lim £3(x) = b, e W lim £5(x) = by,
X--q X4

se para x # a,
(£1(x) - 13)(Fr(x) - by) > 0,

] "
se &4, &40 1=1, 2, . s8 os positivos iniciais,e
dados quaisquer pares (G', &') e (G", &), onde
6!("’ 10

0<G'® < &M < 01 *602 ,

existem positivos e e 8i™ tais que
81" < oj = &7°,

i) [X{1) 1)
e +e =&,

si(u) + sé‘"’ » Gmo’
e cujos
aw 1w 101 (1) '(n) (Y{D]
& (s, ) e (1™, ™)

possam resultar tais que
méx (zi‘(m(si(m, Sé‘"’), zé(")(sé(m, eé(«))) 3

350



< min (dii(vt) (8]'_(", , e]'.(m ) , d’éo?sé(w , eé(m) ):
entao

W linm (f3(0) + fa(x)) = by + by."
x+a .

Com efeito, dados os pares (¢', &) e (6", &)
nas condigbes do enunciado, temos os pares (sf, ej) e .....
(s}, e1) tais que se

xec [(a - i, ), a +Jgfsit, eI)) - {a}],
by - e] < £1(x) <bj + €] e se
x€C N\ [(a-dytsh, eb), a+dysy, ep)) - {d],
by - e < fo(x) < by + e, e entéo para
x€C N [(a-nin(@], e, 3G, &),
a + min (] G, oY), Jg(s;, en))) - la}]
temos

by + by - (e + e;) < £3(x) + £5(x) < by + by + (e + eg)

donde
by + by - € < £3(x) + fo(x) < b1 + by + E".
Ainda, para
1"

xec N(a+ Cl(s;, ey, a +d’;(s§i, e;))
ou para

x€c N(a- ) Gy, &), a - &']'_(s]", e))
temos, ou

£1(x) > by + 81 (1)

ou
e para

x€c N (a+ cg(sg’ en), a+d"2'(sg, e'2'))
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x €C N (a-85(sp, e)), a - &3(sy, e3))
temos, ou
fo(x) >bo + 8'2' (3)
ou
f2(x) < by - 8) (4)
e portanto para
x€¢ N (a+ nax (@)Y, e)), G5 (sy, 92))
a+ m(Jl sY, ef), Ialay, e3)))
ou para
x€¢ N (a-mn (fGs, o), I5@sh, ¢))),
a - mix (-Ei(si, o), Cé(sé, eé)))
temos, ji que (1) e (2) implicam respectivamente (3) e (4),
fl(x) + f2(x) >Dby + bo+ si'_ + sg =by + by +G"

£1(x) + £2(x) <b1 + by - (8] + 87) = by + by -
Os positivos iniciais no caso, sapo
E =€n+&p o & =& + &y,
e os entomos & e V,0s intervalos
(a - mfn (4} (5], e, IG5, e))),
a + min (" (sl, el) )))
e
(a - méx (3105, e1), 82(32, e))),
a+ max(Z'l'(s_-'l', e), &5 2, ez)))
respectivamente.

51. - Exist@nciade funcoes que satisfazem
as condicoes da proposigso anterior

Sejam as fungSes f£3(x) = |x| e f£o(x) = x2 defi-
nidas em [-1, 1]; temos, por certo,
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W lim f3(x) = 0 e W lim fo(x) = 0
X+0 X+0

e podemos tomar como positivos iniciais €y = &g, = 1. Consi
deremos o par (G, €) com 0<G< & = 2 "e os positivos

-1+ V1+4é& Sl=-1+V1+46'
2 ’ 2 ?

el=

e2_14-26- Vi+ 4 €
B 2

tais positivos satisfazem as condigoes acima.

Primeiro: como €= 2, vem e =&3; e e 56%%1;1
segundo: 8] <e; e 8y < ey, visto que 0<G<& e afun
gao

1+ 2x - V1 + 4x
2

é crescente na semi-reta positiva; terceiro: e; + €y = E e
8] + 89 = 6; quarto: podemos tomar

51(81, e]_) =8 ’ "1(51’ e]_) = e];

Co(sy, €3) = Vo = 5 ) do(sy, €)) = Voy = e,
donde

mix (&) (sy, €))y &r(8y, €)) = 5

win (4 (sy, e, da(sy, e,)) = o
e finalmente ) '
méx (& (s3y e, S2(8py €)) < min (d(sy, &), Jr(s2, e2));
quinto: .

(f1(x) = 0)(£5(x) - 0) >0 para x # 0.

52, = Congideracoes

a) £ conhecido, para os limites, o seguinte teore-
ma: <ge *
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lim f(x) = b,
X8

elemento infinito e se g(x) & uma fungho limitada, entazo

lim (f(x) + g(@ ) = b»;
X8
vamos ver que para os W-limites 8sse teorema nao se mantém.
Seja
1
f(x) = —— para x # 0;

||

é claro que

W lim - +Q0
X+0 ‘Il
e seja g(x) a fungao de Dirichlet D(x) definida na reta,
isto §, D(x) =0 se x & irracional e D(x) =1 se x é ra-
cional. A fungao a considerar € pois

h(x) = -ér + D(x) para x # 0.
Dado o par (¢, &) com
1= = £€<6G<€+ 1,

g6 temos h(x) >€ num ent6rno & direita de 0, se a extremi-
dade désse entdrmo f8r um ponto

1
==
1 z’
pois, primeiro se
1 1
X< 7 ven Tt 0>€&
e com maior razao :
-]xé-e 1>¢, donde -}Eq- D(x) = h(x) >¢;

segundo, se a extremidade f6r um ponto

'\’]>-é)
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pohdemos tomar um irracional x' tal que
1>x'> %,
vindo entao ’
)1
< < g,
mas D(x') = 0, donde h(x') <€&.

Temos, por outra, h(x) >G % direita de um ponto,
s6 se 8sse ponto é um

1l
ST
pois, primeiro se
X > e E3 1 vem l‘. + 1<G

G- 1?
e com maior razao

.i;+0<6, donde %+’D(X) = h(x) <G;

segundo, se o ponto §° acima referido f6r menor que
6 oy ] b
podemos tomar um racional x" tal que

§<x'< -6—.-]_'—— donde -';'74» 1>6

1’
e como
D(x") =1, vem ',%T"’ D(x") = h(x") >G}
mas
x>

6 -1
implica, jA que 6 <& + 1,

X > o=

€&

e portanto nao existem os entornos v e « quea definigao exiga
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b) £, também, conhecido, na teoria dos limites, o
teorema: a ge
lim £(x) =
X8
e se g(x) é limitada, entdo
lim (f(x) . g(x1) =
X8

tal teorema nao se mantém para os W~limites como podemos ver
con o seguinte exemplo.

Sejam f(x) = |x|] e &(x) = D(x); pondo
£(x) . g(x) = h(x) vem h(x) = |x| D(x);

o W-limite de f(x) quando x tende para 0 6 0 e o limite de
h(x) & 0, por conseguinte, se existe o W-limite de h(x), @s-
se sé poderé ser 0; entretanto nao & 0, pois dado qualquer par
(6, €), quaisquer que sejam os entornos V e 2 de 0, VC «,

temos sempre pontos irracionais x' em ®-V e portanto cees
h(x') = 0 que nao poderé ser maior que & > 0; logo o W-li-
‘mite de h(x) nao existe.

c) Outro teorema que nao se mantém quando passamos
aos W-limites, 6 o seguinte: «se

lim £f(x) =
X8

ese g(x) 2m >0, entao

1im (£(x) « g(x))-= +0 ».,
X8

Para mostrar isso, consideremos a fungao

1l
f(x) = FT;
para x#0 e g(x) =1, se x é racional e g(x) =2, sex
é irracional; & claro que
W lim f(x) = + e g(x) 21> 0.
X0

Dado qualquer par (G, 6) com 0<E<G<2&, 6§  temos
h(x) > € num entbrno & direita de O ge a extremidade d8sse
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entbrno é um ponto

1
TEE
pois, primeiro, para
1 1
X< = z vem 3> €

e com maior razao

-]2? >E, donde h(x) > &;

segundo, se a extremidade f8sse um ponto

'1»%,
oexiste um racional x*' tal que
T>x'> -C]l,
inplicando
;lr<£, donde h(x') < E.

Pemos, por outra, h(x) <G & direita de um ponto
&, s6 se 8sse ponto & maior ou igual a 9 , pois, primei-
ro, se

2 2
- —
x>§ 2 & vem <6
e com maior razao
L < 6, donde h(x) < G;

segundo, se o ponto acima referido f6r um e menor que 2/6, e
xiste um irracional x" tal que

§< x'< -g-, donde -s—r<g" e logo h(x") > G;

mas



implica, jd que G < 2€&,
1

X O o

e portanto nao existem os entomos & e ¥ que adefinigao exige.

Com essas consideragdes concluimos que os teoremas
de "arrastamento" da teoria dos limites, nao valem para os
VW-limites. ‘

d) Nao vale para os W-limites o critério do confrom
to, isto 6, se

W lim f3(x) = W lim f5(x) = b
X8 X+
e se

£1(x) = &(x) = £2(x),
nao podemos concluir, em geral, a existdncia do W-limite da
g(x) quando x tende para a, como mostra o seguinte exemplo:

Sejam f1(x) = algxl, fo(x) = aplx] e &(x) ae-
finidas na reta, sendo g(x) a fungao do n® 16, isto §, ....
g(x) = a3]x| para x racional, g(x) = ay|x| para x irracio-
nal, onde O <aj < a; & claro que

W lim £3(x) = W lim £5(x) = 0
x-8 X+a
e que
£1(x) = g(x) = £o(x)

e no entanto o W-limite de &(x) quando x tende para O nao e
xiste como j4 vimos.

53. = Proposigao
_ "Se f(x) ests definida em C, do qual a é ponto de
saturagao & esquerda, e é crescente em
¢ N (a, +»)

e se dado qualquer par (6, €) owm 0<G <€ = 89, existem
d e & satisfazendo a

0<&<d e (2, a + L) S ¢



-80 -

e ;:ais que para Xj € X, pertencentes a
cN(a, a+d),

com Xj = Xp, implique
£f(xp) - £f(x)) < €

e para os mesmos pontos, com x5 - X3 >.%, implique
f(xp) - £f(x3) >6,

entao existe o W-limite da f(x) quando x tende para a pela
direita."

Pelo teorema de convergéncia de Cauchy, existe o i
mite b de f(x) quando x tende para a pela direita. Vamos
mostrar que b'étambém W-limite; dado qualquer par . (G, &) com
0<G6<€=§, -consideremos o par (G, €*) com G <E¥<E,
20 qual correspondem por hipStese os positivos J e &*; temos
entao para x3 e xp pertencentes a

¢ N (a, a+d),
com x) < Xy,
f(xo) - £(x;) < E* ou £f(x) = £(x,) - €°
e portanto, ocomo podemos tomar ‘
b=inf {f(x); x€C N (e, )} , b=i(x,) -6,
donde para qualquer
x5 € C N (a, a+d) - temos f(xy) ~b=E¥ <€,

Seja agora um ¥ tal que &* < T <d e sejam x; e xz'dois pon
tos quaisquer de C tais que

O<xl—a<z—8’ e 8<x2-a<d',
como Xo - X > &¥, temos
f(xp) - £(x3) =€, . donde £(xy) + b>¢@
para qualquer
x0€CN(aez, aed).
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54. - Congideragdes

a) Sabemos, pelo teorema da converg@ncia de Cauchy,

que, se
lim £(x) =
X a+
a oscilagao 2 (4) da f(x) em
¢ (a a+d)

tende para O quando d tende a O pela direita e portanto que
n(F) & limitada num entdrno & direita de 0; pondo £2(0) =0,
a 02(F) & continua no ponto 0 2 direita, entretanto, oono
podemos ver nos exemplos abaixo, nao &, em geral,, continua num
entdrno A direita de 0.

a) Seja
1l 1 1l
f(x)=n+1 para xe[n+1"n"]’

n=1, 2, ..., pelo que vimos no exemplo f) do n® 14, temos

lim £(x) = 0.
X+ 04+
Para
1
I Gy 3]s

ﬂ(é’) = gup {If(x ) - £(x")|; x', x€ ¢ N (o, J)} =
= sup{m— £f(x); xr€c N (o,J)} =

n+ 1

- inf{f(x"), ecN (o,d)} ""n"ils"‘i'

e 2 (J) ndo & continua,com a definigao acima adotada no pon
to O, emqualquer 2ntérno & direita désse, pois dado  qualquer
ent8rno 3 a direita de O existe um n tal que

1
n+1

§ interno ao mesmo e entao
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. 1 . 1
J_’llg_l 0 (J) = m e J—*lili-_-a (J) = )
n+l n+l

sendo assim 2 (d) descontinua no dito entbrno.

b) No exemplo anterior, a imagem do campo de defi-
nigac nao & um 1ntervalo, no que segue,essa 1magem é um inter
valo e ainda assim nao é possivel um entorno direita de 0
em que 2 (d) seja continua.

Seja
1
f(x) ==nx+ 1 para x6[n+ ’E)’

n=1, 2, ..., e ponhamos -nx+ 1=y,; o grifico de f(x)
& formado por segmentosque unem os pontos

(n+1’n+l) e ;1-,0),
excluido 8sse. E claro que
lim f(x) =
X~ 0+
pois dado &€ > 0 e tomado n tal que
1
n+l <&,
ven pare
©
1 1 1 . 1 1
x%(o,;-)zu [m+1’3) ou seja "e[xm’i)
m=n
para algum
1 1l
m=n ’ ym(x)ﬁm+T&n+1<€.
Ainda

£((0, 1) = f(rl:___jl [n + 1’ —) Dol f([n-:ll- iR %» =
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1sto é, a imagem do_campo de definigao € um intervalo, entre-
tanto a oscilagao nao é continua em qualquer entSrno 2 direita
de 0, como passamos a mostrar. Para

g€ (riyra],

2(d) = sup {|£(x') ~ £(x")|; x', x € ¢ N(0,d)}=
= sup {h—%—-r- f(x"); xn € ¢ N (O,d’)}:

-—---—1—1- - inf {f(x"); xt e ¢ 0 (o, J)} =

e concluimos como no exemplo anterior, que em qualquer ent8rno
% direita de 0 a 2 (F) nao & continua.
Notemos que em ambos 0s casos

f(x) 2b= lim £(x),
X= a4

condigOes que empregaremos a seguir.

55. = Lema

"Se f(x)2b e f(x)-b=2 em C N(a, a +d),
entao 0 (&) =A.»

Adnitamos que 2 (J)>A, existem entédo

x', x€ C N (a, a+d)
tais que
£(x') - £(x)| > 4
e supondo f(x') = f(x"), vem
f(x') - £(x")>2 donde f(x') -b>A4,

contra a hipbtese.

56. = Lema
"Se
lim f(x) = b,
X~ 8+
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‘para qua:i:squer x] e d tais que
x, € C N (a, a+d), vale 2(J) > |£(x;)) - b|."
. De fato,
() = sup {|2(x') - £(x");
x', €¢C N (s a+d)}2|f(x) - £(x)]
para . ’
x*€ ¢ N (a, a+d), donde £(x') 2 £f(xy) - 2 ()
e passando ao limte
b= f(x) - 2(d),
e ainda
£(x') = £(x) + 2(d)
donde, passando ac limite
b= £(x;) + 2(d) e 2¢) = |£(x;) - »l.

57. - Proposigao

"Se f(x) > b num entSrno o, h direita de a, ex-

clufdo 2sse ponto, e se
W lim f£(x) = b,
X-> a4+

entso a oscilagio 0 () de f£(x), pondo R(0) =0, & oy’
t{nua num ent8rno i direita de 0."

Sendo 2(0) =0, a 2(F) & continua & direita
em 0. Se f(x) & constante em algum entbrno i direita de a,
excluido a, a proposigao & imediata. Se tal neo acontece, ain

da temos que b é o W-limite de f(x) quando x tende para a
pela direita em

¢ Nuy, pois acew s (!
implica
sewNa, <ot Na S (cNw)'

e sejam o, = {a, a + &) e &y o positiw inicial da f£(x)
correspondente a € oy, Admitamos que 2 (J) ndo sejacon
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tinua em qualquer entSrno & direita de 0, entdo’ 0 é ponto de a-
cumlagao & esquerda de pontos de descontinuidade de 2 (d);
como 2(J) & contfnua & direita em 0, dado €3 > 0 existe
um entdrno [0, 1) onde 0(J)=< €015 agora seja d) >0 um
ponto de descontinuidade de 0 (d) “tal que J4y <%, entdo

Com f2(J) & nao decrescente existem os
lim' Q (J) = 2! e lim 2 (d) = 2"
Sl Sl
e sdo finitos pois 0 (J) & limitada em [0, 'I) e sinda
pr=0(h)=ar,

nas como 0"1 € ponto de descontinuidade,ac menos uma das desi-
- gualdades

a=<0(4) , Q@@)<on
deve ser verificada.

Suponhamos ' < Q(d]) e tomemos um par (G, &)
com

Q' <6< <un (2, &),
entao devido a exist®ncia do W-limite s8bre € (1 o,, existe
o par (&,.d) onde o=, tal que para
x€c N (a, a+d) , f(x) <b+ &
e para
x€C M (a+Z as+d), £(x) > b + 6.

Fagamos agora duas hipSteses: 12) dj = J; como pelo lema do
n 55, 2(F) =€ para 0 <L <d visto que d=d,, pas-
sando a0 limite quando & tende a d) pela direita, o que & pog
sivel dentro da hipétese que estamos fazendo, obtemos

' =E<Nn (d'l)’
quando sabemos que L2" = 0(d}); 22) d=,; consideremos
um d* tal que Z<d¥*<d, pelo lema do n® 56 vem
0 d*) = |£(x) - b| para x € C N (a+F a4+ d¥),

mas como J'<J=Jp, vem f(x))=2b e
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2(8*) = f(x3) - b donde Q2(8*) >6;

passando ao limite quando d tende a dj pela esquerda, o que &
possjfvel~an virtude de hipStese em estudo e do fato de ser
Q(F) nao decrescente, temos '> G > Q', o que § um ab-
surdo.

Se supusermos @ (d}) < Q" raciocinamos do mesmo
modo , tomando,

-Q(JJ_) <G < £ <mfn (2", 601)

e chegamos com a prlmelra hipétese so absurdo 0Q"<Q" e com
a seganda a ' > Q(d)) quando sabemos que Q' = (A ).

]

58, = Lema

"Se
lim £(x) = b, se f(x) = b
*a '
nun entbrno «, de a, excluido 8sse ponto, e se  02'(J) e

N"(d) szo0 as oscilagbes de f(x) em
cN(a=-d, a) e cN (a, a+d)
respectivamente, existe um entdrno « tal que para
(a=-d, a+d) &S o
a oscilagago N () em
c N (a-—J, a+d) - {a}
é igual a
méx (2 (2, R"())."

Seja oy um entSrno de a onde f(x) & limitada, en-
tao pondo o = o M oy, para & tal que

(a'(f)a*‘f)gd'y

n(7), 0'(0) e 0"(f) sso finitas e temos a igualdadebug
cada, pois, primeiro,

Q(J) = nix (21 (), Q" ()

visto que
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“‘f(xl) - f(x)l; m, p €C N (a-d, a+d)~ (a}} 2

2 {l5(x) - 20x)l; 7y €C N (2~ 4, a)} U
U{\f(xl) - f(x0)]; %, EC ﬂ (a, a +J')},
e segundo, 2 (J) nio & maior que
méx (2@, 2" (J)):

supondo que f2"(d) = Q'(S), admitamos que £ (J) > pn(d),
existem entao dois pontos

x), Xp € C n (a-d, a+d) - {a}
tais que
|£(x) - £(x2)| > Q"(d) _
e & claro que X] € Xp nao podem pertencer simultineamente a
¢c N(a-d, a) ou ¢ N(a a+d)
pois
[£(x;) = £(xo)| > Q") = ' (d);
digamos pois que
xlecn(a-c_f',a) e Qeoﬂ(a,a+d’)
e que
£(xo) = £(x;), entao £(xp) = b= £(x3) - £(xy),
e ven pelo lema do n® 56,
(@) = £(xp) - v > [£(x) - £(x)| > Q")
o que éumacontradigao; se
f(xp) < £(x3) , £f(x)) - b > £(x)) - £(xp)

2'(6) = £(x;) - b > [£(x) - £(xp)] > (¢)
guando '
Qv = 0 (@),
‘portanto
Q) =max (', 2")).



59. - Lema

"Se aj<b; e ap<by, entdo
néx (ay, 8p) <méx (by, by).
Se méx (ap @2) e méx (b, by) sao a3 e by ou
as e by respectivamente, & imediato. Se
méx (B,l, 3:2) = a3 e méx (bl’ b2) = b2,
temos

o quarto caso recai nesse Ultimo por simetria.

60. = Lema

"Se f(x) e g(x) sfo fungGes definidas num mesmo
campo C e continuas em a, entao méx %f(x), g(x)) também o
é."

Dado & >0 existem 4] e f/é positivos tais que pa-

xéc N (a-dy, a+d’1)‘ . [f(x) - £a)| <&
e para
x€¢ N (a-, a+ ) ) le(x) - g(a)| <&.

Dessas relagoes vem para

x€¢ N (a~-min (4, a’é), a + min (fl, b)),
fla) - € <f(x) <f(a) + &€ o g(a) - € <g(x) < ala) + &,

donde pela proposigao anterior,
méx (f(x), g ) > mix (f(a) - &, g@ - €) =
= méx (f(a), g()) -C.;
ainda,
méx (£(x), g(x)) <mlx (f@ + &, g@) + &) =
= méx (f@, g@) + £
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donde,
méx (fta), ga)) - & <méx (f(x), g(x)) < mix (f(a), g@)+&
ou
[méx (fx), g(x)) - max (f(a), g@)| < &,
que nostra ser
méx (f(x0, g(x))
continua no ponto a.

61. - Proposigao

"Se

W lim £(x) =
X-+a

e se f(x)2 b num entdorno de a, excluido 8sse ponto, entdo
pondo 2(0) =0, aoscilagio () & continua num entdrno
4 direita de 0."

Considerando os W-limites & esquerda e & direita de
a, aplicamos a propos:.gao do n? 57,e na 1ntersecgan entre o
menor dos entornos & direita de O proveniente dessa proposi-
gao e o entSrno & direita de 0 que podemos tomar para ddo le
ma do n® 58, utilizamos 8sse e o acima demonstrado.

Observemos que se f(x) & continua em a podemos e-
viter a exclusao d8sse ponto para o cdlculo de f2 (d), pois
se com a inclusao do ponto a tivégsemos uma osc:.lat;ao ......
' >, Jjh que para

x', € c N (a-d, a+d) - {a},
l£(x') - £(x")| =

existe um
x*€ ¢ N (a-d, a+d) - {a}
tal que
|£(x) - £(a)| > 02
dado

= |£(x') - #(a)| - @ >0,

MNSTITUTO DE ENERGIA ATOMICA

e —— T TIPSR
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como & f(x) & continua em a, existe um
€C N(a-d, a+d) - {a)
tal que
|£(x") - £(a)| <|£(x') - £(a)| - Q
donde
|£(x') - £(x")| > @,
o que nao é possivel.

620 - Corolario

"Se f(x) & continua em a, ponto de saturagao de C
e ponto de mfnimo relativo da f(x), e se o W-limiteda f(x)
quando x tende para a existe, pondo £ (0) = 0, a oscilagdo
da f(x), sem excluir a, § continua num entdrno i direita de
0'"

63. - Proposigdo

"Se f(x) & continua em a, ponto de saturagao deC,
crescente mum entérno ol & direita de a e decrescente num en-
td1mo o) & esquerda d8sse ponto e se existe o W-limite quendo
x tende para a, existe um homeomorfismo @ entre um intervalo
(O, '2) e o conjunto dos entornos simétricos olde a contidos
proprismente num entdrno simétrico «* de a, tal que se repre-
sentamos N(J) por £ (x), sendo

&= (a- (f, a +J), temos N (¢&) = &
para todo £ € (0,7)."

Com efeito, tomemos J™ > 0 pertencente a0 entdrno
de que fala o enunciado da proposigao do n® 61 e tal que

W* = (a-d% a+d%) €N @ Nay);

pondo 2 (d*) =7, & claro que 1>0, pois do contririo
f(x) seria constante em &*, e que para 0 <d <Jd*, .......
0 <f2(J)< M, pois n&o pode ser 0 e sendo L2 (J) nao decres
cente, 2(J) =%, mas nao vale a igualdade pois essa impli-
caria 02(d) = 0 (6*) e como §* pertence ao entdrno da pro-
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posigao do ne 61, vem

méx ('), R () = max (L', 2" );

8 se
méx ({21 (5), Q")) = Q1 (J)
e
max (6%, 20 ) = 0 (5*)
temos

0'(6) = Q"(d*) = Q' (*) donde Q'(d)= 0'(8*);
se os méximos forem respectivamente N"(f) e Q'(J) temos
2(8) = 2'(8*) = Q"(*) donde  02"(F)= n"(d*);

os outros casos sao &bvios, portanto sempre temos ou

Q1'(8) = Q1(5*) ou Q1) = 2"(J*).
Suponhemos 8sse Gltimo caso, entao como

02 Q'((a+d, a+d*)) = Q(®) - N"() =0

vem .
Q"(a+d, a+d*)) =0
ea f(x) & constante em

cN(a+d, a+ ) quando o* C oy,

Sendo (J) definida em [0,d*], com £2(0) =0, conti-
nua, dado um § tal que 0 <4<y, edsteum J € (0, &£¥)
tal que {2 (d) =§; +temos assim uma aplicagéo 2 do interva-
lo (0, 8%) sBbre o intervalo (0,7 ).

Mostremos que {2 & biunivoca; suponhamos que

Q(d) =02 (d),

zara ’fl e Jz pertencentes a (0,J®) e que dj = <%, entao
enos '

méx ('), Q")) = méx (', Q)),
Q(dy) = 2 (d) e 2 (dy) £ 27(dy);

seguindo raciocinio anflcgo a0 acima desenwolvido, concluimos
que
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24) = 0(%)
implica ou '
n'(d}) = 2'(d,) ou n"(d) = N"(d).
Vejamos que o) <df, implica
Q) < AN e Q') < 04(d):
como &* & WS ¢! existem dois pontos m e n de C tais que
a+dyj<m<n<a+d (1);
e pois que
n<a+ds e d, <Jd* e af S wg,
para
x€C N (a, m) temos f(x) < f(m)
donde
£(x) - £(a) < £(m) - f(°a),

e logo pelo lema do n® 55,

Q'(n - a) = f(m) - £(a), (2);
como f(x) & continua em a e
n<a+ & e &, < J* e «'S ay,

temos f(a) < f(n), donde pelo lema do n® 56,
£(n) - £(a) = |£(n) - £(a)| £ 2(d,) (3),
e portanto de (1), (2) e (3) vem
a"(6)) = 2"(m - a) = £(m) - £(a) < £(n) - £(a) s 2(dy),
donde
2(4f) < a"(h);
de modo anflogo viria
0'(h) < 2'(dh)
e logo
2(4) = 2(d)
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_implica d'l = J’2 e a {2 & biunfvoca. Existe tembém uma cor-
respond@ncia biunivoca § do intervalo (0, J*) sbbre o _con-
junto dos entomos simétricos de a contidos emol*, e entdo

=¢0"2

é aplicagao biunivoca definida em (0, ) sSbre 8sse conjun-
to de entornos OLC O* ¢ gatisfag para todo 0<&<7 ai
gualdade

Q (9@)) = 6.

Reparando que 2 & um homeomorfismo e portanto 0-1 também,
e que, pondo a distdncia entre dois entornos

%:(a-(&’a*d'l) e ¢2=(a-J§,a+d’2)

igual & |dy - &5|, a § & um homeomorfismo, temos que ¢ &
um homeomorfismo.

64. - Lema

"se
méx (a', b') = ¢ e nin (a", b") » ¢,
entao
méx (a", b") - min (a', b') = |a' - b'| + |a" - b"].®
Seja min (a', b') = a', entao
la' - b =b' - a' = c-a'=c-mnn (a', b');
ainda, seja méx (a", b") = b, entdo
ja" - b| = b" - a" € b" = ¢ = méx (a", b") - c,
donde ‘
{a' - bt + {a" - b"| = méx (av, b") ~ min (a', b').

65+ — Lema

"se

lim f(x) = b,
X488
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£(x) £ b num entdrno o % esquerda de a, exclufdo 8sse pon~
to, ¢ £(x) = b num entdrno & k direita de a, exclufdo tam-
bém 8sse ponto, existe um entbrno o de a tal que.

2(J) = 2'(d) + 2"($),
para d satisfazendo a condigao
(a-d, a+ )= oln

Seja %) um entérno onde f(x) & limitada e ponha-
mos

o =0 N @ Yl

j& que
(a-d, a+d)S e, Un

pelo lema n? 56, se

x€C (1(a, a+d)
temos

(@) = |£(x,) - v| = £(x5) - 1

e se
x; € C N (a-4, a) temos 2@y =v - £(x),
donde :
1£(x1) = £(x)| = £(xp) = £(xy) =

= £(xp) = b+ b - £(x;) = 2"(J) + Q'(J);

ge
xi, xééc ﬂ(a- J’, a)
ven
[£(x1) = £(x5)| = Q+(8) =2(J) + a*(),
e se
x], 1(260 N (a, 2 +d)
vem

|£(x3) ~ £(zp)| = N(8) = Q () + Qn(d),
portanto para
X1, X € C N(a-d, a+d) - {a},
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temos

|£(x) - £(xp)| = Q () + A(J) (1).
Dado € >0, existem os pontos
xi,xéécn(a-é’,a) e x;i,x'z'écﬂ(a,a-ké’)
tais que

2 - £(xp)| > 21(8) - §

l£(}) - £(p)| > Q@) - §
donde pelo lema anterior
méx (£(x]), £(x3)) - min (£(x)), f(x5)) =
2 |f(x]) - f(x3)] + lf(x_{) -f(xp)|>N@F) + o) - &
e existem entdao um
x{écn(a-tf,a) e um :t:]fécn(a,a+c§’)i
i, j=1, 2, tais que
1£(x) - £ > Q@) + 0@ (),
e (1) e (2) mostram que
Q') + 0"(d) = swp {|£(x1) - £(x)!;
x3, %0 € ¢ N (a -4, a +3) - {al}] = QO ().

66. - Proposicao
"Se

W lim f(x) = b,
X8
se f(x) £b num entorno k esquerda de a, exclufdo 8sse pon~
to, e se f(x) 2 b num entSmo i direita de a, exclufdo tam-

bém 8sse ponto, pondo 2 (0) = 0, existe um entSrno % direi-
ta de 0 no qual a oscilagao & continua."

Considerando os W-limites & esquerda e & direita de
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a, aplicamos a proposiggo do nt 57 e na intersecg'éo entre o
menor dos entornos & direita de O provenientes dessa proposi-
¢ao e o entdrno i direita de O que podemos tomar para djdo le
ma anterior, utilizamos 8sse e o teorema da soma de duas fun-
goes contimuas. Como j& vimos, se f(x) & contfnua no ponto
a, podemos evitar a exclusao do ponto a.

67. ~ Corolario

. "Se f(x) & ndo decrescente em a, ponto de satura-

gao de C, e se o W-limite existe quando x tende para a, pondo
2(0) = 0, existe um entdrno & direita de 0, onde a oscila-
goo da f(x), sem excluir a, é continua."

68. - Proposigdo

"Se f(x) & contfmnua em a, ponto de saturagdo de C,
e é crescente num entdrno o, de a, ¢ se o W-limite existe quan
do x tende para a, existe uma correspondéncia biunivoca ¢ de
um intervalo (0, %) sObre o conjunto dos entomos simétri-
cos @ de a, contidos propriamente num ent8mo simétrico &* de
a tal que

2 (p) =&,

para todo & € (0, 7).

Com efeito, tomando §* >0 pertencente ao ent8rno
de que fala a proposigao do n¢ 66 e tal que

= (a-4% a+d®) Sala,

serve a demonstragio da proposigdo do n® 63 até a  conclusdo
de que 2 & uma aplicag3o sBbre. Para mostrarmos que 2 & bi-~
univoca, suponhamos

di<d2 <J*; como ol.* g a’gcl’
existem pontos m, n, pe q de C tais que
a-d’2<m<n<a—di e a-#¢&<p<q<a+df2

e como o¥ & &, temos entdo

A([m q) =) -£@) e (o, p]) = 1) - £n)
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e ainda como of & o,
Q (%) =02([n, q]) = £(q) - £(w) > £(p) - £(n) =
=2 ([x, p]) = Q(d’l):
donde
(&) <0(dy)

e & biunfvoca. 0 restante da demonstragio & igual ac final
da proposigao do n® 63.

69. - Congideragoes

a) A reciproca da proposigio do n® 57 nao vale, is-
to é, se ;

b= lim f(x),
X~ &+

se f(x) 2= b num entdmo & direita de a e se, pondo
2(0) = o,

a Q(J) & continua num entérno x direita de 0, ndo existe
necessariamente o W-limite quando x tende pare & pela direi-
ta, como nos mostra o exemplo seguinte.

Seja
£(x) = x D(x),
onde D(x) & a fungdo de Dirichlet. B claro que

lim f(x) =0 e f(x)=0;
X0+

vamos ver agora que {1 (d) & contimua. Ore
0) = s {lx* Dx') - = DGl x, x" € (0, )} =
= sup {lx' D(x') - x" D(x")|;
x', x* € (0, d), x' racional, x" irracional} =
= sup {x'; x' € (0,d), x* racional } =
e portanto 2 () & continua na reta nao negativa pondo
Q(0) = o,
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entretanto pelo que vimos no n® 52, b) o W-limite quando x
tende a 0 pela direita nao existe.

b) Se retiramos do enunciado das propos:.goes dos
n%S 63 e 68 a existéncia do W—llm:.’ce, essas proposigoes j& nao
valem, isto é, ¢ nao 6 necessariamente um homeomorfis—
mo.

Basta toma.r a fungao do n? 34 como estd definida em
[0, 1) epor f(x)=f(-x) para =-1< x<0; como f(x) &
crescente em [0, 1), pelo lema do n® 58 venm

<§)=f(-)—f<o)=-—_—- pare  n > 1,
e para
1 = <2’. = + 1 -
skt S Q(J)_2(2n—1)d’+2n(2n-1) #0),
donde
lm 2(d) = s £ 2 @),
J—oﬁ_

portanto 2 (J) nap & contfmua e ¢ nao seré homeomorfismo e
nao vale a proposigdo do n® 63,

Seem (-1, 0) pomos f(x) = - £(~x); comoa f£(x)
& crescente, pelo lema do n® 65 vem

1 2 1
Q(;)-.:Zn_aa::n_.l, para n>1
e para
1 i _ n+l n-1
rrT 0<% ! Q(‘y)‘zn-ld'*n(gn_l)’
donde
lin 2(f) = —Li
g1 2(2n - 1)

e como acima,a 2 (§) nao & contfnua e ndo vale a proposigao
do n¢ 68.

00000



W-CONTINUIDADE

70. - Definigao

"Diremos, como é natural, que f(x) & W-continuaem
a € C e ponto de saturagao de C, se
W lim f(x) = £(a);
x+a

se tal vale quando x tende para a € ¢, ponto de saturagdo &
esquerda (direita) de C, pela direita (esquerda), diremos que
f(x) & W-continua % direita (esquerda) no ponto a."

. Os exemplos anteriores de W-limite s8o exemplos de
fungoes W-continuas em a.

Da definigao de W-continuidade’e das proposigoes an
teriores, vém as seguintes conseqli8ncias:

a) "Se f(x) & W-continus em a, f(x) + ¢ também
o é nesse ponto."

b) "Se f(x) & W-contfnua emae c# 0, ¢ f(x)
também o & nesse ponto."

c) "Se f(x) & W-continua em &, |f(x)| também o é
nesse ponto."

d) "Se f3(x) e fo(x) sdo W-continuas em a ¢ sa-

tisfazem as demais condigoes ﬁa proposigao do n® 50,

. fl(X) + fQ(X)

é W-continua em a." '
e) "Se f(x) & crescente e continua em a, ponto de

saturagdo de C, as afirmagOes << f£(x) & VW-continua em a » e
«f(a) & ponto de saturagio da imagem de €>» sio equivalen-
11}

tes.
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f) "Se f(x) é crescente e W-continua em a, a fun—
gao inversa f-1(y) & W-continua em f(a)."

g) "Se f(x) & W~continua em a sbbre dois conjun—

tos C1 e C2 que gsgotam c, excgtuado eventualmente a, e se
as demais condigoes da proposigao do n® 21 estao satisfeitas,
f(x) & W-continua em a sbbre C."

h) "Se f(x) & W~contfnue & direita e & esquerda
de a, & W-continua nesse ponto."

i) "se f(x) & W~continua sébre C, a condigdo ne-
cesséria e suficiente para que f(x) seja W-continua sébre
qualquer conjunto parcial €; € C, do qual a ainda & ponto
de saturagao, § que f(x) nso seja constante em nenhum entér
no b direita e em nenhum entdrno & esquerds de a."

j) "Se na proposigéo do n® 39, mantidas as demeis
condigoes, as
fi(gi) 9 i = 1, 2’ oio’ n,
sao W-continuas, a ‘
(fn @ «ee 0 £p 0 £7) (61)

é W~continua em ay."

k) "Se f(x) é W-continua em a e se
f(x) 2 £(a)

num entdrno de &, pondo £2(0) = 0, a oscilagao 2 (f) &con
tinua num entdrno & direita de 0."

1) "Se f(x) & V~contfnua em a, ponto de minimo re
lativo da f(x), pondo Q(0) = 0, existe um entbrno & di-
reita de O onde 2 () & continua.”

m) "Se f(x) & W~contfnua em a, crescente num en-
tdrno & direita de & e decrescente num entSmo & esquerda do
mesmo, existe um homeomorfismo @ entre um intervalo abertoe o
conjunto dos entdrnos simétricos de & contidos  prdpriasmente
num entdrno simétrico do mesmo, tal que chamando (0, 4) o in

tervalo,se § € (0,7), vale 0 () =§.»
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n) "Se f(x) & W-continua em a e
f(x) £ £(a)
num entdrno & esquerda de a e
£(x) = £(a)
num entdrno & direita do mesmo, pondo #2(0)= 0, aoscilagao 2(J)
é continua num entdrno i direita de 0."

0) "Se f(x) & W-continua em & e hao decrescente
nesse ponto, pondo 2(0) = 0, existe um entdrno & direita
de 0 onde 2(J) & contima."

p) "Se f(x) & W-continua em & e crescente num en-
térno désse ponto, existe um homeomorfismo entre um intervalo
(0, 1) e o conjunto dos entormos simétricos de a, contidos
propriamente num entdrno simétrico do mesmo, tal que para to-
do

& eﬁ(o,q), vale Q(p@)) =&

=—00000==
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