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A M E U S P R O F E S S O R E S 



O B J E T I V O 

Introduzimos, n e s t e t r aba lho , uma condição na d e f i ­
nição de l i m i t e de uma função e estudamos, face a essa s i t u a ­
ção, alguns teoremas da t e o r i a dos l i m i t e s , bem como consta­
tamos que outros deixam de v a l e r . 

Estudamos, outrossim, a o s c i l a ç ã o da função no en­
torno de um ponto e mostramos que se torna contínua quando são 
s a t i s f e i t a s cer tas condições , en t re a s qua i s , a acima r e f e r i ­
da, o que, em g e r a l , não ocorre quando a eliminamos. 

Na conceituação de W - l i m i t e — assim f o i chamado o 
l i m i t e sa t i s fazendo a condição in t roduz ida — fomos levados a 
t rabalhar com a v a r i á v e l , tendendo á um ponto, para o qual e-
x i s t e um entômo contido no derivado do campo de e x i s t ê n c i a 
da função, que f o i chamado ponto de saturação do campo e e s ­
tudado no i n í c i o . 

A notação que usamos é a general izada nos l i v r o s . 
Assim: 

£ e $ — s i n a i s de pe r t i nênc i a e não pe r t inênc ia , r e s p e c t i ­
vamente; 

f> — conjunto v a z i o ; 

{a} — conjunto formado pelo elemento a; 

C ( A ) — complementar do conjunto A na r e t a ; 

C» — derivado do conjunto C; 

6 — i n t e r i o r de C; 

C — aderência de C; 

{ x ; x s a t i s f a z P } — conjunto cujos elementos x s a t i s ­
fazem a propriedade P ; 

máx (a, b ) e min (a , b ) — maior e menor dos números a e b , 
resp e c t i vãmente; 



C — cardinais transfinitos do contínuo e do numerável, 
respectivamente; 

f(c) — imagem de C pela aplicação f; 

U e f) - sinais de reunião e intersecção de conjuntos, res­
pectivamente; 

2 e ^= — sinais de inclusão de conjuntos; 

ijê e í£ — sinais de não inclusão; 

D e C — sinais de inclusão própria; no caso particular de 
entornos suporemos que as extremidades não coinci­
dam. 

Externamos aqui, nossos agradecimentos ao Conselho 
Técnico-Científico do Centro de Pesquisas Físicas da Univer­
sidade do Rio Grande do Sul e a seu diretor professor Dr. Ary 
Nunes Tietbohl por nos haverem facil i tado os meios materiais 
para a impressão deste trabalho. 

Agosto de 1957. 



PONTO DE SATURAÇÃO DE UM CONJUNTO 

1. - Definição 

"Dado um conjunto linear C, um ponto a será dito pon 
to de saturação de C, se existe um entômo o de a contido no 
derivado de C; se »' é entorno à direira ou à esquerda de a, o 
ponto será chamado de saturação a esquerda ou à direita de C, 
respectivamente." 

Exemplos: 

a) Se C = R ou a reta racional, qualquer ponto fi 
nito ou elemento infinito é ponto de saturação de C. Esse e-
xemplo mostra que um ponto de saturação de um conjunto não 
lhe pertence necessariamente. 

b) Se C = [a, b] ou^ (a, b), todo ponto interno a 
C é ponto de saturação; a e b são respectivamente pontos de 
saturação a esquerda e a direita, não sendo, porém, pontos de 
saturação. 

c) Se C é o intervalo irracional [a, b] , todo pon 
to do intervalo (a, b) é ponto de saturação, valendo para a 
e b o que foi dito no exemplo acima. 

2. - Lema 

"Um conjunto admite ponto de saturação se, e somen­
te se, o interior de seu derivado não é vazio." 

Suponhamos que 8' ^ 0, existe então ao menos um 
ponto a interno a C e portanto um entorno w de a contido em 
C e assim a é ponto de saturação. Reciprocamente, se a é pon 
to de saturação, existe um entorno ̂  de a que está contido em 
C ; se a é finito, a £ 8' e ô' ̂  0; se a é elemento infi-
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nito, tomemos um ponto finito x € o>, como 6) é aberto existe 
um entorno cL de x contido em <o e logo x € a £ w S C', don 
de x 6 8' e ô' ̂  0. 

3. - Proposição 

"Um conjunto admite ponto de saturação se, e somen­
te se, nao é nâo-denso." 

De fato, se C não é não-denso,existe um intervalo 
aberto tal que qualquer outro intervalo aberto I Ç a sa­
tisfaz a I O C JP f>. Dado x € ta e um entorno * qualquer de 
x, existe um intervalo aberto I £ cc H OJ tal que x ̂  I, 
como I £ o>, existe y £ C que pertence também a I,»logo é 
diferente de x; como I S-ot, <t possui úm ponto y€ C" e dis 
tirito de x, donde x € C e 6/£ C , e portanto 6' ^ 0 e 
prelo lema anterior, C admite ponto de saturação. 

Reciprocamente, se C admite ponto de saturação, ... 
C' logo existe eo £ C s e se I é qualquer intervalo a-
berto contido em « então I £ C' e dado x & I, como x £ C' 
e I é entorno de x, existe em I pontos de C, donde I D C / ^ 
e C não é nâo-denso. 

4« - Ponto de saturação e ponto de acumulação 

Sabemos que um ponto de acumulação à direita ou à 
esquerda ê um ponto de acumulação; tal não acontece entretan­
to necessariamente com os pontos de saturação, isto é, um pon 
to de saturação à direita ou a esquerda não ê obrigatoriamen­
te um ponto de saturação, como vimos no exemplo b do número 
anterior. 

Propriedade 

"Todo ponto de saturação de um conjunto é ponto de 
acumulação do mesmo." 

Seja a ponto de saturação de Cj se a é real, temos 
a € a> c C', donde a é ponto de acumulação, e reparemos que 
o é tanto a direita como à esquerda, pois do contrário exis­
tiria num entorno a esquerda ou a direita sem pontos de C dijs 
tintos de a e a não seria ponto de saturação. Se a é elemento 
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in f in i to , dado um entorno d qualquer de a, se x € *. O <y, 
vem x £ C pois o> S C ' , como x € a e * é aberto,existe 
um entorno f de x contido em <* e, portanto, ao menos um 
y 6 C, dist into de x pertence afie logo a « . Existe então 
nesse caso, em qualquer entorno « d e a, um ponto y f C . e a é 
ponto de acumulação de C. 

A recíproca dessa propriedade não é verdadeira. Por 
exemplo, se 

C = { ± | ; n = 1 , 2, . . . ,J 

o 0 é ponto de acumulação, mas não pode ser de saturação, v i s 
to que C' = 

5» ~ Ponto de saturação e ponto de condensação 

Um ponto de saturação não é, necessariamente, ponto 
de condensação e reciprocamente, segundo podemos ver com os 
exemplos abaixo: 

a) Seja 

vemos que 0 é ponto de condensação de C, pois dado um entorno 
# c (Pi <Ú qualquer de 0, sendo 

1 l 
n > 2máx( |p | , q) + 2' 

temos os intervalos 

,_1_ 1 x / 1 1 x 
*2n' 2n - 1 ; e w k ~ 2n - 1 ' " ãT; 

contidos em * , v i s to que da condição acima vem 

•—j-j-cmáx ( |p | , q) 

e portanto 
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n 
1 

2 m á * ( | p | , q ) ' 

os intervalos 

[pi + 1 ' 2n] 6 [" 2n' " 2n + l ] 

contidos respectivamente em [o, q) e (tp, d\ não têm pon­
tos de C e portanto não estão contidos em C . 

b) Se ja C a r e t a racional; j á vimos que qualquerpon 
to da r e t a é ponto de saturação, mas nenhum é ponto de eonden 
sação, pois que em todo entorno de qualquer ponto de R temos 
Xo pontos de C somente. 

6. - Conjunto saturado de um conjunto 

"0 conjunto S dos pontos de saturação f in i to s de um 
conjunto C será dito saturado de C." 

É claro que S £ C e que, pelo exposto no lema 
do n" 2, o saturado de um conjunto coincide com o in ter ior de 
seu derivado; é, portanto, aberto, vindo como conseqüência que 
se C não é vazio , nem coincide com a re ta , S d C*. 

Se S não é vaz io , o cardinal de S e portanto de C é 
0. 0 saturado de R ou da r e t a racional ou da i r rac ional é R; 
o saturado dos in tervalos abertos ou fechados, r e a i s , r ac io ­
nais ou i r rac iona i s é o intervalo aberto com a s mesmas ext re­
midades. 

Observemos que não há qualquer relação geral de in ­
clusão entre C e S . Efetivamente, se C = [a , h\, C ZD S; se 
C ê a r e t a racional , C d S; se C é o intervalo racional 
[a , b] , não vale qualquer das re lações : C U S , C C S , 
C = S . Entretanto se C é fechado,, C 3 S, po is C 3 C ; e 
se ainda C não ê vazio nem coincide com a re ta , C D S . 

logo o cardinal de C é Ç . Entretanto 0 nao é ponto de sa tu­
ração, a l i á s não o é nem à d i r e i t a , nem à esquerda, v i s t o que 
em quaisquer entornos (p , O] e [0 , q ) , para 
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7. - Proposição 

"Se C ê um conjunto aberto, então C es tá contido em 
seu saturado S e S - G é um conjunto d iscre to e, portanto, 
f i n i t o ou enumerável." 

Se C é aberto, é uma reunião f i n i t a -ou enumerável de 
in te rva los abertos I n , l imitados ou i l imi tados , e dis juntos 
dois a do is ; se x € Ó, x € In para certo n e como I n é i n ­
tervalo aberto, l imitado ou i l imi tado , é pois um conjunto a~ 
berto e ex i s t e um entorno c$ de x contido em I n , i s t o ê, 

I n , mas I n <=• C , donde x € a) CZ C e x £ S, 
vindo C <£. S. 

Mostremos que S - C é d i s c re to ; ora, além dos pon 
tos de C, só podem ser pontos de S os pontos da re ta que s e^ 
param dois in te rva los In , i s t o é, pontos que são extremidades 
comuns a dois I n , v i s t o que, em primeiro lugar , se y é um dês 
ses pontos e separa I n e I m , 

!n U {y} U ha 

ê um entorno de y contido em C e logo 7 ê S - 0; e em se ­
gundo lugar , se z não separa dois i n t e rva lo s , ou é extremida­
de de apenas um ou é interno ao complementar de C, e em qual­
quer caso não pode ser ponto de saturação de C, pois não há 
entorno 6> de z contido em C*. Assim sendo, como I n C C e 
portanto 

i n n (s - c) = t, 

temos que S - C é d i sc re to po i s os pontos y e S - C serão 
i so lados . Do exposto, concluímos também que S é um conjunto 
aberto cujos i n t e rva los abertos componentes, se e x i s t i r mais 
de um, são separados por in t e rva los fechados e nunca por pon­
t o s , po is 

s = (U In) U {y> y separa dois I n ) . 

8. - Considerações 

a) A propriedade da proposição anter ior não caracte 
r i z a o saturado de um conjunto aberto, i s t o é, se C é aberto, 
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C £ T e T - C é discreto, T não é necessariamente o satu­
rado S de C; basta mostrar que um fechado diferente de f e de 
R pode satisfazer as condições acimaj é, por exemplo, o que 
acontece com C = (a, b) e T = [a, b ] . 

b) Também aquela propriedade não caracteriza os a-
bertos, isto é, se C está contido em seu saturado S e se S - C 
é discreto, C não é necessariamente um aberto, como podemos 
ver mediante o seguinte exemplo: 

Seja 

C não ê aberto pois 0 € C e não é interno a C pois qualquer 
entômo « de 0 não está contido em C, visto que 0 sendo ponto 
de acumulação dos pontos ± n = 1, 2, . . . ,oC conterá pqn 
tos desse tipo os quais não pertencem a C. Ainda C'= [-1, l ] 
e como pelo n» 6, S = C1 = ( -1 , l ) , vem então que C C S e 

que mostra ser S - C discreto. Vale, entretanto, a recípro­
ca quando S - C ê discreto f in i to , como mostra a proposição 
seguinte. 

9. - Proposição 

"Se C está contido em seu saturado S e S - C é fi_ 
nito, então C é aberto." 

Basta ver que, estando C contido em S, C = S - (S-C), 
e sendo S saturado de C, S é aberto, mas como S - C é f in i ­
to, C é obtido de um aberto, retirando-se um número f ini to de 
pontos, logo C é aberto. 

10. - Proposição 

"Se A é um conjunto aberto que contem C e A - C 
é discreto, então os saturados de A e C coincidem." 
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vem 

E suf ic ien te mostrar que A 1 S C ' , Pgis é imedia­
to que A' 2 C vindo então A' = C e A ' = C ' . Admita­
mos que um ponto x pertença a A' e não a C ; se x ^ C , e-
x i s t e um entorno * de i t a l que 

o* - {*}) r\c = p. 
Como x € A 1 , em oc e x i s t e um y € A, y ^ x , e sendo A aber 
t o , 

oo 
A = (J I n 

n=l 

e y £ I n para certo n . Ponhamos J = oc Cl I n , como J £* cO 
temos 

J - W Ç o t - {x} 

e portanto 

(J - í x » í l C M i 

mas J Ç I n £ A, donde J - { x } Ç ^ A - C e A - C não ê 
d i sc re to , contrariando a h ipótese . 

1 1 . - Propriedades 

a) "0 saturado da reunião de conjuntos contém a reu 
nião dos saturados desses conjuntos." ~~ 

Ponhamos S(A) para o saturado de A; temos pois que 
mostrar a inclusão 

U S ( A J C S( u Aj, 

onde Cf é um conjunto de índices ot. 

Seja 

daí x € SCAjf) para algum OL € Oí e ex i s t e então a t a l que 
x €CÚ S A ' , como 
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C ( U A«)» donde x £ <y £ ( (J A J 

e portanto 

x £ S( U A ^ . 
teor 

b) "O saturado da in tersecção de conjuntos es tá cpn 
tido na intersecção dos saturados desses conjuntos." 

Devemos mostrar que 

Seja 

x £ S ( 0 A j , então x € « Ç ( O A j ' , 
* t Ot *t 6 tf 

mas 

para qualquer cL £ Ot t logo 

donde x € o) £ A^, X £ SÍA^,) e 

i e 0( 

c) "0 saturado do saturado de um conjunto A está con 
t ido no saturado de A e coincide com esse , se A ô aber to ." 

Para a primeira par te , basta observarmos que, pelo 
no 6, S(A) é aberto e pela proposição do n° 8, 
S(A) £ S(S(A)). A segunda par te vem como conseqüência do ex 
posto no mesmo número: se A é aberto S(A) é uma reunião f i ­
n i t a ou enumerável de in te rva los abertos f i n i t o s ou i n f i n i t o s 
separados por in t e rva los fechados e, portanto, só podem ser 
pontos de S(S(A)) os pontos de S ( A ) . i s t o é, 
S(S(A)) £ S(A ) , donde S(S(A)) = S(A ) . Podemos, p o i s , a in­
da dizer que para A qualquer 

S ( * ( A ) = S Í 2 ) ( A ) 

se n s 5. 
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d) "Os saturados de dois conjuntos seguem a inclu­
são dos mesmos, se essa existir." 

Se A £ B e se x € S(A) então x € to £ A 1, mas 
A' S B' donde x € oi £ B* e portanto x € S(B), isto é, 
S(A) S. S(B). 

12. - Considerações 

a) Na propriedade a) do número anterior não vale ne 
cessàriaraente a igualdade, como vemos pelo seguinte exemplo: 

Sejam A = (a, b) e B = (b, c), então 

S(A) = (a, b) , S(B) = (b, c) 

e 

S(A) U S(B) = (a, c) - {b}; 

ainda 

AU*B = (a, c) - {b} e S(A U B) = (a, c), 

donde 

S(A) U S(B) fi S(A \J B). 

b) Na propriedade b) também nem sempre vale a igual 
dade: 

Seja A o conjunto dos racionais e B o dos irracio­
nais, temos S(A) = R e S(B) = R, donde 

mas 

S(A) 0 S(B) = R; 

A Í 1 B = Í e S(A D B) = 4>, 

que dá 

S(A f l B ) / S(A) O S{B). 

c) Na propriedade vimos que se A é aberto, 
S(S (AL) ) = S(A), entretanto nao é necessário que A seja aber­
to para que se verifique essa igualdade, isto é, essa igualdade 
não implica que A seja aberto, como mostra o seguinte caso: 
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—ooOoo— 

S e j a A = ( a , b ] , A não é a b e r t o , S ( A ) = ( a , b ) , 
S ( S í d ) ) = ( a , b ) v i n d o S ( S ( A ) ) = s ( A ) . 

d) Não há qualquer r e l a ç ã o g e r a l de i n c l u s ã o e n t r e o 
complementar do sa tu rado de um conjun to e o sa tu rado do com­
plementar do mesmo. Vamos a p r e s e n t a r d o i s exemplos com i n c l u ­
sões o p o s t a s . 

1 ) S e j a A = ( a , b ) , en tão 

C ( A ) = ( -00, a] (J [ b , +oo) 

e 

S ( C ( â ) ) = ( - o o , a ) U ( b , + o o ) ; 

e 

S(A) - ( a , b ) v i n d o C ( S ( A ) ) = (-ca, a] tj [ b , + c o ) , 

que most ra 

S(C(A))C C ( S ( A ) ) . 

2 ) S e j a A o con jun to dos r a c i o n a i s , en tão S ( A ) = R 
e C ( S ( A ) ) - <t>\ e C ( A ) é o conjunto dos i r r a c i o n a i s v indo 
S(C0) ) « R donde C(S ( A ) ) C S ( C Í A ) ) . 



W-LIMITE DE UMA FUNÇÃO 

13. - Definição ' 

"Dada uma função f(x) real da variável real, de­
finida num campo C do qual a é ponto de saturação, diremos que 
b é o W-limite da f(x) quando x tende para a e indicaremos 
por 

b = W lim f (x), 
x-a 

se existe um entorno po de b tal que, a qualquer pai* (fl*, (3) 
de entornos de b satisfazendo a inclusão y cz (ò £ /3P, cor­
responda um conveniente par a) de entornos de a que sa­
tisfaçam as condições: 

Ia) c: a c c»; 

2 a) f(C O (<* - {a}) ) C |3; 

3 a) f(c n c « G p - y . " 
Vemos, pois, que quando existe o W-limite, também 

existe o limite e são iguais; portanto, se o W-limite existe 
e é finito, é único. 

Podemos empregar numa técnica análoga a dos "posi­
tivos" fazendo as correspondentes adaptações. Assim se b é fi 
nitOj, podemos substituir pe pelo par (£„, com <5j > 0 
e £-0' > 0 tais que 

/30 - o> - &l> * • O i 
o par Qf, |5) pelos pares (C1, 6 1) e (<2", 6") com 

0 < ff* < 6' á <5j e 0 - <?" * 6" < ¿5, 
tais que 

JT= (b-£', b + fi") e p« (b - ó \ b + 6"); 

se b é-.oo, podemos substituir J3Ç por (ó^, fiJJ) com <5j < <5ç 
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t a i s que 

|30 - ( -«, U («J, + • ) ^ 
e o par Qf, |3) pelos pares (6" , 6*) e (jo , 6") com 

S*' < <S* ¿ <5¿ e C " > 6" 2t 

t a i s que 

ff= ( - 0 0 , <?') U fe", + « ) e (-oo, 6') U (¿" , +oo); 

se b = +oo ou -oo, basta um £ 0 t a l que 

respectivamente e para (y, |3) bastam 5 e £ com 

6 0 ^ £<G ou ¿ 0 ^ £><F 

respectivamente e t a i s que 

J*« (<s, +oo) e |3 = (6, +ao) 

ou 

¿T= (-oo, <T) e | J = ( -00 ,6) 

respectivamente; se a é f i n i t o , substituímos o par (\?, 06) ge 
los pares (s*, ¿') e (?" , d"*) com 

O < S 1 -e e 0 * 3 " - = ^ " 

ta is que 

c¿= (a - ¿ \ a + <5") e \? = (a - , a + # ' ) ; 

se a é a> } (\?, 06) é substituido por ( S ' , «T) e ( S M , £?"), 
e 5 " > c P t a i s que 

* = (-oo, cf') U (<5*\ +oo) e v? = (-oo, O U (&", +«>); 
se a é +oo ou - c o , b a 3 t a o par (2í, é) com «e S ou cT > 5 
respectivamente, t a i s que 

oí. s ( J , +co) e \P = (5, +oo) 

ou 

o¿= (-co, cT) e f * (-oo, 5) 

leespecti vamente. 
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14. - Exemplos e contra-exemplos 

a) Seja f(x) = x 2, definida em H da qual 1 é pon­
to de saturação. Tomemos Cl = 6 0 = 1; dados os pares 
(<?', # ) e (6"', 6") com 

0 <: cr' <: 6' Í 1 e 0<= <?" < ó " « 1, 

vemos que para 

= (yr^, yíT^) 
temos 

1 - 6' * f(x) * 1 + e" ou f(x) € /3 

e para x £ - \?, sendo 

temos f(x) 1 + ou f(x) <: 1 - <ã' e portanto 
f(x) é (3 - f. Logo 

W lim x 2 = 1. 
x-1 

b) Seja 

definida na semi-reta positiva da qual +oo é ponto de satura­
ção. Vamos mostrar que 

¥ lia (1 • -j) • 1; 
x-»+oo 

como f(x) >• 1 no campo considerado, basta tomarmos um 
> 0 e um par qualquer (<&, 6) com 0 •< G * ô ̂  Cp\ para 

temos f(x) < 1 + 5, dondê  f(x) e p e para x £ <* - sen 

do tf = (ç-, +oo) temos f(x) > 1 + 6, donde f(x) e Z 3 -

c) Seja 

INSTITUTO DE EMERGIA MÔM.CA 



definida nas semi-retas positiva e negativa de que 0 é ponto 
de saturação. Temos 

W lim -r—• = +œ, 
x-o M 

pois tomando um £fr > 0, qualquer que seja o par (<*», 6) com 
£„ - £ û, vemos que para x € (<& - fo/), onde 

«-<-*.*> 
temos f(x) >-<5, donde f(x) € /3 e para x € <*• - onde 

temos f(x) < donde f(x) € p - jf*. 

d) Qualquer função cujo limite não existe quando x 
tende para a, ponto de saturação do campo de definição,é exem 
pio de função cujo W-limite nao existe. 

e) A função constante definida na reta admite limi­
te esa qualquer ponto, finito ou infinito, mas não admite W-31 
mite. 

f) Seja a função f(x) assim definida em (-1, l): 

f W - ÏTTT' p a r a x 6 brrr è> » 
n = 1, 2, ...; f(0) - 0 e f(x) = f(-x) para - 1 x « 0. 
É, pois, uma função não negativa. Temos 

lim f(x) - 0, 
X-+0 

pois dado 6 > 0, para 

w 1 L 1 
x * (-_, _) . com n 

se x > 0, existe um inteiro m tal que 



- 2 5 -

f (x ) = -I— < I * i < 5 x 7 m + 1 m n 

e se x •* 0 . - x > 0 e -x - c vindo f ( - x ) - < £ , mas . . . . 
f (x) = f ( - x ) , donde f (x) < & e logo 

l im f (x) « 0 . 
x-+o 

Vejamos agora que o W-limite não e x i s t e quandox ten 
de para 0; b a s t a mostrar qúe não pode ser 0 . Oom e f e i t o , t o ­
memos qualquer 

o < e0 * \ 
e se ja qualquer 0*Ô£ 6 0 ; se ja n o maior i n t e i r o t a l que 

n 

n é po i s maior ou igua l a 2, tomando-se agora 

1 
n + 1 

e É T < 6 » 

vemos que para o par (<#, 6 ) não e x i s t e x =• 0 t a l que . . . . 
6 < f ( x ) <• t, i s t o é , t a l que f (x) £ Z3 - po i s para t e r ­
mos f (x) •< 6 , x deve s e r menor que v i s t o que se 

x n » x e Lm + 1» m ; 

com1 m + 1 s n,, o que dá 

f (x ) = _ J — * 1^ £. x ' m + 1 n 

Então se x < pelo que vimos acima 

*M-5TT 
com m - n, logo 

e portanto o W-limite não ex i s t e quando x tende para 0 . Hão 
foi prec iso considerarmos x •< 0 devido à. s imet r i a da função: 
f (x) = f (~x) ; também s<5 usamos um % po i s f (x) - 0 . 

com m * n , donde 
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15« ~ Considerações 

Na definição de W-limite não usamos en tornos s i ­
métricos, nao para expressar-nos em linguagem mais geral, mas 
porque perderíamos funções bastante comuns, como x2 por e-
xemplo, quanto a existência do W-limite. 

Vejamos o caso de x 2 quando x tende para 1. Empre 
gando a técnica dos "positivos" deveremos ter para um par qual̂  
quer (6, S) com 0 < G < 6 m 6^ £ 1 um par (S", </) com 
0 •< 75 -s j f t a l que para J x - 11 •< S tenhamos 

l x 2 - l | < £ 

e para 5 •= | x - lj •«= cf, 

| x 2 - l i ><sT. 

Temos porém 

<? < (x 2 - l\< 6, 

só para 

y i +<o * x y i +<s 

se x >• 1, e para 

yi - e -= x < y i -<» 
se x «: 1, portanto G e J deverão satisfazer as relações: 

é * min (yTT3 - 1 , í - y i - 6) 
e 

máx (yi +<? - í, í - y i -6). 

Como 

min <yi +ó - 1 , i - yi - 6 ) = y i T ê - 1 
e 

máx (YiTè - 1 , í - y i - 6 ) = í - y i -<?, 
a questão reduz-se à compatibilidade das relações: 

<f* V T T £ - í (i), 

S f c i - y r ^ (2), 
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0 < 5<«f (3) 

e 

0 « < < 6 s l ( 4 ) . 

De ( 1 ) , (2) e (3) vem ' 

1 - Vi -<S *Vl +6 - 1 , 

donde, desenvolvendo, 

62 + 2(4 + à)6+ e2 - 86 < 0 , 

valendo essa desigualdade no caso só para 

0 * 6 * 4 Yl + 6 - 4 - 6 ( 5 ) . 

Sendo entretanto neste caso 

4 V T T 3 - 4 - Ô « S , 

a desigualdade (5 ) contraria a ( 4 ) , pois <5 pode assumir qual­
quer valor positivo menor que &. 

b) Ainda na definição de W-limite usamos um entorno 
po e tomamos sempre entornos contidos em a fim de não se­
rem excluídas todas as funções limitadas... 

1 6 . - W-limite sobre con.junto parcial 

Assim como falamos em limite sobre conjunto parcial, 
.podemos falar em W-limite sobre conjunto parcial Cj Cl C, 
desde'que o ponto a continue ponto de saturação de Ci e para 
i variando em as condições impostas na definição de W-li­
mite sejam satisfeitas. Usaremos a notação 

b = tf lim f (x). 
x-*a (Ci) 

Na teoria dos limites é conhecido o teorema que diz: 
«se C é esgotado em dois conjuntos Ç j e C 2 , excetuado even­
tualmente o ponto a , ponto de acumulação de 0 , se a continua 
ponto de acumulação de C\ e C2 e se os limites sobre Oi e C2 
existem e são iguais, então o limite existe e coincide com o 
limite comum sobre os dois conjuntos parciais »; no exemplo a 
seguir vamos mostrar que isso não subsiste se substituirmos, 
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vem 

e para 

M * ^ e f(x) 

x e m - y? onde 

a i a i 

e sempre sobre C j , vem 

H 

de modo análogo procedemos para o segundo W-limite sobre C2« 

Vamos ver, agora, que o W-limite, quando x tende pa 
ra 0 não exis te , apesar de existirem os W-limites sobre e 
C2 e serem iguais ; bastará mostrar que o mesmo não é 0, pois 
das duas últimas igualdades acima concluímos que o l imi te é 
0, Seja tomado qualquer <50 > 0 e seja (<?, &) qualquer par 
com 0 < G •< ó£ õ 0 . Em qualquer entorno de 0, 

(- ~ , existe um irracional x 2

 e M - (- ~>~} 

e portanto J x 2 J > ~ ou f ( x ) > £ , 
2 -

no enunciado acima, a palavra l imite por W-limite e ponto de 
acumulação por ponto de saturação. 

Seja a função não negativa definida em R do seguin­
te modo: f (x) = a^J i l para x racional e f (x) = aoJx| para 
x i r racional , sendo 0 •< < aq. Chamando C^ e C2 respecti­
vamente o conjunto dos racionais e dos i r racionais , temos que 
0 ê ponto de saturação de e C2 e que esses conjuntos esgo­
tam R. É f á c i l ver que 

W Um f (x j = 0 e W lim f(x) = 0, 
x-.o (Ci) x+o (C2) 

pois s8bre C j , por exemplo, tomado 11 6 , > 0 , e dado um par 
qualquer ((>, &) com 0 < C - < 5 0 , para 

x € oc = (- — -£-) 
a l a l 
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íogD - (- Sg, 1^). 

Para qualquer entorno p de 0, 

^ ( _ a^ ' Reinos um racional x1 £ (- ^ , ^) -

e portanto jxjj •< ~ - ou f (x-̂ ) •< Gy logo 

Y — * a 1 » ã l ? • 

Como ot' deve conter 1?, devemos ter 

a l 
mas sendo £ < £, 

a l 
vemos que para um par (6, £) com £• * CT< £ 

não existem os entornos * e í satisfazendo as condições para 
a' existência do W-limite, logo o W-limite não existe. 

Veremos a seguir que o teorema acima citado vale 
quando são impostas certas condições, mas, para isso, vamos 
previamente estabelecer os seguintes resultados. 

17. - Lema 

"Se S1 < <flt ^ -í </2 e 

máx (2*1, Sj>) <: min (cí^, 

então 

(«i, <L) n (s-2) 4) - > o í n 4>).m 

É fácil ver que um ponto 

x € (máx (Si, S2), min (c^, fy) 

pertence à intersecção, pois 
máx gg) < x < min («^, 
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vem 

2?i < x < ¿f\ e ^2 "* x ^2» > 

donde 

e 

x e c^, 4) n (2a, 4). 
Reciprocamente se 

vem 

donde 

e 

Si < x < «3^í e x < ^2» 1 

máx (2̂ 1, Cjj) "* x < (4» 

x é (máx («i, «y, mín e^)-

18. - Lema 

"São válidas as seguintes igualdades: 

mín (-a, -b) = - máx (a, b); 

máx (-a, -b) e - mín (a, b); 

mín (a + c, a + b) = a + mín (c, b) 

e 

máx (a + c, a ••• b) = a + máx (c, b)." 

a) Seja 

mín (-a, -b) = -a, 

então -a * -b e a * b donde 

donde, por ser 

Si £ máx (gj, 82) , 3T2 £ máx («i, C"2)> 

¿1 * mín (4, 4) ® ^2 ~ m í n (4.» >̂)» 
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máx (a, b) = a e min (-a, -b) = - máx (a, b). 

Se 

mín (-a, -b) = - b, 

reduz-se ao mesmo caso por simetria. 

b) Aplicando o resultado obtido acima a -ae-b Tem, 

mín (a, b) = - máx (-a, -b), 

donde 

máx (-a, -b) = - mín (a, b). 

c) Seja 

mín (c, b) «= c, 

então c ̂  b,, donde a + c ^ a + b e 

mín (a + c, a+ b) = a + c 

ou 

mín (a + c, a + b) = a + mín (c, b). 

Se 

mín (c, b) B b, 

resolvo-se por simetria. 

d) Aplicando os resultados anteriores podemos escre 
.ver e • 

- máx (a + c, a • b) » mín cç, - a - b) = 

= - a + mín (-c, -b) «= - a - máx (c, b), 

donde 

máx (a + c, a +• b) « á + máx (c, b). 

19. - Lema 

"Se % < < L , Xz* ^2 e 

máx (Z^, 5^) «e mín (¿1, ̂ 2)> 

então 
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20. - Lema 

"Se 8^ < £2 "* e 

máx ST2) * í* .̂» ^ ) » 

então para qualquer a valem as igualdades 

(a + 2T]t, a + 0 (a + £"2, a + = 

»- (a'+ máx. ÍS^,. <J>), a' + mín.(c^, tf^J ) 

e 

(a - <4, a " *L:) ^ ( a ~ a ~ " 
= (a - mín (tíj, c^J, a - máx S 2

) ) « M 

Basta ver primeiro, que 

• a + 3^ «= a + c£ , a + ^ - < a + ^ 

e 

máx (a + a + £>) « mín (a + £^, a + ^2) 

donde 

(a + 3*1, a + <4) ^ (a + 3^, a + = 

. = (máx (a + S^í a + Sjp > m ^ n ^ a + ^X* a + ^2^) -
= (a + máx ÍZ^, 2^), a + mín (<3 ,̂ 

e em segundo lugar 

(A4, -h) f) (~<Ç>, ~h) = (- min (ài, 4) , - máx a&Jl" 

Com efei to, recaimos na proposição do n» 17 , pois 

máx (2í , 2*2) "* m i - n í 6 '!» 0 , 2) 

dão 

e 

máx (-4, "4) = - 1 1 1 1 1 1 (^l> ^ 2 ) * ~ m á x C5!» ^) =nrih (-2^, -S j ) , 
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a - < ^ -e a - 5^ , a - ^ ^ a - ã ^ , , 

v indo de 

(^.> sr2) ^1* 

como a n t e s , 

máx ( - 6 ^ , - c £ ) < min ( - 2 ^ , - ^ ) , 

donde 

máx ( a - c ^ , a - c ^ ) •< min ( a - S^ , a - 3£) 

e p o r t a n t o 

( a - d l t a - ^x) H ( a - <^ 2, a - S2) = 

= (máx (a - J±t a - <^>, mín (a - 2 ^ , a - S^>) = 

= ( a + máx , a + mín , - < ^ ) ) = 

= ( a - mín (cf^ cF^)\ a - máx C S | / G g > ) . 

2 1 . - P r o p o s i ç ã o 

" S e Cj e C2 esgotam um conjunto l i n e a r , exce tuado 
even tua lmente um ponto a de s a t u r a ç ã o de e C2, s e o s W - l i -
m i t e s de uma função f ( x ) sob re C l e C2 quando x t ende p a r a 
a e x i s t e m e são i g u a i s a b e s e p a r a q u a l q u e r p a r (jft |3) de 
en to rnos de by com 

o s p a r e s © ^ V ) c o r r e s p o n d e n t e s ao W - l i m i t e 
sobre Cj e o s p a r e s (¿2* ^¿3 e 0*2» ^5) co r respondentes ao 
W - l i m i t e sobre C2 podem r e s u l t a r t a i s que 

max 5 2 ) "^n Wi' ^ 2 ) 

e 

m á x Z \ ) < mín ( / J , «rj), 

en tão o W - l i m i t e da f ( x ) quando x t ende pa ra a e x i s t e e ê 
i g u a l ao W - l i m i t e comum b sob re o s con jun tos p a r c i a i s . " 

Com e f e i t o , dado um p a r (f, de en t o r n o s de b 
com 

y c p s f t g f r Ç C ! ) O p g ( C 2 ) , 



-34-

como | 3 c / 3 e ( C i ) , p a r a 

x € C x O (« ! - i a } ) , onde = ( a - a + <P{), 

vem f ( x ) £ £ e p á r a 

x € O l ( \ { * i - \ ) , onde - (a - «J* a + Ç ) , 

vem f(x)Cp - ^ ; também como y8c /3«(C2)> p a r a 

x € C 2 O (oíg - ( a } ) , onde o£2 = ( A - É ^ , a + «íj) , 

vem f ( x ) éT p e p a r a 

vem f ( x ) £ p - j * . Devido ao ú l t i m o lema temos 

( a + a + tfj_) O (a + S g , a + ¿2) B 

«= ( a + máx (2^[, C g ) , a + ^íí» ^2)) 

e • . » 

( a - <f{, a - ¿ 1 ) H ( a - S\y a - £ 2 ) = 

= ( a - min (<f{, >
 a " ^ #1» y 2 » 

e pondo 

ot = ( a - min , a + min (<cf£, « ^ ) > 

V? = ( a - máx > a + máx ( S ^ , S ^ ) ) 

vemos que <*- £ oí^, p o i s s e z C ot, 

a - iaín * z "* a + (*^1> 

donde 

a. - z, •< à + 

ou s e j a z € a ^ ; analogamente most ra r íamos que o t ^ « - 2 . Pa 
r a 

x € C O ( c t - f a } ) 

vem x £ C, x - ^ f l í "e x ^ a , mas como e C 2 esgotam C, x 
p e r t e n c e ao menos a ou C 2 ; digamos x € e como — 0 6 1 . . 
vem 
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donde f ( x ) 6/3, aná logo ê o r a c i o c í n i o s e x € C 2 . M o s t r e ­
mos a g o r a que — ^ > s e z ^ ^ então 

a - 2Tj •< z « : a + ^2> 

donde 

a - máx ^ 2 ) < 2 "* a + m á x ( S j , ©2) 

ou s e j a z £ \?; analogamente mos t ra r íamos que — tf- P a ­
r a 

x e c n (<* -
vem x € C, x €"o¿ e x 4 ? donde x p e r t e n c e ao menos a Gj. 
ou C2, x p e r t e n c e a 0̂  e a 0̂ , e não pe r t ence j aem a \ ^ nem a 
#>> p o i s de $i £ ^ e \?2 c vem G \? e 0̂ — ^ r e £. 
pec t i vamen te ; l o g o x p e r t e n c e ao menos a um dos con jun tos 

ci n c*! - ou c 2 n (<*2 - ? 2 ) 

e l o g o f ( x ) €p - ^, P o r t a n t o 

b = W l i m f ( x ) . 
x-»a 

22. - E x i s t ê n c i a de funções que s a t i s f a z e m 
a s c o n d i ç õ e s da p r o p o s i ç ã o a n t e r i o r 

Vamos c o n s t r u i r uma função ' f ( x ) d e f i n i n d o - a em R 
do s e g u i n t e modo: 

f (x) • x p a r a 0 * x ¿ ¿ , 

n = 1 , 2, , f<¿) = ¿ . 

e 

f ( x ) = f (-x) pa ra x < 0; 

f (x) é p o i s não a e g a t i v a . Representemos p o r e C2 r e s p e c ­
t ivamente a s r e t a s r a c i o n a l e i r r a c i o n a l . Dados um 5 0 , no c a ­
so qua lque r , e um p a r (C, 6), com 0 < <S 6 - £ f l . temos 
sobre C21 p a r a 

0 < | x | * e , f ( x ) <e 
e p a r a 
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máx ( 6 , I) f(x) < ô 

e portanto (5 < f (x) < donde podemos tomar 

^ = máx (G, I) 
e <^ = e d ize r que 

3 W l im f ( x ) = 0. 
x*o (C2J 

Mostremos que f i c a s a t i s f e i t a a desigualdade do teorema ante­
r i o r : ora 

máx (2i, Õ2) - máx (<?, , mín 4) = £ 

e então 

máx * 2 ) « m i n ^ ) 

e podemos conclui r p e l a proposição an te r io r que 

W l im f (x) = 0. 
x*o 

25. - W-limites à d i r e i t a e à esquerda 

Se a f8r ponto de saturação à d i r e i t a (à esquerda) 
de C podemos conceituar W-limite a esquerda (à d i r e i t a ) , ape­
nas tomando entornos V e ot à esquerda (à d i r e i t a ) de a e e x i ­
gindo que fiquem s a t i s f e i t a s as condições do n° 1 3 . Indicare­
mos t a l W-limite por 

<? < | x | < C , C < f ( x ) « 6, 
donde podemos tomar = £ t <£> = £ e d i ze r que 

W lim f ( x ) = 0. 
**o (C2) 

Sobre C^, para 0 < | x | < 6 temos f ( x ) <• & e para 

m á x è) * M < e» 
onde m é o menor i n t e i r o t a l que < ^ , temos 
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então 

W lim f(x) «= b . " 
X-*a 

De fato, a é ponto de saturação pois o é à direita 
e à esquerda e seja 

P* - POL 0 ^02> 

onde /3Q, e P A g são os entornos in i c i a i s de b corresponden 
tes aos w-limites a. esquerda e à di re i ta , e seja (f, fJ) qual 
quer par de entornos de b t a i s que y c f3 Ç= | 3 Ç . Como 

existem respectivamente os pares oí^) e (vgj ot-2) de 
entomos à esquerda e a. direita de a, t a i s que 

V ^ C o ^ E c ' , v>2 <= <*2 £ G', 

f (x) «Z 3 para 

x € C D - {a}) e para x e C 0 (o¿2 - {a}), 

¥ lim f(x) /w lim f ( x ) ) . 
x-*a- \ x-»a+ ' 

É claro que,.se a é ponto de saturação e 

¥ lim f(x) • b, 
x-a 

também são iguais a b os W-limites a. esquerda e à direita, pd.s 
basta respectivamente tomarmos os entornos 

<*« B a O ( - Q 0 , a] , tf» B V 0 (-ao, a] 
e 

<*" s oc 0 (a, +co] , Í?" = v* 0 [ a , +co) 

para satisfazermos as condições. 

Reciproca 

"Se 

¥ lim f(x) = ¥ lim f(x) » b, 
x-»- a- ' a-*a+ 
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e" f ( x ) € p - tf para, 

x e C 0 (a^ - \ ) e x 6 C O ( * 2 - 7 2 ) . 
Pondo agora 

= U * 2
 e * = ^ U Vg, 

temos que e ^ são entornos de a e satisfazem a 

l o ) -9 d oc £ c ' ; 
2Q) f ( x ) é /3 para x € C O (ot - { a } ) , 

pois sendo oL «= oi^ U a*2 vem x e C, x £ ou x 6<tfg e 

a, logo x pertence a 

C H (o^ - { a } ) ou C O («2 - { a } ) ; 

3 « ) f(x)efi -f para x É C fi ( * - ? ) , 

pois sendo 

V? = U ^2 'em • = U 12 = ^ U 7 2 

e se x £ temos x ^ ? j e x 4 ^2 e l o § ° x pertence a 

c n (*1 - ^ l ) 0 1 : 1 C O (*2 - 7 2 ) . 

24« - Considerações 

a) A função constante^ definida em qualquer campo 
do qual a seja ponto de saturação não admite W-limite e t por 
conseguinte, se esse existe para alguma função, essa nao é 
constante em seu campo. Todavia a existSacia dó W-limite é com 
patfvel com a constância da função num entorno do ponto de sa 
turação, como podemos ver mediante o exemplo que se segue. 

Definamos em B a função f ( x ) pondo 

f ( x ) = x + 1 para x - - 1, 

f ( x ) = 0 para - 1 * x « 1 

e 

f ( x ) «= x + 1 para x 1. 

Essa função é constante num entorno de 0 e no entanto 
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¥ lim f(x) = O, 
x+o 

pois dados os pares e (c M, com 

0 <<?'<£' tf , 0 < G" < <£" « <S£, 

£j e £ç positivos quaisquer no caso, para 

x e<*= (- 1 í + 6"), 

temos, se 

- ! - £ ' < x=£-l , - 6' < f (x) ̂  0; 

se 

- 1 < x < 1 , f (x) = 0 

e se 

1 * x < 1 + 6" , 0 * f(x) < 

e portanto para x €oí>y 

< f(x)<£". 

Para x £ oi - ̂  sendo 
v>= (- 1 - 1 + G"), 

temos ou x <*»- 1-6* ou x >• 1 + ff"; no primeiro caso, 
f (x) < - 6"' e no segundo f (x) > G"" e portanto está verifi­
cado o W-limite acima. 

Se restringirmos o campo de definição a 
Cl = (-1, l), já não mais existe o W-limite, mesmo permane­
cendo 0 ponto de saturação; isso nos faz concluir que existin 
do o W-limite, nem sempre existe o W-limite num conjunto par­
cial para a mesma função. No estudo que se segue vamos encon­
trar uma condição necessária e suficiente, que resolve o caso 
e que reside essencialmente na questão da constância no entôr 
no do ponto. 

b) Antes porém, demos um exemplo simples mostrando 
que, ao se reduzir o campo de definição onde não havia W-li­
mite para uma função, pode êle existir no menor. 

Seja f(x) » x para x racional e f(x) = 1 para x 
irracional; chamando Cl o conjunto dos racionais, é claro que 
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W lim f(x) = 1, 
x-1 (Ci) 

ao passo que 

W lim f(x) 
x-*l 

não existe pois em qualquer <* - 7 existem irracionais. Tam­
bém serve para o caso, o exemplo do no 16. 

25» - Lema 

"Se f(x) não é constante em 

onde ff- é qualquer entorno à direita de a , ponto de acumulação 
à esquerda de C, e se 

lim f(x) = b, 
x-»- a+ 

dado qualquer entorno ot̂  à direita de a , existe um entorno (5p 

de b tal que a todo entorno p de b, contido em os entor-
nos ot a direita de a que lhe correspondem pela definição de 
limite estão contidos em <*0." 

Suponhamos que não valha o afirmado no enunciado, 
dado então qualquer entorno |3 e de b, existe um entorno {* de b, 
P — fio 1 ao qual corresponde um entorno 06 à direita de a que 
contem a£ ç; seja x ' um ponto qualquer pertencente a 

C O K - ía>), 

então x* €OL pois x' € oí0 e o 0̂ — e sendo x* a, 

x' € C O (tf - {a})^ 

donde f(x')^/^> s e tomarmos 

/ 3 p = (b - 6, b + 6), 

temos também 

/3 ̂  (b - £, b + £) e logo |f(x») - b| 
como £ pode ser arbitrário positivo, pois | 3 0 ê qualquer, vem 
f(x') = b e a função é constante em C D (<x0 - {a}) contra 
a hipótese. 
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26. - Lema 

"Se f ( x ) não é constante em 

C O - í a } ) e C 0 (/*- [a}), 

onde /£ e /> são quaisquer entornos à d i r e i t a e à esquerda de 
a, e se 

l i m f ( x ) = b , 
x+a 

dado qualquer entômo ot, de a, e x i s t e um entorno (3Q de b , t a l 
que a todo entômo fi de b , contido em os entornos ^ d e a 
que lhe correspondem pe la def in ição de l i m i t e es tão cont idos 
em o ^ . " 

S e j a otp um entSrno de a e sejam 

*01 = *0 0 ( -°°> a] e c t 0 2 = o í 0 H [ a , + 0 o ) . 

Pelo .lema an te r io r existem entornos e ^ Q 2 de b t a i s que a 
quaisquer 

os entornos ot^ a esquerda e a d i r e i t a de a que l h e s corres 
pondem estão cont idos em ot^ e respectivamente. Pondo 

^ O ^ O l 0 í*02> 

a qualquer entorno (3 de b contido em j 3 e , os entornos at> corre© 
pondentes devem es ta r cont idos em <* e , p o i s se é um d e l e s , 
pondo 

= * O ( -oo, a ] e QÍ2 <=otf| [a, + c o ) , 

° ^ e o í 2 s a ° entornos à. esquerda e a d i r e i t a correspondentes a 

" / ^ P o i 0
 *>2» 

i s t o é , 

donde 

*1 - » 0 1 e « 2 £ « 0 2 

e 
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27» - Proposição 

"Se 

W lim f ( x ) = b , 

a condição necessár ia e s u f i c i e n t e para que o W- l imi t e sobre 
qualquer conjunto p a r c i a l 0^ C: c, do qual a é ainda ponto 
de saturação, é que f ( x ) nao se ja constante em nenhum entôr 
no à d i r e i t a e em nenhum entorno à esquerda de a, excluído" 
esse ponto ." 

A condição é s u f i c i e n t e , p o i s a sendo ponto de sa­
turação de Ci , e x i s t e um entorno oíp contido em C | e conside­
rado esse entorno, e x i s t e pe lo lema an te r io r um entorno fi9 de 
"fo, t a l que para qualquer £ fiçt os^entornos oL de a que lhe 
correspondem estão cont idos em ofcft. Então dado qualquer par 
(jf» P) d® entomos de b , com f d /3 £ e x i s t e o par 

« • ) de entomos de a com $ C ^ otft t a l que para 

X € C 0 (<*- ia}) , f(x)€/3 

e para 

x f c O ( c t - í ? ) , t(x)€/3 -,f; 

ora como Ci C, v i r á para 

x e Ci 0 (pi - { a } ) , f ( x ) e P 
e para 

X € d H (<* - ?) , f (x) € ¡3 -

havendo pontos de Cl em e em & - }? p o i s ot £ oíp — C^. 

A condição é, também, necessár ia p o i s , se e x i s t e um 

ou 

H (_oo, a ] ] U [ « n [ a , +oo)] £ 

< = K n (-00, a ] ] U [%0 [ a , + o o ) J 

donde 
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entômo à d i re i ta ou f> à esquerda de a onde, excluído a,; a 
f (x) é constante, tomado um c C t a l que à direita^ou à 
esquerda de a fique contido em^ou/» respectivamente, não e-
xiste o W-limite à d i re i ta ou à esquerda correspondente e po_r 
tanto não existe o W-limite. ~~ 

28. - Lema 

"Se 
lim f(x) 

x-*-a+ 

é elemento inf in i to , dado qualquer entorno «*0 à d i re i ta de a, 
existe um entorno fi9 desse elemento t a l que para todo entorno 
p do mesmo contido em fi9, osjsntornos oíp que lhe correspondem 
pela definição de l imite estão contidos em cLQ." 

Se não -vale a afirmativa do enunciado, e supondo que 
o limite seja +oò, dado qualquer entorno fi0 de +00, existe um 
entorno /3 de + co contido em/3 f l, ao qual corresponde um entor­
no à d i re i ta 06 de a que contém <*0; seja x* um ponto qualquer 
pertencente a 

c n K - ía}) , 
então x' € 0C9 e como <*9 — x' «ofc, , logo 

x € C O («, - {a}) 

pois x' a, donde f(x*)€ se tomarmos / 9 0 = (K, +00) 
com K qualquer pois /3- é qualquer, vem já que /3 £ y9p, . . . . . 
f(x*) > K o que não e possível para K arb i t rá r io . 

29. - Lema 

"Se 
lim f(x) 
x+a 

é elemento inf ini to , dado qualquer entorno de a, existe um 
entorno fi9 desse elemento t a l que todo entorno P do mesmo con 
tido em Pg, os entornos <*àe a que lhe correspondem pela de­
finição de l imite, estão contidos em 0^." 
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50. - Proposição 

"Se 

W lim f (x) 
x-»a 

é elemento infini to, então sobre qualquer conjunto parcial Ci 
contido em C, do qual a é ainda ponto de saturação, o W-limi­
te da f(x) é o mesmo elemento." 

A demonstração segue argumento análogo ao da propo­
sição do n* 27» 

51« ~ Proposição 

"Se 

W lim f(x) = b 
x-»a 

e se pe é o entorno i n i c i a l de b, ao menos um dos conjuntos 

/3p PI (-co, b] ou (3, 0 [b, +ot>) 

está contido no derivado da imagem de C e portanto b é ao me­
nos ponto de saturação de f(c) à esquerda ou à di re i ta ." 

Suponhamos que ambos os conjuntos 

Po (-co, b] e (3. O [b, +co) 

não estejam contidos em (fie)); existem então pontos c e d 
em cada um, que não pertencem a ( f ( c ) y S e c ^ (f(C)}', e, 
xiste um intervalo aberto fX t a l que 

d (-00, V ) 

com b 1 < b , b* £ P9 e f*- 0 f(c) = pelo mesmo motivo 
existe um intervalo aberto p t a l que 

f^p9 n (b«, +oo) 

com b" > b, b" 6 /3p e y° D f(c) = <f>, portanto temos 

[p n f(c)] u [f n f(c)] = * 

A demonstração segue o mesmo raciocínio do n» 26. 
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dohde 

Sejam agora & e ff d o i s e n t o m o s de b t a i s que O (3 e . . . . 
P - ^ — / * 0 f>, como /9 S |3 0 e x i s t e m «• e t a i s que p a r a 

x e c O 

f W * / 3 - ^ ou f(x)€p-U{>, 

que c o n t r a r i a 

j / * u / > ] n f ( c ) = ^. 

32. - Lema 

" S e f ( x ) ê c r e s c e n t e em C, s e 

l i m f ( x ) = b 
x-*a 

e s e e x 2 per tencem a C, x^ •< a •* -z^ i m p l i c a 

f ( X ] L ) * b ^fCxg)." 

P e l o teorema fundamental das funções monótonas t e ­
mos 

b = sup { f ( x ) ; x * C, x < a] = i n f ( f ( x ) ; x £ C, x > -a} , 

l o g o 

f ( X l ) í b í fCxg); 

mas não podemos t e r f ( x i ) - b p o i s p a r a o s p o n t o s x d e 0 t a i s 
que < x < a , o s q u a i s e x i s t e m p o i s a é ponto de acumula­
ção de C, devemos t e r f (xi) < f ( x ) ou b < f ( x ) quando b é 
o extremo s u p e r i o r . De manei ra a n á l o g a podemos m o s t r a r que 
f(x2) £ b , . donde 

f (x i ) < b < f ( x 2 ) . 

33» - P r o p o s i ç ã o 

" S e f ( x ) ê c r e s c e n t e em C do q u a l a é ponto de s a 
t u r a ç ã o , s e 
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34. - Considerações 

a ) Na proposição acima, não podemos apenas admit i r 
a ex i s tênc ia do l i m i t e , p o i s aquela nao subsis te , como mostra 
o exanplo a segui r . 

Seja f ( x ) = x para x ( - 1 , OJ e 

W l im f ( x ) » b 
x-»a 

e se pQ ê o entorno i n i c i a l de b , então fl0 es tá contido no de 
r ivado da imagem de C e portanto b é ponto de saturação de 
f ( C ) . ' » 

Com e f e i t o , se po não es tá contido no derivado de 
f ( c ) , e x i s t e ao menos um i n t e r v a l o aberto *= pp t a l que fi fl 
f ( c ) = 0; podemos ainda supor que b $ P, Seja agora um par 
(jf> P) ^e entomos de b t a i s que 

onde p — é qualquer i n t e r v a l o aberto acima ou abaixo de 
b conforme /*es t á abaixo ou acima desse ponto. Ex i s t e então o 
par <*) de entornos de a t a i s que 

oí £ c» e f ( x ) £ fi - $ 

para x 6 C fi (aí - consideremos agora do i s pontos x± e 
X2 pertencentes a C fl ( * - e sat isfazendo a x̂ -= a «-Xg} 
para t a i s pontos que existem p o i s 0 1 £ C ! , temos que f ( x ^ ) 
e f (x2) pertencem a (9 - ftt mas como 

(3-.Ç ^ /<-Up e / *n f ( c ) « tf, 

•vem que f ( x ^ ) e f (x2) pertencem a P e então ou 

- f ( x x ) < b e f ( x 2 ) « b 

ou 

f (x i ) > b e fCxg) > b , 

o que contrar ia a desigualdade 

f (xj) < b < f C^) 

es tabelecida no lema a n t e r i o r . 
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„ , ^ n + 1 n - 1 f 1 1 \ 
f < x ) = 2(2a - I ) * + 2n(2n - l ) p a 3 ? a x € \nTT> n ) ' 

n = 1 , 2, . . . A f ( x ) es tá definida em ( - 1 , l ) do qual 0 
é ponto de saturação e seu gráf ico "k d i r e i t a de 0 é formado 
por segmentos que unem os pontos 

4i + 1 ' 2n' e V 2n - l ' 

ficando esse último exclu ído , e ê crescente nesse in te rva lo 
po i s : 

i a ) é crescente em ( - 1 , o ] ; 

20) dados x» e ( - 1 , O] e x" € (0, l ) , f (x») £ 0 « f ( x " ) j 

30) dados x ' e x" pertencentes a um mesmo 

( n T " P nj' 

se x» < x" , é c laro que f ( x ' ) < f ( x " ) ; 

40) dados 

* « [*TT =) * *" £ [nTT> S). 
com m n, se x* x" , como 

i i i i 
£ x ' < vem 

m + 1 m' m n + 1» 

donde m > n ; ora 

donde f(x») < f ( x " ) . 

Vamos ver que 

lim f ( x ) = 0 ; 

X-K) 

pela esquerda t a l é imediato, e à d i r e i t a dado 6 > 0 tome­
mos um x qualquer menor qtie com 

n > 1 + ^ g ; 

temos 
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f (x) f (I) 
e como 

n > 1 
1 £ f1 1 ^ 

4) 
n 1 ^ n-

2(2(n - 1} - 1) n 2(n - l)(2Cn - 1) - l) 2(n - l) 

e portanto f(x) < £ que mostra ser 0 o limite à direita por 
ser f(x) crescente e por ser f(x) > 0 a direita de 0. 

Mostremos que 0 não é ponto de saturação de f(c). 
Com efeito, para x £ 0, f(x) * 0 e para 

2x1-1 

logo 

para qualquer n e assim qualquer entorno de 0 contém inter­
valos que não têm pontos pertencentes a f(c) e por conse­
guinte p não pode estar contido em (f (c)) ' e 0 não é ponto 
de saturação de f(c). 

t<) Esse mesmo exemplo, considerando que 

lim f ^ y ) o 0, 

mostra que o limite de uma função crescente pode ser ponto de 
saturação da imagem do campo de definição, sem que a. variável 
tenda para um ponto de saturação desse campo. 

c) Ainda, a f(x) estudada mostra que se b ê o li­
mite de uma função crescente, o ¥-limite pode não existir quan 
do x tende para o mesmo ponto, pois no caso 0 não é ponto de 
saturação de f(c) como exigiria a proposição do n" 33. En­
tretanto introduzindo a hipótese de ser b ponto de saturação 
de f(C) A o W-limite existirá e será igual a b como mostra a 
proposição seguinte. 
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35» - Proposição 

"Se f ( x ) ê crescente em C, se 

l im f (x ) * b 

e se a e V são pontos de saturação de C e f (C) r e spec t iva ­
mente, então 

W l im f ( x ) « b." 
x-»a 

Se a e b são pontos de saturação de C e f ( c ) , ; exLs 
tem dois entornos a e pç desses pontos contidos em C e . . . . T 
(f(c)) ' respectivamente; e x i s t e também p e l a def inição de l i ­
mite um entorno ot£ de a t a l que para 

x í c n ( * ; « i a } ) , f(x)«rt. 

Ponhamos ot e = dg O « e tomemos r 9 e s 0 pontos de C em « 0 

t a i s que r e < a < s c , os quais existem po i s <x>9 S o) S . C ; 
pelo lana do n« 32, f ( r 0 ) «*b •* f ( s» ) e como P 0 e s 0 são di 
ferentes de a e pertencem a <*0 Ç ot,j,e f ( r 0 ) e f ( s 0 ) per ­
tencem a (ÍQ, vem, pondo 

= (fír f t), f<*)), 
que 

Consideremos agora qualquer par Qf, f ) de entornos de b sa ­
t isfazendo a condição ffc p £ e sejam f = (p, q) e 

= (m, n ) ; tomemos quatro pontos y ^ , J2> 7} e 74 d e 

t a i s que 

m - y i « y 2 < p e q < x 74 < n 

os quais existem po i s 

Z3 £ 0o £ (fíO)« 

e sejam 

x 3 - f 1 ( y j ) e X4 - f 1 ( y 4 ) , 

como 
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vem 

r 0 * r ï * •* a « x j « x 4 * s » • 

Pondo «í= ( x i , X4) e V = (x2, x ^ ) , para 

x f C H («6 - (a) ) 

temos x i •< x •< X4 e 

f ( x i ) < f (x) < f (X4) ou < f (x) < y 4 

donde f (x) £ /3 e para x € C H (<*- - V) temos Xj «= x <= X£ 
ou X5 <; x •< x^ que acar re ta 

f ( X l ) * f ( x ) * f ( x 2 ) ou f ( x j ) < f ( x ) f ( x 4 ) , 

donde 

<r f ( x ) « y 2 ou y ? <; f ( x ) < y 4 , 

e portanto f ( x ) € ¡3 - J. 

56. - Proposição 

'Tara toda função crescente em C, do qual a é ponto 
de saturação, e cujo l im i t e "b e x i s t e quando x tende para a, as 
afirmações « b é o W-limite quando x tende para a » e « b é 
ponto de saturação da imagem de 0 » são equiva len tes . " 

É conseqüência da proposição acima e da proposição 
do no 3% 

37» - Proposição sobre o W-limite da funoão inversa 

"Se f ( x ) é crescente em C e se 

W l im f ( x ) = b , 
x-*a 

então 

W l im r x ( y ) . a ." 
y-»b 

Com e f e i t o , sabemos que a f ( x ) crescente em C admi 

f ( r f t ) * m , n£ f ( s 0 ) e p * b < q 
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INSTITUTO DE ENEROIA ATÔMICA 

te função inversa f~*(y) crescente em f(c) e pela propo­
sição do n° 33 podemos afirmar que b é ponto de saturação de 
f(C), pois fiz £ ( f í C j ) ' . Como 

lim f - l (y ) = a, 
y-* 

existe um entorno j3* de b t a l que para 

y € f(G) O ((3* - {b}) , f - l ( y ) 6 

sendo *> um entorno de a contido em C . Ponhamos agora 

e tomemos f ( r 0 ) e f ( s e ) pertencentes t a i s que 

f ( r 0 ) <= b * f ( a 0 ) , 

esses pontos existem pois 

Z 3 ! 5 A , - (f(c))'; 
pelo lema do n» 32_aplicaâo a f~l (y) , r 0 •<• a -c s 0 e como 
f(r„) e f ( s f i ) são diferentes de b e pertencendo a ^ Per­
tencem tambera a f*, temos r . e s , es à). Seja 06Q = ( r S g ) e 

consideremos qualquer par {f, oü) de entornos de a t a i s que 
v> C 06 S o 6 0 ; sejam também = (p, q) e oí = (m, n) e to­
memos quatro pontos x j , X2> Xj e ^ de C ta is que 

m •< «: ̂ 2 < p e q < < 1^ < n, 

então como 

r e £ m , n ¿ s 0 e P < a ,< q 

vem,, 

f ( r e ) * f ( X l ) < f ( x 2 ) < b * f ( x 3 ) < f ( x 4 ) * f ( s 0 ) . 

Pondo 

jfo ( f ( x 2 ) , f(x 5 >) e (3 = ( f ( X l ) , f ( x 4 ) ) , 

e (5 são entornos de b satisfazendo a 

(f < = / 3 ç (fie))' pois Z3 £ ^ Ç (fCCj)' 

e ta is que 1°) para 
y ¿ f(c) D (|3 - fb>) vem f ^ y ) é 06, 
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pois se 

y = f(x) , f(xL) * f ( x ) * f(x4), 

donde 

xi f ^ y ) < x 4 e r!(y) € ot; 

2«) para 

y«f(c)n (<J-j) Tem r 1^)*"-?, 
pois se y = f(x), ou 

f(xx) < f(x) <= f(x2> ou f(xj) * f(x) < f(x4), 

donde ou 

X! «c ̂ ( y ) < X2 ou xj < f^Cy) < x^, 

e portanto • 

fl(y) 6 

38. Lema 

"Se f(x) e g(z) são funções definidas em C e em 
B 3 f(c) respectivamente, então 

(g ° f)(A) = g(fa» 

para qualquer A £ C." 

Basta ver primeiro que, se 

yé(g«f)(A) , y=(go.f)(x) 

para algum x € kt donde 

y - g(f(x)) sendo f(x) € f(A) 

e portanto 

y £ g(f CA)); 

e segundo que, se 

y € g(f (A)) , y = 

para um ffC t(&) e portanto >W = f (x) para um x 6 A, donde 

y - g(f (x)) - (g • f)(x) e y 6 (g , f)(A). 
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59» - Proposição sffbre o W-limite de função composta 

"Dadas as funções reais f±($s), i = 1, 2, . . . , n 
das variáveis reais 4j respectivamente definidas em Cj_, ta i s 
que 

Cl 2 ( f i -1 • . . . » f l ) (Ci) , 
se 10) a£ é ponto de saturação de 

( f i_l « . . . o fiXC^); 

20) 

V Hm f ^ i ) = a ^ ; 

50) pSsto 

% = {4i; (fi o . . . o ^ X ^ ) = a ^ } , 

i = 1, 2, n-1, aj_ ainda é conto de saturação de 
n-1 

ci - U ^Í; 
i=l 

4 o) caso a i + i seja f in i to , i = 1, 2, n, a f±($±) não 
ê constante em nenhum entorno à direi ta e em nenhum entorno h. 
esquerda de a j , excluído esse ponto, ou à f±(%±) não é cons 
tante em nenhum entorno de +co ou -00, se é +00 ou-00 
respectivamente; então o W-limite da função composta 

n-1 
(f n » . . . o f 2 o f i ) ^ ) sobre Cl - | J V± 

i= l 

existe e vale a^+l, i s to é, 

W Ilim'. (f n o . . . o f 2 o f x ) ( x ) s % + i . H 

1 1 ( C i - U » i ) 
i= l 

Vamos demonstrar por indução e supomos, primeiramm 
te, n = 2. Notemos, inicialmente, que devido à hipótese feT 
ta "se a j ê f in i to , temos 



- 5 4 -

¥ lira f 2(4 2)
 = a y 

V a 2 (f^Cx)) 

Sejam e 0̂3 0 3 ^tornos iniciais de a 2 e a* respectivamea 
te, sendo o último correspondente a f 2 (4 2 ) s ° D r e e 
<*1 um entSmo de oontido em (Cj - %y\ como 

lim fj(4i) = a 2 e lim f 2 ( f 2 ) = a 3 
4 l - a l ^2-a2 

e f^(4i) e f 2 ( ^ 2 ) satisfazem a 4 a condição caso a 2 e &j 
sejam finitos, existe um entorno d e a 2 ^al <l u e a qualquer 
entorno p(* de a 2 contido em |̂ 2» correspondem pel a

{ 1 ) definição 
de limite entornos « / de a^ que satisfazem a oc c e 

existe também um entorno de aj tal que a qualquer entorno 
f}i3i de aj contido em os entornos 0 6 w de a2 que lhe corres^ 
pondem pela definição de limite satisfazem a 

*" ~ P02 0 & Ponhamos . 0 ^ 

e consideremos qualquer par Q^*, p^) de entomosde aj tais que 

existe um par (V 7 ^, o t < * ! ) ) de entornos de a2 tais que 

f 2 ( f l ( C l ) H (cta > - l a » ) S 

ainda como 

f " 6 - o í W s P o 2

n P 2 -
Ao par 0 L Í V ) de entornos de g^i como 

/ 02 r 2 - T02 
corresponde então o par (tf a ) , ot ( l í ) de entornos de tais 
que 



- 5 5 -

e 

f l ( C ! 0 « * < w - v?11»)) £ < * W - tf™, ( 2 ) . 

Na i n c l u s ã o ( l ) podemos s u b s t i t u i r o t ( W po r o t l 2 ) - { a 2 } s e 
s u b s t i t u i r m o s p o r C j - e vem 

f - D x ) O - íaiU) £ « W - fag} 

donde também 

f iCíC! - D x ) O - -KW) £ fi(oi) n ( * « - { a ^ ) 

e p e l o lema a n t e r i o r , 

( f 2 o f i ) ( C C ! - D X ) O (<*(1) - ) S 

da i n c l u s ã o ( 2 ) vem 

s f i ( c ! n («lí)
 - v«»;> £ f l ( C l ) n - ^ ) 

donde p e l o lema a n t e r i o r , 

( f 2 c f^CCC! - Di) n - £ 

^Suponhamos v á l i d a a p r o p o s i ç ã o pa ra o caso n - 1 . 
Temos então 

V lim (fn_i o . . . * f2 • f iKfO - %i> 
*r*l n -2 x 

(ci - U 
i = l 

e^a função ( f n _ i » • • • o f 2 o ^ i K ^ l ) 0 4 1 8 0 %i s e J a f i n i t o , 
não é c o n s t a n t e em nenhum entorno r e f e r i d o na 4 a condição, p o i s 
do c o n t r á r i o D Q _ I c o n t e r i a no mínimo ou um entorno a esquer 
da ou um entorno § d i r e i t a de â » e x c l u í d o e s s e p o n t o , ou ura 
entorno de +oo ou de -oo caso a^ s e j a +co ou -oo r e s p e c t i v a ­
mente, v i s t o que t e n d o - s e 

o v a l o r c o n s t a n t e de ( f n _ i o . . . o f l ) ( ^ l ) s e r i a a^i e em 
qua lquer h i p ó t e s e aj, d e i x a r i a de s e r ponto de s a t u r a ç ã o de 



- 5 6 -

n-1 

c r U 
i=l 

contra a 3 a condição da hipótese. Então como as funções 

(fn-1 0 ••• 0 fl ) ( 4 l ) e fn(^n) 

satisfazem as^condições do caso n = 2 e como é ainda pon 
to de saturação de ~~ 

n-2 
(Cx - U %) -

i=l 

vem 

W lim (fn o ... » f2 o fiX^) « a ^ . 
7l"*al n-1 

- U %) 

40. - Corolários 

Ha proposição acima podemos escrever simplesmente o 
W-limite da função composta nos seguintes casos: 

a) Se os a^, i = 2, .... n, são elementos infi­
nitos: pois sendo (f± o ... o f^)(4n) real, = j>, 
i = lf 2, n-1, e por conseguinte 

n-1 
U % « o. 

i=l 

b) Se fi(4i) e a restrição de f^(4±) a 

(fi-l 0 0 f2 * 'l)^) 

são aplicações biunívocas: pois neste caso 

(fj. • ... o f 2

 0 

ê biunívoca e cada D£ tem no máximo um elemento, pois se §\ e 
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4 1 . - Proposição 

"Se 

W lim f(x) = b , 
x-*a 

então 

is to é, 

W lim (f (x) + c) es b + c, 
x-*a 

W lim (f(x) + c) = W Um f(x) + C . M 

x-a x*a 

Dados os pares (£ ' , £ ' ) e (6" , 6") com 

0 -< -= £• tf £J e 0 < C" < £ " sí «SjJ, 

existe o par (v>, ot) de entornos de a, t a i s que para 

x 6 C D (ot- < a}) . , b - <5» < f(x) <• b + & 
e para 

x e c n (* - 7), 
ou f(x) > b + C* ou f(x) < b - C " ; como para os respecti­
vos x essas desigualdades implicas 

4i pertencem a L i , vem 

(f i o . . . P f2 o f l X ^ D - í f i o . . . o f2 • f i ) (4 i ) » a i + 1 

e como a fj_ o . . . » Í 2 » f j é uma aplicação biunívoca de Cl 
sobre ( f i » . . . p f2 o f^Xc^) temos ~ ^1» portanto 

n -1 

u % 
i=l 

tem no máximo n - 1 elementos e podemos na demonstração aei 
ma tomar ®\ disjunto de 

n-1 
U Dl . 

i=l 
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42» - Proposição 

"Se 

W lim f (x) = +oo, 
x-*a 

então 

W l im (f (x) + c) - +a>." 
x-*a o 

Dado o par (6 , &) com 6 , + o í £ < ( ? , e cons i ­
derando o par ( G - c, & - c ) , como C - c ^ ^ - c ^ ^ , e -
x i s t e o par (v?, * ) t a l que f (x) > £ - c , para 

x Ê C D (<* - { a }) e f (x) < <* - c, 

para x t C essas desigualdades implicam para os 
respect ivos x, f (x) + c > 6 e f (x) + c<£í. Temos, no caso, 
que o € Q I i n i c i a l de f (x) + c é = 6 0 + c . 

43» - Proposição 

"Se 

W lim f (x ) = b , 

¥ l im Ç-f(x)) = - b , 
x-*a 

então 

i s t o é, 

W lim (-t(x)) = - W l im f ( x ) . H 

x-*a x-*a 

Dados os pares (<?•, C ) e ( C , £.") com 

0 < c« < & * 6" e 0 * tí, 

(b + c) - 6' « f (x) + c -c (b +- c) • 6 M 

e, ou f (x) + c > (b + c) + ff1 ou f (x) + c < (b + c) - G", 
e s t á ve r i f i cada a proposição. Reparemos que £'Q e podem ser 
tomados oomo pos i t ivos i n i c i a i s de f (x ) + c . 
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entao 

temos 

M l im ( - f (x)) = -oo.» 

Dado o par (Ct £ ) com 

<* < £ < - ¿ 0 , como - <S *• - £ *• £0 

f ( x ) > - £ para x e C H (<* - {a}) 

f ( x ) < -C para x € C 0 

essas desigualdades implicam para os respect ivos x, 

- f ( x ) < 6 e - f ( x ) > C . 

O i n i c i a l é no caso = - 6*c 

45« - Proposição 

"Se c 4 O e 

W l im f ( x ) = b , 
x-*a 

ex i s t e o par (v?, <fc) t a l que 

b - €" < f ( x ) < b + & para x £ C 0 (OÍ - { A \ ) 

e, ou b + <5 • < f ( x ) ou f ( x ) < b - (5" para 

x € C O («--?); 
como essas desigualdades implicam para os respect ivos x, . . . . 
- b - & < - f ( x ) «< - b + £" e, ou - f ( x ) < - b - C« ou 
- b + <?" < - f ( x ) , e s t á ve r i f i cada a proposição. Notemos que 
os pos i t ivos de - f ( x ) , no caso, sao = ¿o e = ¿,¿. 

44. - Proposição 

"Se 

W lim f ( x ) «= +00, 
x-*a 
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D 

temos 

li - — < f (x) < b + £1 para x e c H («. _ { a}) 
c c 

e, ou 

f(x) < b - ~ o u f W > b para x £ C O (<*-?); c c 

essas desigualdades implicam para os respectivos x, 

cb - £' < c f(x) <: cb + £" 

e, ou 

c f(x) <. cb - <?• ou c f(x) >. cb + G". 

Reparemos que os positivos in i c i a i s para c f(x) são, no ca­
so, «= c £ f t e SS c £ p . 

Se c < 0, temos pela proposição do nc 43, 
W lim (c f (x)) - W lim (- c £-f (x)) ) = 

x*a x*a 
«= - c W lim (- f (xí ) = 

x*a 

• - c (- ¥ lim f (x)) = c W lim f(x). 
X-*€L x-*a 

entâo 

W lim (c f(x)) = cb, 
x-»a 

i s to é, 

W lim (c f (x)) = c W lim f (x) . " 
x-»a x-»a 

Suponhamos c > 0; dados os pares ( £ ' , £ • ) e . . . 
(C", £'«) com 

é« £« s c £ç e G" «= £" c £y, 
como 
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e01 = " c e' 

Podemos neste caso tomar como in i c i a i s £QJ « - C 

então 

temos 

46. - Proposição 

"Se c i 0 e 

W lim f(x) = +oo, 
x-*a 

W lim (c f(x)) • ±co." 
x-*a 

Suponhamos c > 0 e seja (<S, £) t a l que 

c > £ i c £ „ , como - > - - e „ o' c c tt 

f (x) > i para x € C fl ( " - { a » c 

f(x) < & para x € C 0 (<t - ? ) ; c 

essas desigualdades implicam para os respectivos x, 

c f ( x ) > 6 e c f í x ) * ^ . 

0 in ic ia l , no caso, é 5QJ » c 

Se c * 0 basta tomar (C, £) ta l que 6 •< & í c ^ , . 

47» - Proposição 

"Se 
W lim f(x) • b, 

x»a 
então 

W l i » | f ( x ) | - | b | . w 
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Suponhamos, primeiramente, b >• 0 e ponhamos 

(Pt q) "fil =Po H í*5 x > 0 > ; 

dados os pares ( C , £') e ( í " , 6") com 

0 < í ' < Ê ' í b - p e 0 <: e" < e" ss q - b, 

como b - p £ &l e q - b = 6 ,̂ existe um par (0, «6) de 
entornos de a ta is que para 

x « C H ( o 6 - ía}) , b - £• * f(x) < b + £" 

e para 

x € c n (OÍ - v>), 

ou 

f(x) < b - <?• ou f(x) > b + 6"; 

tendo em v i s t a que b - £ ' i p a 0 , podemos substituir f (x) 
por | f ( x ) | e como b é positivo, substi tui-lo por j b | . No 
caso, os positivos in i c i a i s para j f ( x ) | são = b - p e 

e 0 1 = £ o • 

Se b < 0 , procedemos analogamente, tomamos 

(p, q) =Pl - P . O {x ; x < 0 > 

e os pares (£*, 6') e ((?", £") com 

0 < <?» < ô» á q - b e 0 < C M < £ " < b - p , 
e vem b - 6" •< f(x) < b + £• para 

x € C D (<* - {aj) 

e, ou f(x) < b - G" ou f(x) > b + ff' para 

x e C 0 (* - í>); 

tendo em v i s t a que b + £* « q ^ O , para esses x podemos por 
f(x) = - ( f ( x ) | , e as desigualdades anteriores dão 

b - &' * - Jf(x)i -s b + £», 

- | f ( x ) | * b - C " , - | f (x) l > b + G«, 

ou 

| b | - £' < | f (x) l < | b | + £», 

l f (x) | > b + <?" , | f ( x ) | < | b | - <r». 
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então 
W lim | f (x ) | o + C 0 . » 

x-»-a 

Sendo | f ( x ) | * 0 , tomemos um par (6, €•) ooo 

C :>£ i máx (- e e , 0 ) ; 

como - <Z < - £ tf €e, para 

x e C fi (<*- (a>) 

temos f (x) < - £ e para 

x é C O P), 

f(x) > donde para os respectivos x, 
| f ( x ) | ^ e e | f ( x ) | ^ < r . 

0 in ic ia l para | f ( x ) | no caso, é £ Q 1 = máx (- £ 0 , 0 ) . 

Os positivos in ic ia i s no caso, são = = q - b . 

Finalmente, se b = 0, como | f (x ) | * 0, bflstadar 
um par £ ) , com 

0<<? < e< min (£p, £ , ) 

e temos para 

x f C í l ( * - { a } ) , - 6 < f ( j ) < 6 , 

e para 

x € C O (<* - tf ) , 
ou f(x)>CT ou f (x) < - (?, donde para esses respectivos x 

V e m , 

| f ( x ) | - ó e | f ( x ) l > 6 ; 

neste caso,o positivo in ic i a l para | f (x ) | é 

48. - Proposição 

"Se 

W lim f(x) = -co , 
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49» - Considerações 

a) A soma ou o produto de duas funções cujos W-li­
mites existem quando x tende para a, não admite necessariamen­
te W-limite quando x tende para esse ponto. Assiín, por exem­
plo, se o W-limite de f i (x ) 'existe e é f in i to , existe tam­
bém e é f in i to , pelas proposições dos nos 43 e 41, o de 

f 2 ( x ) = 1 - f ^ x ) , 

entretanto a função 

f l (x) + f 2 ( x ) = 1 

não admite W-limite. Ainda se 

f 2 ( x ) = x , x € (0, +co), 

o W-limite de f^(x) existe quando x tende para 1, bem como 
o de 

f 2 ( x ) = i ; x € (0, +00), 

entretanto a função f i ( x ) . f 2 ( x ) = 1 não admite W-limite. 

b) Vamos apresentar, agora, para os casos da soma e 
do produto, exemplos não t r i v i a i s como os acima apontados. 

gejam as funções f^(x) e f 2 (x ) definidas em . . . 
(-1, l) do seguinte modo: 

para 

x ^ ^20.* 2n — 1^ * n = 1, 2, 

f 2(x) = 0 p=» * e lo) u ( ^ [ãnrr. à]) 

e 

f 2 ( x ) = f 2 ( - x ) para x « (-1, O). 

Reparemos inicialmente que o gráfico da f 2 (x ) em 



é o segmento que une os pontos 

/_L í x Q ( í ix 
v2n» n + 1' e ^2n - 1» n/ 

excluídas as extremidades e que em 

0 0 1 1 U 2n - 1* n=± 

f(x) = fi(x) + f2(x) é crescente, pois é soma de duas fun 
ções crescentes. "~ 

E claro que 

W lim f-^x) = 0, 
X-K) 

e vamos mostrar o mesmo resultado para f2(x). Ponhamos .... 
6 0 = 1 e tomemos um par qualquer (6, £), com 0 <<5-<£tfl. 
Façamos a hipótese de existir um n = 1, 2, tal que 

n 

e escrevamos 

P <= máx ( — G ) , J*= * ,, 
' vn + I» ' ' 2n - 1 

e 

T - (P- 1~n } n + 1 • 
~ v', n(n + D ' 2(2n - 1)' 

P é menor que ^ e cf e £ são as imagens inversas de ^ e/> 
respectivamente, pela y n considerada definida na reta, logo 
<f>S\ para 0 « x < «P, isto é, 

se 

x é ^ãT' 2i - 1^ * i = n, n+1, 

temos 



e se 

f (x) = O < & e portanto para 0 « x «= cf vem, f (x) < 6; pa 
ra 2? < x < cT temos ~~ 

4 f 5 < x < - g ~ T ' d o n d e f ( x ) = y n

> - c -

Se não existe o n da hipótese acima, existe então umn tal que 

(Ctê)c , l) 
x > ' vn + 1 ' n' 

e chamando ^ e S as imagens inversas de £ e pela y n , encon­
tramos o par <f) procurado. Portanto 

W lim f 2 (x) = 0. 
x-*o 

Mostremos^agora que o W-limite de fj(x) + f 2 (x) quan 
do x tende para 0 não existe. Com efeito, f 1 (x) + f 2 (x) = x 
para 

» / v „ / v ^ 2(2n - l ) 1 - n 5 n - l 1 - n 
flCx) -r foi*) = X + — rr-í- X + -—; -r- = X + —7 TT = ^H 

-1 ^ n + 1 n ( n + 1 ) n + 1 n(n+1) n 

para 
x £ ^2ns 2n - 1^ » n = 1, 2, 

f(0) = 0 , e para 

x € (-1, 0) , f x (x) + f 2 (x) = f-^-x) + f 2 ( -x ) . 

Ora 

"~ ¿4 \2n(n + l ) ' n(2n - 1)) " & J n 
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pois se n = m, 

ê decrescente, 

e portanto 

Jm ̂  %m - i>\ 

2n(n + 1) 

?n + 1 „ 5m.+1 
2n(2n + l) 2m(m + l) 

J n O = 
e finalmente, se n > m, basta supor n «= m + 1, visto que 

3n-l 
n(2n - l) 

ê decrescente; para n = m + 1, 

n ( 2 n - l ) = ( m + l ) ( 2 m + l ) '
 d o n d e J ^ n K i ^ . 

e portanto ainda 

Jn ̂  % B 0. 

onde 

j - / 3 n + 1 3 a - 1 \ 
n " \2n(n + 1)' n(2n - l) / 

e seja um intervalo K m da forma 

( 1 1 1 1 X 

Mn~+T +. 2m + 1' m~TT + "2m;> 

isto ê 

tr / 3m+2 5^+1 \ M , 0 

K m = í- r, — 1 , m • 1, 2, 
\ (m + l)(2ra +1) (m + l)2m / 

Kg é disjunto a 
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(m + l)2m 

e considerando o par 

/ 5m + 2 5m+ 1 \ 
|(m + l)(2m + 1 ) ' (m + l)2m) 

que anotaremos por (£, não há pelo visto nenhum 

* • £ & ^ 
tal que <?«c f(x) « 6 ; também não há qualquer 

x«e r 1 J J 

J2n + 1 ' 2nJ 

tal que C-c f(x')* pois se houver vem, 

5m + 2 . ^ 1 /- x 

( m + l ) (2m + 1 ) < X - 2 5 1 

para qualquer 

x c ( ã T T T » 2 n T T ^
 t e f f l o s ^ f W > Í T T T 

e como (l) dá 

1 6m + 4 
1 1 + 2 2m2 + 15m + 9 

e a partir de um certo m vale 

6m+ 4 ^ 5ro + 1 
2m2 + 15m + 9 (m + l)2m 

« 
vem, f(x) > £, logo o W-limite da soma não existe quando x 
tende para 0, apesar de existir o limite, pois dado G > 0 
qualquer, para 

N 2n - 1 
e pertence a 

Dado agora qualquer sempre existe m tal que 
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oo 
U {2n' 2n - 1} 

n=l 

onde f i (x ) + f 2 ( x ) é crescente e n t a l que 

5n- 1 
n(2n- 1) -Õ> 

temos, considerando que é decrescente, f(x) •< £ e o 21 
mite existe sobre 

co 

e como sobre 

U — M U , V2n' 2n - 1 ; 

n=l 

5 [ãTTT' è] 
n=l 

tambéoi existe, está verificada a existência do l imite . 

c) Para o caso do produto, tomamos as mesmas fun­
ções, f i ( x ) e f 2 ( x ) do exemplo anterior, e então 

„ / \ » / \ 2J2a - l ) o . 1-n „. 
f x ( x ) . f 2 ( x ) = "VTI * + n(n + 1) X 

para 

x € -tohr) > f i ( x ) • * 2 t o - 0 

paira 

,0»u(£fcrVrifl 
e 

f i (x ) . f 2 (x ) = f ^ - x ) . f 2 ( -x ) para x 6 (-1, 0). 

Ora 

INSTITUTO DE ENEH6IA ATÔMICA " ~ 1 

— J 
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- 7 0 -

n(2n - 1) ~ (m + l)(2m + l) ' 

logo 

e ainda vale^portanto^ 

Então?dado qualquer 6 e > 0, como existe m tal 

1 £ = 
2m(m + 1 ) * 

e lembrando que f^Cx) . Í2(x) ̂  0, vemos que o W-limite do 
produto não existe quando x tende para 0, apesar de existir o 
limite, pois a f-^x) . f2(x) em 

onde 

K m " ((m +l)(2m + 1)' 2m(n + l))' 

vemos que, se n = m, 

como 
1 

2n(n + 1) 

é decrescente, para n •< m vem 

Km H J n - ¿5 

finalmente se n > m, basta supor n = m + 1 pois que 

1 

n(2n - 1) 

ê decrescente e para n = m + 1, 

1 1 
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oo 

é crescente e dado £ > 0̂  para 

onde n é t a l que 

vem f(x) •* £• 

n(2n - 1) ' 

50. - Proposição 

"Se 

W lim fx(x) = 1^ e W Um £ 2(x) • b 2 , 
x-*a x-*a 

se para a, 

(1*2 (x> - bjKfgCx) - b 2 ) > 0, 

se £Q^, £QÍ» i = 1, 2, são os positivos in i c i a i s , e 3e 

dados quaisquer pares (<£', £*) e (<í", £"), onde 

existem positivos e£< l r t e 8^"' t a i s que 
• 0 0 

H 
«ff 0 0 

* c o i » 
I 0 t > 

e l + IMO 

e 2 

* £ , 0°, 
• 0 0 

s l + «ou 
s 2 

e cujos 
c i (si > e± ) e <?i (SÍ , ei ) 

possam resultar tais que 

max ( ^ " V " , s f") , Z^»(a^f tg»)) < 



- 7 2 -

•c min [à-^ (B^ , a2^B2 ' e 2 

então 

W lim (fiíx) + f 2 (x ) ) = + b 2 . " 
x-*-a 

Com efeito, dados os pares (<? ' ,£ ' ) e (<»", 6") 
nas condições do enunciado, temos os pares (sj[, e{) e 
(s-(, e i) t a i s que se 

x e C 0 [ (a -<r{fe i t «i>» a + ^ í í a j , e p ) - la}], 

b l ~ e í * f l ( x ) ^1 + e l e s e 

x € C H [(a - ^2^2» e2^> a + ^2^ s2» e 2 ^ ~ 

b 2 - e 2 « ^2^ x) * ^2 + e2» e E N " ' ; 3 0 p a r a 

i í C í l [(a - mín(*Ti(si, , ^2^ s2» e2^)> 

a • min (<Ç(BJ, e j ) , ^ f s j , e 2 ' ))) - {a}] 

temos 

b j + b 2 - (e i + e 2 ) -= fi(x) + f 2 (x) < bj + b 2 + (ei + e 2 ) 

donde 

b x + b 2 - & <• f i(x) + f 2 (x) < bi + b 2 + 

Ainda, para 
x € C 0 (a + Z^Cŝ , e p , a + J^(B^, e^) ) 

ou para 

x € c O (a - ^ ( s i , e ^ , a - ^ ( s i , e i ) ) 

temos, ou 

f x (x ) > b x + s j (1) 

ou 

f-^x) * b 1 - s i (2) 

e para 

x £ C H (a + S 2 Cs 2 , e 2 ) , a + ep2(s2, e 2 ) ) 

ou 
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x € C n (a -< í 2 ( s 2 ,
 e 2* > a ~ ^2^s2> e2*) 

temos, ou 

f 2 ( x ) > b 2 + S2 (3) 
ou 

f 2 ( x ) -= b 2 - s 2 (4) 

e portanto para 

x € C 0 (a 

a + min G ^ i ^ i » e^J, «PjXs^, e 2 )J ) 

ou para 

x € C O (a - mín ( ^ { ( s { , e{>, 4(s2> e p ) » 

a - máx C^í(s{ , o[), S 2 ( s 2 , e 2 ) ) ) 

temos, já que ( l ) e (2) implicam respectivamente (3) e (4), 

f^Cx) + f 2 ( x ) > b2 + b 2 + Bq. *
 s 2 ~ b l + b 2 + G r " 

ou 

f l ( x ) + f2(x) bi + b 2 - ( s { + s 2 ) <£ b x + b 2 - 6'. 

Os positivos iniciais no caso, sã) 

£* = ó01 * £02 e e* = £01 + £02» 
e os entomos * e i?,os intervalos 

(a - mín (</][(s{, e{) , <^2^s2» e2^)» 

a + mín ^ ^ l » e l ^ » <^2^s2» e 2 ^ ) 

e 

(a - máx (5 { ( s { , e j ) , ^2^s2» e 2^> 

a + máx (jS^Cs^, e£), 5 2 f e 2 , Qç,))) 

respectivãmente. 

51. - Existência de funções que satisfazem 
as condições da proposição anterior 

Sejam as funções f i ( x ) = |x| e f 2 ( x ) = x 2 defi­
nidas em [-1, l ] ; temos, por certo, 
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- 1 + "Vi + 4 g - 1 + Y l + 4(? 
e l = 2 ' 3 1 = 2 ' 

1 + 2 6 - "Vi + 4 f 1 + 2£ - Yl + 4 g 
e 2 = 2 6 s 2 = 2 ' 

tais positivos satisfazem as condições acima. 

Primeiro: como 6 * 2 , vem - *oi e e 2 ~ ^02» 
segundo: s j < e^ e s 2 < ©2» v i s t o que e a run 
ção 

1 + 2x - Y l + 4x 
2 

é crescente na semi-reta positiva; terceiro: e^ + e 2 = & e 
s l + s 2 ~ OVarto: podemos tomar 

S l í s i » e l ) " s i » ^ ( s i , ej_) = e±; 

Zr 2(s 2, e 2 ) • Ys£ = Si , ^ 2 ( s 2 , e 2) = Y^j = e 1 } 

donde 

máx (S-^ís-^, e^), £ ¿ ( 8 ^ e 2 ^ ~ s l 

e 

min G ^ Í S j , e ^ , cT 2 (s 2 , e 2 ) ) = 

e finalmente 

máx (C j t e i , 6]),, <r 2(s 2, e ^ ) * * min («^ÍSi» , <^ 2 (s 2 , e 2 ) ) ; 

quinto: 

( f l < x ) - 0 ) ( f 2 ( x ) - 0) > 0 para x ? 0. 

52. - Considerações 

a) É conhecido, para os l imites , o seguinte teore­
ma: ««se 1 

W lim fx(x) = 0 e W Um f 2 ( x ) > 0 
x-*o x-+o 

e podemos tomar como positivos in ic ia i s £QJ c ^02 = Consi, 
deremos o par (6 , € ) com 0 < G < € « 2 e o s posit ivos 
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é claro que 

W lim -pr- = +oD 
x-*o lxl 

e seja g(x) a função de Dirichlet D(x) definida na reta, 
isto é, D(x) = 0 se x é irracional e D(x) = 1 se x é ra­
cional. A função a considerar é pois 

h(x) «= -T^T + D(x) para x 4 0. 
I x l 

Dado o par (tf, ô) com 

1 — £Q — 6 < G«Ô + 1, 

só temos h(x) ** 6 num entorno à direita de 0, se a extremi­
dade desse entorno fôr um ponto 

pois, primeiro se 

x < ^ s? ¿ vem — + 0 
c x 

e com maior razão 

i + 1 > £, donde ¿ + D(x) = k(x) > 6 ; 

segundo, se a extremidade fôr um ponto 

lim f(x) = b, 
x*a 

elemento infinito e se g(x) é uma função limitada, então 

lim (f (x) + g(xl) B b » ; 
x-»a 

vamos ver que para os W-limites ê3se teorema não se mantém. 

Seja 

f (x) = para x ^ 0; 
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vindo então 

1 * 
mas D(x») = 0,, donde h(x') < £ . 

Temos, por outra, h(x) =*G à direita de um ponto, 
só se esse ponto é um 

pois, primeiro se 

x * 4 - -geri' v e m

 x"
+1'e(r 

e com maior razão 

+ 0 •< <S, donde i + D(x) = h(x) «< 6; 

segundo, se o ponto 4' acima referido fôr menor que 

1 

podemos tomar um racional x" tal que 

í < x " < donde — + 1»<? ff - l x" 

e como 

D(x") =1, vem -¿7+ D(x") = h(x") ><í; 

mas 

1 

implica, já que C 6 + 1, 

1 
x > — 

e 
e portanto não existem os entoroos $ e «* quea definição exige. 

podemos tomar um irracional x1 tal que 
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b) É, também, conhecido, na teoria dos limites, o 
teorema: «* se 

lim f (x) = 0 
x-*a 

e se g(x) é limitada, então 

lim (f (x) . g(x)) = 0 » ; 
X-+ÜL 

tal teorema não se mantém para os W-liraites como podemos ver 
com o seguinte exemplo. 

Sejam f(x) = |x| e g(x) = D(x); pondo 

f(x). g(x) - h(x) vem h(x) = |x| D(x); 

o W-limite de f(x) quando x tende para 0 é 0 e o limite de 
h(x) é 0, por conseguinte, se existe o W-limite de h(x), es­
se só poderá ser 0; entretanto não é 0, pois dado qualquer par 
(̂» <0, quaisquer que sejam os entornos v* e «• de 0, tfc ai1 

temos sempre pontos irracionais x' em ot- $ e portanto .... 
h(x') - 0 que não poderá ser maior que G =*• 0; logo o W-li­
mite de h(x) não existe. 

c) Outro teorema que não se mantém quando passamos 
aos W-limites, é o seguinte: «se 

lim f(x) = +00 
x-»-a 

e se g(x) - m > 0, então 

lim (f(x) . g(x>).= +co». 
x-*a 

Para mostrar isso, consideremos a função 

f(x) - ft. 
para x £ 0 e g(x) = 1, se x é racional e g(x) = 2, se x 
é irracional; é claro que 

W H m f(x) = +00 e g(x) te 1 » 0. 
x-*o 

Dado qualquer par (fit £) com 0 * : 6 « < » < 2 6 , s<5 temos 
h(x) > 6 num entSrno a direita de 0, se a extremidade desse 
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entSmo é um ponto 

pois, primeiro, para 

1 p » 

1 1 c 

x < 7 - y, vem — > o 

e com maior razão 

>6, donde h(x) > £; 

segundo, se a extremidade fosse um ponto 

"4 
existe um racional x* tal que 

implicando 

1 

^ >X« > —, 

£, donde h(x*)«;S. 

Temos, por outra, h(x) <(? a direita de um ponto 
4 , sd se esse ponto é maior ou igual a 3fe , pois, primei­
ro, se 

t ^ 2 2 ^ 
x > 5 - —, vem — < 6 

e com maior razão 

~ < 6, donde h(x) < 6; 

segundo, se o ponto acima referido fôr um 4 menor que _e 
xiste um irracional x" tal que 

2 2 
4« x"< —, donde "p-^C" e logo h(x")> 6; 

mas 
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53̂  - Proposição 

"Se f(x) está definida em C, do qual a é ponto de 
saturação à esquerda, e é crescente em 

C 0 (a, +oo) 

e se dado qualquer par (<», 6) com 0 < 6 < 6 a 6 9, existem 
4 e 5 satisfazendo a 

0 * 5 < S e (a, a + J) G Cf 

implica, já que C < 2 6, 

1 
x > — 

e 
e portanto não existem os entornos <& e v? que a definição exige. 

Com essas considerações concluímos que os teoremas 
de "arrastamento" da teoria dos limites, não valem para os 
W-limite3. 

d) Não vale para os W-limites o critério do confron 
to, isto é, se 

W lim f!(x) - W lim f2(x) = b 
x-a x-*a 

e se 

f^x) * g(x) a f2(x), 

não podemos concluir, em geral, a existência do W-limite da 
g(x) quando x tende para a, como mostra o seguinte exemplo: 

Sejam fi(x) = aj|x|, fg(x) = a2|x| e g(x) de­
finidas na reta, sendo g(x) a função do n<> 16, isto ê, .... 
g(x) = a-J x| para x racional, g(x) = a2|x| para x irracio­
nal, onde 0 •< •< a 2; é claro que 

W lim fi(x) = W lim f2(x) = 0 
x-+a x-»a 

e que 

fi(x) í g(x) * f2(x) 

e no entanto o ¥-limite de g(x) quando x tende para 0 não e, 
xiste como já vimos. 
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e tais que para x± e x>> pertencentes a 

C O (a, a + <T), 

com xi« implique 

f(x2) - f(xx)< & 

e para os mesmos pontos, com x^ - Xj>-.£, implique 

f(x2) - f(xx) >G, 

então existe o W-limite da f(x) quando x tende para a pela 
direita.» 

Pelo teorema de convergência de Cauchy, existe o 11 
mite b de f (x) quando x tende para a pela direita. Vamos 
mostrar que b'é também W-limite; dado qualquer pai (<?, £) com 
0 < S < £ Í €Qy consideremos o par (<», £*) com <5 «£*< 6, 
ao qual correspondem por hipótese os positivos S e 2*; temos 
então para x^ e X 2 pertencentes a 

C O (a, a + rf), 

com x^ < x>£t 

f(x2) - f(xi) - £* ou f( X l) * f(xg) - 6* 

e portanto, como podemos tomar 

b«=inf {f(x); x € C O (a, x 2)} , b ̂  f(x2) - £*, 

donde para qualquer 

x 2 € C O (a, a + S) temos f (x^) - b * £* < £. 

Seja agora um 5 tal que S* « © « cf e sejam e ̂  dois pon 
tos quaisquer de C tais que 

O - c x ^ - a ^ S - S * e •< x^ ~ a < 

como X 2 - x^> ET*, temos 

f(x2) - f(xx) > , donde fCxg) r b > <° 

para qualquer 

x 2 € C O (a • Ç, a +cf). 



- 8 1 -

54» - Considerações 

a) Sabemos, pelo teorema da convergência de Cauchy, 
que, se 

lim f(x) = b, 
x-+a+ 

a oscilação i2 (<f) da f(x) em 

C O (a, a + cf) 

tende para 0 quando <f tende a 0 pela direita e portanto que 
Í2(ÉT) é limitada num entorno à direita de 0; pondo -*2(0)=0, 
a i2(<0 ê contínua no ponto 0 à direita, entretanto, como 
podemos ver nos exemplos abaixo, não é,em geral,, contínua num 
entorno à direita de 0. 

a) Seja 

fto-nTT p a r a ^ [ n T T ' 1 1 ' 
n = 1, 2, pelo que vimos no exemplo f) do n° 14, temos 

lim f(x) = 0 . 
x-*o+ 

Para 

12(«?) a sup {|f(x«) - f (x»)l; x', x"£ C O (0, cT)} „ 

= s u p { 5 T T T ~ F ( X " ) ; X " € C 0 ( 0 » ^ = 

- ~ ™ ° d)}--^ 

e O. ( « 0 não é contínua»com a definição acima adotada no pon 
to 0, em qualquer entorno a direita desse, pois dado qualquer 
entorno à direita de 0 existe um n tal que 

1 
n + 1 

é interno ao mesmo e então 
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excluído esse. É claro que 

lim f ( x ) = 0, 
X-*0+ 

pois dado £ > 0 e tomado n tal que 

1 < 6 . 
n +' I ^ » 

vem para 

* < <°> - U [ i f p i ) o- -eja x € t f j , ±) 
m=n u ' • 

para algum 

Ainda 

n+l n+1 

sendo assim Si {£) descontínua no dito entorno. 

b) No exemplo anterior, a imagem do campo de defi­
nição não é um intervalo; no que segue,essa imagem ê um inter, 
valo e ainda assim não é possível um entorno à direita de 0 
em que Q. (cf) seja contínua. 

Seja 

f ( x ) = - nx + 1 para x 6 ^j-J-p , 

n = 1, 2, e ponhamos - nx + 1 = y n ; o gráfico de f(x) 
é formado por segmentos que unem os pontos 
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56. - Lema 

"Se 
lim f ( x ) = b , 

x-*a+ 

i s t o é, a imagem do^campo de definição ê um i n t e r v a l o , entre­
tanto a osc i lação não é contínua em qualquer entorno à d i r e i t a 
de 0, como passamos a mostrar. Para 

Q(J) = sup { | f ( x ' ) - f ( x " ) | ; x*, x" € C O (0, cf ) } = 

= ^ L j . - i n f { £ ( * • ) . x" £ C H (0, cf)} - ^ i - j 

e concluímos como no exemplo an te r ior , que em qualquer entorno 
à d i r e i t a de 0 a D- (cT) não é contínua. 

Notemos que em ambos os casos 

f ( x ) * b = lim f ( x ) , 
x-«-a+ 

condições que empregaremos a s egu i r . 

55« ~ Lema 

"Se f ( x ) * b e f ( x ) - b * X em C O (a , à + ef), 
então ü (cT) £.*." 

Admitamos que D. (ef) > ^ , existem então 

x«, x" € C H (a , a + â) 

t a i s que 

| f ( x « ) - f ( x " ) | > A 

e supondo f ( x ' ) ^ f ( x " ) , vem 

f ( x ' ) - f ( x " ) > A donde f (x») - b > Jl, 

contra a h ipótese . 
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para quaisquer 1 1 e íf t a i s que 

i 2 € C 0 ( a , a + ef), vale Cl (ff) & | f ( X ] L ) - b | 

. De fato, 

Q(S) = sup f |f(x») - f (x" ) | j 

x», x » É C O (a, a + J)} * |f(x») - f ( X l ) | 
» 

para 

x' é c O (a, a + S), donde f(x») & f ( X l ) - ü (cf) 

e passando ao limte 

b * f ( X l ) - a(fS), 

e ainda 

f(x») * f (x x ) + 

donde, passando ao l imite 

b * f ( X l ) + a (<0 e Q (cf) & | f ( X l ) - b ( . 

57« - Proposição 

"Se f ( X ) & b num entorno «t̂  a d i re i t a de a, ex­
cluído esse ponto, e ae 

W lim f ( X ) = b, 
X-*a+ 

então a oscilação 12 (<P) de f (x) , pondo -fí (o) = 0 , é con/ 
tínua num entorno à d i re i ta de 0." 

Sendo -0.(0) = 0 , a -Q(cP) é contínua à d i re i ta 
em 0. Se f ( X ) é constante em algum entorno à d i re i ta de a, 
excluído a, a proposição é imediata. Se t a l não acontece, ain 
da temos que b é o W-limite de f(x) quando x tende para a 
pela d i r e i t a em 

C H ot e, pois a Ê ú ) £ C ' 

implica 
a e a i n ^ C c« H ote £ (c D 

e sejam = [a, a + e SQJ o positivo in ic ia l da f(x) 
correspondente a C Hotç. Admitamos que J2 (cf) não sejacon 
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tínua em qualquer entorno a direi ta de 0, então* 0 é ponto de a-
cumulaçãb à esquerda de pontos de descontinuidade de 12 (cf); 
como h (cF) é contínua à d i re i ta em 0, dado £Q-I *" 0 existe 
um entorno [O, onde 0. («f) -= <5Q, ; agora seja efj > 0 um 
ponto de descontinuidade de Q. (S) t a l que «A •< , então 

í2(4)<e 0 1. 
Como í2(ef) é não decrescente existem os 

lim i2 <= ¿2' e liE a (tf) s J2 " 

e são f in i tos pois Q. (ef) é limitada em [O, ^ ) e ainda 

j2« £ í2 (c^) í i2 

mas como <^ é ponto de descontinuidade,ao menos uma das desi­
gualdades 

deve ser verificada. 

Suponhamos i2 ' * Q (c^) e tomemos um par (C, £ ) 
com 

Jl* <: S « 5 * min , £ 0 1 ) , 

então devido a existência do W-limite sobre C fi oí„, existe 
o par (ST, J ) onde f £ <f91 t a l que para 

x 6 C O (a, a + J) , f (x) < b + € 

e para 

x Ê C H (a + S, a + <Õ, f(x) > b + 6. 

Façamos agora duas hipóteses: 1%) ^ i * ^ } como_pelo lema do 
nfi 55, /2 (<f) - ^ para 0 < cf -= J* vis to que J* cfQ, pas­
sando ao limite quando tende a pela d i re i t a , o que é pos_ 
sível dentro da hipótese que estamos fazendo, obtemos 

quando sabemos que 12" i ¿2 (<£); 2 a ) ^ ^ <£; consideremos 
um tf* t a l que £ < J * «s J*, pelo lema do no 5° veni 

X2 (<P) * J f ( X l ) - b| para C H (a +5, a + <f*), 

mas como <f * < / - , vem f (x^) - b e 
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58. - Lema 

"Se , 

lim f(x) = b, se f(x) i b 
x+a 

o 

num entorno ot̂  de a, excluído esse ponto, e se íl1 (J) e 
Í2U(S) são as oscilações de f(x) em 

C O (a - <f, a) e C fl (a, a + «f ) 

respectivamente, existe um entorno «, t a l que para 

(a - ây a + â) S «* 

a oscilação ÍJ (</*) em 

C 0 (a - <f, a + J) - {a} 

é igual a 

máx (12 « n"(<f))." 
Seja OÍJ um entorno de a onde f(x) ê limitada, en­

tão pondo oi = « p D <v^, para cf ta l que 

(a - cTt a + ¿0 £ ot, 

i2(íT), 12' (<T) e i2"(<f) são f in i tas e temos a igualdade bus 
cada, pois, primeiro, ""* 

a (â) ^ máx (n • (cr;, £n<r>) 
visto que 

Q (S*) s f (xx) - b donde ã (<f*) > (5; 

passando ao limite quando S tende a d\ pela esquerda, o que é 
possível^em virtude de hipótese em estudo e do fato de ser 
Q{£) não decrescente, temos Í2l > <ó >• 1 2 ' , o que é um ab­
surdo. 

Se supusermos ¿2 («^) < jQ" raciocinamos do mesmo 
modo,tomando, 

3(4) ^ < ? < «5 <mín (12», £ 0 1 ) 

e chegamos com a primeira hipótese ao absurdo ü" •<• £1" e com 
a segunda a £í% > Í2 (c^) quando sabemos que - .flO^)* 



- 8 7 -

{ | f ( X l ) - f(x 2 ) |; X L , x 2 € C n (a - cT, a + <f) - {a}} 

5 {^ (x i ) - f ( x 2 ) | ; X l , X2 € C 0 (a - <?, a)} Ü 

UfUOçi ) - f ( x 2 ) h xlt x g é C D (a, a + < f ) } , 

e segundo, J2 (J) não é maior que 

máx (i2« (<ft, i l " í J j ) : 

supondo que íl"(<f) ^ ft'(cO> admitamos que í2 (J) > Qu(f)t 

existem então dois pontos 

x j , x 2 € C H (a - cf, a + cf) - {a} 

tais que 

| f ( X l ) - f ( x 2 ) | >fl"(<D 

e é claro que xi e xg não podem pertencer simultaneamente a 

C íl (a - cf, a) ou C f) (a, a + S) 
pois 

| f ( x 2 ) - f ( x 2 ) l ^ í i » ( < 0 ^ Í2'(<0; 
digamos pois que 

X ! £ C O (a - cf, a) e ig e C O (a, a + </) 

e que 

f ( x 2 ) * fCx-j), então f ( x 2 ) - b * f ( X 2 ) _ f ( X l ) , 

e vem pelo lema do no 56, 

fl»(<f) * f (x 2 ) - | f ( X l ) - fCxg)! > an(fí) 

o que é uma contradição; se 

f ( x 2 ) f ( x 2 ) , f ( x 2 ) - b > f ( x 2 ) - f ( x 2 ) 

e 

J2'(<0 * f ( x x ) - b > | f ( X l ) - f ( x 2 ) | > £"(<0 
quando 

n» * fí'(<0, 
'portanto 

fi(cT) = máx (i2»£í>, i2«G0). 
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59. - Lema 

"Se <. e <• í>2, en tão 

máx (aj_, < máx ( b j , b g ) . " 

Se máx ( a j ^ e máx ( b ^ , b2 ) são a^ e b ^ ou 
a2 e b2 r e s p e c t i v a m e n t e , é i m e d i a t o . Se 

máx ( a i , a ^ ) = e máx ( b ^ , bg) = b 2 , 

temos 

a l * ^ 1 á m a x ( b i , b 2 ) = b 2 ; 

o q u a r t o caso r e c a i n e s s e ú l t i m o p o r s i m e t r i a . 

6 0 . - Lema 

"Se f ( x ) e g ( x ) são funções d e f i n i d a s num mesmo 
campo C e c o n t í n u a s em a, en t ão máx ( f í x ) , g ( x ) ) também o 
é . " 

r a 
Dado £ > 0 e x i s t e m e p o s i t i v o s t a i s que p a -

x é C 0 ( a - <ílt a + <f L) , l f ( x ) - f ( a ) l < & 

e p a r a 

x £ C H ( a - 4, a + 4) , | g ( x ) - g ( a ) t < £ . 

Dessas r e l a ç õ e s vem p a r a 

x € c f l ( a - min ( c ^ , a + min 

f ( a ) - 6 < f (x ) < f ( a ) + 6 e g ( a ) - S « g ( x ) * g ( a ) + 5 , 

donde p e l a p r o p o s i ç ã o a n t e r i o r , 

máx ( f í x ) , g í x ) ) > máx ( f ( a ) - 6 , g ía ) - £ ) = 

= máx ( f ( a ) , g ( a ) ) - 6 ; 

a i n d a , 

máx ( f ( x ) , g ( x ) ) •< máx ( f (a) + £ , g í a ) + £ ) = 

= máx ( f Ca) , g í a ) ) + £• 
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donde, 

máx (ffa), gfa)) - £ * máx (f(x), g(x) ) < máx (f(a), g(a> ) + £ 

ou 

|máx (ffx), g(x)) - máx (f(a), g(a))| •< 6, 

que mostra ser 

máx (fíx), g(x)) 

contínua no ponto a . 

61. - Proposição 

"Se 

¥ lim f(x) c b 

e se f(x) * b num entorno de a, excluído esse ponto, então 
pondo XI(O) = 0, a oscilação Í2(«Q é contínua num entorno 
à direita de 0." 

Considerando os W-limites à esquerda e à direita de 
a, aplicamos a proposição do 57»e na intersecção entre o 
menor dos entornos à direita de 0 proveniente dessa proposi­
ção e o entorno à direita de 0 que podemos tomar para â do le 
ma do no 58> utilizamos esse e o acima demonstrado. 

Observemos que se f (x) é contínua em a podemos e-
vitar a exclusão desse ponto para o cálculo de íl (<f ), pois 
se com a inclusão do ponto a tivéssemos uma oscilação 

s-Jl, já que para 

x', x" É C D (a - cT, a + J) - {&}, 

|f(x') - f(x»)| £ n, 

existe um 

x' € C 0 (a - <T, a + / ) " - {a} 

tal que 

|f(x») - f(a)| >Í3; 

dado 

€ = |f(x») - f(a)j - O > 0, 
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corno a f (x) é contínua em a, e x i s t e um 

x" C C f l (a - <f, a + 6) - {a} 

t a l que 

| f ( x " ) - f ( a ) | < | f ( x « ) - f ( a ) | - j Q 

donde 

| f ( x « ) - f ( x " ) | > 12, 

o que não é p o s s í v e l . 

62. - Corolár io 

"Se f ( x ) é contínua em a, ponto de saturação de C 
e ponto de mínimo r e l a t i v o da f ( x ) , e se o W-limite da f ( x ) 
quando x tende para a e x i s t e , pondo Si (O) = 0 , a osc i lação 
da f ( x ) , sem e x c l u i r a, é contínua num entorno à d i r e i t a de 
0." 

63. - Proposição 

"Se f ( x ) é contínua em a, ponto de saturação de C, 
crescente num entorno ot£ â. d i r e i t a de a e decrescente num en­
torno oí£ à esquerda desse ponto e se e x i s t e o W-limite quando 
x tende para a, ex i s t e um homeomorfismo ¥> entre um in te rva lo 
(O, ^ ) e o conjunto dos entornos s imétr icos oide a contidos 
propriamente num entorno simétrico de a, t a l que se repre­
sentamos ü(s$) por /2 (<*•)» sendo 

a = (a - < a + cf), temos Sl(9>(4>) = Ç 

para todo 4 C (O, ̂ ) . " 

Com e f e i t o , tomemos pertencente ao entorno 
de que f a l a o enunciado da proposição do n« 6l e t a l que 

<** = (a - / * , a + <**) S a> 0 K H Oi 

pondo D. (íf*) =1?, é c laro que i[ > 0, pois do contrário 
f ( x ) s e r i a constante em <**, e que para 0 •« tf < , 
0 ^ SI (cf) -s ^ , po is não pode ser 0 e sendo SI (ff) não decres, 
cente, Í2 (õ) £ *J, mas não vale a igualdade pois essa impl i ­
car ia Cl (tf) = i l (â*) e como S* pertence ao entorno da pro~ 
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posição do no 6 l , vem 

méx (n • cj), n (J)) = máx ( i i» ícT*;, a ) ; 

e se 

máx (í3« tf;, Í ? " ^ ; ) = a ' ( J ) 

e 

máx i 2 « O T ) = XI •'(<!>*) 

temos 

Í 2 ' ( J ) = Q"(â*) * X2 ' ( J*) donde í } ' ( ó > 

se os máximos forem respectivamente ílu(jS) e Q%(S) temos 

= X2»(J*) * donde i2»(«f) = ílM(<f*); 

os outros casos são óbvios, portanto sempre temos ou 

a '(<?) = n«(<P) ou Í2 «(cT) = i 2 » ( J * ) . 

Suponhamos esse último caso, então como 

O £• ja»((a'+ J , a + cT*)) ^ a"(cT*) - j Q " ^ ) = O 
vem 

í l " ( ( a + cf, a + â*)) = O 

e a f (x) é constante em 

C O (a + cf, a + Í$*) quando <** C ot^'. 

Sendo i2 (¿0 definida em [O, cT*], com i2 (O) = O, contí­
nua, dado um 4 t a l que O < 4 i j , existe um cf 6 (O, íf *) 
t a l que i2 (cf ) = £ ; temos assim uma aplicação D. do interva­
lo (O, o1*) sobre o intervalo ( 0 , ^ ) . 

Mostremos que (2 é biunívoca; suponhamos que 

a (4)-12 (4), 
para e pertencentes a (O, cf*) e que 4 - 4» então 
temos 

máx ( /2 ' ^ , i2" f^; ) - máx (i2 • fcf^ > •£ n ( f y )» 

X2'(4) - fi'(4) e i2«(4) * X2"(<f2); 
seguindo raciocínio análogo ao acima desenvolvido, concluímos 
que 



- 9 2 -

i2(4) =i2(4) 
i m p l i c a ou 

Vejamos que •< cfig i m p l i c a 

ílM(<Tl) * Í2"(4>) o i2'(4) < i2'(4): 
como <£* — a)ÇZ g t e x i s t e m d o i s p o n t o s m e n de C t a i s que 

a + < m < n < a + <f2 ( l ) ; 

e p o i s que 

m < a + ^ 2

 e ^ 2 < c f * e <** £ ^p, 

p a r a 

x € C O ( a , m) temos f ( x ) < f (m) 

donde 

f ( x ) - f ( a ) < f ( m ) - f ( °a ) , 

e l o g o p e l o lema do n» 55» 

fl"(m - a ) * f(m) - f ( a ) , ( 2 ) ; 

como f ( x ) é c o n t í n u a em a e 

n * a + c f 2 e * «f * e 

temos f ( a ) «= f ( n ) , donde p e l o lema do n<> 56, 

f ( n ) - f ( a ) . | f ( n ) - f ( a ) | * í 2 ( < f 2 ) (3), 

e p o r t a n t o de ( l ) , ( 2 ) e (3) vem 

Q"(*i) - Í2"(m - a ) * f(m) - f ( a ) « f ( n ) - f ( a ) * ã"(<r2), 
donde 

í2"(4) * £"(4); 

de modo aná logo v i r i a 

e l o g o 

i2(4) = ií(4) 
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, implica ¿1 • dg, © a i2 é biunívoca. Existe também uma cor­
respondência biunívoca / do intervalo (0, J*) sobre o con­
junto dos entornos simétricos de a contidos emot*, e então 

é aplicação biunívoca definida em (0, <l) sobre esse conjun­
to de entorno s ot C ot* e satisfaz para todo 0 « § « 1 a i 
gualdade 

Reparando que O é um homeomorfismo e portanto /2~1 também, 
e que, pondo a distância entre dois entoroos 

* ! = (a - ^ , a • 4) e <*2 = (a - cT2, a + <y 
igual a |cf^ - c^l» a / é um homeomorfismo, temos que <f é 
um homeomorfismo. 

64. - Lema 

««Se 

máx (a», b 1 ) - c e mín (a" } b») & c, 

então 

máx (a", b") - mín (a«, V ) * |a« - b»| + |a" -

Seja mín (a«, b«) = a 1 , então 

(a' - b»| = b ' - a' £ c - a« = c - mín (a*, b ' ) ; 

ainda, seja máx (a", b") = b", então 

ja" - b" | = b" - a" £ b" - c = máx (a", b") - c, 

donde 

|a» - b ' | + |a" - b" | £ máx (a»«, b») - mín (a«, b ' ) . 

65. - Lema 

"Se 

lim f(x) = b, 
x-*a 
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se 

veia 

e se 

vem 

x{, x 2 £ C fi (a - a) 

| f (x{) - f ( x 2 ) j * Í2«(J) ' ( J ) + í2M(<f), 

x 2 e C 0 (a , a + $) 

| f ( x p - f ( x 2 ' ) | * | 2 « ( J ) « fl'(J) + n-.(j), 

portanto para 

x i , xg e C H (a - a + - {a}, 

f (x) & b num entorno °^ à esquerda de a, excluído esse pon­
t o , e f(x) - b num entorno *C0 a d i r e i t a de a, excluído tam­
bém esse ponto, ex i s t e um entorno d de a t a l que. 

= + 0 " ( * ) , 

para £ satisfazendo a condição 

(a - cf, a + <T) £ 06.» 

Seja ° ^ um entorno onde f (x) é l imi tada e ponha­
mos 

j á que 

<a -<f , a . / ) S o t ; U * ; , 

pelo lema n<> 56, se 

x € c f l (a , a + <T) 

temos 

Í2»(<T)* | f (xg) - bl * f ( x 2 ) - b 

e se 

x 2 É C H (a - í , a) temos i 2 , ( í ) * b - f(xj ,) , 

donde 

| f ( x x ) - f ( x 2 ) | a f ( x 2 ) - f ( x x ) = 

= f ( x 2 ) - b + b - f ( X l ) * a»(õ) + jQ '(<T); 
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temos 

|f( X l) - f(x2)i * n«(«0 + íi"(<0 d ) . 

Dado 5 > 0, existem os pontos 

xí» ^2 6 C O (a - Í?, a) e x[, é C H (a, a +«?) 

tais que 

|f(xj)-f(x 2)|> 12 •(<?)-§ 

e 

|f(xD-f(^)i > f i " W - | 

donde pelo lema anterior 

máx (f íxi) , f(x2j) - mín (f(x{), f (x2) ) * 

* |f(xi) - f(x 2)| + |f(xj) - f(^)| > ü <{S) • fl "(<?) - & 

e existem então um 

Xj 6 C H (a - <f, a) e um Xj 6 C 0 (a, a + <f). 

i, j = 1, 2, tais que 

|f(xi) - f(x3)| >&'{*) (2), 

e (l) e (2) mostram que 

+ í2"(J) = sup {|f(xi) - fíxg)!; 

x x, x 2 é C O (a - tf, a + 8) - [&\\ = a ($). 

66. - Proposição 

"Se 

W lim f(x) = b, 
x-*a 

se f(x) - b num entorno a esquerda de a, excluído esse pon­
to, e se f(x) i b num entorno à direita de a, excluído tam­
bém esse ponto, pondo D. (O) = 0, existe um entorno à direi­
ta de 0 no qual a oscilação é contínua." 

Considerando os W-limites à esquerda e à direita de 
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a, aplicamos a proposição do no 57 o na intersecção entre o 
menor dos entornos a direita de 0 provenientes dessa proposi­
ção e o entorno à direita de 0 que podemos tomar para c/,do le 
ma anterior, utilizamos esse e o teorema da soma de duas fun­
ções contínuas. Como já vimos, se f(x) é contínua no ponto 
a, podemos evitar a exclusão do ponto a. 

67. - Corolário 

"Se f(x) ê não decrescente em a, ponto de satura­
ção de C, e se o W-limite existe quando x tende para a, pondo 
J2(0) = 0, existe um entorno à direita de 0, onde a oscila­
ção da f(x), sem excluir a, é contínua." 

68. - Proposição 

"Se f (x) é contínua em a, ponto de saturação de C, 
e é crescente num entorno ot0 de a, e se o W-limite existe quan 
do x tende para a, existe uma correspondência biunívoca de 
um intervalo (O, »?) sobre o conjunto dos entornos simétri­
cos 05 de a, contidos propriamente num entorno simétrico <** de 
a tal que 

Q (?($>) = f, 

para todo £ £ (O, ^ ) . " 

Com efeito, tomando S* > 0 pertencente ao entorno 
de que fala a proposição do n<» 66 e tal que 

<** = (a - 6*, a + <**) ^ n o i s ) 

serve a demonstração da proposição do rfi 63 até a conclusão 
de que Cl é uma aplicação sobre. Para mostrarmos que Q 6 bi­
unívoca, suponhamos 

-< cfg -ctf*. Como <** £ â ) C C i > 

existem pontos D , n, p e q de C tais que 

a - ^ 2 « m < n ' < . a - < ^ e a + ̂ < p ^ q < a + «^ 

e como oi* £ o6fi, temos então 

Q ([m, q]) = f(q) - f(m) e il ([n, p]) = f(p) - f(n) 
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e ainda como ot* í= Q£ft f 

&<S2) * í2 ( [m, q]) = f(q) - f(m) > f(p) - f(n) = 

= p ])^n(4), 
donde 

< í 2(cT 2) 

e O. ê biunlvoca. 0 restante da demonstração é igual ao final 
da proposição do n» 63. 

69. - Considerações 

a) A recíproca da proposição do n» 57 não vale, i s ­
to é, se 

b « lim f (x ) , 
x-*-a+ 

se f(x) * b num entorno à direita de a e se, pondo 

12(0) = 0, 

a £l(â) é contínua num entorno à direi ta de 0, não existe 
necessariamente o W-limite quando x tende para a pela d i re i ­
ta, como nos mostra o exemplo seguinte. 

Seja 

f ( x ) = x D ( x ) , 

onde D(x) ê a função de Dirichlet. E claro que 

lim f (x) = 0 e f (x) * 0; 

X-+0+ 

vamos ver agora que / l (<f) ê contínua. Ora 

Q(tf) = sup {|x« D(x») - x" D(x")i; x», x" € (0, â )} = 
= sup { |x ' D(x«) - x" D(x»)|; 

x ' , x" £ (O, x ' racional, x" irracional} = 

= sup ( x 1 ; x 1 í ( O , ^ ) , x» racional} t= J} 

e portanto ü. (ff) é contínua na reta não negativa pondo 

Ü(0) o 0, 
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' n 

p o r t a n t o í ? (<í) não é c o n t í n u a e p não s e r á homeomorfismo e 
não v a l e a p r o p o s i ç ã o do no 63. 

Se em (-1, O) pomos f ( x ) = - f ( - x ) ; como a f ( x ) 
é c r e s c e n t e , p e l o lema do no 65 vem 

fls 2 1 
° y = 2 ^ ~ 2 c rT^T' p a r a n > 1 

e p a r a 

1 ^ < è , flW-^. n _ 1 

n + 1 n * w 2n - 1 n(2n - l ) ' 

donde 

l i m / ? ( / ) - , 1 . 
j ^ l 2(2n - 1) 

n~ 

e como acima, a D (<f) não é c o n t í n u a e não v a l e a p r o p o s i ç ã o 
do n« 68. 

—00O00— 

e n t r e t a n t o p e l o que v imos no n° 52, b) o W - l i m i t e quando x 
tende a 0 p e l a d i r e i t a não e x i s t e . 

b) Se r e t i r a m o s do enunciado das p r o p o s i ç õ e s dos 
n 9 3 63 e 68 a e x i s t ê n c i a do W - l i m i t e , e s s a s p r o p o s i ç õ e s j á não 
va lem, i s t o é , fo não é n e c e s s a r i a m e n t e um homeomorf is-
mo. 

B a s t a tomar*a . função do no 34 como e s t á d e f i n i d a em 
[O, l ) e p o r f ( x ) = f ( - x ) pa ra - 1 « x <• 0; como f (x ) é 
c r e s c e n t e em [O, l ) , p e l o lema do nfi 58 vem 

= f ( £ ) " f(0) = "2ã~~~2> Pa ra n > 1, 

e p a r a 

n + 1 n »• u ^ 2(2n - 1) 2n(2n - 1) W ' 

donde 



W-COHTIHÜIDADE 

70. - Definição 

"Diremos, como é na tura l , que f ( x ) é W-contínuaem 
a í C e ponto de saturação de C, se 

W Um f ( x ) = f ( a ) ; 
x-*a 

se t a l v a l e quando x tende para a € C, ponto de saturação h 
esquerda ( d i r e i t a ) de C, pe l a d i r e i t a (esquerda), diremos que 
f ( x ) é W-contínua à d i r e i t a (esquerda) no ponto a." 

Os exemplos anter iores de W-limite são exemplos de 
funções W-contínuas em a. 

Da def inição de W-continuidade* e das proposições an 
t e r i o r e s , vêm as seguintes conseqüências: 

a) "Se f ( x ) é W-contínua em a, f ( x ) + c também 
o ê nesse ponto." 

b) "Se f ( x ) é W-contínua em a e c 4 0, c f ( x ) 
também o ê nesse ponto." 

c) "Se f ( x ) é W-contínua em a, | f ( x ) | também o é 
nesse ponto." 

d) "Se f j ( x ) e fo(x) são W-contínuas em a e sa­
tisfazem as demais condições da proposição do n» 50, 

f x ( x ) + f 2 ( x ) 

é W-contínua em a." 

e) "Se f ( x ) ê crescente e contínua em a, ponto de 
saturação de C, as afirmações « f ( x ) é W-contínua em a >> e 
« f ( a ) ê ponto de saturação da imagem de C » são equivalen­
t e s . " 

INSTITUTO DE EMERGIA ATÔMICA 
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f) "Se f(x) é crescente e W-contínua em a, a fun­
ção inversa f~l(y) é W-contínua em f(a)«" 

g) "Se f(x) é W-contínua em a sobre dois conjun­
tos Cl e C2 que esgotam C, excetuado eventualmente a, e se 
as demais condições da proposição do no 21 estão satisfeitas, 
f(x) é W-contínua em a sobre C." 

h) "Se f(x) ê W-contínua à direita e à esquerda 
de a, ê W-contínua nesse ponto." 

i) "Se f(x) é W-contínua sobre C, a condição ne­
cessária e suficiente para que f(x) seja W-contínua sobre 
qualquer conjunto parcial Q^CZ C7 do qual a ainda é ponto 
de saturação, é que f(x) nao seja constante em nenhum entôr 
no à direita e em nenhum entorno à esquerda de a." 

j) "Se na proposição do 39, mantidas as demais 
condições, as 

fitéi) » i = 1, 2, n, 

são W-contínuas, a 

(fn * . . . P f 2 e fi) ($i) 

6 W-contínua em aj." 

k) "Se f(x) é W-contínua em a e se 

f(x) a f(a) 

num entorno de a, pondo Cl ( O ) = 0, a oscilação O (cí") é con­
tínua num entorno à direita de 0." 

l) "Se f(x) é W-contínua em a, ponto de mínimo re 
lativo da f(x), pondo Q. (o) = 0, existe um entorno à di­
reita de 0 onde Cl (cT) é contínua." 

m) "Se f (x) ê W-contínua em a, crescente num en­
torno a direita de a e decrescente num entorno à esquerda do 
mesmo, existe um homeomorfismo entre um intervalo abertoe o 
conjunto dos entórnos simétricos de a contidos propriamente 
num entorno simétrico do mesmo, tal que chamando ( O , tf) o in 

tervalo,se 4 € (0,^), vale Cl = 
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—ooOoo— 

n ) "Se f (x) é W-contínua em a e 

f (x) * f (a) 

num entorno à esquerda de a e 

f (x) * f (a ) 

num entorno à d i r e i t a do mesmo, pondo J2 (o) = 0, a osc i lação G.(<?) 
ê contínua num entorno à d i r e i t a de 0." 

o) "Se f (x) é W-contínua em a e não decrescente 
nesse ponto, pondo fí(o) = 0, e x i s t e um entorno & d i r e i t a 
de 0 onde Í2 («T) é cont ínua ." 

p) "Se f (x ) é W-contínua em a e crescente num en­
torno desse ponto, e x i s t e um homeomorfismo en t re um in te rva lo 
(O, *í) e o conjunto dos entornos s imétr icos de a, contidos 
propriamente num entorno simétr ico do mesmo, t a l que para t o ­
do 

% € ( 0 , t ? ) , mLe a = 4.» 
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