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RESUMO

Com o Méiodo das Fungdes de Ponderagio ¢ possivel a determinagio do Fator de
Intensidade de Tensoes K para uma segunda configuragio de carregamento, aplicada a um corpo
trincado. a partir de uma solugdo qualguer onde sejam conhecidos o campo de deslocamentos (6)
da face da tnnca ¢ o fator K associado. Neste trabalho faz-sc uma apresentagio breve desta
metodologia, inclusive com mengldo a alguns métodos aproximados que fornccem olimos
resultados, ressaltando-se a facilidade de automaiizi-la via programaglo de computador. ¢
mostra-s¢ algumas aplicagdes da mesma a partir de casos lipicos

INTRODUCAO

O comportamento de um corpo. constituido de um
material fragil. onde haja um carrcgamento aplicado ¢ uma
falha do upo de uma trinca. pode ser predilo a partir de
principios muito bem estabelecidos pela Mecdnica da
Frawra Elistica-Linear (MFEL). Para tanto basta o
conhecimento de um  unico pardmetre: o Fator de
Intensidade de Tensdes (K). Este fator depende da
geometna do corpo inncado ¢ do carrcgamento aphicado.

A andlise de [ratura ¢ fadiga de vasos de pressdo ¢
wbulagdes requer o calculo de fatores de iniensidade de
lensdo para as (rincas WpIcas que oCormem em servigo, com
o nisco adicional do matcnal ter sofrido fragilizagio. Como
regra geral tms inncas sdo encontradas cm regides onde a
distnbuigdo de ensbes ¢ aliamente ndo-linear. As solugbes
existentes sdo disponivels. em geral. para distnbuigdes de
tensdes uniformes ou lincares.

Quando se trata com distribuigdes ndo lincares o
codigo ASME [ 1] apresenta uma técnica de lincarizagio de
iensdes  (decomposigio em  duas  distnibuigdes: uma
uniforme¢ ¢ outra lincar) como aproximagio para a
determinagdo do fator de intensidade de tensdcs

Em certos casos. como quando ha gradientes de
tensdes muito elevados. ¢sta técmica pode condusir a crros
apreciaveis. Poranto outros métodos de calculo do fator K
s¢ lornam nocessanos, como o Mclodo das Fungdes de
Ponderagdo. As fungdes de ponderagio apresenmtam a
propricdadc de serem dependentes somente da geometrnia,

Assim, uma vez que a fungdo de ponderagio scja
conhecida para um dado upo (geometna) de Innca. 05
fatores de mtensidade de  tensbes.  para  quaisquer
carregamentos. podem ser deterninados por ‘simples
inlegracio.

PRINCIPIO DO METODO

Este Mélodo foi matematucamente ¢stabelecido
por Buecknner |2] ¢ Rice |3). para a determinagdo do fator
K- para uma scgunda configuragio de carregamento :(X)
aplicada a2 um corpo tnincado. a partir de uma solugdo
qualquer. “de referéncia’, para o carrcgamento orel =
ay(x). onde scjam conhecidos o campo de deslocamentos
Grefl = Urefla.x) da face da innca ¢ o respectivo fator Kref
onde:

Krel = F(a/l) . au(x) . ¥(m.a) (1)

O desenvolvimento inicial de Buecknner abrangeu
o0s corpos bi-dimensionais ¢ Rice estendeu a teoria para trés
dimensdes. O conceito de fungdo de ponderaglo ndo fica
restrito, também, a carregamentos no Modo 1 ¢ ¢ permiuda
a amsotropia nas propricdades clisticas do matcnal,
cmbora deva haver simetna de geomelna ¢ carregamento
em relagio ao plano médio da trinca para que a solugio
scja real.

Assim, tomando-s¢ o sistema de coordenadas
indicado na Figura 1 tiem-se que:



K2 rﬁg{x} . h{a.x) . dx (2)

onde:
H dlref{a.x)
hax) = ——— | ——— {3)
Krefl til

¢ a fungdo de ponderagio que so depende da geometria do
corpo trincado.

Sendo E o Madulo de Elasticidade do material ¢ p
o scu Coeficiente de Poisson tem-se H = E para o caso de
estado plano de tensdes ¢ H = E/(1-u") para o caso de
estado plano de deformagdes.

Portanto, como s¢ observa, das Eq. (2) e (3). ¢

necessario conhecer o campo de deslocamentos de uma
dada solugdo “de referéncia’. Uref{a.x). produrzido em uma
lrinca sob um carregamento 2enérico on(X) ¢ 0 respectivo
fator Kref para que sc obtenha a fungio de ponderagio
h(a.x) e, com esta. o valor K; para qualquer outro
carrggamento  o(x) aplicado sobre 0 mesmo Corpo
trincado.
Esta ¢ uma dificuldade inicial para aplicagio direta deste
método. uma vez que nem sempre s¢ conhece o campo de
deslocamentos da face da trinca embora se¢ conhega o
carregamento aplicado oref e o respectivo valor de Kref.
Para contornd-la foi desenvolvido [4] o metodo
simplificado apresentado a seguir.

METODO SIMPLIFICADO

Para contornar esta dificuldade foi proposto. por
Petroski ¢ Achenbach [4]. um método simplificado de
obtengdo do campo de deslocamentos das faces da trinca, a
partir dc consideragies simples (ais como a aulo-
consisténcia da Egquacgdo (2), que se reduzird a uma
identidade se se fizer o2(x) = orel (0 que leva a se ter K. =
Kref). ¢ uma proposta de expressdo para Uref(a,x). defimida
a partir dos seguintes critérios: 1) ser baseada em uma
inica incognita envolvendo o carregamento de referéncia ¢
o respectivo valor Kref. 2) representar deslocamentos
finitos na abertura da trinca ¢ nulos na ponta da tnnca, € 3)
ser consislenie para pequenas (rncas.

Assim. a solugdo aproximada. proposta cm [4]
tem a forma da Eq.(4);

Tl X)
Ula.x) =---;r- 4 . Fla/L) . ¥[a . {a-x)] +
H.v2

+ G(a/L) . ~4|:|3,,~.;]-if al } (4)

(o) (b)

Figura 1: Esquema do Corpo Trincado
a) carga uniforme, b) carga pontual

onde

G(a/L) = [Ii(a) - 4. Fa/L) . ¥a . Li{a)]. Va/ Li(a) (5)

@) = 7v2 . ou(x) . [IFa/Ly)® . a da (6.2)
Ia(@) = Jlou(x) . Va=x)) dx (6.b)
Ii(a) = Ilﬁn{}i} : {EI-."".}T: | dx {6.¢)

As integrais Iy, I e 1, sio efetuadas no intervalo
[0.a]. O termo a/L ¢ uma caracteristica conhecida da trinca
assim como a propria trinca a € o carregamento “de
referéneia’ (%) para o qual se conhece Kref (¢ portanto,
também, a expressio de F(a/ll)) e ox(x) para o qual se
deseja obler K.

Discussio  Sobre o  Método  Simplificado e suas
Limitacdes. Em [5] mostra-se que ha restnigbes ao metodo
quando, por ex. a partir de solugdes de referéncia com
cargas parciais sobre a trinca, a fungio de ponderagio
obtida ndo ¢ confiavel.

Ag restrigies do método ficaram mais definidas e
precisas na refer. [6], a partir do estudo de diversas
solugdes, comparadas com  resultados  analiticos
conhecidos, ou obtidos por outros métodos. em que o0
carregamento  de  referéncia  aphcado  apresentava
gradientes abruptos em duas situagdes genéricas: atuando
em toda a extensdo da trinca e atuando parcialmente sobre
atrnca

Ficou demonsirade por Niu, em [6], que o
gradiente do carregamento de referéncia oy(x) tem pouca,
ou nenhuma, importincia na precisdo da fungdo de
ponderagiio oblida. O fator delerminante ¢ a extensdo em
que a trinca esta submetida ao carrcgamento, quando este €
do fipo monolonicamente crescente, i¢.. cresce da
extremidade da trinca (x=0}) para a sua ponta (x=a).

Niu [6] sugere que a ocasional falha do método
simplificado, proposio por Petroski e Achenbach em [4]
pode ser devido ao fato de que a condigdo de auto-
consisténcia da Equagdo (2) pode ndo ser suficiente para,
por si 0, determinar os deslocamentos da face da trinca,
¢m alguns casos.




Da discussdo havida em torno das limitagdes deste
metodo aproximado. para a oblengio das fungdes de
ponderagdo, fica claro que a solugio de referéncia deve
alender as scguinics condigbes quanio ao carregamento
aplicado:

1" - deve agir sobre toda a extensdo da trinca:

2" - variar monotonicamente ao longo da trinca;

3" - sendo do tipo monotonicamente crescente,
ndo deverad apresentar fories gradienics

GENERALIZACAO DO METODO SIMPLIFICADO

Atraveés de diversos trabalhos, resumidos em [7] e
[8]. foi mostrado que as fungdes de ponderacio podem ser
cxpressas, de forma melhor aproximada. e generalizada.
como séries de poléncias com expoentes 2, inleiros ou com
expoentes fracionarios (z=0.1.2.34.5.... ou
z=0.1/2,1,3/2.2.5/2.... respectivamente para 1=0.1.2,
3.4....) da forma apresentada na Eq. (7) onde o nimero de
lermos varia com a geometria em andlise (para se ter uma
boa precisio) mas ¢ possivel obter resultados acurados
usando-se apenas 3 fermos na scrie de expoenies

fracionanos. como mosirado. através de diversos exemplos.
na refer. [7].

.2 (1H] ;"Ll

¥ M (1-x/a), Ma=1 (T}
V2rn(ax)] ™

hix.a) =

Assim a fungio de ponderagio pode ser obtida
sem o conhecimento do campo de deslocamentos das faces
da trinca. Para isto. porém. se necessita conhecer 3
parametros M;. M: ¢ M; e. portanto. sdo necessanas 3
solugdes de referéncia Krefl, Kref2 e Kref3 associadas aos

respectivos carregamentos orefl, oref? e oref3.

APLICACAO DO METODO

Como exemplo de aplicagio do Mélodo das
Fungbes de Ponderagio para o calculo do Fator de
Intensidade de Tensdes K, associado a um  novo
carrcgamento aplicado em uma dada configuragio de
trinca, a partir de uma solugdo (de referéncia) conhecida,
foi desenvolvido um programa simples. c¢m linguagem
FORTRAN, onde optou-se¢ por realizar as inlegragdes
numéricas pela chamada Regra de Simpson.  Serio
apresentados resultados utihzando-sc a geometna ¢
carregamentos da Figura | - trinca na borda de um semi-
plano infinito.

Como solugio de referéncia  adolou-se o
carregamento constante (uniforme) - Figura 1.a. Para este
caso lem-se que Kref = 1. III:‘:mﬂ'ﬁﬁ e. portanto, Fla/l) =
1.1215. Assim. considerando a = 10 e o,=1. tem-se que
Kref = 6.2829.

A fungio de ponderagdio h{a.x) para esla
geomelria, considerando o método aproxamado descrito
acima. ¢ proposto em [4]. é mostrada na Eq. (8).

Caso1: Como testc do programa desenvolvido,
inicialmente fez-se o- = &, 0 que implica que se deve obter
K:=6.2829.

1 a
hia.x)= 2.2430(—'" +
1.5860V(ra) a=x
a-x H B
+ 0,2458(—" + 1.5056(—"" | (8)
H | b |

A TABELA 1 mostra os resultados obtidos. para
varios nameros de pontos de integragiio ¢ considerando a
solucdo analitica para a fungio de ponderagio hia.x)
{integragio da Equagio (2)) ¢ considerando a solugio
numérica aproximada através das Equagdes (4), (3) e (6).
Observe-se. a parlir dos resullados da TABELA 1. que o
procedimento de intcgragdio adotado ¢ suficienie para
atingir bons niveis de convergéncia no valor de K.
descjado. Com 3500+300 passos dc integragio o resullado
(K2Znum= 6.2792) ja convergiu para o valor descjado com
menos de 1% de erro.

Convergéncia: Observa-se que a Equagdo (1) resultante do
processo. a ser integrada para a oblencdo de K tem termos
do tipo 1/{a-x) e 1/A(a"=x"). devidos a fungiio de peso. que
sio fortemente ndo-lineares com tendéncia a divergir
quando x = a. Isto faz com que se deva ter um grande
nimero de passos (ou pontos) na infegragido numerica das
equagoes.

A refer. |9] apresenta uma alternativa para este

problema. baseada na divisdo do intervalo de integragio
em dois sub-intervalos (de 0 ate (1-s)a e de (1-c)a ate a) e
a partir da andlise da Equagio (1), no abandono de uma de
suas partes quando da integragio no segundo intervalo. No
presente trabalho optou-se por se trabalhar com dois sub-
intervalos (de () até (}.% e de ().9a at¢ a) usando no segundo
intervalo um passo de integragdo 10 veres menor que no
primeiro, i.e.. usando-se 0 mesmo namero de passos de
inegragio nos dois sub-intervalos,
Caso 2: Como segundo teste de aplicagio do metodo ¢ do
programa desenvolvido obteve-se o fator de intensidade de
lensdes para o carregamento apresentado na Figura 1.b.
carga concentrada sobre as faces da trinca. distante b da
borda x=0 da mesma. Para efeito do processo de integragio
numérica ¢ carregamento fo1 considerado atuando sobre
um comprimento «a (ver Figura 2) ¢ foram analisadas duas
situagdes, para b=0.5a: a)da=00laco=100¢b) da =
0.001a e o = 1000, de forma que se tenha sempre P = o .
da = 10). Para esta configuracio de carrcgamento. o.{x) =
P. &(x-b). onde &(x-b)=] para x=be¢ 6(x-b)=Oparax=b.



da

I

=
Figura 2: Detalhe do caso 2 analisado {carga concentrada)

Considerando a fungio de ponderagiio associada -
Eq. (%) - tem-s¢ K expresso pela Eq. (9). Considerando P =
1.0, a=10¢b= 35 temos. para este caso. K = 4.864.

MNa TABELA 2 sio apresentados os resultados
deste caso 2. nas duas sitvagdes descritas. Alguns
resultados parciais apresentados na TABELA 1 niio
aparecem na TABELA 2 onde K-an ¢ oblido a partir da
integragio numérica. Eq. (2). da expressio analitica da
fungiio de ponderagdo e K-num ¢ o resultado da integragio
(Eq. 2) a partir das expressdes (4). (3) e (6).

Deve-se notar que a distribuigio de tensbes o-(x).
para a qual se deseja calcular o valor do Fator Intensidade
de Tensio K. a partir de uma solugio "de referéncia’
representa a distribuigdo de tensdes normais (Modo ). na
posigiio do plano da trinca, produzida pelo carregamento
externo (para o qual. em ultima instincia. se deseja obler o
valor de K) com o corpo sem trinca.

2P a a-b
K= 0,707 1 (—="" 4+ 0.0775(—"" +

‘-Jll[m'iﬂ a-b a
a-b
+0.4747(—=)"" (9
a
CONCLUSOES

O Meétodo das Fungdes de Ponderagio, de
Buecknner ¢ Rice. [2] ¢ [3], para a oblengdo do Fator
Intensidade de Tensdes K para um segundo carregamento
a partir de uma dada solugdio prévia (Kref - “de referéncia’)
foi apresentado  jumtamente com um  procedimento
aproximado, sugerido por Petroski ¢ Achenbach, [4]. para
a obtengdo do campo de deslocamentos das faces da irinca.
As limitagdes do métode aproxamado. citadas em [5] e [6].
sdo poucas ¢ facilmente contornadas. Assim a sua
utilizagio ¢ de amplo uso para a obtengiio da referidas
Fungdes de Ponderagio. O Método de Buecknner associado
a aproximagdo sugerida por Petroski-Achenbach. € simples
o suficiente para permitir a sua programagio de forma facil
¢ imediata. devendo-sc ter atengdo ao fato de que as
fungbes a serem integradas tem termos fortemente ndo-
lineares, com singularidade em x=a, na ponta da trinca.

Foram apresentados dois exemplos de aplicagio
da programagdo desenvolvida para o caso de trinca em um
semi-plano infinito tendo. como solugdo de referéncia. a
distribuigiio uniforme de tensdes na face da trinca,

TABELA 2: Resultados para o Caso 2 (Carga Concentrada)
(NP1: nimero de pontos de integragdo: N.C.: nio calculado)

CASO 1 I CASO 2

NP1 Ksnum K.an E.num K.an

501 10862 15394 N.C. N.C.

1001 39619 4.8650 79187 3.2424
2001 4 8153 4. 8640 N.C. N.C.
5001 4 8444 4 B639 4.08356 4. 5393
10001 4 8736 4.8637 4 9611 4 8637
20001 48589 38637 N.C. NC.
50001 38618 3 8636 4.8442 1.8636
100001 18647 18636 38734 4.8636
2000001 M.C. N.C. 4 8588 4 8636
500001 N.C. N.C. 48617 4.8636

da=0.01a, &= 100 da=0.00la. o= 1000
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ABSTRACT

One can predict the behavior of a cracked body of a brittle
material by the well stablished Linear-Elastic Fracture
Mechanics. For this, one needs to know only the Stress
Intensity Factor K which, for each material, depends on the
geometry and the applied loading. The Weight Function
Method is used to get the K value for a second load
configuration, applied over a cracked body. from which we
know the displacements ficld (%) in the crack surface and
the K factor itself. In this work this methodology will be
presented along with some approximated methods that
produces good results and its easiness to be automated. It
will be applied for some typical cases.



TABELA 1' Resultados e Convergéncia da Soluco de K- para 0 = 0w = Constanie

NP1 11 21 51 101 201 301 501 1001 2001 S0 10001
dx 0.90 0.45 0.180 0,090 0.045 (O30 0.0180 0.009 0.0045 0.0018 E-wm
INTI 2794045 | 279.4045 - - - - - - -
INT2 21.0007 21.0531 210746 21.0793 21.0811 21.0814 21.0816 21 081% - -
INT3 126.5051 | 1264936 | 1264914 | 1264912 | 1264911 - - - - -
Gial) £.4627 04814 0 4890 0. 4906 04913 04914 0.4915 . 40,4916 -
hhl 46822 46633 456564 46549 46544 46543 46542 - 46541 -
hh2 1.5861 1.5977 1.6103 16169 16209 1.6232 1.6249 1.6269 1.6284 1.6296 1.6303
Kinum 6.2683 6.2610 6.2667 6.2719 6.2754 6.2775 6.2792 6.2811 6.2825 6.2838 6.2844
K2an 14,3234 10.2389 TR149 7.0209 66325 6.5063 6.4079 6.3374 6.3048 6.2877 6.2832
K2an (1) 142954 10,2238 T RORE 70170 66310 N.A 64073 6.3371 6.3046 62876 6.2831
(2 fases) (1) (21) i51) {101} (201) (501) (1001) {2001) (5001) {10001}
K2an (2) 6.2815 6.2809 6.2809
(2 fases) (20001) (S0001) (100001)

NP1 = nimero de pontos de integragdio no primeirg intervalo [0,0.9a]

dx = 0,92 (NP1-1)

Gial). INT1, INT2, INT3 = respectivamente Equaghes 5. 6.a, 6.b, 6.c
hhi ¢ hh2 = resuliado da integral (Eq. 2) no 1° ¢ no 2° sub-intervalo, respectivamente

K.2an = K2 ohiido a partir da expressSo analitica da fungio de ponderacio

K2an (2) = idem K2, com integragio em duas fases ou sub-intervalos
Para K2an usou-se um nimero de pontos de integragho Npan = 10*NPI

E2ram = hhil+hhi

" = anterior
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