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RESUMO

Neste trabalho sdo aplicados a metodologia de matrizes de covariancia e 0 método de minimos quadrados na

determinacdo de uma curva de ajuste, para obter uma funcdo de desempenho do poder de separacdo dU de uma
ultracentrifuga, em funcdo de varidveis experimentalmente controladas. Os dados experimentais consistem em um
conjunto de 460 experimentos, obtidos no processo de separacdo isotopica de urénio por ultracentrifugagdo. Sdo
consideradas as incertezas experimentais associadas as variaveis utilizadas para o calculo do poder de separacéo,
determinando uma matriz de covariancia dos dados experimentais. As variaveis de controle que exercem uma influéncia
significativa nos valores de dU séo o fluxo de alimentagdo F, o corte g e a pressao na linha de produto RB. Apds a

validacdo da qualidade do ajuste do modelo obtido, é realizada a anélise dos residuos, sendo construidas as curvas de
superficie do poder de separacdo dU, em funcdo das varidveis de controle F, q, Ps, para a comparacdo do modelo
ajustado em relagdo acs pontos experimentais e para a determinagao de seus val ores 6timos.

1. INTRODUCAO

O processo de separacdo isotopica por ultracentrifugagdo gasosa [1] utiliza o principio da forca
centrifuga para criar um gradiente de densidade num gés contendo componentes de diferentes pesos
moleculares. O efeito elementar de separacdo ocorre numa ultracentrifuga, Fig. (1), que separa o
material de alimentagdo (UFs), em duas fragdes, uma enriquecida (produto) e outra empobrecida
(rejeito) no isdtopo de interesse (**UFs). A avaliacdo do desempenho e da capacidade de producdo da
ultracentrifuga é feita, usuamente, através do trabalho necessario a separacéo de isGtopos, que €
proporcional a quantidade de material processado e ao grau de separacdo requerido. Denotando por F,
P e W, os fluxos das correntes de aimentacdo, produto e reeito, e por z, y e X, as respectivas
composicdes do isdtopo desgjado **°UFs, a variavel dependente que melhor define a eficiéncia de
separacdo de qualquer unidade de separagdo de isotopos € o poder ou capacidade de separagdo dU que
€ definido pela seguinte expressao:
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onde as variaveis de operacdo sdo os fluxos de alimentagdo F, produto P e rejeito W e as variaveis de
resposta do processo sdo as razdes de abundancia de produto Rp=y/(1-y) e de regjeito Rw=x/(1-X).



2. DESCRICAO DO PROCESSO

Introduzindo-se uma mistura gasosa binéria no interior do rotor, Fig. 1, sdo estabelecidas distribuicbes
de pressOes diferentes para os dois componentes, decorrentes da acdo do campo centrifugo sobre a
mistura, evidenciando-se um aumento radia de presséo no sentido do eixo para a parede do rotor. Se a
mistura bindria for composta por ***UFg e 2®UFg , 0 aumento da pressio parcia do isétopo mais
pesado € maior do que o do isdtopo mais leve, no sentido eixo-parede do cilindro girante, ocorrendo
um aumento da concentraco do isdtopo leve **UFg nas proximidades do eixo do rotor e um aumento
da concentracdo do outro isdtopo mais distante do eixo, produzindo entdo uma separacdo parcia entre
os dois isotopos. Este fato chama-se “efeito radia de separacdo elementar”, que é multiplicado através
dainducdo de fluxos axiais de gas em contracorrente dentro do rotor, que deslocam a massa gasosa em
equilibrio radial no sentido vertical do rotor. Esse dedocamento de gas no sentido vertical vai
continuamente perturbando as distribuicdes de equilibrio das pressdes e composi¢des estabelecidas na
direcdo radial por acdo do campo centrifugo, o qual, prontamente atua no sentido de restabelecer o
equilibrio entre as correntes axiais, provocando entdo o transporte de massa entre as secOes radiais,
resultando o enriquecimento crescente da mistura isotopica no isotopo leve numa das extremidades do
rotor e 0 empobrecimento crescente do mesmo isotopo na outra extremidade.
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Figura 1. Esquema de uma centrifuga a contracorrente

3.METODOLOGIA

3.1 Montagem experimental

Um ensaio de separacdo isotdpica em uma centrifuga é realizado em uma Estacdo de Ensaio
Instrumentada (EEI), que pode ser esquematicamente representada pela Figura 2.
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Figura 2 — Esquema de uma Estacéo de Ensaio I nstrumentada

Numa determinada condicdo de pressdo de produto, é realizado um ensaio onde a ultracentrifuga
recebe um fluxo F de aimentagdo do gés de processo (UFg) e promove a sua separacdo em duas
correntes P de produto e W de regjeito, que tém suas composi¢coes analisadas por espectrometria de
massas, resultando nos respectivos valores das razdes de abundancia Rp e Rw , permitindo o célculo do
dU atraves da Eq.(1). As incertezas srp € S R, relacionadas com as razdes de abundancia de produto e
rejeito, sdo fornecidas diretamente pela andlise efetuada por espectrometria de massas; as incertezas
dos fluxos de produto e rgjeito, sp e sy, S0 obtidas através de uma curva de calibracdo dos sensores
de fluxo maéssico. Essas incertezas sdo propagadas na formula empirica do dU, Eq.(1), para
determinacdo da matriz de covariancia dos dados experimentais.

3.2 Equacionamento do M éodo dos M inimos Quadrados com Matriz de Covariancia

As incertezas das medidas de R, Rw, P e W, se correlacionadas, determinam uma covariancia entre
elas e podem ser propagadas [2] na Eq.(1) para obter aincerteza final do dU através da expressio:

.2
(Sa)? »é&ﬂdu gsiz 2
28 IX g

onde x; representa as variaveis Re, Ry, P e W e s s30 as suas respectivas variancias. Cada elemento
da matriz de covariancias dos dados experimentais do dU é calculado através da expressao:

(VdU )ij = éL. €€ (i1j :Ln) (3

=1

onde &, 1 s30 as magnitudes das incertezas parciais de cada variavel Rs, Ry, P e W, e rjj S0 os
parémetros de micro-correlacdo entre essas incertezas. A andlise do processo permite determinar
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valores para essas micro-correlacbes com seguranca. O gjuste dos dados experimentais do dU através
de umafunc¢do de desempenho do tipo dU (F,q, variaveisinternas) é feito através darelagéo entre dU
e (F.0, Pp), que pode ser escrita segundo um polindbmio de segunda ordem do tipo:

Y=Db,+ é b; X +é. b x? +é. binin + é biiniZXj + é. biiiji2Xj2 it (4)
onde Y € aresposta (dU), 13 sdo os coeficientes da equagéo e x; eX; sdo as variaveis controladas F, g, Py,
Esta equacdo pode ser usada para avaliar os efeitos linear, quadratico e de interagdo entre essas
variaveis, determinando a formac&o da matriz projeto A, que contém todas as variaveis explicativas do
modelo gjustado. A expressdo (4) é linear nos parametros (3 e, embora se possa proceder 0 gjuste por
minimos quadrados para qualquer funcdo, os valores resultantes para 0 qui-quadrado e para 0s
estimadores, possuem nesse caso propriedades desgjaveis, a saber: o0s estimadores e sua variancias
podem ser obtidos analiticamente, os mesmos tém variancia minima, ndo importando o nimero de
dados experimentos. A aplicacdo do método dos minimos quadrados [3] com matriz de covariancia
equivale a obter o valor minimo para a forma quadrética Q:

Q = (duap - dUcaIc)t*VdU-l * (dU exp du calc) (5)

onde, dUgc. = A 3, com (3 sendo o vetor das estimativas dos coeficientes da equacdo gjustada. Nas
condi¢cdes em que: (i) os dados experimentais do poder de separacdo (dU) sdo distribuidos de acordo
com uma normal, com matriz de covariancia conhecida, permitindo-se utilizar a estatistica qui-
quadrado; (ii) a funcdo de gjuste representada pela Eq.(4) linear nos coeficientes [§, possibilitando a
obtencdo de uma solucdo analitica para a Eq.(5) e (iii) a forma funciona correta da funcdo de gjuste,
permitindo obter o desvio minimo entre os valores experimentais e os valores preditos, entdo a forma
guadratica Q segue uma distribuicéo qui-quadrado que permite avaliar a qualidade do gjuste obtido [2].
Minimizando a Eq.(5), o vetor 3 € obtido através da expressdo matricial:

b =V, AV dU,, (6)
onde a matriz de covariancia da solugdo 13 € dada através da expressao:

v, = (AviA)? @
permitindo obter as variancias e covariancias das estimativas dos coeficientes da curva gustada aos
pontos experimentais. A obtencdo da curva de guste é feita com um programa em linguagem
FORTRAN [4].

4. RESULTADOS
4.1- Obtencéo dos Dados Experimentais
O banco de dados, apos filtragem, dos experimentos com insuficiéncia de material para amostras, dos
incongruentes nos valores das incertezas nas razdes isotopicas e os que ndo fecharam o balanco

material, reduziu-se a um total de 460 experimentos. Devido ao cardter sigiloso inerente ao

desenvolvimento do processo tecnoldgico, os dados sensiveis dos experimentos foram
descaracterizados. Na Tab. (1), estéo apresentados alguns valores experimentais das razdes isotopicas
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Re, R e Ry, dosfluxos F, PeW, com as respectivas incertezas, e do poder de separacéo dU e corte q.
NaTab. (2), estéo apresentadas as estimativas dos coeficientes da equagéo ajustada, os valores das suas
variancias e covariancias no triangulo superior, suas correlacbes no tridngulo inferior, os valores do
qui-quadrado e qui-quadrado reduzido, juntamente com a probabilidade de exceder esse valor. Ainda
sdo apresentados os coeficientes de correlacdo e determinacdo, Uteis na avaliacdo da qualidade do
guste efetuado.

Tabela 1. Valores codificados das variaveis de processo e suasincertezas

exp Rr Rp Rw Skt Srp SRw P w Sp Sw q du
(x10° | (x10%) | (x10*) [ (x10%) | (x10%) | (x10%)
1 9.8086 1.1982 8.9588 1.1900 4.2337 4.1101 67.478 75.853 0.124 0.734 0.4631 1.02
2 9.8114 1.1622 9.0964 2.3143 12.1834 0.7963 98.048 102.216 0.112 0.675 0.4995 1.01
3 9.8114 1.1645 9.0994 2.3143 15.8560 8.6754 97.547 102.216 0.112 0.675 0.4945 1.03
4 9.8114 1.1619 9.1356 2.3143 6.6741 28.5177 98.048 102.216 0.112 0.675 0.4922 0.98
5 9.8014 1.1784 9.0483 2.0429 18.4626 1.3692 86.021 90.278 0.116 0.700 0.4790 1.04
6 9.8014 1.1779 9.0272 2.0429 6.7377 12.4331 85.018 91.273 0.117 0.698 0.4837 1.05
7 9.8014 1.1729 9.0604 2.0429 19.3306 5.8728 86.021 90.278 0.116 0.700 0.4863 0.99
460 | 9.8971 1.0970 8.1057 0.5257 1.5282 5.0529 80.5081 22.1319 0.118 0.883 0.7863 0.50

Tabela 2. Estimativas dos coeficientes do modelo final com suas variancias e covariancias, no
tridngulo superior e suas correlagdes no triangulo inferior

Codf. | Vaidvd | Edimdiva bo b1 b2 b1y b2z D223 P1133 D2233
b constante 0,1711 0,002 -0,003 0,001 -0,001 0,001 8,7E-9 -12E-9 1,8E-8
b, q 2,8038 -0,614 0,011 0,000 1,0E-4 -0,005 -543E8 | 95E9 -25E-6
b, Pp 0,3830 0,631 0,042 4,0E:04 -7,6E-4 0,000 -1,68E9 | 25E9 -85E-7
bq1 q -3,3685 -0,705 0,038 -0,897 0,002 -68E4 | 318E10 | 41E10 | .90E-8
by Pp -2,75605 | 0382 -0,548 -0,054 -0,019 0,006 2938 | 389 | -1266
D23 Pp’F 35177603 | 0173 -0,465 -0,083 -0,006 -0,339 121E12 | -L7E-13 | 4311

b1133 qF 3,9860E-06 | -0,065 0,228 0,346 0,022 0,121 -0,386 | 1,6E13 | -45E-11

b33 PpF -9,5467E:06 | 0,003 -0,205 -0,390 -0,017 -0,133 0,337 0970 | 140e8
R 0,9627 c2 418,76 C2red 0,94 P(?>41876) | 8438% R 0,9268

4.1 Qualidade do ajuste do modelo final

A matriz de varidncia-covariancia dos coeficientes apresentou valores pequenos das variancias dos
coeficientes, implicando em pequena variabilidade do modelo representativo dos dados experimentais.
As covariancias entre as estimativas dos coeficientes também determinam uma situacdo ideal de
independéncia entre os mesmos. O coeficiente de correlagdo, (R=0,9627), representa uma boa
correspondéncia linear entre os valores experimentais e os valores preditos pelo modelo. O coeficiente
de determinacdo, (R?=0,9268), traduz a quantidade de 92,68% da variancia total dos dados
experimentais a serem explicados pelo modelo, com o restante atribuido a variabilidade dos dados.
Como verificagdo adicional de possivel existéncia de correlagcdo seria entre os residuos do modelo,
premissa que ndo deve ser atendida na estimacdo por minimos quadrados, foi construido o gréfico da
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Fig. 3(a), onde se nota uma distribuico dos residuos em valores positivos e negativos em torno de
zero, caracterizando um espal hamento aleatdrio.
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Figura 3- Residuos em funcdo: (a) da sequiéncia de experimentos, (b) do corteq, (c) do fluxo de
alimentacéo F e (d) dos valores preditos do poder de separacéo dU.

NaFig. 3, também estdo apresentados os gréaficos dos residuos em fungdo das variaveis controladas, (b)
e (c), e em funcdo dos valores preditos da variavel dependente, (d), permitindo avaiar o grau de
heteroscedasticidade [4] dos residuos do modelo de regressdo. Na Fig 4(a) e na Fig. 4(b), pode-se
verificar o quéo satisfatoriamente a curva teorica se g usta aos pontos experimentais, e finalmente estéo
mostrados os graficos das superficies de resposta do dU em funcéo de g e Pp, Fig. 5(a), e em funcéo de
F e g, Fig.5(b), que permitem visualizar o comportamento do poder de separacéo dU, em funcéo das
variavels de controle no processo da ultracentrifugacdo e estimar os seus valores 6timos.

@ ()

Figura 4. Curva de resposta do poder de separacao dU em funcéo: (a) do corteq,
(b) do fluxo de alimentacéoF.
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Figura 5. Superficie deresposta do poder de separacdo dU em funcdo: (a) do corteq eda

pressdo de produto Pp, com F constante, e (b) do fluxo de alimentacéo F e do corteq, com Pp
constante.

5.CONCLUSOES

O método de minimos quadrados com matriz de covariancia demonstrou ser uma ferramenta eficiente
na determinacdo de uma curva de gjuste do poder de separacdo de uma ultracentrifuga, em funcéo de
variaveis experimentalmente controladas. O valor do qui-quadrado reduzido obtido indicou uma boa
concordartia entre a dispersdo dos dados experimentais do dU e as estimativas das incertezas contidas
na sua matriz de covariancia. Na Figura 3, (b), (c) e (d), foi possivel verificar que ndo ha padrées
visiveis dos residuos com as variaveis de controle e com os valores preditos pelo modelo. Na Figura 4,
(a) e (b), os gréficos das curvas de respostas também permitiram aceitar o modelo tedrico obtido.
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