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1 - INTRODUÇÃO 

Equações lineares aparecem em muitos problemas de enge_ 

nharia, fís ica, matemática aplicada^ e outros campos de grande in 

teresse. Por exemplo, resolvendo-se uma equação a derivadas par

ciais do tipo elítico, tal como a equação de Laplace, nós, fre

quentemente, cobrimos a região a ser estudada com uma malha retan 

guiar e procuramos determinar os valores da solução nos nós desta 

malha. Se substituirmos a equação diferencial por uma equação de 

diferença aproximada daquela, somos conduzidos a um sistema de 

equações lineares simultâneas com um número de incógnitas bastan

te elevado. Nos problemas dos vários campos, incluindo a análise 

estrutural, as complicadas interações entre as várias quantidades 

em estudo podem ser representadas por sistemas de equações linea

res. 

Tendo em vista fornecer a estrutura para este interes_ 

sante estudo sobre as equações lineares? é nosso objetivo, neste 

trabalho, expor os conceitos clássicos sobre matrizes e determi -

nantes, iniciando por fundamentos de vetores, fornecendo assim os 

instrumentos para uma computação proveitosa e preparando uma base 

para novos estudos. Cada tópico apresentado, e onde for convenieii 

te, será ilustrado por programas escritos em linguagem FORTRAN II, 

e testados no computador digital IBM 1620, Mod. II do Instituto 

de Energia Atômica. 

Este trabalho é apresentado de modo a tratar os assun

tos considerados em uma ordem didática visando facilitar a exposjL 

çao do texto. Assim é que o roteiro por nós seguido, compreende:o 

conceito fundamental de vetores e definições relativas, juntamen

te com os métodos numéricos e programas para suas operações bási

cas; matrizes: definições dos principais tipos de matrizes; matri 

zes: operações básicas com matrizes incluindo programações digi

tais; determinantes: definição de determinante de uma matriz e 

seus elementos, propriedades fundamentais e métodos para cálculo 
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de determinantes; propriedades de algumas matrizes especiais; ma

trizes transposta, inversa e adjunta; e determinação da matriz in 

versa por vários métodos numéricos. 

A bibliografia apresentada no final, lista muitos dos 

textos gerais existentes sobre analise numérica, juntamente com 

uma seleção de textos colaterais constituida de revistas e certas 

fontes de relevantes tabelas matemáticas e fórmulas. 

2 - VETORES 

0 leitor deve estar familiarizado com o conceito de um 

vetor no espaço bi-dimensional e no espaço tri-dimensional. Tais 

vetores têm duas e três componentes, respectivamente. Este concei 

to pode ser generalizado ao espaço n-dimensional, se definirmos 

um vetor como sendo um conjunto de n números reais que podem ser 

escritos na forma 

x, —I 

x„ 

n 

(2.1) 

Na verdade, os x^ podem também ser números complexos. Lembremos 

aqui que um número real é um caso particular de um número comple

xo onde aparte imaginária é zero. 0 vetor na igualdade (2.1) é 

chamado vetor coluna. Se os n números forem dispostos em um ar

ranjo horizontal, 

(2.2) 
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o vetor x e chamado vetor linha. As quantidades x^ sao chamadas 

as componentes de x, e n e chamado dimensão do vetor x. Vetores 

de uma única dimensão, isto é, de uma única componente, sao chama 

dos escalares. 

Recordemos que no espaço bi- e tri-dimensional dois ye 

tores sao iguais se e somente se suas componentes forem iguais na 

mesma ordem, e que a operação de adição de dois vetores e realizji 

da somando-se as componentes que se correspondem. A multiplicação 

de um vetor por um escalar significa que cada componente do vetor 

é multiplicada pelo mesmo número real. 

Se estes conceitos são generalizados ao espaço n-dimen 

sional, somos conduzidos as seguintes definições formais. Dois ye 

tores x e y sao iguais se e somente se suas componentes sao iguais, 

isto é, x_£ = y^ para i = 1, 2, 3, ..., n. A adição e subtração 

de dois vetores x e y dados por x = (x^, x^, x^, X r ) e ... 

y = (y^, y^, y^> •••» y n) ú indicada por x - y e é definida por 

r - + - i 

ou 

PROGRAMA 1: 

Estes programa, em forma de Função Subprograma, permite 

efetuar a adição ou subtração de dois vetores x e y com até 20 
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componentes em cada um. 

SUBROUTINE GRAC03(N,VU,V5,AS,INDAOS) 
DIMENSION Vl»(20),V5(20),AS(20) 
IF(INDAOS>10,50,30 

10 DO 20 1=1,N 
20 ÂS(l)=Ví»(l)-V5(l) 

GO TO 50 
30 DO k0 1=1,N 
l»0 AS(l)=Vif(l)+V5(l) 
50 RETURN 

END 

Ö0866 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 

onde, V4 

V5 . 

AS 

INDAOS 

X 

y 

adição e subtração de dois vetores 

indicador para adição ou subtração 

adição e comutativa e associativa, isto e, x + y = y + x e 

x + (y + z) = (x + y) + z. 

A multiplicação de um vetor x - (x^,X2, X r ) por 

um escalar c é* definida pela relação 

cx, 

cx. 

cx = xc = (2.4) 

cx 

O U 
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cx = xc = j cx^, CX2 c x n _ I 

PROGRAMA 2 : 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

efetuar a multiplicação de um vetor x por um escalar c, onde 

X = J X.^, , x^, • • •, x^ 

c = escalar 

S U B R O U T I N E G R A C 0 t t ( N , C , V 6 , E V ) 
D I M E N S I O N V 6 C 2 0 ) , E V ( 2 0 ) 
DO 10 K = 1 , N 

10 E V ( K ) = C * V 6 C K ) 
RETURN 
END 

50U32 CORES USED 
59999 N E X T COMMON 
END OF C O M P I L A T I O N 

onde, C = escalar 

V6 = vetor 

EV = produto de escalar por vetor 

No espaço real bi- e tri-dimensional, o modulo de um 

vetor x tem um obvio significado geométrico, e este módulo, indi 

cado por |x| , pode ser computado como a raiz quadrada da soma 

dos quadrados dos componentes de x. Em adição, o produto escalar 

de dois vetores x e y é definido por: |x| |y| cos 0, onde 

0 < 0 < iT é" o ângulo formado pelos dois vetores. No espaço bi- e 

tri-dimensional, pode-se demonstrar que este produto escalar é 

igual a x^ y^ + Y2 e y^ + x 2 ^2 + x 3 ^ 3 ' r e s P e c t i v a m e n t e « 
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Estas notações podem ser generalizadas para o espaço 

n-dimensional. 0 produto interno ou o produto escalar de dois ve

tores x = (x^, x 2 , x n) e y = (y^, y^, y ) é indicado 

por (x, y) e e definido por 

n 
(x, y) = l x y (2.5) 

i=l 

que é uma função escalar de x e y. 

PROGRAMA 3: 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

determinar o produto escalar de dois vetores dados por 

x — (x^, X 2 , • • •, x^) 

y = (y±, y2 v

n> 

utilizando a formula (2.5). 

SUBROUTINE G R A C O H N , V I , V 2 , PE ) 
DIMENSION V 1 ( 2 0 ) , V 2 ( 2 0 ) 
P E = 0 . 
DO 10 1=1,N 
P = V 1 ( I ) * V 2 ( I ) 

10 PE=PE+P 
RETURN 
END 

Ü0512 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF COMPILAT ION 

onde, VI = x 

V2 = y 
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PE = produto escalar de x por y 

Chamamos de módulo de um vetor x, a- relação 

1/2 
n 2 

(x, x) = l X 
i=l 

É evidente que o modulo de um vetor e zero, se e somente se todas 

as suas componentes x^ sao nulas. 0 vetor cujas componentes são 

todas nulas é chamado vetor zero e e indicado por 0. Então |0| = 0 

e |x| >0 se x 4 0. 

No espaço bi- e tri-dimensional, dois vetores são cha

mados vetores ortogonais, se o ângulo formado por eles é 90°,is_ 

to é, se seu produto escalar e zero. Então, no espaço n-dimensio-

nal, dois vetores são ortogonais se e somente se (x, y) = 0. 

Até o momento, temos considerado somente vetores com 

componentes reais. Para generalizar a definição (2.5) para veto

res com componentes complexas, temos somente que substituir y^ por 

y^, o conjugado complexo de y^. 

Se c. , c 0, c são escalares, então o vetor 
1' 2 m ' 

1 , 2 , . m 
y = c, xt + c„ x + ... + c x 

1 2 m 

•* 1 2 

é uma combinação linear dos vetores x , x x . Note que te 

mos usado índices superiores para distinguir diferentes vetores ; 

e esta notação nao deve ser confundida com a notação usada ,para 

potencias ou expoentes. 

1 2 TO 
Os vetores x , x , ..., x sao chamados linearmente dje 

pendentes quando existirem constantes escalares c. , c 0, c , 
L i m 

nao todas nulas, tal que satisfaçam a equação 

1 . 2 m _ 
c 1 x + c „ x + . . . + c x = 0 
1 2 m 
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Em caso contrario, os vetores x \ x^, x m são linearmente in

dependentes, isto é, a equação 

C. X + C - X + . . . + C x = 0 

1 2 m 

.. = c = 0. 
m 

implica que ci = c2 = 

Se os vetores x \ x^, x m sao linearmente depen -

dentes, pelo menos um deles será uma combinação linear dos outros 

para no mínimo uma das constantes, digamos c^, e então 

"1 1 
— x -

°k-l k-1 ck+l k+1 
x X 

m m 
— x 

"k 

Dadas estas noções básicas, vamos agora introduzir o 

conceito de matrizes. 

3 - MATRIZES 

Um arranjo retangular de números reais (ou complexos) 

com m linhas e n colunas é chamado uma matriz de m por n, e 

é indicada, geralmente, por uma letra maiúscula, na forma 

A = 

11 12 

21 22 

ln 

*2n 

aml m2 mn 

(3.1) 

Como exemplo, podemos citar o arranjo 

A = 
3 2 5 

2 3 1 

que e uma matriz de 2 por 3. 
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As quantidades a ^ sao chamados os elementos da matriz 

A. Nos nos referiremos a a ^ , a.^' '''» a i n

 c o m o a i-¿"sima linha 

de A, e à a,,, a»,, ..., a . como a i-ésima coluna de A. Se m=n, 
lj 2j mj J • _ ' 

a matriz e chamada matriz quadrada. Neste caso, n ou m é" chamado 

ordem da matriz. Os elementos a ^ constituem a diagonal principal 

de uma matriz quadrada. A maior diagonal que cruza em ângulo reto 

com a diagonal principal é chamada diagonal secundaria. 

Urna matriz quadrada com todos os elementos nulos abai

xo de sua diagonal principal é chamada matriz triangular superior, 

e e geralmente indicada por U; de modo análogo, uma matriz quadra 

da com todos os elementos nulos acima de sua diagonal principal é 

chamada matriz triangular inferior, e é geralmente indicada porL. 

Entao, 

U = 

a l l a 1 2 

0 a 2 2 

*ln 

32n 

nn 

L = 

a l l ^ * * * ^ 

a 2 1 a22 ° 

cl - cL A • • • et 

ni n2 nn 

Uma matriz quadrada e chamada matriz diagonal, se to

dos os seus elementos sao nulos, exceto àqueles da diagonal prin-

cipal, isto é\ se - 0 para i 4 J, • será indicada por D. _ Se 

na matriz diagonal todos os elementos da diagonal principal sao 1, 

a matriz é" chamada matriz unitária ou matriz identidade e é* indi

cada por I. Entao, 

D = 

a l l ^ ... 0 

0 a 2 2 ... 0 

0 0 ... a 
nn 

I = 

1 0 ... 0 

0 1 ... 0 

0 0 ... 1 

Uma matriz de qualquer dimensão ou forma onde todos os 

seus elementos sao nulos, isto e, 0 para qualquer i e j, é" 
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chamada matriz zero ou matriz nula , e sera indicada por 0. Então, 

0 = 

0 0 . . . 0 

0 0 . . . 0 

Uma matriz quadrada com 1 na diagonal imediatamente ac i 

ma da diagonal pr inc ipa l e zero nas demais posições é chamada ma

t r i z diagonal superior un i tá r ia ; analogamente, uma matriz quadra

da com 1 na diagonal imediatamente abaixo da diagonal pr inc ipa l e 

zero nas demais posições é chamada matriz diagonal in fe r ior unitá 

r i a . Indicando-as, respectivamente por S e S* , temos 

S = 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 0 

S* = 

0 0 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

Por analogia com o vetor l inha e o vetor coluna, d e f i 

nimos matriz l inha (matriz 1 por n) e matriz coluna (matriz,m por 

1 ) . Como casos par t iculares destes dois t ipos de matrizes, def in i 

mos a matriz coluna un i t á r i a , e indicamos por 1, a matriz em que 

todos os seus elementos sao 1 independente de sua ordem. Analoga

mente, uma matriz l inha com todos os seus elementos iguais a 1 se 

rá chamada matriz l inha un i t á r i a , e será indicada por 1*. Então , 

temos 

1 = 

1 
1 
1 

1* - QL, 1, 1, l j 
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Uma matriz quadrada onde todos os seus elementos são 

nulos , exceto àqueles da diagonal secundária que são 1, é chamada 

matriz diagonal inversa un i t á r i a , i s t o e: 

"~0 0 0 1~ 

0 0 1 0 
J = 0 1 0 0 

1 0 0 0 

Mais adiante daremos outros t ipos de matrizes que, pa

ra serem def in idas , necessitam de novos conceitos que sao dados a 

seguir . 

4 - OPERAÇÕES COM MATRIZES 

Vamos considerar agora as operações em e com matr izes , 

i s t o é , construir uma álgebra de matrizes. Das operações elementa 

res , a mais importante é a mul t ip l icação , e por esta razão começa 

remos por e l a , fazendo, a segui r , algumas referências à adição. 

Contudo, antes queremos introduzir o conceito de igualdade entre 

duas matrizes, i s t o e , duas matrizes A e B sao igua is se e somen

te se cada a ^ de A for igua l ao correspondente b ^ de B , e i n d i 

ca-se A = B . 

4.1 - Mult ipl icação de Matrizes 

Para introduzir o conceito de mult ipl icação de matri

zes , começamos por considerar uma transformação l inear de um ve 

tor x em um vetor y . Tal transformação l inea r pode ser e s c r i t a na 

forma 

n 
.y = J a x , i = 1, 2 , n (4.1.1) 

j = l J 2 

onde os coef ic ientes a são quantidades reais (ou complexas). Se 
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escrevemos a relação entre x e y dada por (4.1.1) na forma 

y = A x (4.1.2) 

então, (4.1.1) e (4.1.2) definem a multiplicação de um vetor x por 

uma matriz quadrada A. Em outras palavras, o vetor produto A x ê o 

vetor y cujas componentes sao dadas por (4.1.1). Por exemplo, a 

transformação linear dada por 

yx = 4 x 1 + 2 x 2 

y 2 = 3 x̂ ^ + 5 x 2 

pode ser escrita na forma 

4 2 

3 -5 

PROGRAMA 4: 

Este programa, em Forma de Função Subprograma, permite 

determinar o produto de uma matriz quadrada A por um vetor x, da

dos por 

A = (aij) ' i'J = 1 ' 2» 3> ' n 

X = (x^, X 2 > Xg, X^) 

A multiplicação de uma matriz A por um vetor x é dada por (4.1.1) 

SUBROUTINE GRAC02(N,A,V3,PMV) 
DIMENSION A(20,20),V3(20),PMV(20) 
DO 20 1=1,N 
SOMA=0. 
DO 10 J=1,N 
P=A(I,J)*V3(J) 

10 S0MA=S0MA+P 
20 PMV(I)=S0MA 

RETURN 
END 
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50666 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF C O M P I L A T I O N 

onde, A "••*•• = matriz 

V3 = vetor" 

PMV = produto da matriz pelo vetor 

A seguir vamos definir a multiplicação de uma'matriz por 

outra matriz. Para tanto, consideramos uma segunda transformação li 

near 

x - B z (4.1.3) 

a qual converte as componentes de z nas componentes de x. Deseja

mos expressar as componentes de y em termos das componentes de z 

como acima fizemos, y = Ax. Podemos escrever (4.1.3) na forma 

n 

x. = l b k z , j = 1, 2 n (4.1.4) 
J k=l J 

Substituindo (4.1.4) em (4.1.1), temos 

y±•- l a ü c í b

ik\) • í < í » ± 1

 b

i k ) \ <*.i.5) 

1 j=i k-1 j K fc k-1 j-1 1 J J l c k 

Se introduzirmos uma nova matriz C = c., definida por 

n 

C ± k = a ±j b J k , i,k = 1, 2, n (4.1.6) 

podemos escrever 
y = C z. 

Desde que, formalmente 
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y = A x = A (Bz) = (AB) z 

Somos conduzidos a definir a multiplicação de B por A, como sendo 

C = AB (4.1.7) 

onde C é determinado por (4.1.6). Note, cuidadosamente, a ordem 

com que o produto de matrizes é escrito. 0 produto AB é referido 

ou como B pré-multiplicado por A ou como A post-multiplicado por 

B. Post-multiplicaçao de uma matriz A por uma matriz B significa 

que A é para ser multiplicado à direita por B. Pré-multiplicação, 

usado no mesmo sentido, significa que A é para ser multiplicado à 

esquerda por B. Somente se A e B sao comutáveis, isto é, AB=BA , 

podemos ignorar â ordem da multiplicação. 

Para ilustrar como a multiplicação de matrizes, defini 

da por (4.1.7), é formada, consideremos as transformações 

y l 
3 2 

X l 

y 2 
2 -4 x 2 

x, ~1 -2~ 
1 ss 1 

X 2 
2 1 Z 2 

Podemos expressar y^ e y 2 em termos de z^ e do seguinte modo 

y 1 = 3 x 1 + 2 x 2 = 3(z x - 2 z £) + 2(2 z1 + z£ -

= [1(1) + 2(2)~j Z ± + [~3(-2) + 2(1)^ z 2 

= 7 z, - 4 z_ 

y i = 2 x i - 4 x 2 
2( Z ; L - 2 z 2) - 4(2 z ; + z 2) = 

= [2(1) - 4(2)-J z x + p(-2) - 4(1)2 z 2 

= " 6 z l " 8 z 2 



. 15 

Em notação matricial isto pode ser escrito como 

3 2 

2 -4 

1 -2 

2 1 

"7 -4" 

-6 -8 

Note que o elemento na primeira linha e primeira coluna da matriz 

produto é" a soma dos produtos dos elementos correspondentes da 

primeira linha da matriz da esquerda e a primeira coluna da ma

triz da direita. Os outros elementos da matriz produto sao deter

minados de modo análogo. 

Um ponto muito importante a considerar é que a multi -

plicação de matrizes não é comutativa. Em outras palavras, em ge

ral 

AB 4 BA 

Com um simples exemplo podemos mostrar este comportamente. Se 

A = 

temos 

AB = 

1 -1 

2 3 

1 -2 

7 -9 

B » 

e BA = 

2 -3 

1 -1 

-4 -11 

-1 -4 

A primeira coisa a se notar em multiplicação de matri

zes é que se somente as duas matrizes sao "compatíveis" - se o nu 

mero de colunas da primeira é igual ao numero de linhas da segun

d a - o produto existe. 

Produtos de tres ou mais matrizes podem existir, desde 

que elas sejam, em sequência, compatíveis. Neste caso, é fácil mos* 
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trar, pela definição, que a propriedade associativa é valida. Em 

outras palavras, para as matrizes A, B, e C, temos 

(AB) C - A (BC) 

Nesta discussão sobre multiplicação de matrizes nos nos 

restringimos a matrizes quadradas. Porém, a regra para formar os 

elementos da matriz produto, a qual é dada por (4,1.6), é também 

aplicável a matrizes retangulares, desde que o número de colunas 

da matriz A seja igual ao número de linhas da matriz B. Então, se 

A é uma matriz m por n e B é uma matriz n por p, a matriz produto, 

C, será uma matriz m por p, e em (4.1.6) o índice i variará de 1 

a m, enquanto que k variará de 1 a p. 

Nos, normalmente, nao usamos o conceito de divisão em 

álgebra de matrizes. 

PROGRAMA 5; 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

efetuar a multiplicação de duas matrizes quadradas, de ordem me

nor ou igual a IO* 

SUBROUTINE SQMUMAÍN,A,B,C) 
DIMENSION A(10,10),BC10,10),C(Í0,10),D(10,10) 
DO 10 l»l>N-
DO 10 J=X/N 
D(l,J)=0. 
DO 10 K=I,N 

10 D(I,J)=DCI,J)+A(I,K)*BCK,J) 
DO 20 1*1,N 
DO 20 d-l,N 

20 C(I,J)=D(I,Ü) 
RETURN 
END 

Õ20t*6 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 
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onde, N - grau (dimensão) de A e B 

A - matriz multiplicando 

B - matriz multiplicador 

C - matriz produto 

PROGRAMA ' 6: 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

efetuar a multiplicação de duas matrizes quaisquer de ordem menor 

ou igual a 30. 

SUBROUTINE MMATCI,J,K,A,B,R) 
DIMENSION A(30,30),B(30,30),R(30>30) 
DO 10N»1,K 
DO 30L-1, I 
SOMA=0. 
DO fcOM-I,J 
PR0D»A(L,M)*B(M,N) 

1*0 S0MA=S0MA+PR0D 
30 R(L,N)=S0MA 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

CORES USED 
?9999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 

A -- matriz multiplicando 

B -- matriz multiplicador 

R -- matriz produto 

I -- numero de linhas de A 

J -- numero de colunas de A 

K • - número de colunas de B 

(*) Colaboração do Sr. Antonio Pedro Coco, bolsista do Instituto 

de Energia Atômica. 
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Da regra para multiplicação de matrizes, um sistema,di 

gamos, de tres equações simultâneas 

11 x l 
+ a 1 2 X 2 

+ 
a 1 3 X 3 = C l 

21 x l 
+ 

a22 X 2 
+ 

a 2 3 X 3 = C 2 

31 x l 
+ 

a32 X 2 
+ 

a 3 3 X 3 = C 3 

pode ser escrito na forma matricial como 

all a12 a 1 3 ~ x l ~ " C l ~ 

a 2 1 a22 a 2 3 X 2 C 2 

a 3 1 a 3 2 a 3 3 X 3 C 3 

ou simplesmente como 

AX = C 

A matriz A (geralmente quadrada) e chamada matriz do sistema ou 

matriz dos coeficientes; as colunas X e C sao chamadas matrizes ço 

lunas das incógnitas e das constantes, respectivamente. E a ma

triz 

a l l a 1 2 a 1 3 C l 

a 2 1 a22 a 2 3 C 2 

a 3 1 a 3 2 a 3 3 C 3 

e chamada matriz aumentada do sistema, e e formada juntando-se a 

matriz das constantes à matriz dos coeficientes. 

0 procedimento mais importante em qualquer método, de 

solução de equações simultâneas por eliminação, consiste em redu

zir o sistema à forma de matriz triangular superior 
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1 
t 1 2 t 1 3 X l k l 

0 
1 fc23 

x 2 = ^2 

0 0 1 
X 3 k 3 

ou 

e o sistema 

TX - K 

x l + t12 X 2 + t 1 3 X 3 = k l 

x 2 + fc23 X 3 = k 2 

X 3 = k 3 

pode, imediatamente, ser resolvido por substituição inversa. 

4.2 - Fatorização de Matrizes 

0 conceito de fatorização, em muitos casos, é de grande 

valor prático. Por exemplo, a operação 

C - AB = B 

pode ser escrita, fatorada, na forma 

C = B + AB = (I + A) B (4.2.1) 

onde I é a matriz unitária. 

4.3 - Adição de Matrizes 

Necessitamos fazer umas poucas observações sobre a adi

ção (e subtração de matrizes). Para a adição ser útil e possível , 

precisamos ver qual o significado da igualdade 

A x + B x = (A + B) x (4.3.1) 
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Para que (4.3.1) tenha significado, é necessário que tanto A quan 

to B tenham o mesmo número de colunas quantos forem os elementos 

de x; e desde que A x e B x tenha cada uma, respectivamente, tan

tos elementos quantos forem as linhas de A e B, as matrizes A e B 

devem ter o mesmo número de linhas. Então, para a adição ser pos

sível, A e B devem ser de mesma dimensão, e na matriz soma os ele 

mentos sao as somas dos correspondentes elementos de A e B. Então, 

se 

tem-se 

C = A + B 

ij ij ij 
(4.3.2) 

A subtração de matrizes e tratada como uma adição nega 

tiva. 

4 . 4 - Multiplicação de Matrizes por Escalar 

Para se efetuar a multiplicação de uma matriz A por uma 

quantidade escalar k, multiplica-se todos os elementos da matriz 

pelo escalar, isto é, 

k A - k a. (4.4.1) 

5 - DETERMINANTES 

0 determinante dos elementos de uma matriz quadrada A e 

chamado determinante de A e é muitas vezes indicado por | A | , e 

escreve-se 

I A I -

a l l a12 aln 

a 2 1 a22 a 2 n 

ci -t " Si r% • • • cL 

nl n2 nn 

(5.1) 



. 21 . 

Este determinante é uma quantidade escalar função dos elementos 

a., da matriz A. Pode ser definido formando-se todos os produtos 

possíveis consistindo de um elemento de cada linha e cada coluna, 

fixando-se um sinal apropriado, e somando-os. A ordem de um detej: 

minante é o número de linhas e colunas da matriz quadrada que lhe 

da origem. 

Para escrever o procedimento clássico para calcular um 

determinante, começaremos por um determinante de ordem 2. A defi

nição, neste caso, é" 

a l l a 1 2 

a 2 1 a22 
= all a22 ~ a 1 2 a 2 1 

0 valor de um determinante de ordem 3 pode ser escrito 

em termos de determinantes de ordem 2 expandindo-se o determinan

te em função dos elementos de qualquer coluna (ou de qualquer li

nha) . Por exemplo, temos: 

all a12 a 1 3 

a 2 1 a22 a 2 3 

a31 a 3 2 a 3 3 

= a 
11 

a 2 2 a 2 3 a 2 1 a 2 3 a 2 1 a 2 2 

" a12 + a 1 3 
a32 a 3 3 a 3 1 a 3 3 a 3 1 a 3 2 

(5.2) 

onde a expansão é em termos da primeira linha. 

Em geral, a expressão de um determinante de ordem n em 

termos de seus elementos de qualquer coluna (ou de qualquer linha), 

envolverá determinantes de ordem n-1, e deste modo, determinantes 

de qualquer ordem podem ser calculados indutivamente. 

5«1 ~ Menor Complementar 

Chama-se menor complementar, ou simplesmente, menor de 

um elemento a ^ na matriz dos coeficientes, ã matriz quadrada obti 
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da suprimindo-se da matriz dos coeficientes a i-esima linha e a 

j-ésima coluna. 

Em (5.2) temos três menores de 2a. ordem de uma matriz 

de 3a. ordem. 

5.2 - Complemento Algébrico 

0 complemento algébrico, também chamado cofator, de 

um elemento a^j é o produto de seu menor complementar por (-l)"^, 

e é aqui indicado por . 

5 . 3 - Cofator Reduzido 

Chama-se cofator reduzido de um elemento matricial, o 

quociente do cofator pelo determinante da matriz, e indica-se por 

A... Então: 

A. . 

Ã,, - — i 1 - (5.3) 

5.4 - Leis de Laplace 

Lembrando (5.2) e com o conceito de cofator de um ele

mento a^j, podemos dar as duas leis de Laplace: 

a) "A soma dos produtos dos elementos de uma linha (ou 

coluna) pelos respectivos cofatores é igual ao de

terminante da matriz". 

b) "A soma dos produtos dos elementos de uma linha (ou 

coluna) pelos cofatores dos elementos corresponden 

tes de uma outra linha (ou coluna), é nula". 

Então, a regra para calcular o determinante | A | em 

termos dos elementos da i-esima linha pode ser escrita 

I A I - X a i k A i k ( 5 ' 4 ) 

k=l 
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5.5 - Propriedades Elementares de Determinantes 

Para referência, estabelecemos algumas das proprieda

des elementares de determinantes: 

a) Se duas colunas (ou duas l inhas) de um determinante 

sao intercambiáveis, o valor do determinante muda 

de s i na l . 

b) Se duas colunas (ou duas l inhas) de um determinante 

são idênt icas , o valor do determinante é zero. 

c) Se todos os elementos de uma coluna (ou uma l inha) 

sao multiplicados por um mesmo número, o determinan 

te f ica multiplicado por este número. 

d) Se linhas e colunas de um determinante são intercam 

biáveis sem mudar a ordem na qual e las ocorrem, o 

valor do determinante e ina l te ráve l . 

e) Se aos elementos de qualquer coluna (ou l inha) são 

somados os correspondentes elementos de qualquer ou 

t ra coluna (ou linha) multiplicado pelo mesmo número arbi t rár io , 

o valor do determinante f ica ina l te ráve l , i s to é, o determinante 

nao se a l t e ra se qualquer linha (ou coluna) é combinação l inea r 

de outra linha (ou coluna). 

f) A soma dos produtos de cada elemento de uma linha 

(ou coluna) pelo cofator do elemento correspondente 

de outra linha (ou coluna), é zero. Então temos: 

n 

l a-tt A lk = 0 P a r a 1 * 1 

n 

Í i ^ *** 
0 para i 4 j 
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Combinando estes resultados com (5.4) e.q correspondente resulta

do para colunas, podemos.escrever as seguintes relações 

X aik V - - N - i ^ -

(5.5) 

onde ,.Q.%t€ o delta de Kronecker que assume o valor 1 quando i=j , 

e o valor 0 quando : i í j. 

5.6 - Calculo de Determinante por Condensação 

Tendo dado•às propriedades' elementares de ̂  determinan

tes,,! :vamos aproveitar para dar um dos métodos mais-eficientes pa

ra cálculo de um determinante de ordem n, " métòdó^dá*'condensação 

(inicialmente desenvolvido por Chio em 1835),.e que se baseia nas 

propriedades c e e do item anterior. 

Seja o determinante, 

^(5.6) 

Aplicando as duas propriedades acima mencionadas, 3o que equivale 

dizer, usando o método da condensação, ó valor do determinante... 

(5.6) pode ser expresso pela seguinte expressão, aplicada n-1 ve

zes : 

all a12 al3 '•• aln 

a21 a22 a23 a2n 
A ^ 
n 

nl; . n2 n.3 . nn 
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n-1 = a 11 

a12 a13 aln 
a22" a21 a n

 a23" a21 a n ' * * a2n~ a21 a n 

a32 _ a31 a 
12 

11 

12 

*13 ln 
a33" a31 a n

 a3n" a31 a u 

13 ln 
-i o i ci A cl > • • • d cl ^ 

n2 nl a.^ n3 nl a^^ nn nl a ^ 

(5.7) 

PROGRAMA 7; 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

calcular um determinante (DETERM) de uma matriz quadrada de ordem 

menor ou igual a 20, pelo método da condensação. 0 algoritmo básjL 

co usado no programa é baseado na relação (5.7): 

a a. 
m.i im 

i.. -*• a . - a. — ^ = a - a . 
mm J mm 

a. 
Como a razão é independente do índice j, ela é computada uma 

cl 

vez para cada valor de i: 

QUOCIE = Á(I,M)/A(M,M) 

e então usada para cada valor de j: 

A(I,J) = A(I,J) - A(M,J) * QUOCIE 

A = matriz 

N = dimensão de A 

DETERM 2 valor numérico do determinante 
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SUBROUTINE DMC(A,N,DETERM) 
DIMENSION A(20,20) 
K=2 
M=l 

10 DO 20 l*K,N 
QUOCIE=ACl,M)/A(M,M) 
DO 20 J=K,N 

20 'A('l,d)-A('l, J)-ACM,J)*QUOCIE 
IF(K-N)30,t*0„£tO 

30 M=K 
• K=K+1 
GO TO 10, 

i+0 DETERM=1. 
DO 50 M-1,N 

50 DETERM«DETERM*A(M,M) 
RETURN 
END 

01O8U CORES USED 
?9999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 

5.7 - Calculo de Determinante pelo Método de Gauss 

O método de Gauss de eliminação sistemática para solu

ção de equações lineares simultaneas, é um dos melhores métodos 

numéricos para cálculo de determinante de uma matriz. 

Deixamos de dar o texto teórico do procedimento numéri 

co, pois o mesmo nao se enquadra no objetivo deste trabalho, para 

ilustrar a programação digital para este cálculo. Por outro lado, 

o desenvolvimento do método de Gauss pode ser encontrado na maio

ria dos livros de Análise e Cálculo Numérico. 

PROGRAMA 8; 

Éste programa, em forma de Função Subprograma, permite 
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calcular o valor numerico do determinante de utna matriz A (de or-
dem menor ou igual a 10), utillzandb o metodo de Gauss de elimina 
qao sistematica. 

SUBROUTINE DTM(A,N,DET) 
DIMENSIONA(1Q,1Q),XMAX(10) 
DO 301-lvN' 
XMAX(l)-ABSFCAO, I))-' 
L»l 
KK=I+1 
DO U0K=KK,N 
IF(XMAX( I )-ABSF(A(K, I)) )50, W, kO 

50 XMAXCI)=ABSF(A(K,I)) 
L=K 

kQ CONTINUE 
DO 90J=I,N 
B=A(I,J) 
A(I,J)=A(L,J) 
A(L,J)=B 

90 CONTINUE 
M-N 

120 A(I,M)=A(I,M)/A(I,I) 
IF(M-f)100,100,110 

110 M-M-l 
GO T0120 

100 IF(I-1)125,125,115 
115 NN-1 

GO T0150 
125 NN-I. 
130 NN=NN+1 

IFCNN-I)135,130,135 
135 IF(NN-N)150,150,30 
150 M=N 
170 A(NN,M)=A(NN,M)-A(NN,l)*A(f,M) 

IF(M-I)130,130,180 
180 M-M-l 

GO T0170 
30 CONTINUE 

DET=1. 
DO 190I=1,N 

190 DET«DET*XMAX(I ) 
RETURN 
END 



28 

52610 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 

onde, A 3 1 matriz dos coeficientes 

N = ordem de A 

XMAX = maior coeficiente de uma coluna 

DET = valor numérico do determinante 

5.8 - Calculo de Determinante pelo Método de Crout 

Analogamente ao método de Gauss, o método de redução de 

Crout para solução de sistemas de equações lineares, também é mui

to eficiente para calcular o valor numérico do determinante de uma 

matriz. 

O desenvolvimento deste método é largamente discutido 

nos livros de Calculo Numérico, razão pela qual deixamos de trans

crevê-lo aqui, para darmos a programação digital. 

P R O G R A M A ^ 9: 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

calcular o valor numérico do determinante de uma matriz A (de or

dem menor ou igual a 10), utilizando o método de redução de Crout. 

SUBROUTINE DTC(A,N,DET) 
DIMENSION A(10,10) 
DO 10I»1,N 

10 A(I,1)»A(I,1) 
DET=A<1,1) 
DO 20J=2,N 

20 A(1,J)=A(1,J)/A(1,1) 

(*) Colaboração do Sr. Antonio Pedro Coco, bolsista do Instituto 

de Energia Atômica.' 
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DO 301-2,N 
I 1 = 1-1 
s=o . 
DO 35K-1,II 
P=A(I,K)*A(K,I) 

35 S=S+P 
A(I,I)=A(I,I)-S 
DET=DET*A(I, I) 
IF(I-N)31,60,31 

31 IF(DET)36,60,36 
36 IS=I+1 

DO tOJ=IS,N 
S=0. 

DO U5K=1,I I 
P=A(J,K)*A(K, I ) 

k5 S=S+P 
í*0 A(J, l)=A(J, I )~S 

DO 50J=IS,N 
S=0. 
DO 55K=1,I I 
P-ACI,K)*A(K,J) 

55 S=S+P 
50 A(I,J)=(A(I,J)-S)/A(I,I) 
30 CONTINUE 
60 RETURN 

END 

02U62 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 

onde, A = matriz dos coeficientes 

N = ordem de A 

DET = valor numerico do déterminante de A. 

6 - PROPRIEDADES DE ALGUMAS MATRIZES ESPECIAIS 

Para desenvolver qualquer tipo de Álgebra, necessitamos 

conhecer além das operações fundamentais e os conceitos de "unida

de" e "zero", as propriedades fundamentais de certas matrizes que 

muito podem auxiliar métodos numéricos que utilizem a Álgebra de 
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Matrizes. 

MATRIZES UNITÁRIAS 

É facilmente verificado que 

AI = A, e IA = A (6.1) 

Em (6.1), se A nao é quadrada, as duas matrizes unitárias serão 

de ordens diferentes, uma delas compatível para post-multiplica-

çao, e a outra compatível para pré-multiplicaçao. 

A multiplicação de I por ela mesma (aqui os I's devem 

ser de mesma ordem) e uma outra matriz unitária. Então, 

I . I = I 2 = I (6.2) 

Consequentemente, para qualquer n inteiro e positivo 

I n = I (6.3) 

MATRIZES NULAS 

A diferença entre duas matrizes iguais é uma matriz nu 

la, e uma vez que uma matriz nula de qualquer ordem é única, duas 

matrizes quaisquer que deferirem por uma matriz nula, sao iguais. 

Esta propriedade da matriz nula e análoga a aquela do zero no sis 

tema numérico. Também e verdade que 

A . 0 = 0 . A = 0 (6.4) 

Porém, se A . B = 0 , isto nao significa que A ou B deve ser uma 

matriz nula. Por exemplo, 

1 2 2 -6 0 0 

4 8 -1 3 0 0 

(6.5) 
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MATRIZES DIAGONAIS 

Duas das propriedades mais interessantes das matrizes 

diagonais, sao que: 

u o o a b c ua ub uc 

o V o d e f = vd ve vf (6.6) 

o o w g h k wg wh wk 

a b c u o 0 au bv cw 

d e f o V o = du ev fw (6.7) 

g h k 0 o w gu hv kw 

Então, vemos que matrizes diagonais em pré-multiplicação, multipli 

cam linhas pelos elementos correspondentes da diagonal, e em post-

-multiplicaçâo, multiplicam colunas pelos elementos corresponden

tes da diagonal. 

Em consequência disto, se desejarmos multiplicar todos 

os elementos de uma matriz por algum número ou quatidade, podemos 

fazê-lo pré- (post-) multiplicando por uma matriz diagonal cujos 

todos os elementos da diagonal e" o número ou quantidade em ques

tão. 

MATRIZES DIAGONAIS SUPERIOR E INFERIOR UNITÁRIAS 

Tais matrizes têm propriedades úteis, tais como: 

~0 1 0 ~ a b c d e f~ 

0 0 .1 d e f = g h k 

0 0 0 g h k 0 0 0 

(6.8) 

Isto é, se qualquer matriz é pre-multiplicada por uma matriz dia

gonal superior unitária (compatível com aquela), a matriz produto 
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tem a ultima linha nula, as outras linhas sao elevadas para as li 

nhãs de cima, e perde-se a primeira linha original da matriz mul

tiplicador. Analogamente, S* como um pré-multiplicador, as linhas 

são abaixadas, e perde-se a última linha. Post-multiplicando por 

S ou S* tem-se um efeito correspondente sobre as colunas. 

Estes resultados são casos especiais de um princípio 

geral. Se desejamos realizar qualquer operação matricial sobre as 

linhas de uma matriz, podemos fazê-la realizando a mesma operação 

sobre a matriz unitária, e usando a matriz assim obtida como um 

pre-multiplicador. Analogamente, para operar sobre colunas usare

mos a matriz resultante como um post-multiplicador. 

Por razoes que podem ser de interesse, vamos conside

rar produtos e potências das matrizes diagonais superior e infe-
2 

rior unitárias. Do exposto, vemos imediatamente que S . S (ou S ) 
ê uma matriz com unidades somente na 2a. diagonal superior. Pelas 

— 3 

mesmas razões, S tem unidades somente na 3á. diagonal superior , 

e assim sucessivamente. Finalmente, por este processo, pesquiza-

mos \ima matriz nula. Se S e de ordem n, S m = 0 se m >, n. Resul

tados similares existem para S*. 

MATRIZES COLUNA E LINHA UNITÁRIAS 

0 resultado de post-multiplicação por uma matriz colu

na unitária e uma matriz coluna cujos seus elementos é a soma das 

linhas; e uma pré-multiplicaçao por uma matriz linha unitária é 

uma matriz linha de somas de colunas. Tais matrizes, somas de li

nhas ou soma de colunas, são de considerável ajuda em cálculo de 

matrizes como verificação de precisão. Por exemplo, 

1 2 3 

2 3 4 

1 

1 

1 

6 

9 

onde 6 e 9 sao as somas 

das linhas, e 
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[ 1 1 

1 2 3 

2 3 4 

3 5 7 onde 3, 5 e 7 sao 

as somas das colu 

nas 

MATRIZES DIAGONAL INVERSA UNITÁRIA 

Pre-multiplicaçao por J inverte a ordem dos elementos 

em cada coluna, e post-multiplicaçao inverte a ordem dos elemen

tos em cada linha. As linhas e colunas sao invertidas formando-se 

o produto JAJ, onde os dois J's sao de ordens diferentes se A é 

retangular. Outras propriedades interessantes sao: 

- I (6.9) 

J = J (6.10) 

onde l e a matriz unitaria, e J é a matriz transposta de J. 

7 - MATRIZES TRANSPOSTA, INVERSA, E ADJUNTA 

Se troçarmos linhas por colunas, na mesma ordem, de uma 

T 

matriz A, obtemos a matriz transposta que indicamos por A . A nota 

cão A' também é usada por muitos autores. Deste modo, se 

all a12 a 1 3 aln 

a 2 1 . a22 a 2 3 a2n 

A = 

a a ~ a n ... a 
ml m2 m3 mn 

temos 
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all a21 a31 aml 

a12 a22 a32 *m2 

aln a2n a3n * * * amn 

(7.1) 

PROGRAMA 10; 

Este programa, em Forma de Função Subprograma, permite 

efetuar a multiplicação da transposta de uma matriz por um vetor, 

dados por 

A = ^ aij^ ' * » J = 1 > 2 , 3, ...,n - matriz dada 

T 

A = (ajj[) > • 1» 2, 3, n - transposta de A 

x = (x^, x 2, x^, x^) - vetor 

A multiplicação da transposta de A por um vetor x e dada por 

n 
A X - l a4± X 4 

SUBROUTINE GRAC05(N,A,V7,PTV) 
DIMENSION A(20,20),V7(20),PTV(20) 
DO 20 1-1,N 
SOMA=0. 
DO 10 J=1,N 
P=ACü,l)*V7(J) 

10 S0MA=S0MA+P 
20 PTVCI)=S0MA 

RETURN 
END 
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00666 CORES USED 
39999 NEXT COMMON 
END OF COMPILATION 

onde, A(J,I) = transposta de A 

V7 = vetor 

PTV - produto da transposta por vetor 

f de interesse a seguinte regra para a transposta de 

um produto: 

,(AB)T - B T A T (7.2) 

Para se provar (7.2), notamos que o elemento na i-esima linha e 

j-esima coluna da matriz (AB) e igual ao elemento na j-ésima li

nha e i-ésima coluna da matriz AB, por definição de matriz trans

posta. Por (4.1.6) este elemento é 

n 

i i a ^ b k i 

Desde que se possa reescreve-lo na forma 

n 

¿ 1 b " 

e que b. . sao os elementos do i-ésima linha de B , e a., são os 

elementos da j-esima coluna de A , segue que esta expressão e o 
- - T T 

elemento na i-esima linha e j-esima coluna da matriz B A . 

Uma matriz A e chamada matriz simétrica se e somente 

se 

(7.3) 

isto e: 
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A = 

all a12 a13 aln 

al2 a22 a32 a2n 

a13 a32 a33 * *' 
a_ 
3n 

aln a2u a3n * *' 
a 
nn 

Em caso contrario, a matriz sera nao-simétrica. 

. Uma matriz quadrada A e dita ser nao-singular se seu 

determinante é diferente de zero. Em caso contrário, a matriz é 

singular. 

Vamos introduzir agora o conceito de matriz inversa. A 

matriz inversa de uma matriz A é indicada por A ^ e é definida pe. 

la relação 

A A - 1 - A - 1 A I 

.-1 

(7.4) 

E~evidente, então, que se A existe, A deve ser nao-

-singular, pois se A fosse singular, f A | = 0, e isto é impossj! 

vel porque de (7.4) segue que 

I A I . .-1 .-1 
A I 1. 

Deste modo, consideramos A nao-singular e vamos mos-

tar como construir a matriz inversa. Inicialmente, definimos a ma

triz adjunta de A como sendo a transposta da matriz dos cofatores 

de A que será indicada por adj AA. Entáo, 

adj A = 
*12 

21 

22 

A- A. 
ln 2n 

ni 

n2 

nn 

(7.5) 
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Dividindo-se todos elementos da matriz adjunta pelo determinante 
de A, obtem-se a matriz inversa; ou o que é o mesmo e de modo mais 
simplificadora matriz inversa e a transposta da matriz dos cofa
tores reduzidos (cofator dividido por | A ]). Isto é, 

.-1 

All A21 
A12 A22 

A,, 
i ni 

*n2 

A, A„ ln 2n nn 

(7.6) 

Exemplificando: Determinar a adjunta e a inversa da matriz 

A = 
2 0 7 

- 1 4 5 
3 2 1 

Primeiro calculamos os cofatores de A. Por exemplo: 

12 
-1 
3 

5 
1 16 

Em segundo lugar, transpomos a matriz dos cofatores e encontramos: 

adj A = 
-6 14 -28 
16 -19 -17 

-14 -4 8 

A seguir, calculamos o determinante de A, e podemos escrever que 

.-1 
110 adj A = 

8 7 14 
55 " 55 15 

8 19 17 
55 110 110 

7 2 4 
55 55 ~ 55 



38 

Para provar que a inversa e a transposta da matriz dos 

cofatores reduzidos, começamos por provar que se C = adj A, deve

mos ter 

A C =| A I . I (7.7) 

De fato, o elemento na i-esima linha e j-ésima coluna de A C, é 

por (4.1.6), dado por 

n 
/ a., A M = a... A,, + a.„ A.„ + ... + a._, A. 

k t x ik jk il jl i2 j2 iil jn 

Mas pelas equações (5.5) a relação acima é igual a [ A | se i=j , 

e & igual a zero se i j. Portanto, isto prova (7.7). Do mesmo 

modo podemos também provar que 

C A = I A I I (7.8) 

Então, se supormos que a inversa A é dada por 

A - 1 - — — C - — — adj A (7.9) 

I A ] [ A ] 

e pré-multiplicarmos por A, temos: 

-1 1 1 
A A = A — ± — C = — - — A C 

I A 

Por (7.7) encontramos que 

A A _ 1 = — — I A I 1 = 1 (7.10) 

Analogamente, usando-se (7.8) encontramos 

A _ 1 A = I (7.11) 

Reunindo (7.10) e (7.11) provamos que A 1 é definida por (7.9) , 
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pois satisfaz a definição (7.4). 

Agora aproveitamos os conceitos dados para definir três 

tipos de matrizes e a noção de "rank" de matriz, que muito podem 

auxiliar os métodos de solução de equações lineares. 

Se uma matriz A satisfaz a condição que sua inversa 
—1 .* T 
A é igual a sua transposta A , a matriz é chamada matriz ortogo 

nal. Deste modo, para uma matriz ortogonal, temos 

A A T = I (7.12) 

onde I é a matriz unitária. Um exemplo de uma matriz ortogonal é 

dado por uma matriz cujas linhas sao os cosenos diretores de três 

eixos mutualmente perpendiculares referidos ã três eixos fixos mu 

tualmente perpendiculares. Um exemplo de tal matriz é 

- L - o . 
MT MT 

A - 1 1 1 
2 " 2 NT! 

1 1 1 
2 " 2 " \fT 

Uma matriz é chamada positiva-definida, se 

(x, A x) £ 0 , para qualquer vetor x diferente de zê  

ro. 

Uma matriz é chamada não-negativa, se 

(x, A x) > 0 ,,para qualquer que seja o vetor x. 

A noção de rank de uma matriz é muito importante tanto 

na solução de sistemas de equações lineares cuja matriz dos coefi 

cientes e retangular, como na solução de equações homogêneas li-
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neares. 

Define-se rank de uma matriz A como a ordem da maior 

sub-matriz quadrada suprimindo-se de A certas linhas e/ou colu -

nas, e comprimindo-se os elementos restantes em uma matriz compaç 

ta, cujo determinante seja diferente de zero. Por exemplo, a ma

triz 2 por 3 

1 

2 

0 

0 

2 

4 

é de rank 1, pois seus menores de 2a. ordem 

1 0 1 2 0 2 

.2 0 » 
- i 2 4 > 0 4 

sao iguais a zero; porem nem todos os seus elementos (menores de 

la. ordem) sao nulos. 

8 - DETERMINAÇÃO DA MATRIZ INVERSA 

Consideramos, inicialmente, um sistema de n equações 

relativo a n incógnitas x^, Y.^ x^, na forma 

all X l + a12 x 2 + •*• + aln X n " Cl 

a21 Xl + a

2 2
 X 2 + + a2n X n = C2 

a . x 1 + a _ x _ + . . . + a x 
nl 1 n2 2 nn n n 

(8.1) 

Lembrando da definição de cofator reduzido podemos trans 

formar o sistema (8.1) na seguinte forma: 
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0 0 ... 1 

de n colunas, e tratarmos cada coluna desta matriz como uma única 

coluna e, obteremos, finalmente a matriz (7.6) em lugar de uma uni 

ca coluna x. Isto e, a matriz resultante serã a inversa da matriz 

dos coeficientes de um sistema de equações. 

PROGRAMA^ 11; 

Este programa, em forma de Função Subprograma, permite 

inverter uma matriz quadrada de ordem ̂  $ 30. 

SUBROUTINE INVMAT(C,N) 
DIMENSION C(30,30) 
DO 10 1=1,N 
CINT-C("I,I) 

(*) Colaboração do Sr. Antonio Pedro Coco, bolsista do Instituto 

de Energia Atômica. 

X l = All Cl + *21 C2 + *•• + Kl Cn 

X 2 " ^ 2 Cl + Kl C2 + *' * + Kl Cn 

(8.2) 

x = A, c, + A„ c_ + ... + Ã c 
n ln 1 2n 2 nn n 

De (8.2) e (7.6), segue que a k-ésima coluna da matriz 

inversa dos coeficientes de (8.1) e a solução correspondente fa

zendo-se e todos os outros c's iguais a zero. Deste modo , 

se em vez de substituir por uma simples coluna inserimos uma ma

triz unitária 

~1 0 ... 0~ 

0 1 ... 0 
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CCï,l)-l. 
í DO 15J=1,N 
I 15 CCI,J)=C(I,J)/CINT 

DO 10K=1,N 
IFCI-K)20,10,20 

20 CINT-C C*K# 1 ) 
C(K,l)-0. 
DO 10M-1,N 
C(K,M)-CCK,M)- CIN T*C (ï , M ) 

10 CONTINUE 
RETURN 
END 

CORES USED 
NEXT COMMON 

F COMPILATION 

onde, A = matriz 

N = dimensão de A 

8.1 - Inversão de Matrizes pelo Metodo da Eliminação de Gauss 

O método da eliminação de Gauss permite, além de calcu 

lar a solução de um sistema de equações lineares, e o determinan

te do sistema, determinar a inversa da matriz dos coeficientes. 

Para determinar a inversa da matriz dos coeficientes , 

escrevemos a matriz 

all a12 a13 *•• a m 
1 0 0 ... 0 

a21 a22 a23 **' a2n 
0 1 0 ... 0 

a31 a32 a33 a3n 
0 0 1 ... 0 

nl an2 an3 
a 
nn 

0 0 0 ... 1 

(8.1.1) 

associada com as equações dadas pelo sistema 

0*1228 
59999 
END 0 
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n 

£ aik \ 
k=l l f c k 

b^, i • 1, 2, ..., n (8.1.2) 

As primeiras n colunas desta matriz representam, respectivamente, 

os coeficientes de x^, x^* •••» x

n >
 a s ultimas n colunas represen 

tam os coeficientes de b^, b2» ...» b^, respectivamente. Então, 

cada linha da matriz representa uma das equações (8.1.2). 

Se a primeira linha da matriz é dividida por e o 

resultado e multiplicado por a3i anl' 6 s u ^ t r a ^ ^ ° » relL 

pectivamente, da segunda, terceira, n-ésima linhas, o resul

tado é uma matriz auxiliar tendo zeros nos lugares dos elementos 

a^. Seguindo os passos do método de Gauss, obte* a 2 1 , a 3 1, 

mos um conjunto de equações representado pela matriz* 

1 
*Í2 a13 *•• «i» "il 

0 0 0 

0 1 
a23 a2n «21 

c' 
22 

0 ... 0 

0 0 1 • • • a3n "Si" 
c32 c33 

0 

c' c* 
nl n2 

n3 nn 

(8.1.3) 

Multiplicando a ultima linha da matriz acima por ... 

*ln» a2n' n 
e subtraindo-a da primeira, segunda, ... 

(n-l)-esima linhas, respectivamente, obteremos zeros^ para todos 

os elementos da n-ésima coluna exceto para o último elemento. Con 

siderando,"agora, at(n-l)-ésima coluna e procedendo com processo 

similar, obtemos zeros em todas as posições daquela coluna exceto 

para o elemento unitario restante na (n-l)-ésima linha. Continúan, 

do o processo para cada uma das outras colunas até a segunda, ob

temos a matriz 
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1 O O ... O c u c 1 2 c 1 3 ... c l n 

O 1 O ... O c 2 1 c 2 2 c 2 3 ... c 2 n 

O O 1 ... O c 3 1 c 3 2 c 3 3 ... c 3 n 

O O 0 . . . 1 c , c „ c „ 
n i n 2 n 3 n n 

(8.1.4) 

c u j a s e q u a ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s s a o 

J.J-

k = l 
c i k b k ' 1 

X y 2 y • • • j TI 

e p o r e s t a r a z ã o a m a t r i z f o r m a d a s o m e n t e p e l o s c's é a i n v e r s a de 

A. 

8.2 - I n v e r s ã o d e M a t r i z e s p e l o M é t o d o d e C r o u t 

Como o m é t o d o de C r o u t é , e s s e n c i a l m e n t e , u m m é t o d o de 

e l i m i n a ç ã o , o p r o c e d i m e n t o p a r a d e t e r m i n a ç ã o d a m a t r i z i n v e r s a é , 

b à s i c a m e n t e m a q u e l e d e s c r i t o n o i t e m a n t e r i o r , o n d e p a r t i m o s d a m a 

t r i z a u m e n t a d a d a d a (8.1.1) p a r a a m a t r i z (8.1.3) e f i n a l m e n t e p a 

r a ( 8 . 1 . 4 ) . O s c á l c u l o s , e n t r e t a n t o , s a o m a i s a d a p t a d o s p a r a c o m p u 

t a d o r e s d i g i t a i s o n d e a s o m a t ó r i a dos p r o d u t o s c o m o u s e m d i v i s ã o 

f i n a l p o d e m s e r c a l c u l a d a s como u m a s i m p l e s o p e r a ç ã o c o n t í n u a d e 

m a q u i n a . A s r e g r a s do m é t o d o de C r o u t p a r a m o d i f i c a r u m a m a t r i z dja 

d a p o d e m s e r a p l i c a d a s d i r e t a m e n t e p a r a o b t e r a m a t r i z a u x i l i a r . 

a í l a 1 2 a 1 3 a l n 

a 1 a' a1 

2 1 ! 22 2 3 * 

a 3 1 a 3 2 

n l 

33 
i 

*3n 

"11 

a ' c ' 
•* a 2 n C 2 1 

'31 

0 

"22 

, t 

'32 

0 

0 

, i 

"33 

n 2 n 3 
a ' c 1 

n n n l 
c ' c ' 
n 2 n 3 

0 

0 

0 

n n 

(8.2.1) 
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Como no item 8.1, os únicos elementos significativos desta matriz 

estão à direita dos elementos diagonais a.1, , a»„ a' , e ês 
6 11' 22' ' nn' — 

tes sao idênticos àqueles da matriz (8.1.3). 

A matriz final é a matriz quadrada que inclue as últi

mas n colunas de (8.1.4) e ê, deste modo, a matriz inversa de A. 

0 método para determinar os elementos c^ desta matriz inversa , 

a partir da matriz auxiliar (8.2.1), e indicado pelas equações se 

guintes 

c , - c», 

nj nj 

cn-l,j ~ °n-l,j an-l,n °nj 

°n-2,j °n-2,j an-2,n °nj an-2,n-l °n-l,j 

n (8.2.2) 

n 

9 - DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES 

Iniciamos com uma definição: duas matrizes A e B sao 

similares se existir uma matriz não-singular C tal que 

B - C - 1 A C (9.1) 

Neste caso, a matriz B e obtida da matriz A por uma transformação 

de similaridade. 

Como matrizes diagonais sao particularmente convenien

tes para cálculos, é de interesse perguntar se qualquer matriz po 

de ser diagonalizada através de uma transformação de similaridade. 

Nos estabelecemos, sem provar, alguns resultados úteis a este re¿ 
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í 

peito. Maiores detalhes podem ser encontrados em Frazer, Duncan , 

e Collar Cl7^, e Faddeeva \2223 • 
Inicialmente, suponhamos que todos os auto-valores X^, 

^2» ••*» \i ^ e u m a m a t r ^ z ^ s e J a m distintos. Então, A terá n dis

tintos auto-vetores linearmente independentes. Além do mais, se W 

é uma matriz cujas colunas sao os auto-vetores, então 

W - 1 A W - D (9.2) 

onde, D é a matriz diagonal 

1 0 0 0 . . 0 

0 *2 0 0 • .. 0 

0 0 X3 0 . . 0 

0 0 0 0 . . x 
n 

Deste modo, A pode ser diagonalizada por uma transformação de si

milaridade. 

Se qualquer dos auto-valores de uma matriz são de mul

tiplicidade maior que 1, porém a cada auto-valor corresponder tan 

tos auto-vetores linearmente independentes quantos forem sua mul

tiplicidade, a matriz pode ser reduzida ã forma fdiagonal, e a 

equação (9.2) é novamente válida. Este é, em particular, o caso ga 

ra matrizes reais simétricas. Òs auto-vetores associados com dis

tintos auto-valores de uma matriz real simétrica são ortogonais. 

Então, os auto-vetores linearmente independentes associados com um 
. . . . r. 

simples auto-valor de multiplicidade maior que 1 podem ser escoJM 

dos para serem ortogonais. Consequentementej para uma matriz real 

simétrica de n por n elementos, é possível determinar n auto-veto 

res ortogonais. 
Para o caso geral de auto-valores múltiplos, a transfçr 
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mação ã forma diagonal nao é sempre possível por uma transforma 

çao de similaridade. Para descrever a forma canónica de Jordan on 

de qualquer matriz pode ser transformada por uma transformação de 

similaridade, introduzimos a definição de uma matriz canónica , 

que é uma matriz da seguinte forma 

0 

0 

T = 0 1 X. ... 0 0 

x i 
0 0 .... 0 

1 
x i 

0 ... 0 

0 1 
x i 

... 0 

• » < 

0 0 0 

• * • 

... 1 

onde todos os elementos sobre a diagonal principal sao X^; todos 

os elementos na primeira sub-diagonal (isto é, os elementos dire

tamente abaixo da diagonal principal) sao unidades; e todos os ou 

tros elementos sao nulos. 

Uma matriz canónica nao pode ser simplificada usando-

-se uma transformação de similaridade. Seu polinómio característi 

co e (X-X^) mi onde m^ é a ordem da matriz. Deste modo, a matriz 

canónica tem o único auto-valor múltiplo X^. Ela tem somente um 

auto-vetor linearmente independente. 

A forma canónica de Jordan e uma matriz quase-diagonal, 

composta por matrizes canónicas 

T l 
0 0 ... 0 

0 T 
2 

0 ... 0 

0 0 T 
3 

0 

0 0 0 ... T 
í 

onde cada é uma matriz canónica e cada 0 representa uma matriz 

zero. Esta notação mostra a matriz em questão, seccionada em sub-
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-matr izes, das quais aquelas sobre a diagonal pr inc ipa l sao e 

todas as outras sub-matrizes são matrizes nulas . Por exemplo, se 

T l -

2 0 0 

1 2 0 

0 1 2 

4 0 

d 4 

a forma canónica de Jordan sera 

T l 0 0 

0 T 2 0 

0 0 T 
3 

2 0 0 

1 2 0 

0 1 2 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 

0 0 

0 

-3 

0 

0 

0 

0 

4 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

Os ^ aparecendo nas vár ias matrizes são auto-valores da matriz 

o r i g i n a l , e também da matriz canónica. É possível qúe o mesmo nú

mero apareça em diversas matrizes canónicas. A mult ipl icidade 

de um auto-valor é igua l a soma das ordens das matrizes que apare 

cem como elementos diagonais. 0 número de auto-vetores linearmen

te independentes associados com elas é igua l ao número de matri

zes nas quais e les aparecem. No último exemplo, os auto-valores 2, 

- 3 , 4, são de ordem 3, 1, e 2 , respectivamente. Associado a cada 

auto-valor es tá um auto-vetor linearmente independente. 

Notamos que uma matriz diagonal é um caso especial da 

forma canónica de Jordan onde todas as matrizes canónicas são de 

primeira ordem. 

Como j á f o i mencionado, toda matriz pode ser transfor

mada na forma canónica de Jordan por uma transformação de s imi l a 

ridade. Nos omitimos qualquer discussão de como esta forma canôni 

ca pode ser determinada para uma dada matriz. Nossa apresentação 

tem o proposito somente de mostrar as situações que podem ocorrer 
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com relação a auto-valores e auto-vetores de uma matriz. 
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