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1 - INTRODUGAO

Equagaes lineares aparecem em muitos problemas de enge
nharia, ffsita, matemética‘aplicada; e outros campos de grande in
teresse. Por exemplo, resolvepdo-se uma equaggo a derivadas pér—
ciais do tipo elfitico, tal como a equagao de Laplace, nos, fre-
‘quentemente, cobrimos a regiao a ser estudada com uma malha retan
gular e procuramos determinar os valores da solugﬁo nos nos désta
malha. Se substituirmos a.equagéo diferencial por uma equagéo de
diferenca aproximada daquela, somos conduzidos a um sistema de
equagoes lineares simultaneas com um numero de incognitas bastan-
te elevado. Nos problemas dos varios campos, incluindo a analise
estrutural, as complicadas interagoes entre as varias quantidades
em estudo podem ser representadas por sistemas de equagSes linea-

rées.

Tendo em vista fornecer a estrutura para este interes
sante estudo sobre as equagoes lineares, e nosso objetivo, neste
trabalho, expor os conceitos classicos sobre matrizes e determi -~
nantes, iniciando por fundamentos de vetores, fornecendo assim os
instrumentos para uma computaggo proveitosa e preparando uma base
para novos estudos. Cada t6pico apresentado, e onde for convenien
te, sera ilustrado por programas escritos em linguagem FORTRAN II,
e testados no computador digital IBM 1620, Mod. II do Instituto

de Energia Atomica.

fiste trabalho & apresentado de modo a tratar os assun-
tos considerados em uma ordem didatica visando facilitar a exposi
950 do texto. Assim e que o roteiro por nos seguido, - compreende:o
conceito fundamental de vetores e definigaes relativas, juntamen-
te com os métodos numéricos e programas para suas operagSes basi-
cas; matrizes: definigSes dos principais tipos de matrizes; matri
zes: opéragses basicas com matrizes incluindo programagSes digi-
tais; determinantes: definicao de determinante de uma matriz e

seus elementos, propriedades fundamentais e metodos para calculo




de determinantes; propriedades de algumas matrizes especiais; ma-
trizes transposta, inversa e adjunta; e determinagso da matriz in

i

L - - -
versa por varios metodos numericos.

A bibliografia apresentada no final, lista muitos dos
textos gerais existentes sobre analise numérica, juntamente . com
uma selegao de textos colaterails constituida de revistas e certas

fontes de relevantes tabelas mateméticas e formulas,

2 - VETORES

0 leitor‘deve estar familiarizado com o conceito de um
vetor no espago bi-dimensional e no espago tri-dimensional. Tais
vetores tem duas e tres componentes, respectivamente. Este concei
to pode ser generalizado ao espaco n-dimensional, se  definirmos
um vetor como sendo um conjunto de n numeros reais que podem ser

escritos na forma

x = - (2.1)

Na verdade, os Xy podem também ser nﬁmeros complexos. Lembremos
aqui que um nimero real é um caso particﬁlar de um numero comple-
xozonde’aﬂéarte imaginaria é zero. 0 vetor na igualdade (2.1) e
chamado vetor coluna. Se 63 n numeros forem dispostos em um ar-

ranjo horizontal,

vx :=->[:xi, X5 33,>..;, xn:}f . (i.Z)



o vetor x € -chamado vetor linha. As quantidades x, sao chamadas ‘

i
- o~
as componentes de X, e n e chamado dimensao do vetor x. Vetores
- ~ - X - ~
de uma unica dimensao, isto e, de uma unica componente, sao chama

dos escalares.

Recordemos que no espago'bi— e tri-dimensional dois ve
tores sao iguais se e somente se suas componéntes forem iguais na
mesma ordem, e que a operaggoide.adigao de dois vetores é realiza
da somando~se as componentes que se correspondem. A multiplicaggo
de um vetor por um escalar significa que cada componente do vetor

é multiplicada pelo mesmo numero real.

Se éstes comceitos sao generalizados ao espago ﬁ-dimgg
sional, somos conduzidos as seguintes definigoes formais. Ddis ve
tores x ey 830 iguais se e somente se suas componentes sao iguais,
- isto e, x, =y, para 1=1,2,3, ..., n. A adigao e subtragao
de dois vetores x e y dados por x = (Xl’ Xys gy eees xn) e ves

y = (yl, Yy y3, ceesy yn) é indicada por x -y e é definida por

— 4+
X, — Y. |
xl s yl
2 ¥ 2
X3 7 Y3

+ .

(x=-y) = (2.3)

xn - yn

ou

PO + ¥
(x~-y) = xl Y19 X2 }’2, ceny xn yn

PROGRAMA 1:

Estes programa, em forma de Funggo Subprograma, permite

efetuar a adicao ou subtracao de dois vetores x ey com atée 20



componentes em cada um.

SUBROUTINE GRACO3(N,VL,V5,AS, INDAOS)
DIMENSION V4(20),V5(20),AS(20)
10 DO 20 I=1,N
20 ASCI)=VL(1)=-V5(1)
- GO TO 50
30 DO 40 1=1,N
40 ASCI)=VL(I)+V5(1)
-50 RETURN
END

00866 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

onde, V4 = x
| - V5 =y

AS = adicao e subtragao de dois vetores

INDAOS = indicador para adigao ou subtragao

adigao é comutativa e associativa, isto é, x+y=y+x e

x+ (y+2) =(x+y)+z.

A multiplicacao de um vetor x = (xl,xz, cees xn) por

um escalar ¢ & definida pela relacdo

cX

CcX

cxX p.{+4

(2.4)

CcX
n

ou



._5 °

CX = XC = | CX,5 CX,, ses, CX
1> 772 e _n:]

PROGRAMA 2:

fiste programa, em forma de Fungao Subprograma, permite

efetuar a multiplicagao de um vetor x por um escalar c, onde

X = [:xl, Xy Xgy eees xn:]

escalar .

0
]

SUBROUTINE GRACOh(N C,V6,EV)
DIMENSION V6(20), EV(20) ‘
DO 10 K=1,N
10 EV(K)=C*V6(K)
RETURN
END

o432 CORES USED
%9999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

onde, C = escalar
V6 = vetor .
EV = produto de escalar por vetor

No espago real bi- e tri-dimensional, o modulo de um
vetor x tem um obvio significado geométrico, eiéste m6dulo,‘indi
cado por |[x| , pode ser computado como a raiz quédrada da soma
dos quadrados dos componentes de x. Em adigao, o produto escalar
de dois vetores x e y & definido por: |x| |y| cos.©, -onde
0 <0 <7 e o angulo formado pelés dois vetores. No espaco bi- e
tri-dimensional, pode-se demonstrar que este produto escalar‘_‘é
igual a XY + Xy ¥y € X ¥ + X, ¥, + Xq Vs respectivéﬁente.



Estas notagoes podem ser generalizadas para o espago

n-dimensional. O produto interno ou o produto escalar de dois ve-
tores x = (xl, Xy sees xn) e y = (yl, Yoo coes yn) é indicado

por (x, y) e e definido por
n
(x, ) = ) x, Y4 (2.5)
que & uma fungao escalar de x e y.

PROGRAMA _3:

fiste programa, em forma de Fungao Subprograma, permite

determinar o produto escalar de dois vetores dados por

X = (xl, Xps vees xn)
Y o= (Y5 Tgs vees ¥))

utilizando a formula (2.5).

SUBROUTINE GRACO1(N,V1,V2,PE)
DIMENSION V1(20),V2(20)
'PE=9.
DO 10 1=1,N
P=V1I(1)*V2(l)
10 PE=PE+P
RETURN
END

00512 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

onde, Vi =
V2 =

<M



PE = produto escalar de x por y

Chamamos de modulo de um vetor x, a: relagao

1/2
\.l(x, x) '

- 4‘ T ) - ~
E evidente que o modulo de um vetor e zero, se e somente se todas

n
1o
i=1 1

as suas componentes x; sao nulas. O vetor cujas componentes sao
todas nulas e chamado vetor zero e é indicado por 0. Entao IOl =0

e |x| >0 se x # 0.

v No espago bi- e tri-dimensional, dois vetores sao cha-
. ~ -~ - [s]

mados vetores ortogonais, se o angulo formado por eles e 907 ,is

to €, se seu produto escalar € zero. Entao, no espago n-dimensio-

nal, dois vetores sao ortogonais se e somente se (x, y) = 0.

Ate o momento, temos considerado somente vetores com
componentes reais. Para generalizar a definigao (2.5) para veto-
res com componentes complexas, temos somente que substituir'yipor

;i; o conjugado complexo de Vyo

Se ¢c,, C,y ssss C_ Sa0 escalares, entao o vetor
1° 72 m ? . ,

1 2 m
y = cl“X%d+ c2 X 4+ ... + cm b4

- -~ : 1 2 m

e uma combinacao linear dos vetores x , X , ..e; X . Note que te
mos usado Indices superiores para distinguir diferentes vetores ;
e esta notagEo nao deve ser confundida com a notaggo usada  para

”~ .
potencias ou expoentes.

1 2 m o~
Os vetores X', X, ..., X sao chamados linearmente de

pendentes quando existirem constantes escalares Cls Cos sees C

jul
nao todas nulas, tal que satisfacam a equagao

1 2 ’ m . -
c1 x + c2 X + .. * cm x =20



- 1 2 - m o~ .
Em caso contrario, os vetores x°, X, ,.., X Sao linearmente in-

dependentes, isto e, a equaggo

xl + c x2 + ... + Cm x =0

¢ 2

1
= =.QO = =0‘
implica que ¢y =0y c,
1 2 m -~ .
Se os vetores X, X , ..., ¥ Sa0 linearmente depen -
dentes, pelo menos um deles sera uma combinagao linear dos outros

. ~
-para no minimo uma das constantes, digamos s € entao

X = e == X" e see — —— X .

1 .1 S B 5 O T m _m
k k k “k

Dadas estas nogoes basicas, vamos agora introduzir o

conceito de matrizes.

3 - MATRIZES

-
Um arranjo retangular de numeros reais (ou complexos)
com m linhas e n colunas e chamado uma matriz de m por n, e

é indicada, géralmente, por uma letra maiﬁscula, na forma

11 12 °°° lIn
a a es a :
A= 21' 22 2n (3.1)
B aml amz ey amn ]

que € uma matriz de 2 por 3.



. 9.

As quantidades aij sao chamados os elemen;os da matriz

A. Nos nos referiremos a 3515 349> 2es, .4, cOmo a i4ésima linha

in

de A, e a 84> 8g4» +evs 8y, cOWO 2 j-ésima coluna de A. Se m=n,

m]j
a matriz € chamada matriz quadrada. Neste caso, n ou m &€ chamado
ordem da matriz. Os elementos asy constituem a diagonal principal
de uma matriz quadrada. A maior diagonal que cruza em gngulo reto

com a diagonal principal ¢ chamada diagonal secundaria.

Uma matriz quadrada com todos os elementos nulos abai-
X0 de sua diagonal principal € chamada matriz triangular superior,
e é geralmente indicada por U; de modo anélogo,“uma matriz quadra
da com todos os elementos nulos acima de sua diagonal principal €

chamada matriz triangular inferior, e e geralmente indicada porL.

Entgo,
a1 ayg oo aln—w aj, 0 ... O -W
0 a eee @ » ‘a a ese 0O
U = 22 2n o L = 21 22 .
L_-0 0 ann_ _anl an2 s ann_

. Uma matriz quadrada & chamada matriz diagonal, se to- .
dos os seus elementos sao nulos, exceto aqueles da diagonal prin-
cipal, isto e, se a4 = 0 para i # j, e sera indicada por D. ) Se
na matriz diagonal todos os elementos da diagonal principal sao 1,
a matriz € chamada matriz unitaria ou matriz identidade e & indiQ

cada por I, Entgo;

a; 0 ... 0 cee O
0 a eee O 1 ... O
D= 22, e . I=
0 0 ees @ 0 0 ... 1
L . nn_| _ _

Uma matriz de qualquer dimensao ou forma onde todos os

-

seus elementos sao nulos, isto €, aij= 0 para qualquer i e j, e




. 10 . e X

chamada matriz zero ou matriz nula, e sera indicada por O. Entao,

Uma matriz quadrada com 1 na diagonal imediatanenteaqi
ma da diagonal principal e zero nas demais posigges é chamada ma-
triz diagonal superior unitaria; anilogamente, uma matriz quadra-
da com 1 na diagonal imediatamente abaixo da diagonal principal e
zero nas demais posicoes & chamada matriz diagonal inferior unita

" ria. Indicando-as, respectivamente por S e S*, temos

701007‘ [0 0 0 0]
01 0 110 0 0
S = 00 e S* = 010
(0000 00 1

Por analogia com o vetor linha e o vetor coluna, defi-
nimos matriz linha (matriz 1 por n) e matriz coluna (matriz.m por
1). Como casos particulares destes dois tipos de matrizes, defini
mos a matriz coluna'unitéria, e indicamos por 1, a matriz em que
todos os seus elementos sao 1 independente de sua ordem. Aniloga—
mente, uma matriz linha com todos os seus elementos iguais a 1 se
ra chamada matriz linha unitaria, e sera indicada por 1*. Entao ,

temos

=

1= . e 1*= [1, l, l, es ey l—l




.11 .

Uma matriz quadrada onde todos os seus elementos sao
nulos, exceto aqueles da diagonal secundaria que sao 1, € chamada-

matriz diagonal inversa unitaria, isto é:

0
0
1
0

o O O =

0
1
0
0

Ll
Mais adiante daremos outros tipos de matrizes que, pa-

ra serem definidas, necessitam de novos conceitos que sao dados a

seguir.

4 - OPERACOES COM MATRIZES

Vamos considerar agora as operagSes em € com matrizes,
isto &, construir uma algebra de matrizes. Das operacoes elementa
res, a mals importante é a mﬁltiplicagao, e por esta ;azao comega
remos por glé, fazendo, a seguir, algumas referéncias 5 adigEo.
Contudo, antes-queremos introduzir o conceito de igualdade entre
duas matfizes, isto é, duas matrizes A e B sao iguais se e somen-
te se cada a,, de A for igual ao correspondente bij de B, e indi-

i3

ca-se. A = B,

4,1 - Multiplicacao de Matrizes

Para introduzir o conceito de multiplicacao de matri- »
zes, comegamos por considerar uma transformagao linear de um ve-
tor x em um vetor y. Tal transformacao linear pode ser escrita na

forma

I o~-33

yi = j l aij xj’ i = 19 2’ e n . (4.1.1)

onde os coeficientes a

i3

sao quantidades reais (ou complexas). Se



escrevemos a relagao entre x e y dada por (4.1.1) na forma

y =Ax , (4.1.2)

entao; (4.1.1) e (4.1.2) definem a multiplicaggo de um vetor x por
uma matriz quadrada A. Em outras palavras, o vetor produto A x € o
vetor y cujas componentes sao dadas por (4.1.1). Por exemplo, a

transformagao linear dada por

v, 4 Xy + 2 x

2

Yy 3 X + 5 X,

pode ser escrita na forma

PROGRAMA 4:

ste programa, em Forma de FungEo Subprograma, permite
determinar o produto de uma matriz quadrada A por um vetor x, da-

dos por

b
]

(aij)., S i,j=1,2,3, «e., n
x = (xl, Xys Xgs e xn)
Avmultiplicagao de uma matriz A por um vetor x & dada por (4.1.1)

SUBROUTINE GRACO2(N,A,V3,PMV)
DIMENSION A(20,20),V3(20),PMV(20)
DO 20 I=1,N
SOMA=0.
DO 10 J=1,N
P=A(I,J)*V3(J)
10 SOMA=SOMA+P
20 PMV(I)=SOMA
RETURN
END



00666 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

Y

onde, A matriz
’ V3 = vetor
. PMV = produto da matriz pelo vetor

A seguir vamos definir a multiplicaggo de uma'matriz por
outra matriz. Para tanto, consideramos uma segunda transformagaoli

near
x =B 2z . (4.1.3)
a qual converte as componentes de z nas componentes de x. Deseja-

-~
mos expressar as componentes de y em termos das componentes de =z

como acima fizemos, y = Ax. Podemos escrever (4:1.3) na forma

bz s 3=1,2, ceesn (414)

Substituindo (4.1.4) em (4.1.1), temos

n

n
jk ) = kzl ( jzl %13 bjk) “k

. n
a (G

(4.1.5)
j=1 k=

<
(=S
|

LN e 1

Se introduzirmos uma nova matriz C = ¢

13 definida por

c ik=1, 2, ..., n (4.1.6)

o~

ik ©

51 aij bjk s

. podemos escrever

y = C z.

Desde que, formalmente



.14 .

y = Ax=A(Bz) = (AB) 2z
' Somos conduzidos a definir a multiplicagao de B por A, como sendo
C = AB (4.1.7)

onde C e determinado por (4.1.6). Note, cuidadosamente, a ordem
com que o produto de matrizes é escrito. O produto AB é referido-
ou como B pré-multiplicado por A ou como A post-multiplicado ' por
B. Post-multiplicacao de uma matriz A por uma matriz B significa

que A & para ser multiplicado a direita por B. Pre-multiplicagao,
usado no mesmo sentido, significa que A € para ser multiplicado a
esquerda por B. Somente se A e B sao comutaveis, isto e, AB=BA ,

podemos ignorar a ordem da multiplicagao.

Para ilustrar como a multiplicagao de matrizes, defini

da por (4.1.7), é formada, consideremos as transformagoes

—_ - —_— -
Yy ) (—3 2 X
Y, 2 =4 X,
e
xl _ -2 z1
—x ] B 1— _22_

ez, do seguinte modo

Podemos expressar ¥y, ey, em tagmos de zy

v, = 3 X + 2 %, = 3(z -2z )+~2(2 z; + z ) =
= [3(1) + 2(2)] 1 + [3( 2) + 2(1)] ) =
=7 z) - 4 z, ’

¥y = 2 xi -4 x, = 2(z 22) - 4(2 z, + z ) =
= E’Z(l) - 4(2)] L [2( 2) - 4(1)] ) =
= -6 zy - 8 z

2



-

Em notagao matricial isto pode ser escritb como

— - _ —
s 3 27 1 -2 7]
Yy - _2 -4— _2 1 ;22

. 7 ~47] _zl

- :6 "-8— —Zz

Note que o élemehto na primeira linha e primeira coluna da matriz
produto € a somabdos produtos dos elementos correspondentes ‘ da
primeira linha da matriz da esquerda e a primeira coluna da ' ma-
triz da difeita. 0s outros elementos da matriz produto sao deter-

minados de modovanélogo;

Um ponto muito importante a considerar e que a multi -
plicacao de matrizes nao € comutativa, Em outras palavras, em ge-

ral

AB # BA

Com um simples exemplo podemos mostrar este comportamente. Se

i

-1 2 -3

1
A= 12 3| ® B= 11 1
temos
AB = 1 -2 e BA = -4 -11
7 -9 ] -1 -4
_ A primeira coisa a se notar em multipliéégao de matri-
zes € que se somente as duas matrizes sao "compativeis" - se o nu

mero de colunas da primeira e igual ao nﬁmero de linhas da segun-

da - o produto existe.

Produtos de trés ou mais matrizes podem existir, desde

”~ N r -
que elas sejam, em sequencia, compativeis. Neste caso, e facil mos



trar, pela definigao, que a propriedade associativa e vélida, Em

outras palavras, para as matrizes A, B, e C; temos
(AB) C = A (BO)

Nesta discussao sobre multiplicacao de matrizes nos nos
restringimos a matrizes quadradas. Porém, a regra para formar os
elementos da matriz produto, a qual é dada por (4.1.6), € também
aplicavel a matrizes retangulares, desde que o numero de colunas
da matriz A seja igual ao numero de linhas da matriz B. Entao, se
A é uma matriz mpor ne B & uma matriz n por p, a matriz produto,
C, sera uma matriz m por p, e em (4.1.6) o indice 1 variara de 1

a m, enquanto que k variara de 1 a p.

- ~ ~
Nos, normalmente, nao usamos o conceito de divisao em

algebra de matrizes.

PROGRAMA 5:

fste‘programa, em forma de Fungso Subprograma, permite
efetuar a multiplicagio de duas matrizes quadradas, de ordem me-

nor ou igual a 10,

'SUBROUTINE SQMUMACN,A,B,C)
DIMENSION A(10,10),B(10,10),¢(10,10),D(10,10)

DO 10 I=1,N
DO 10 J=1,N
D(1,Jd)=0,
DO 10 K=1,N
10 DC1,d)=DCT,d)+AC1,K)*B(K,J)
" DO 20 1=1,N
DO 20 J=1,N
20 C(1,4)=D(1,J)
RETURN
END

02046 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION
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onde, - grau (dimensao) de A e B
matriz multiplicando

- matriz multiplicador

O W > =
I

-~ matriz produto

* ..
PROGRAMA' ™ 6:

ﬁste‘programa, em forma de Fungao Subprograﬁa, permite
efetuar a'multiplicagso de duas matrizes quaisquer de ordem menor

ou igual a 30.

SUBROUTINE MMAT(!,J,K,A,B,R)
DIMENSION A(30, 30) 8(30 30) R(30,30)
DO 10N=1,K
DO 30L'1,|
SOMA=0,
DO LOM=1,J
PROD=A(L,M)*B(M,N)

LO SOMA= SOMA+PROD

30 R(L,N)=SOMA

10 CONTINUE
RETURN
END

00714 CORES USED
9999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

onde, - matriz multiplicando

- matriz multiplicador
matriz produto
- numero de linhas de A

- numero de colunas de A

o o+ o W e
1

- numero de colunas de B

(*) Colaboraggo do Sr. Antonio Pedro Coco, bolsista do Imnstituto
de Energia Atomica.



Da regra para multiplicagao de matrizes, um sistema,di

-~ ~ ~
gamos, de tres equagoes simultaneas

x. + a

a1 %1 12

X, + a X = C

2 13 73

a21 Xl + 322 x2 + a23 x3 .= C

x, + a x, + a X = C

431 X1 32 %2 33 *3

pode ser escrito na forma matricial como

a8, a3 ] | % ] o |
8)1 %2 83 217 %
331 32 a$3_J *3. C3_
ou simplesmente como
AX = C

A matriz A (geralmente quadrada) é chamada matriz do sistema ou
matriz dos coeficientes; as colunas X e C sao chamadas matrizes co

lunas das incognitas e das constantes, respectivamente, E a  ma-

triz
81 %12 3 9
871 %2 %3 %
831 233 433 ©3

é chamada matriz aumentada do sistema, e € formada juntando-se a

matriz das constantes a matriz dos coeficientes.

0 procedimento mais importante em qualquer método , de
solugao de equagoes simultaneas por eliminagao, consiste em redu-

zir o sistema a forma de matriz triangular superior
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12 13 1 1
o 1 t23 X,y - k2
.;0 0 1 Xq k3
ou
TX = K
e o sistema
X + t12 x2 + t13 x3 = kl
X) tty3 X3 = Ky
X = k

pode, imediatamehte, ser resolvido por substituigao inversa.

4.2 - Fatorizacao de Matrizes

0 conceito de fatorizagao, em muitos casos, & de grande

§alor prético. Por exemplo, a operagao
C~ AB =8B
pode ser escrita, fatorada, na forma
C=B+AB=(I+A)B (4.2.1)
onde I € a matriz unitaria.

4,3 - Adicao de Matrizes

Necessitamos fazer umas poucas observagoes sobre a adi-
cao (e subtracao de matrizes). Para a adicao ser util e possivel ,

precisamos ver qual o significado da igualdade

Ax+Bx = (A+3B)x (4.3.1)



Para que (4.3.1) tenha significado, é necessario que tanto A quan
to B tenham o mesmo nimero de colunas quantos forem os elementos
de x; e desde que A x e B x tenha cada uma, respectivamente, tan-
tos elementos quantos forem as linhas de A e B,’as matrizes A e B
devem ter o mesmo numero de linhas. Entao, para a adigao ser pos-
sivel, A e B devem ser de mesma dimensao, e na matriz soma os ele

mentos sao as somas dos correspondentes elementos de A e B. EntEo,

se
C=A+38
tem-se
cij = aij + bij | (4.3.2)
' " A subtragao de matrizes e tratada como uma adigao nega
tiva. |

4,4 - Multiplicacao de Matrizes por Escalar

Para se efetuar a multiplicagao de uma matriz A por uma
quantidade escalar k, multiplica-se todos os elementos da matriz

pelo escalar, isto &,

k A (4.4.1)

]
P
3]

5 -~ DETERMINANTES

0 determinante dos elementos de uma matriz quadrada A e
chamado determinante de A e € muitas vezes indicado por | A, e

escreve—se

11 %12 °°" 3y
871 822 " 8y

l A I = . . L] [l (5‘1)
anl “anz LAY ann
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Este determinante € uma quantidade escalar fungao dos elementos
aij da matriz A. Pode ser definido formando-se todos os produtos

possiveis consistindo de um elemento de cada linha e cada coluna,
fixando-se um sinal apropriado, e somando-os. A ordem de um deter
minante € o numero de linhas e colunas da matriz quadrada que lhe

da origem.

Para escrever o procedimento classico para calcular um
determinante, comecaremos por um determinante de ordem 2. A defi-

nigao, neste caso, e

811 %22 7 212 9

_ 0 valor de um determinante de ordem 3 pode ser escrito
em térmos de determinantes de ordem 2 expandindo-se o determinan-
te em funggo dos elementos de qualquer coluna (ou de qualquer 1li-~

nha). Por exemplo, temos:

p—

-
811 %12 %13 _ | |
a a a a a a
a,, a,., a . |_ 822 %23 | 21 %23 21 %22
21 722 723 (= a, . . a, e a + a3 . (5.2
831 24, 833 32 %33 31 #33 31 %32

e

-~ - ~ .
onde a expansao e em termos da primeira linha.

Em geral, a expressao de um determinante de ordem n em
tarmos‘de seus elementos de qualquer coluna (ou de qualquer linha),
envolvera determinantes de ordem n-1, e deste modo, determinantes

de qualquer ordem podem ser calculados indutivamente;

5.1 - Menor Complementar

Chama-se menor complementar, ou simplesmente, menor de

um elemento aij na matriz dos coeficientes, a matriz quadrada obti
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da suprimindo-se da matriz dos coeficientes a i-ésima linha e a

j-ésima coluna.

Em (5.2) temos trés menores de 2a. ordem de uma matriz

de 3a. ordem.

5.2 - Complemento Algébrico

\

0 complemento algebrico, também chamado cofator, ~de

um elemento aij € o produto de seu menor complementar por (—1)i+3,

e ¢ aqui indicado por Aij'

5.3 - Cofator Reduzido

Chama-se cofator reduzido de um elemento matricial, o
quociente do cofator pelo determinante da matriz, e indica-se por

A, .. Entao:
ij
- A,
A, = —L (5.3)

13 |a]

5.4 - Leis de Laplace

Lembrando (5.2) e com o conceito de cofator de um ele-

mento aij’ podemos dar as duas leis de Léplace:

a) "A soma dos produtos dos elementos de uma linha (ou
coluna) pelos respectivos cofatores é igual ao de-

terminante da matriz".

b) YA soma dos produtos dos elementos de uma linha (ou
coluna) pelos cofatores dos elementos corresponden

tes de uma outra linha (ou coluna), € nula".

Entao, a regra para calcular o determinante | A | em

termos dos elementos da i-ésima linha pode ser escrita

aik Aik_ (5.4)
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5.5 - Propriedades Elementares de Determinantes

Para referencia, estabelecemos algumas das proprieda-

des elementares de determinantes:

a) Se duas colunas (ou duas linhas) de um determinante
sao intercambiéveis,»o valor do determinante muda

de sinal.

b) Se duas colunas (ou duas linhas) de.um determinaﬁte,

sao identicas, o valor do determinante é zero.

c) Se todos os elementos de uma coluna (ou uma linha)
sao multiplicados por um mesmo nﬁmero, o determinan

te fica multiplicado por este numero.

d) Se linhas e colunas de um determinante sao intercam
biaveis sem mudar a ordem na qual elas ocorrem, o

valor do determinante e inalterével.

e) Se aos elementos de qualquer coluna (ou linha) sao

somados os correspondentes elementos de qualquer ou

tra coluna (ou linha) multiplicado pelo mesmo numero arbitrario ,
o valor do determinante fica inalteravel, isto E, o determinante
nao se altera se qualquer linha (ou coluna) é combinagao linear

de outra linha (ou coluna).

£) A soma dos produtos de cada elemento. de uma 1linha
(ou coluna) pelo cofator do elemento correspandente

de outra linha (ou coluna), € zero. Entao temos:

n . .
) a A = 0 para i1 # j
Ly ko Yk |

n.

iy - 0 pafa 1 4 3
kzl 1 A



Combinando estes resultados com (5 4) e correspondente resulta-

do para colunas, podemos escrever as segulntes relagoes

n
A, = -lrac] e,
K1 3k Y4k 4| 13

(5.5)

#

- 6ij

Z akl Akj

onde ﬁ{?&é o delta-de Kronecker que assume o-valor' 1 quando i=j ,

e o valor QO quando . i # j.

5.6 - Calculo de Determinante por Condensacao

Tendo -dado-as propriedades*élementé}ésfde:“determinan—
tes, :vamos aproveitar para dar um dos métodos mais‘eficientes pa-
ra calculo de um determinante de ordem'n, “métodéida*i¢ondensacdo
(inicialmente desenvolv1do por Chio em 1833),.e que se baséia nas

proprledades cee do item anterlor.

'Seja%o determinante,

41 %12 %13 00 P
@21 %22 83 **c fpp |
I An:;“ }‘ =‘r }j: . . 3 ) -‘ ’.03;; I o §:(5‘6)
(IS S . : i
“nl:%n2 %03 " S

Aplicando as duas propriedades acima menc1onadas, ’b que equivale
dizer, usando o método da condensagao, o valor do determinante...
(5.6) pode ser expresso pela seguinte expressao, aplicada n-1 ve-

zes?t



PROGRAMA 7:

- 25 .

a,,—a fll a,.,—a °13 a, -a flg
22 721 a1l 23 Zl‘a1l 2n . 21 a11
a.,—-a fll a,,—a fli a, -a fi&
32 "31 a 33 31 a 'Y %3n 31 a ‘
11 11 11 (5_7)’ .
f g 12 A3 4  ln
n2 nl a1 n3 nl all nn nl all

fiste programa, em forma de Funggd Subprograma, permite

. calcular um determinante (DETERM) de uma matriz quadrada de ordem

menor ou igual a 20, pelo metodo da condensagao. O algoritmo basi

co usado no pfograma é baseado na relagao (5.7):

Como a razao

vez para cada

e entao usada

A

N

a a
T 8435 7 %4n .;mi = %5 T % Zig
J mm ™ %o
;lE e independente do indice j, ela é computadauﬁa
mm

valor de 1i:
QUOCIE = A(I,M)/A(M,M)

para cada valor de j:

A(I,J) = A(I,J) - A(M,J) * QUOCIE

= matriz

g dimensao de A

DETERM = valor numerico do‘determinéﬁte
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SUBROUTINE DMC(A,N,DETERM)
DIMENSION A(20,20)
K=2
M=1
10 DO 20 |
- QUOCIE= M)/A(M M)
D0 20 J
20 ACL,J)=
IF(K=N)
.30 M=K
- K=K+1 ,
GO TO 10,
LO DETERM=1,
DO .50 M=1,N
50 DETERM=DETERM*A(M,M)
- RETURN
END

J)=- A(M J)*QUOCIE
0,40

s s =

01084 CORES USED
9999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

5.7 - Calculo de Determinante pelo Método de Gauss

0 método de Gauss de eliminagao sistematica para solu- ,
. ¢ao de equagoes lineares simultaneas, € um dos melhores métodos

- - )
numericos para calculo de determinante de uma matriz.

, ~Deixamos de dar o texto te6ri;o do procedimento numeri
co, pols o mesmo nao se enquadré no objetivo deste trabalho, para.
ilustrar a programagso digitalbpara este cilcuig. Por outro lado,
o desenvolvimento do método de Gauss pode ser encontrado na maio-

ria dos livros de Analise e Célculq Numérico.

PROGRAMA §:

Este programa, em forma de Fungao Subprogramé, permite
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“calecular o valor numériéo do determinante de uma matriz A (de ofJ.i o

dem menor ou igual a 10), utilizando o método de Gauss de ellminal N

cao sistematica.

SUBROUTINE DTM(A,N,DET)
DIMENS IONA(10,10), XMAXC10)
DO 301=1,N
XMAX(I)=ABSF(A(I, M
RN |
KK=1+1"
DO LOK=KK,N
 IFCXMAXC1)=ABSF(ACK, 1)))50, 40, 40
50 XMAX(1)=ABSF(A(K, 1))
L=K
40 CONTINUE
DO 90J=1,N
B=AC(1,J)
CACT,J)=ACL, J)
A(L,J)=B
90 CONTINUE
M = N o
120 ACI,M)=ACI M)/A(l,l)
[F(M=1)100,100,110
110 M=M-1
GO T0120
100 (F(1-1)125,125,115
115 NN=1
GO-T0150
125 NN=1 -
130 NN=NN+1 -
IF(NN=-1)135,130,135
135 IF(NN-N)150,150,30
150 M=N
170 ACNN;M)=ACNN,M)-A (NN, l)*A(l M)
[F(M=1)130,130,180 |
180 M=M-1
GO TO170
30 CONTINUE
. DET=1,
DO 1901<1,N
190 DET=DET*XMAX (1)
RETURN
END



.,52610 conss USED
29999 NEXT COMMON
. END OF COMPILATION

onde, A = matriz dos coeficientes
N = ordem de A
XMAX = maior coeficiente de uma coluna.
.DET = valor numérico do determinante

‘5.8 - Calculo de Determinante pelo Método de Crout

Analogamente ao método ‘de Gauss,-o'métodb de redugio de
Crout para solucao de sistemas de equagoes lineares, também & mui-
to eficiente para calcular o valor numerico do determinante de uma

matriz.

0 desenvolvimento déste método & largamente discutido
nos livros de Calculo Numérico, razao pela qual deixamos de trans-

creve-lo aqui, para darmos a programagao digital.

(*) 4.
PROGRAMA 9:

Fste programa, em forma de FungEo Subprograma, permite
calcular o valor numérico do determinante de uma matriz A (de or-

dem menor ou igual a 10),'utilizando o método de reduggo de Crout.

SUBROUTINE DTC(A,N,DET)
DIMENSION A(10,10)
DO 101=1,N
10 ACI,1)=ACI,1)
- DET=A(1,1)
DO 20d=2 N
20 A(1 J)= A(l J)/A(l 1)

(*) Colaboragao do Sr. Antonio Pedro Coco bolsista do Instituto

de Energia Atomica.'
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DO-301=2,N
f1=1-1
$=0, |
DO 35k=1,11 :
p= A(I,K)*A(K,I)
35 §=S+p -
ACT, 1)=AC1,1)=5
DET=DET*A(1,1)
IF(1-N)31,60,31
31 IF(DET)36,60,36
36 IS=1+1"
DO 40J=1S,N
S=0. .
DO 45K=1, 11
CP=ACJ, K)*ACK, 1)
L5 S=S+P |
50 ACJ, 1)=ACJ, 1)=S
DO 50J=1S,N
DO 55K=1,11
P=ACT,K)*A(K,J)
55 $=S+P
50 ACT,d)=(AC1,d)=S)/ACT, 1)
30 CONTINUE
60 RETURN
END

02462 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

onde, A = matriz dos coeficientes
N = ordem de A
DET =

valor numérico do determinante de A.

6 — PROPRIEDADES DE ALGUMAS MATRIZES ESPECIAIS

Para desenvolver qualquer tipo de Algebra, necessitamos
conhecer além das operagoes fundamentais e os conceitos de "unida—

de" e "zero" » as proprledades fundamentais de certas matrizes que

muito podem auxiliar métodos numericos que utilizem a Algebra de



"Matrizes.

MATRIZES UNITARIAS

£ facilmente verificado que
AL=A, e TA=A (6.1)

Em (6.1), se A nao & quadrada, as duasbmatrizes)unitérias‘ serao
- de ordens diferentes, uma delas compativel para post-multiplica-

gzo, e a outra compativel para pré—multiplicaggo.

A multiplicacao de I por ela mesma (aqui os I's devem -

ser de mesma ordem) € uma outra matriz unitéria.'Entgo,
I.I1 =1 =1 © (6.2)

Consgquentemente, para qualquér n Inteiro e posi;ivo

I = 'I' ‘ o (6.3)

MATRIZES NULAS

A diferenga entre duas matrizes iguais & uma matriz nu
lé, e uma vez que uma matriz nula de qualquef ordem € unica, duas
matrizes quaisquer que deferirem por uma matriz nula, sao iguais.
Esta propriedade da matriz nula e analoga a aquela do zero no - -sis

tema numérico. Também & verdade que
A.0 = 0.A =0 | (6.4)

Porém, se A.B = 0, isto nao significa que A ou B deve ser uma

matriz nula. Por exemplo,

L2 [z 6] o 0] (s
4 8 -1 3 0 0



MATRIZES DIAGONAIS

Duas das propriedades mais intefeSsantes das matrizes .

diagonais, sao que:

u o o a b ¢ ua ub uc |
o Vv o d e f = vd - ve vE (6.6)
o w g k wg wh wk '

e
a b u o o au bv .cw
d e o v o - du ev fw (6.7)
g k c o w gu hv. kw ‘

Entao, vemos que matrizes diagonais em pré—multiplicagao, multipli
cam linhas pelos elementos correspondentes da diagonal; e em post—
-multiplicagao; multiplicam colunas pelos elementos corresponden=—

tes da diagonal.

Em consequencia disto, se desejarmos multiplicar todos
os elementos de uma matriz por algum nﬁmerO’ou quatidade, podemos
faze-lo pré- (post-) multiplicando por uma matriz diagonai cujos
todos os elemehtos da diagonal € o numero ou quantidade em ques-

tao.

MATRIZES DIAGONAIS SUPERIOR E INFERIOR UNITARIAS

Tais matrizes tem propriedades uteis, tais como:

0 1 0 a b c d e f
0 0 1 d e f = g h k (6.8)
0O 0 O g h k 0.0 0

Isto &, se qualquer matriz é pré-multiplicada por uma matriz dia-

" gonal superior unitaria (compatfvel com aquela), a matriz produto



tem a ultima linha nula, as outras linhas sao elevadas para as 1i
nhas de cima, e perde-se a primeira linha original da matriz mul-
tiplicador. Analogamente, S* como um pre-multiplicador, as linhas
sao abaixadas, e perde-se a ultima linha, Post—multiplicandé pof

L)
S ou S* tem-se um efeito correspondente sobre as colunas.

fistes resultados sao casos especiais de um principio
geral. Se desejamos realizar qualquer operagao matricial sobre as
linhas de uma matriz, podemos faze-la realizando a mesma operaggo
sobre a matriz unitaria, e usando a matriz assim obtida como um
pré—multiplicador. Anilogamente, para operar sobre colunas usare-

mos a matriz resultante como um post-multiplicador.

Por razoes que podem ser de interesse, vamos conside-
rar produtos e potencias das matrizes diagonais superior e infe-
rior unitarias. Do exposto, vemos imediatamente que S . S (ou Sz)
€ uma matriz com unidadgs somente na 2a. diagonal supefior. Pelas
mesmas razaes, S3 tem unidades somente na 35,fdiagona1 superior ,
e assim sucessivamente. Finalmente, por Sste processo, pesquiza-
mos uma matriz -nula. Se S & de ordemn, S* = 0 se m > n. Resul-

tados similares existem para S*.

MATRIZES COLUNA E LINHA UNITARIAS

0 resultado de post—multiplicaggo por uma matriz colu-
na unitaria € uma matriz coluna cujos seus elementos é a soma das
linhas; e uma pré—multiplicaggo por uma matriz linha unitaria e
uma matriz linha de somas de colunas. Tais matrizes, somas'de 1li~
nhas ou soma de colunas, sao de consideravel ajuda em calculo de

matrizes como verificagso de precisEo. Por exemplo,

das linhas, e

1 ‘ o
1 I:G] onde 6 e 9 sao as somas
2 3 4| |1 9 |



. 33.

,:1 1] - l—3 5 7—’ onde 3, 5e 7sa
2 3 4 - - as somas das colu

nas

MATRIZES DIAGONAL -INVERSA UNITARIA

Pré—multiplicagio_por J inverte a ordem dos elementos
em cada coluna, e post—multiplicagao inverte a ordem dos elemen~
tos em cada linha. As linhas e colunas sao invertidas formando-se -
o produto JAJ, onde os dois J's sao de ordens diferentes'se A é

retangular. Outras propriedades interessantes sao:

P2 =1 | , (6.9)

J =3 (6.10)

- - : T - . g
onde T e a matriz unitaria, e J e a matriz transposta de J.

7 - MATRIZES TRANSPOSTA, INVERSA, E ADJUNTA

Se trocarmos linhas por colunas, na mesma ordem, de uma
matriz A, obtemos a matriz transposta que indicamos por AT. A nota

o~ - - ° -~
ao A' tambem e usada por muitos autores. Deste modo, se
P N

a a
1n

11 12 @

13 * 00 a

a a

21 . 32 %3 By

temos
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all a
T 319 3 83p o 3y
A = (7'1)
a a a a
1n 2n 3n mn
_

PROGRAMA 10:

ﬁste programa, em Forma de Fungao Subprograma, permite

efetuar a multiplicagao da transposta de uma matriz por um vetor,

dados por
A = (aij) , 1,3 =1, 2, 3, f..’ n - matriz dada
A: = kaji) , 1, =1, 2, 3, ..., n =~ transposta de A
X = (xl, Xps Xgs eees Xn). - vetor

A multiplicagao da transposta de A pof um vetor x & dada por

SUBROUTINE GRACO5(N,A,V7,PTV)"
DIMENSION -A(20,20),V7(20),PTV(20)
DO 20 1=1,N
SOMA=0, - -
DO 10 J=1,N
- P=A(J, 1)*V7(J)

10 SOMA=SOMA+P .

20 PTV(1)=SOMA
RETURN
END



. 35,

00666 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

onde, A(J,I) = transposta de A
V7 = vetor
PTV = produto da transposta por vetor

E de interesse a seguinte regra para a transposta de

um produto:

(AB)" = B A (7.2)

Para se provar (7.2), notamos que o elemento na i-ésima linha e
j-ésima coluna da mati'iz'(AB)T é igual ao elemento na j-ésima li-
nha e i-ésima coluna da matriz AB, por definicao de matriz trans-
‘ posta. Por (4.1.6) éste elemento &

n

kzl a3y by

-~
Desde que se possa reescreve-lo na forma

%
b A,
kel ki “jk

‘e que b, sao os elementos do i-ésima linha de BT, e éjk sao  os

-~ -

- T
elementos da j-esima coluna de A", segue que esta expressao e o

elemento na i-ésima linha e j-esima coluna da matriz BT AT.

Uma matriz A € chamada matriz simétrica se e somente

se

A = A (7.3)

isto é:
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11 %12 %13 v 1y

| 812 %2 %32 ot 8y
A = a3 g, 333 cee g,
et %n %n *** %m

Em caso contrario, a matriz sera nao-simétrica.

_ ~_ Uma matriz quadrada A & dita ser nao-singular se seu
. determinante & diferente de zero. Em caso contrario, a matriz e

singular.

Vamos introduzir agora o conceito de matriz inversa. A
matriz inversa de uma matriz A € indicada por A_l e & definida pe

la relagao

-1 -1

AA = A" A = 1 (7.4)

-ﬁ;eQidéhte, éntao;'que'se Afl_-existe,'A'deve ser nao-
—singﬁlar, pois se A fBSse singular, [ A‘l = 0, e isto e impossi
vel porque de (7.4) segue que

PYR Pl RS el PRSI
Déste modo, consideramos A nao—singular'e vamos mos-

tar como construir a matriz inversa. Inicialmente, definimos a ma-

triz adjunta de A como sendo a transposta da matriz dos cofatores
de A que sera indicada por adj A. Entao,
b B o A
A12 A22 cee A.nz
adj A = (7.5)
,Aln A2n Ut Ton
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Dividindo-se todos elementos da matriz adjunta pelo determinante:
de A, obtem-se a matriz inversa; ou o que é o mesmo e de modo mais
simplificado, a matriz inversa € a transposta da matriz dos cofa-

tores reduzidos (cofator dividido por | A ]). Isto e,

"X, X 1]
Ay A1 e A
o bra Byp eer Ay
A = (7'6)
Aln AZh e Ahn

2 0 7
A = -1 5
3 2 1

Primeiro calculamos os cofatores de A. Por exemplo:

‘ -1 s
Ay = - 3 1 = 16

Em segundo lugar, transpomos a matriz dos cofatores e encontramos:

-6 14 -28
adj A = 16 -19 -17
-4 -4 8

oy

L L 14
55 55 15
A_l=--—1—ade= N 19 A7

55 110 110

L
55 55 55

—



- Para provar que a inversa € a transposta da matriz dos
cofatores reduzidos, comegamos por provar que se C = adj A, deve-

mos ter
Ac =|A|.1 | (1.7

-

De fato, o elemento na i-&sima linha e j~ésima coluna de A C, &
por (4.1.6), dado por
n

1£1 %k %k = %1 %lf-ﬁz %2+...+ a A,

Mas pelas equagoes (5.5) a reiagao acima € igual a [ A ] se i=j ,
e é igual a zero se i # j. Portanto,-isto prova (7.7). Do mesmo

" modo podémbs também provar que
ca =|aA]1 : (7.8)
Entao, se supormos que a inversa Afl e dada por
ale L ¢ = L g5 (7.9)

Lal  [al

e'pré—multiplicarmos por A, temos:

I
=
.-‘ .
o

AA = A - AC
| Al [ al
Por (7.7) encontramos que’
At e —— A 1-1 (7.10)
| al '
Analogamente, usando-se (7.8) encontramos
- 1 ’
AT A = I (7.11)

Reunindo (7.10) e (7.11) provamos que Afl é definida por (7.9) ,



pois satisfaz a definicao (7.4).

Agora aproveitamos os conceitos dados para definir tres
tipos de matrizes e a nogao de "rank" de matriz, que muito podem

auxiliar os métodos de soldgao de equagoes lineares.

_ ‘Se uma matriz A satisfaz a condigao que sua inversa
ate igual a sua transposta A?, a matriz & chamada matriz ortogo

nal. Deste modo, para uma matriz ortogonal, temos

A Ai

= I (7.12)

onde I € a matriz unitaria. Um exemplo de uma matriz ortogonal e
dado por uma matriz cujas linhas sao os cosenos diretores de tres
eixos mutualmente perpendiculares referidos a tres eixos fixos mu

tualmente perpendiculares. Um exemplo de tal matriz &

[ S T .
N2 \2
R
2
1 -1 1 .
2 2'\]—_2- o -
‘Uma matriz & chamada positiva-definida, se

(x, A x) 20, para qualquer vetor x diferente de ze

ro.
-
e

Uma matriz chamada ﬁEo—negativa, se

(x, A x) >0 , para qualquer que seja o vetor x.

A nogao de rank de uma matriz € muito importante tanto
na solucao de sistemas de equagoes lineares cuja matriz dos coefi

cientes € retangular, como na solugao de equagoes homogéneas 1i-
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neares.

Define-se rank de uma matriz A como a ordem da maior
sub-matriz quadrada suprimindo-se de A certas linhas e/ou colu -
nas, e comprimindo-se os elementos restantes em uma matriz compac
ta, cujo determinante seja diferente de zero. Por exemplo, a ma-

triz 2 por 3

e de rank 1, pois seus menores de 2a. ordem
1 0 12 0o 2
2 o} 2 4|3 0 4

~ ’ -
sao iguais a zero; porem nem todos os seus elementos (menores de

la. ordem) sao nulos.

8 - DETERMINACAO DA MATRIZ INVERSA

Consideramos, inicialmente, um sistema de n equagses

relativo a n incognitas x,, X,, ..., X_, na forma
gn 1° %2 n

X = c.

all x1‘+ alz'*x2 f ces + aln n 1
a21“x1 +'a22 x2 + ... + a2n xn = c2

(8.1)
anl xl + an2 x2 + ... + ann X = cn

@

Lembrando da definigao de cofator reduzido podemos trans

formar o sistema (8.1) na seguinté forma:



(8.2)

De (8.2) e (7.6), segue que a k-ésima coluné da matriz
- inversa dos coeficientés de (8.1) e a solugao correspondente fa-
zendo-se ck=1 e todos os outros c's iguais a zero. Deste modo ,
se em vez de substituir por uma simples coluna inserimos uma ma-

triz unitaria

l 0 00 0
O 1 L ] o

0 0 LI l

— ]

de n colunas, e tratarmos cada coluna desta matriz como uma unica
coluna c, obteremos, finalmente a matriz (7.6) em lugar delnnaiﬁgg
ca coluna x. Isto é, a matriz resultante sera a inversa da matriz

dos coeficientes de um siétemahde equagoes.

*) 4,.
PROGRAMA ~ 11:

fste programa, em forma deVFungﬁo Subprograma, permite

inverter uma matriz quadrada de ordemZ‘s 30,

SUBROUTINE [NVMAT(C,N)
DIMENSION C(30,30)

Do 101=1,N

CINT=CC(Cl, 1)

(*) ColaboragEo do Sr. Antonio Pedro Coco, bolsista do Instituto
de Energia Atomica.
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cCl,1)=1,
DO 15J=1,N
15 C(1,J)=C{1,J)/CINT
- DO 10K=1,N
[F(1-K)20,10,20
20 CINT=C(K,1)
C(K,1)=0,
DO 10M=1,N -
C (K, M)=C K, M)=CINT*CC1,M)
10 CONTINUE
RETURN
END

§1228 CORES USED
39999 NEXT COMMON
END OF COMPILATION

matriz

onde, A

=z
i}

dimensao de A

8.1 - Inversao de Matrizes;pelo»MEtodo da Eliminacao de Gauss

0] método da eliminagio de Gauss permite, alem de calcu
lar a solugao de um sistema de equagoes 1ineares, e o determinan-

te do sistema, determinar a inversa da matriz dos coeficientes.

Para determinar a inversa da matriz dos coeficientes ,

escrevemos a matriz

all a12 aln l1 0 0...0

a22 azn 0 1 0 * o0 0
(8.1.1)

239 a3n 0o 0 1...0

m‘anl ahz an3 aIm 0“0 0 1

- associada com as equagoes dadas pelo sistema
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~8

) a, ¥ = b, 1=1,2,..,0 . (8.1.2)

As primeiras n colunas desta matriz representam, respectivamente,

0s coeficientes de x., X, s soey X ; as ultimas n colunas represen -
1 2 n

tam os coeficientes de b b2, ey bn’ respectivamente. Entao,

cada llnha da matriz representa uma das equagoes (8 1. 2)

Se a primeira linha da matriz e dividida por. a11

e o
resultado e multiplicado por 821;1331’ ceey @ 10 © subtraido, reé
pectivamente, da segunda, terceira, ..., n—esima linhas, o resul-
tado e uma matriz auxiliar tendo zeros nos lugares ~dos elementos

8515 8315 ees A g Seguindo os passos do metodo de Gauss, obte=

mos um conjunto de equagoes representado pela matriz.

1 1 1
1 a, a13 . a1n 1 0 0 0
] . ] ] 1
0 1 323 ® & 06 azn ch CZ2 0 .». * 0
0 ] 0 1 ... ay, G35 C© 933 cee 9‘ / (Sfl'B)

Multiplicando a Gltima linha da matriz acima por ...
ain,‘azn,k..., a ~1,n e subtraindo—a da primeira, segunda, ... ,
(n-1)-esima 1inhas, respectivamente, obteremos‘zerqs\ para todos
os elementos da n-ésima coluna exceto para o ﬁltimo”éiémento.»ng
siderando, agora, a (n-1)-ésima coluna e procedendo com processo
-similar, obtemos zeros em,todas as posigoes daquela co}una exceto
para o elementq unitario restante na (n—l)—esima linha. Continuan,
do o processo péra cada uma das outras coiunés ate a segunda, ob-

temos a matriz



r * .o 7
1 0 0...0 51 ©12 €13 *** S1n
0 1-0...0 Cyp Cpp Cog ere o
0 0 1...0 c31 c32 c33 o ,c3n (8.1.4)
0 0 0...1 1 %2 3 ' Sm
— -
cujas equagges correspondentes sao
. % '
x, = c,, b , i1=1,2, ,,., n
i k=1 ik 'k

e por esta razao a matriz formada somente pelos c's € a inversa de
A.

8.2 - Inversao de Matrizes pelo Método de Crout

Como o método de Crout &, essencialmente, um método de
eliminagao, o procedimento para determinagzo da matriz inversa e,
basicamentem aquéle dgscrito no item anterior, onde partimos da ma
triz aumentada dada (8.1.1) para a matriz (8.1.3) e finalmente pa-
ra (8.1.4). Os calculos, entretanto, sao mais adaptados para compu
tadores digitais onde a somatoria dos produtos com ou sem divisao
final podem ser calculadas como uma simples operagao continua de
méquina. As regras do método de Crout para modificar uma matriz da

da podem ser aplicadas diretamente para obter a matriz auxiliar.

[t ' ' ' ' =
ajp @9 313 *cc 3, Sy 0 0 ... 0
1 ' ) 1 ) L
3514 gzz B354 see . Gy Cpy 0 ... O
' 1. v 1 ' ' .
331 3 %33 00c ¥ S S3 C33 000 0 | (s.2.1)
1] ' 1 ) J 1 1 '
%n1 %2 %3 ¢ ann ‘a1 %a2 %3 °m




Como no item 8.1, os unicos elementos significativos desta matriz

estao a direita dos elementos diagonais , € ég

1 ) t
A s 8112 8992 vy By
tes sao identicos aqueles da matriz (8.1.3). :

A matriz final e a matriz quadrada que inclue as ulti-
mas n colunas de (8.1.4) e &, déste modo, a matriz inversa de A.

0 método para determinar os elementos .c,, desta matriz inversa ,

4 ij
a partir da matriz auxiliar (8.2.1), e indicado pelas equagoes se
guintes
= '
“nj “nj
' a 1 c
n-1,j n-1,j n-l,n nj
c = ¢! ! c
n-2,j n-2,j n-2,n nj n-2,n-1 n-1,j
n (8.2.2)
c = ¢c!,. - al. ¢
1j 1 k=§+l ik “kj
n
= ' - 1
13 €13 E Bk ki

9 - DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Iniciamos com uma definigao: duas matrizes A e B  sao
similares se existir uma matriz nao-singular C tal que
-1 ‘
B = CTAC ; (2.1)

Neste caso, a matriz B é obtida da matriz A por uma transformagao
de similaridade.

Como matrizes diagomnais sao particularmente convenien—
‘tes para calculos, é de interésse perguntar se qualquer matriz po
de ser diagonalizada atraves de uma transformagao de similaridade.

- - -
Nos estabelecemos, sem provar, alguns resultados uteis a este res
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peito. Maiores detalhes podem ser encontrados em Frazer, Duncan ,
e Collar [:17:], e Faddeeva [:22:]

Inicialmente, suponhamos que todos os auto~valores Al’
Xz, sooy An de uma matriz A sejam distintos. Entao, Avtera n dis-
tintos auto-vetores linearmente independentes. Além do mais, se W
€ uma matriz cujas colunas sao os auto-vetores, entao

wlaw = D (9.2)

onde, D & a matriz diagonal

A
l O s e 0
0 X2 0 L 0
= A
D 0 3 0 ... O

L —
Déste modo, A pode ser diagonalizada por uma transfdrmaggo‘de si-
milaridade. :

‘Se qualquer dos auto-valores de uma matriz sao de mul-
tiplicidade mator que 1, porem a cada auto-valor corresponder tan
tos auto-vetores linearmente independggtes quantos forem sua mul-
tip;icidadé; a matriz pode ser reduziaé a forma fdiagonal, e a
equagao (9.2) & novaﬁentgfvélida. Este €, em particular, o casopa
ra matrizes reais simécfiéas. Os auto-vetores associados com dis-
tintos auto-valores de uma matriz real simétrica sao ortogonais.
Entao, os auto-vetores 1inearmente independentes associados com um

simples auto-valor de multiplicidade maior que 1 podem ser escalhi

dos para serem ortogonais. Consequentementé; para uma matriz real
simétrica de n por n elementos, € poss{vel determinar n auto-veto

res ortogonais.

Para o caso geral de auto-valores multiplos, a transfor
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magio a forma diagonal nao e sempre possivel por uma transforma
gao de similaridade. Para descrever a forma canonica de Jordan on
de qualquer matriz pode ser transformada por uma transfo:maggo de‘
similaridade, introduzimos a definiggo de uma matriz‘caASﬁica s

que é.uma_matriz da seguinte forma

e —d

onde todos os elementos sSbre a diagonal principal sao Ai;- todos
os elementos na primeira sub-diagonal (isto €, os elementos dire-
tamente abaixo da diagonal principal) sao unidades; e todos os ou

tros elementos sao nulos.

Uma matriz canonica nao pode ser'simplificada usando~
-se uma transformagao de similaridade. Seu polinomio caracteristi
co e (A—Ai)mi onde m, e a ordem da matriz. Déste modo, a matriz
canonica tem o unico auto-valor miltiplo Ai..Ela tem somente  um

auto-vetor linearmente independente.

A forma canonica de Jordan € uma matriz quase-diagonal,

composta por matrizes canonicas

Tl LN ]
0 T2 LK N
0 0 T3 .o
0 0 0 ... T
: 3
R A

- ~ )
onde cada Tk e uma matriz canonica e cada 0 representa uma matriz

Zero. Esta notagao mostra a matriz em questao, seccionada em sub-
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—matrizes, das quais aquelas sobre a diagonal principal sao Tk e
' todas as outras sub-matrizes sao matrizes nulas. Por exemplo, se

=

]
O = N
= N O

N O O
3
N
‘o
I 1
S
L1
3
(9]
]

-~ . -
a forma canonica de Jordan sera

2.0 0 0 00
m oo o 12000
e 00 0-30 0
0 0 T

0000 40

00001 4|

Os A aparecendo nas varias matrizes sao auto—valores da matriz
P

Aoriginal e tambem da matriz canonica. E possfvell io mesmo nu-

mero Ai aparega em diversas matrizes canonicas. _A multiplicidade
de um auto-valor & igual a soma das ordens das matrizes que apare
cem como elementos diagonaisf 0 numero de auto-vetores linearmen-
te independentes associados com elas é igual ao numero de matri-
zes nas quais €les aparecem. No ultimo exemplo, os auto-valores 2,
-3 >4, sao de ordem 3, 1, e 2, respectivamente. Associado a cada

auto-valor esta um auto—vetor linearmente independente.

v Notamos que uma matriz diagonal € um caso especial da
forma canonica de Jordan onde todas as matrizes canonicas sao de

primeira ordem.

Como ja foi mencionado, tada matriz pode ser transfor-
mada na forma canonica de Jordan por uma transformagao de simila—
ridade. Nos omitimos qualquer discussao de como esta forma canoni
ca pode ser determinada para uma dada matriz. Nossa apresentagao

tem o proposito somente de mostrar as situagoes que podem ocorrer

2



com relagao a auto-valores e auto-vetores de uma matriz.
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