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APRESENTACAG

1. Durante o séculoc passado e por obra - de muitcs
pesquisadores=s, sendo CAUCHY, LIBSCHITZ, PEAND, PICARD al-
guns dos mals destacados, fol desenvolvida uma teoria dos

sistemas de equagoes dlferenciais ordinarlas.Referimo-nos a

uma tecria que ¢entrallzava no estabelecimentc de teoremas

gque asseguravam z exlsténclza de Sciﬁgﬁea, bem como no esta-
belecimento de teoremas naturalmente corralatos. Essa tec-
_ria que designaremos por "teoaia efementar"|, forneceu teore

mag oom variadoes graus de generalidédet

2. No limiar desta sdculo verlficaram-se grandes

desenvolvimentos na teorla das fungbes reais, 'sebretudo.- de

vidd 8s pesquisas de Lebesgue scbre a integragdo e a deriva

tan -t

Ga0.. ] )
valendo~se desses cunhecimantﬂﬁ,EafhthéﬁddtyEi]t*}

pode dar uma hova versac da teoria elementar. Designaremos

essa versdao por “tecada de Gaaaihgydaay".

A teoria de Carathécdory incluil sistemas de equa-

bt

¢Bes diferenclals ordindrias com fungdes definldoras alta-

{x) - Indicagdss como esta sd8o0 relativas a&s rafereéncias bi-
blivgraficas encontradas no final deste trabalho.
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mente desconkinuas, abrangendc por esta razdao os sistemas de
equagoes diferenciais ordinfrias considerades na teoria ele

mentar.

3. A teoria de Carathéodory encontra muitas aplica
coes. Dentre as mais importantes, figura o seu uso na teo-
ria dos prncesscé da Controle Otimng feito por Pontryagin,
Bnltganskil, Gamkrelidze e Mischchenko [5].A ocorréncia des
tas Gltimas aplicagSes & compreensivel: a pratica  fornece

diversos processos de controle para os guais oz controles Qﬂ

-

timos sao fungdes descontinuas,
Iniimeras publicagdes a respeitoc destas aplicagles

— . ' -

‘foram feitas. A propdsito, gostariamos de cnndﬁzir-b 1qitank
a um trabalho por ndsz apresentado no artigo "Sobre a tenr?a
do Controle Otimo - Aplicagdes em Controla de Reatores", pu
blicado palo Instituto de Energia Atdémicz de S3ao Panlo, em-

sua série de publicagdes.

L. 4. Foi pracurandc'éstudar processos de controle o
timo que sentimos & necessidade de ter um bom confiecimento
do aludidg trahalho de Earatﬁéudcry. B
A finalidadé principal désta dissertagac é a apre-
' gentagdd de alguns ;Epicos-cantrais da teoria de Carathéodo
ry. A atitude gue reflete este trabalho & a de pfndﬁzir uma
exposigdo de modo a facllitar ao leltor o acesso a es5sa teo

ria, nao exiatindo preocupagoes de se atinglr generalidade

maxima.
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A fﬁrma oue adotaremos para fazer assa exgesiﬁaﬂ a8
é segquinte, . L

Um texto muito utilizado em nossonmeio, e gque ex-
poe teoramas fundamentais da teoria elementar, & aguele con-
£ido no capitulo IV de Pontriagulne (#]. Pretendemos entio,
produzir uma red&qén.paralela a de Pnntriaﬁuine [4] ds for-
ma a mostrar que diversos teoremas podem sex transpﬁstos da
teoria elementar para & teoria de Carathecdory com puuﬁas

modificagdes estruturais.

|
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CAPTTULO T

INTRODUCAD GERAL

- . -

1 = INTRODUGAD

Teoremas de existéncia e unicidade de sulugic;da sig-
temas de equagles dlferenciats ordinarias, bem como - teore-
mas relativos a deﬁendénci% cﬂﬂt{gua & a diferenciabilidada

_da solugdo em relagdo a parametros, encontram-se  expostos
em diversos locals, Por exemplo nc texto de Pantriagginé;mﬂ;
mais espeFificadamente, ne seu Capieulo Iv'enccﬁtram-se de-
monstragdes de.tais teoremas.

MNeste trabalho assumiremos esse texto como hidsico
e apresentdremos teoremas correspondentes aos mencicnados
tegremas-no cﬁso dos sistemas de equactes diferenciais ordi
ﬁérias ditos de Carathé&odory.

Convdm notar gue para uma boa compreensic,dos teo-
remnas reférentes aos sistemas da=%arathéndcry! & necessiria
uma :;.erfa familiaridade com tecoria da integracgao seqmdo Lewx
besgue. Para essa teoria utilizaremos os textos [71e [B),

™

gue cobrem as nossas necessidades.

Antes de entrarmos efetivamente nosg sistemas de Ca
. .
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rathécdory, vamos rever na secgdo zegulnte, oz teoremas cen

trals do Capitulo IV de [u4l,

2 = REVISAD GERAL

-

$istemas Elementares =~ Nossas conslderacdes nesta 5ec-

gao, dirdoc respeito aos sistemas de equagdes diferenciais ¢g

tudados-am (41,

Lidaremcs com sistémas de aguagtes diferencials or:

¢ 0

dinarilas do tipo -

*y

1_

ii =~'fi{t; X ;5 sunug xn}} i=1rn--;nr {1}

onde t & a variivel real indapendente,, xl,...,xn s30  fun-
kqﬁes reais incognitas dessd variivel, cnjas derivadas em re
lagdo a t indicaremos respectivamente pbr il,...,in, e fl,.
N sac fungoes reais de (n+l) varidveis reais, defini-

n+l

das em um aberto I do espago R n

das variaveis t,xl,...,x.
Elementarmente, diz-se que um sistema de fungdes
i 4 '

n - ¢ (t}f i=l;li+;nf {2}
definidas em um certo intervalo T, < t-cr2 {infic wvazio) & sor
tugae do sistema (L), se as igualdades

BRI B0 SRl U Sl GO PPN o TS D C DOPOOE MR €1

' forem verificadas identicamente em t sobre ¢ intervalo Ty %

€< £« rza.'.(hﬂ possibllidades ri =-w g P, =dw ndoc sdo exclui-

-dés;l
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Para facllidade de referéncia, diremos gue © siste

ma de equagces diferenc@ais ordindrias

L

;Ci = flit;x 'ili;xn}; itllllf’nr

& um glatema ¢lementay, quando as fungdes

1

i :
f {t_.-}l'. ,-..;xn}; izl'lll,n_'

forem contlnuas em T, relatlvamente a todos os seus argumen -

tos,

Observemos gue sa -

*

< = ¢leey, =100,

& splugdo de um sistema elementar, definida em r,<t<r,, en-
‘tdoc as fungdes ¢i, i=1,...,n, sao continuas em.rl{t{rziapug
suem derivadas &i, i=l,...,n, também continuas neste inter-

valo.

Teorema de Existdncia e Unicidade ~ O Tgorema )1 gue enuncia
remos a sequir diz respeito a exist@ncia e unicldade de so-

lug8o para certos sistemas do tipo (1). Trataw-se do Teorema

2 de (4, p.25].

TEOREMA 1 - Seja _
"

ii rlib'xn}f i=lr PR b ) {4]

= fi(t,x1

-

um sistema de sgquagbfes diferenciatz ardinarfas.

Supanhﬁmﬂs-que aa Fungdes

1

ghe,xt, oo™, 11,0000, (5)

wmmArTn nF FUERSA eThACS
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agjam cantfuugu num aberto T deﬂfﬂ'

atats

- 4 - .
l, e que ud derivadas par

i=1,...,n0,;

ﬁfi(t,xl,...,xn}

2scd * 4=1,...,n, (8)

extstam e mejam aontinuas. nesse abarto.

goes:

1)

2}

Reatas aondipfes pode-se fazer as seguintes afirmg

1

Para cada ponte {tn,xﬂ,.,.,xgl de T, extste uma solu

pao’

J

xt = ¢tey, t=1,....m, e

do sistema (4), definida num certo intervalo aonten—

do o ponto g @ satisfazendo as condigdes

tieg) = xb, 1=1,....n. ' ¢8)
Se ) )

xt =yt 1=1,.00,n,
g '. .

x£.=-xi{tj, i=1,....1,

sao duge solugdes quaisquer do sistema (4},verifidan

do’an condigdes s

L _ .1 _ L1
W {tﬂ}_ }I: l:tﬂ]' = xﬂr

i=l,...,n, ) (9}
de modo gque cada solugdo eatd defﬁn{da;gﬁiéeﬂ;xébrio
intervalo de valores de t contgndo o ponto £qe entao
estas solugdes coineidem onde ambae estdo definidas.




Os valores

1 n
Lge¥gr--2r¥g

denominam-se valores iniciei{s para a solugac {(7) e as rela-
coes {8) condipdes iniefgis PAra essa soliugic. Por comcdida

de de expressio, ao considerarmos uma solugao
x* = ¢tqey, 1=2,....n,

do sistema (4) satisfazendo a condiqﬁn inicial

i

diremos que essa solugdo & assolupfc de mistame (d4) para o=

1 n

1?qlqraa xniatafsftn,xﬂ,...,xu.

Solucces Maximalis - Seja

ot =gty e1,..m, (10}
ma ?ﬂlugio do sistema {1), definida no intervalo rl<t<r2,
Seja

xt = ey, i=2,...,n, (11)
tambeém uma selucac do sistema (1), definida no intervalo
8y<b<8,. -

Piremos que a soclugao (11} & um pralaﬁgdmanta da
snluqﬁa.{lﬂl ge a intarvalo sl‘t‘sz contém o intervalo Eqy%
¢t<r2 (izto é,'slsrl a rzssz} e se a snlugﬁn tlpj coincide

com a soluéﬁn {11) nc intervalco rl<t4r Em particular nds

g
consideraremeos (11) como um prolongamanto de {lﬂ}'mesmc no
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case em que as duas solugdes coincidam integralmente (de mo
do que s, =r, @ 5, =r,),

A solugfo {10) & dita marimal ge ndo existe nenhu
ma solugac diferente dela prépria que seja um seu prolonga-

menta.,

Dado um sistema de equagdes diferancilais  ordina-

rias, satisfazendo as condigoes do Teorema 1, demonstrar-se

gue para cada ponto {tu,xér...,xg} de ', existe uma anica -

k

solugdo maximal

xt = ot(e), 1=1,....n,

do sistema (4), satisfazendo a condigio inicial
1 1 '
. P {tu) = Xp» iml,....,n.

Tal demonstragdo eancontra-se em [4, p.l1801,

Sistemas Lineares - No caso especial de sistemas elementa-

res do tipo linear, todas as solugdes maximals tém o mesmo
intervalo de definigao, intervalo este gue & imediatamente
" determinado uma vez dadc o sistema.

0 fato gue acaba de ser mencionado justifica uma
consideracdo em separado de tais shstemas., Assim,o - Teorema
2 aue enunciaremos a saguir refere-se a existéncila de solu-

gdo para sistemas elementares do tipo linear. Trata-se 4o

Teorema 3 de [4, p.26].

TEGREMA 2 - Seja

- ﬂ 4 4 . .
= ] ajedeter, =100, (12
3=1 -




-
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um statema linear de equagdes diferenciais ordinartas. Supo
nhamas gque v0s coeficientes ai{t}elps termos livres bi{t} 5
jam funpoes continuas da Uari&ﬂeé independente t, definidas
em um ceréo intervale q; <t <q,, Entao, para gquataguer valo

res ftntcigila

1 n '
tu,xD,....,xﬂ, COm €f; € <y {13.1
exiate uma solug&a' .
s s ) . .
M = ¢ it} r i_"l' ttt;n: {14}

-

do sfstema (12}, que satisfasz as econdigoes itniciais

i

or i=2,....n,

i -
? {tB} = X
¢ que € definida an tode interuala-qlnzt g,

Hotagdo - Vamos agora introduzir certa$ notagfes vetoriais
gue faremos uso ne decorrer do trabalho.
Indicaremos por

i

- I
B = (0 ,.00,.X7}

um vetor de IR" e por |¥| o seu mS3ulo,definido da seguinte

maneira

P, .
(%] = ety e e x®) 2302,

Indicando por

Foe, % = et e, .. B e ) L

uma fungao vetorial do peonto {t,§}=={t!xl,;..,xnl aQIEEPaQD

n+l

® ', podemos dar ao sistema
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um statema linear de equagdes diferenciaiec ordindrias. Supo
nhamos que oe coefictentes a?(tltzaa termos livres bi{t} ge
Jam fungoesz continunae da uari&uei tndependente £, defintdas
em um cerfo intervaileo 9, <t <dg- Entae, para gquetagquer valo

resz fnictaglas

L n ‘
tu .-J{U.- LI 'xﬂr COMm ql < tﬁ": qzr {-1'3}
exigte wma solugdo |
i i _
w0 = ¢ (), i=1,...,m, (14}

a

do atstema {12), que satisfaz as condipoee tniciaisw

i

¢i[tg} = Ky i=1,...,n0,

e gque & definida em todo intewrvalo g <t<g,.

Notagao ~ Vamos agora introduzir certas notagdes vetoriais
gue faremos usc no decorrer do trabkalho.
Indicaremos bor

1

-+ I
I RS AP &

um vetor de IR" & por [¥| o seu médulo,definido da seguinte

manaira -
[ .
|%] = £ ixd) 2L L™y 212

Indicando por | : -

Fie,%) = (EY(e,%), ..., e,%)
: - . i - 1 mn
uma fungao vetorial do pontoe (£,x) =(t,x ,....x ) do espago

n+l

2} . podemos dar ac sistema.




— ? -
um sisteme Linear de equagoes diferenciais erdinariacs. Sups
nhames que 08 coeficientes ai(t}e:na termos livres bi{t} gg
Jam fungoes continuags da vari&vei itndapendente t, definidas
&m um gerte intervals q; <t <d,- Entaso, para gquatisquer valg
rea intetats
tu,xé,...,xg, COMm G € ty<dy ETEY

axtote umg soluggo

= = ¢t (ty, i=1,....n, ©{14)

do ststema (12), que satisfaz as condigoes intetais

i

i
P “:0} = x’{}'

1=1, ... ,0,

e que @ definida em todo intervale gy <t <a,,

Notacaoc - Vames agora introduzir certas notagbes vetorials
gug faremos use no decorrer do trabalho,
Indicaremas por
Pen 1 n
2= X .. ;x ]

um vetor de IR™ e por |%| ¢ seu mSdulo.definido da seguinte
maneira

: M,
iﬁi = [ (x5 2+,.__+,-_xn}2]1;2_

Indicando por
e, % o= (F e, T, ... 00,3
1

uma fungio vetorial do ponto {£,%} = (t,x

Bp+l, podemos dar ac sistema

,...,xn] dc_espagu




.1

®o o= fi{t,xl

cve XY, 421, ..00,n0,
a seguinte forma vetorial

=,

onde

} w .(il; koA pin}'.

Dependéncla da solucdo em relacdo a parametros - Revisare-

mos rapldamente as questEes'ﬂ; dependéncia continua e da di
ferenciabilidade da scluglc relativamente a parametrés gque
comparecam ne sistema.

Para tanto, principiemos por descrever os sistemas
gque iremos considerar.

Beja

}-{i 1 n

i 1
= f. [tl:{ J'tl-t_l'x r .u. rtttfuﬂ}; i=l{--.;n, [15]
um sistema-de equagdes diferencials ordinarias, Cujos segun

dos membros fi, i=1,....n, dependen dos parametros reails

. . = l4n+i
ul,...,ui, sendo definidos num aberte ' do espago E

- n 1l £ -
das variaveis t,xl,...,x PO T R
) Colocando s,

- n
. x = {xl,...;x ];

iul.---;ui}

=4
Ik

Foe, %0 = (EF eI, L e e 5T, -



podemos reescrever ¢ sistema (15} sob a forma vetorial

S

x = Fle,%X,n). {16)

A denominagfo sistema elementar serd atribuida ao
sistema (15) sempre gQue as fﬂnqaes fi, i=1,...,n, forem con
tinuas em F, e relaqﬁn a todosz os seus argumentoas.,

Admitamos que este seja o0 ¢aso, e suponhamos que

as funcdes

Bfi 1 n . 1 ) ui} i=l,...,n;,

2y f 4=l,...,n, .

.

sejam continuas em T, relativamente a todos 05 seus argumen

-

. tas.

Fixados os valores iniciais tu'ﬁﬂ' seja M o conjun

to definido pela seguinte expressdc -

4= (e ®*: (tyeXg MET).
A cada ponto I de M, corresponde uma solugdo ma
Ximal |
- 1 -+ 1. h
FED = e, 0T R, (17)

do sistema (16} para os valores fhiciais ta,iu, definida em
um inteFvalo ﬁliﬁ] <t4:m2[ﬁl.

0 eonjunto T de todos os pontos {t;a} naslquais a
funpde $lt,1) eatd definida, & deserito por duas condigoes:
; ponto ﬁ pertence a M e t pertence &a tntervale mi(ﬁ}<‘t <.

< mz,tﬁl .
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-

0 Teorema 3 que enunclaremcs a sequir, exprimeo Ea
to que a solucao (17} é&.continua em relacao a pardmetros,ch
seja,; a dependéncla continua da solucdo em relagdo a parame

tros,. Trata-se do Teorema 12 de [4, p.l86].

TECREMA 3 - ¥gs supcsigoes anteriormente feitas, o conjunto

T de ftodosg 03 pontos {t,ﬁ} onde a fungdeo ${t;ﬁ1 eatd defint

1+%

da, é um conjunto aberto de W *.Além disso,a fungao ${t,i)

- - - v - + -
& apntinua do par de vartaveis L,y no conjunto T.

Para finalizar esta revisde, enunclaremocs o sequip

te Teorema 4, relativo a difersnciabilidade da solugQao emre

l&qﬁc & parimetros. Trata-se do Teorema 16 de [4, p.134].

TEOREMA 4 - Alem das condipgdes admitides no Teorema 3, supo
rha-ge gque as derivadge paveiats dos segundoe membros,sm re

lagae aos paramatras

atd e, L™, ul, Ll Tl

ﬂl,ik * k=lr--t;£1

sdo fungdes continuas em T.

Hestas condipfes pode-ase fazer as seguintes afirma
goes ! -
1) Aa devivadas pareiate

a¢t (e, T Aheee-m
k F'k=l,...:%
a.u ‘ r I r \

aga cantinuas am P.
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.
"

2) Az derivadas parciacis mistas

326t (£, M) izl n,

aeau =leooo0 8,

sdo continuaas em T,

3} Az derivadas pareitais mistasr

aldli{t;ﬁ} i=1,;--,n,
i
anfat k=l,...,2,

sdo continugs em T.-Além disso, qualquer que geja o

-

ponte [t,ﬁ} em T

220t (00 _ a2etiedy  AThees-

3€3p” IpTaE k=, ..., 0

3 - SISTEMAS DE CARATHEODGRY

- A presente sec¢ic & primordialmente dedicada 3 in-
trodugio dos sistemas de eguagdes diferenciais ©rzdindrias,
chamados sistemas de quathéodnry_

Como veremos abaixo, a nogac de sistema de Cara-
théndurylesti ligada 3 nogio de funcao de Carathécdory. Co-

megaremos pois, com a introdugdo desta filtima nog¢o.

- Tomemos o gspaqb:ﬁn+l das variivels t,%. Dado um

1

ponto {tﬂfﬁui de ”™TH, designaremos por Vi{g,a) ¢ coajunto

~ N
definido pela expressao

vig,a) = [(e,5)e B : fe-t | <q, [%-%,]<al,
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2) As derivedas pareiair mistas

32¢ittrﬁ} iglr"*ln’

Et&u kplillllil

sao econtinuas em T.

3} Aas derivedas parciais mistas

32¢i{t,ﬁ} i=1 ,...,n,

sutat k=l,...,,

gan dontinuas em T, tlem disso, gualguer gue geja o

&1

ponte (&£,1) em T

32¢iftf;] _ 3!¢i[t;§l i=l,.;.;n;
'
3ty . K=1,..., 0,

3 - SISTEMAS DE CARATHEQDORY

%A presente secgio & primordialmente dedicada a in-
trodugdo dos sistemas de egua¢des diferenciais ordinirias,
chamados sistemas de Carathécdory.

Como veremos abaixo, a nogao de -sistema de Cara-
théodory'esti ligada & ncgﬁo'ﬁe fungac de CarathBodory. Co-
mecaremos pois, com a introdugdo desta dltima nogdo.

- - Tomemos o0 aapa@b]ﬂn+1 das variaveis t,ﬁ. Dado um
FOnto {tﬂ'gﬂi deimn+l, designaremos por Vig,a) o conjunto
\

definido pela expressao ' )

vig,a) = (e, 0e®" Y et ] <q, [X-%,|<al,



=12 -

- onde 4 & a 830 nimeros reais positivos.,
Indicaremns por Jq e ﬁa o intervalo de® e a bola

-

de R" definidos respectivamente pelas expressaes

T = {te m: |tﬂtﬂi < ql,

-+ n |+« =
By = (@R |x-x,| <al,
de tal forma gque Vi{g,a) & o produto cartesiano de Jq por ﬂa‘
Consideremos uma fungdo real f{t,E] definida em um-

l.,hiremos que f{t,ﬁj & uma fungdo

conjunte aberto T de . ek
de Carathéodory num dado ponto {tu.ﬁﬂ} de I,3e existir uma
vizinhanga V{g,a) desse ponto, contida em I'; onde £ satis-

- faz as seguintes condicdes:

1) OQualquer que seja x fixado em a.¢ £ & uma fungio men

suravel de t em Jé:

2) Qualguer que seja t fixado em Tgr £

{0

uma funcdo con
-
tinua de ¥ am ﬂa;

3} Existe uma funcéo
mD=nm{t}

inkegrével sagundo LeEesgue am J&, para a gual

LS
|E{t,x} | smnft}

ﬁualquer que seja {t,x) pertencente a viz,a).
Diremos que £{t,%) é umg funtgdo de Carathéodory rmum
subconjunto qualquer W de I', se f for funcdo de Carathéodo~

ry am gualguer ponto de W,



Designaremos as condigdes 41.,2) e 3) acima por Con
digoes de Carathsadary. _ ‘

Cabe aqui a apresentaqi& de uma proposig2o gue fa-
remos uso no capitulo segulnte. Tanto nesta proposiqﬁo, co-
no no decorrer do trabalho, utilizareﬁos a notag%o gue sSe-
gue.

Designaremns por ﬁgq,a] ; fecho do conjunto Vig.al.

vé-se Iimediatamente gue ¢ conjunto Vig,a} & dado pela ax-

pressa

Ti(g.a) = {{t,ﬁ}e:n?+l: jt—tb] 5q,l§;§hts al,
. e mais, que ﬁ{q,aj & o produtc cartesiano do intervalo fe-
chade T de IR pela bola fechada Ea_deimp,respectivamente da

q
dos pelas expressoes

E'q {te R: |e-t | sql,

{xe ®®

A

a :[E-Eﬂtﬁa}.

PROPOSICAO 1 - Supenha-se que f seja uma fungde de Carathéo

dory em f, e conaidere-se um gqualquer ${g,a) contido em T.
Nestas condigdea pode-ae afirmar que:
a}l Gualquer gue seja x fizadd~em Ea’ f & uma fungdo men
surdvel de t em T_;

q
" b} Gualquer que seja t Fizmado em Eq* £ & wma fungdo oon
tinua de X em Ea; v
o) Existe uwma fungdo

m=mit])
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integrdvel sequndo Lebesgue em Jq’ para 4 gqual
|E¢t, %} | s mit)
quaiquer que feja (t,x) pertencente a Vig.,a),

DEMONSTRACAC - De fato, considerado um ponto (£*,%*) qual-

quer de V(g,a), designe-se por Vig*,a*) uma vizinhanga des-
se ponto, cuja existéncia & assegurada pelc fato de que £ &
funcao de Carathéodory no mesmo.
Considere-se ¢ conjunto das vizinhangas V(g*,a*)ab
. a
tide guando {t*,ﬁ*] percorre V{g,a). Esse conjunto & um re-
cobrimento aberto de Vig,a). Como Vig,a) & um compacto, pe-

16 Teorema de Borel-Lehesgue pode-se afirmar gque existe um

conjunta finito dessas vizinbancas, digamos,’
V(ql:all :-i-rvtanﬂn) ) {1}

gue recochrem V{g,a).

Fixado i em.Ea, consideremos o conjunto dos pontos
{t,i] obtidos guande t percorre Eq. pesignemos por I ?sse
conjunta, Temos gue qualguer gue seja {t,i} de f, existe u-
ma vizinhanga v[qi,ai} derllf talgﬁue {t,i} pertence a £ssa

vizinhanga, Podemos entso extrair de (1) am conjunto de vi-

zinhangas

quil,ailj roo .,v[qik,aiki ‘ ) {2)

que recobrem I e tal que a intersecgﬁb de T com ‘cada uma

dessas vizinhancas & nao wvagzia,
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Nestas condigdes vé-se facilmente que Eﬁ esta con-

tido na uniao dos correspondentes intervalos
qul,.,. . quk

a que f{t,%} & mensuravel nessa unido. Portanto f{t,i} 2 men
surivel em Eq. Résulta dai, que a condigdo a) & verificada,
Seguindo um procedimente andlogo,” vé-sa sem dificuldade que
a condicdo b} & verificada.

Finalmente, correspondentemente ao conjunto {1},

- =

congidere-se o conjuntos dos intervalos

b S, S

e sejam

By i~

fungdes integridveis segundo Lebesgue respectivamente nesses

intervalos, "tais que
tete.x) | smy ()

quando (t,x) pertence a U{qi,ai], i=l,...,n. A& existancia
dessas fungoes & assegurada pela tgrceira condigac de Cara-
theodory.

Delfinamos em Eq as fungoes

[mi[t} am Ean
mi{t} = -
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e seija
mit) = sup{ﬁltt},..fﬁnit}}

com. £ percorrendo Eq‘

Constata-se sem dificuldade que m & uma fungdo in-

tegravel sequndo Lebesgue em Jq' e gue
|E(e,%) | = mie)

qualquer gue seja (t,x) pertencente a Vi{g.a), isto &,a con-
digac ¢) resulta verificada.

Posto isto, passemos 4 definigdo de sistema de Ca-

ratheodory.

Consideremos um sistema de eguagoes diferenciais or
dindrias

ii = fi{t,xl,.--lxn}; izrrl*'ln' {3}

Hesse sistema £ & a varidvel real independente, 31,..,..,xn

sad funcdes reais incognitas dessa variavel, cujas deriva-

das em relagso & t indicaremos respectivamente pox il,.....

l,...,En sao funcoes reais de (n+1) wvarlavedis

1

-l-l-ll:in_r E"— f

reais, definidas em um akerto [ do espage BP+

1 n
vels €, X ;o ,d .

das  wvaria-
o,
 Diremos que o sistema (3} & um sistema de Carathée
dory quanda fi{t,ﬁ}, i=1,...,n, forem fungoes de Carathéodo
ry em ['. .
Uma vesz definidQECE sistemas de Céréthénddry, cabe

agora introduzirmos uma definlgao que adotaremos come defini-



i O
¢do de solugaoc para e3ses sitemas;por comodidade,as solucgSes

no sentldo dessa definigdo serdo designadas por solugdes se

gqunde Carathécdory.

Um sistema de fungdes
x* = elier, 1=1,.. 0,0, {4)

definidas em um certo intervalo x, < tn:rz tniﬁ vazio), absa
lutamente continuas em gualquer sub-intervalo compacto de

r,<t<r, & solupdo gegundo Carathdodory do sistema {(3) ,3e as

igualdadeas
$Tee) = ehee et el ™)), 1=k, a0 0, . (5)

forem verificadas quase sempre em t no intervalo rl*:t~¢rz,
Aste 8, se as (5) forem satisfeitas no referido intervalo
exceto num conjunte de medida de Lebesgue nula, O intervalo
X, < t~¢r2 denomina~se intervale de definipds da solupao (4).
{&s possibilidades Ly S~® e r,=+e nac sao ex;luidas;}

Faremos a seguir alguns comentarios relatives a de
finigdo de solucdo segundo CarathEodory.

1. Wo inicio da Secgao 2 foi apresentada uma defi-
nicdo de solugdo; as solugCes caracterizadas por essa defi~
nigao serdo designadas por 391u¢3i§ no sentido elementan,

A primeira idéia que tivemos ao definir solugac se
gundo Carathéodory foi a de modificar a definici&oc de solu-
gdo no sentido elementar, através da exclusiva substituicdo

x
da exigéncia de igualdade sempre por igualdade guase sempre.

Mais especificadamente,gostariamos de poder definir solugao



segunde Carathéodory do seguinte modo:

Um sistema de fungdes

%% = ot{ey, i=1,...,n, (6}

definidas em um certo intervala < t<r, {nio vazio) & so-

lugae do sistema (3), se as lgualdades
'i‘i{t} = fi{t:¢l[t]f-t-:¢n{t3]r i=l,.. 0.0, (7]

forem verificadas guase sempre em t no intervalo ry<t<r,.

Por facilidade de _expressdo referir-nos-emcs a uma
solugdo definida da maneira acima como sendo uma saluésb nd
qeepgde primeira.

Observemos que a diferenga entre a precedente defi
ni¢dce de solugao e a definigdo de solugac segqundo Carathéo-
dory & que nesta ultima exigimos que as fungdes que consti-
tuem a solugac sejam absolutamente continuas nos sub-inter-
valos compactos de < t €Iy, exigeéncia asta qﬁe omitimos
na primeira:

Uma omissac desta natureza acarreta certas inconve
niéncias,'camo por exemplo a ﬁalta de unicidade de solucao
na acepgac primeira, que passamos g mostrar.

Consideremos uma equagdo difarencial ordindria

x = £(&,%), (8)

onde £ & uma fun¢do real definida em um aberto I de R, e
seja

x = ¢{t) {2)
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uma solugdc na acepgdo primeira dessa equagdc, definida em

r,<t<r, e satisfazendo a condigdoc

¢ltﬂ} = Xye
Qualguer gque seja o ponto t' de rl*ft < I, com t‘d&
ferente de tﬂ' e ¢ uma constante real cuijo valor & diferen-

te de ¢({t'), a funcio

¢ (L) ry< t<t!
X = g¥{k) = dc¢ t = t!
L )

tambeém @& seolugae na acepgac primeira da equacgioc (8),uma vez,

que a lgualdade _ -
$* ) = £lt,9*(c)),

verifica-ge guase sempre em ry<t<r,. Além disso, 4* & ob-

2
viamente diferente de ¢,e satisfaz & condigac

¢*ftu] = ¢Et0] = Xp-

Este fate mostra gue com a definigdo de golugdc na
acepgdo primeira nunca exlstird unicidade de solugic em con
digdes andlogas &8s do Teorema E.i?*}.

Se tivéssemos exigido continuidade na definicgic de

solugao na acepgao primeira, o mencionado fato ni3c teria lu

(*) - Hesra sccgas e subsequentemente neste trabaiho, & re-
fer8ncia & teoremas e Telagdes de outras secgles seri feita
como acima, isto &, aoc escrevermos Teorema 2.1 estaramos nos
referindoe ao Teorema 1 da secgae 2.
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gar. & vista disto parece cabivel a tentativa de se acres-
centar a definigdo de solugio na acepgir primeira uma exi-
géncia de continuildade, conforme a sequinte definicdo:

Um sistema de fungdes
i .1 =
¥ = ¢ [t), 1=1,....n, , (10}

continuas em um certo intervalo ry<t<r, {nao vazio} & so-

lucéo Ao sistema (3), se as igualdades
v1 _ i 1 n _
q] {t] — f Etr{l} {t} r---;¢ [t_}}; i-l;.;-;n;~ {llj

forem verificadas guase sempre em t no intervalo ry< <r,.

Por facilidade de expraessdo referir-nos-emos a uma
solugao definida da manelra acima como sendo s?lugﬁb ng 4-
cepeio segunda.
- Esta definicdo ainda apresenta certas inconvenlén-
cliass com.&feito, mostraremos a seguir, gque com ela também
nidc se consegue obter unicidade de solugio.

Consideremos uma aequagdo diéerencial ordiniria do
tipo

x = F{t) - (12)

onde £ &€ uma fungao real definida 'em um aberto I de R, e se-
ja
x = ¢t} {13)

uma solugdo na acepgdo segunda dessa .equagao, definida ent

r < t<r, e satlisfazendo a condicio
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$legd = x5 . (14)

Em breves linhas, mostraremos que,-utilizéndo a co

nhecida fungag de Cantor{*}, podemos obter uma outra sole-

cao da (12}, diferente da tlEj, definida no MeSmo intervale
x)<t<r,, e satisfazendo a mésma condicaoe (l4).

" Com efeltc, designemos a fungao de Cankor por Yo 2

masma a umalfunqin real aefinida et D4t£)l, assuminde va-

lor zero para t igual a zero e o valeor 1 para t igual a

1., Trata-se de uma fungdo continua em 0 st$1 e com deriva-

-

da nula gquase sempre nesse intervalo. Assim sendo a fungao

yi definida pela expressac

a, z, < tct__ﬂ

2 ' P

y () = 4Yﬂ E‘E'{t"tﬂ}}rh . tu$ t._ﬁtﬂ-‘- 7 ;
t TUIE-%[t—tG}: egtpct <yt
0y , tr.l + ps t::rz

onde 0 <p=< fz—tu, & uma funcac nao identicamente nula e con
tinua em Iy < te<r,, possuindo derivada nula.quasesemp:e nes

te intervalo, Ainda mais,

Y ieg) ="Q.

£ fieil ver que tomando-se uma constante real ndo nula e su
ficientemente peguena em mddulo, a fungdo

$*{t) = ¢ (k) + oy (t)

{¥*} - 0 leitor poderz encentrar adefinigdo da fungao de Caa~
tozr em (8, p.61.

MSTLT0 DE ENERGIA ATOMICA
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ainda di uma ;olugﬁc na ac&p@ﬁo.segunﬂa satisfazendo a-con—
digdo (14), solugio esta que & distinta ds ¢(t).

Analizando a fungao 71,Fverificamus que ela nao &
absolutamente continua em todos os sub-intervalos compactos
de £, < t<7T,; dal vé-se que se na dltima definigdo de solu-
¢ao apresentada figurasse uma exigéncia de continuidade ab-
goluta no lugar da exigéncia de continuidade, a argumenta=-
gdo acima nao poderia ser faita.

Adotaremos pols a~éefinig§ﬂ de solugac segundo Ca-
rathéodory, anteriormente apresentada. o

Conforme veremos no desenvolvimento desta tese, a
ﬁefiniq&c de solugdo segundo Carathi2odory € satisfatéria nd
50 relativamente i guestac de unicidade, como tawbdm & da 8
xisténela, pois para uma classe muite érande de sistemas de
Cérafhéadory puda-se'fa;er afirmagoes de existdnela e ﬁﬁici

£l

dade de solggin sequndo Carathéodory em condicdes anidlogas
ac do Tecrema 2.1,

2., Considerando um sistema elementar,poder-se-ia 4
primeira vista ter a impressao de que poderiamos restringir
a classe de suas solugdes, sa addgsrmas a definigag de solu
¢do no sentido de Carathdedory e nio no sentldo elementar.
ﬁssa1im§ress£n se dave ac fato de aparecer ha primeira defi
nigao explicitamente uma exigéneia de continuidade absoluta,
exigéncia essa gue ndo @ explicitamente feita na segunda de

finigdo,
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Entretanto, a referida exigéncla estd implicitamen
te contida na definigio de solugde ne sentido elementax,con

forme passamos a mostrar.

De fato, basta lembrarmos gue se o sitema da fun-

cées
xi = ‘:’i{t}r j-:lr--!!lnl

& solugdo no sentido elementar de um sistema elementar

i 1

e et 6™, i=l, 0 m,
solugdo essa definida em r;< t<r,, entio as igualdades

oty = £rqe, oty 6" (1)), i=1,... .0,

.wverificam-se identlcaments en & sobre o interbélﬁ rl-cﬁ*crz.

= =5, o
Come as fungoes ¢i g 9o, i=l,,,.,n, s20 continuas

e -
em x1< tcrz, Hando rlqtn<r2, tem—-s& gue

) Ii'-'l-' .
e = sty + | dmag, s,

€9

nesse intervalo, Portanto podemcs dizer que a Eclugina pode
éer'escrita come sendo a intgg?al indefinida de sua deriva-
da, © que implica gque a solugZo é,absolutamente continua em
qualguer éuhuintervaln compacto de rl-¢t-cr2. (& &emnnstr&—
QED aeéta 1mplica¢£o-encontfa—se em L7, p.lﬂ?;.} :
Diversas consideragdes relatlvas a definiglo de so
lugac segundo Carathéodery ainda poderiam ser'feités. Limi-

tar-nos-emcs ace ccmentarlos acima, pois o seu desenvolvi-

-
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manta alangafia demasiadamenﬁe-este texto; acarretands @m
desvio do seu objetivo central,

Mas antes de encerrarmos este Capitule, nao gquere-
mos deixar de acrescentar o seguinte comentdrio de cariter
geral.

As hipbteses de continuidade impostas sobre a9 di-~
ferentes fungles que aparecem nn; tecremas enunciados no 1li
vfu?de Pontriaguine [4] e transcritos na éecgiolz, serio

substituidas por correspondentes hipoteses de gue as aludi-

N

das fungoes sd8o de Carathéodory. Ha maioria dos casos, com

esta substituicloc, poderemcs exiblr teoremas correaponden—

-

.tes aos mencionados teoremas, para os sistemas. de Caratheo-

dory.


http://sistemas.de

CAPITULD I1

TEQREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE
DE SGLUEﬁb SEGUNDG CARATHERDORY

4 - [NTRODUCAD

-1
L F >

-

Consideremcs o sistema de equagtas diferenciais or

dinarias

1

2= ftext, oL x™, i=1,....n, (1)

onde £ & a_vériﬁvel real independente, xl,...,xn sac fuan-

¢Ges lncognitas dessa variavel e gt

nidas em pm~aherta r da:mn+l.

Neste capltulc estudaremos teoremas de existén&ia
e unicidade de solugao segundb Carathéocdory do slatema (1),
guando o mesmo & consideradec come perteﬁcenta a uma-subclag
se bastante ampla da classe dos s{stemas de Carathépﬁory.

Empregaremos © método das aproximagdes sucessivas:
amplamente dﬂseﬁvalvido por Plcard. Trata-se de um método
muito utilizado em Anilise na demanstragdo de teoremas de e

xisténcia e unicidade.
=05



- 2 -

5 - ENUMCIARO DO TEOREMA DE EXESTENCIA E UNICIDADE DE

DE SOLUCAD SEGUNDD CARATHEODORY

Esta secgio & dedicada ao enunciado do saguinta Teo
rema de Exlst@ncia e Unicidade de solucio sequndo Carathéo-
dory. A menos de méhqﬁo contriria, doravante sempre gue fa-

larmos em soOlugio, entendersmos solucdo no sentlido de Cara-

théedory.

TEQOREMA 1 - Seja

1

]

o= ek, .o, ®Y, i=1,...,0, (1}

um asistema de equagdes difererneiats ordindrias.
Suponhomoe gue og gegundog membreos fi, i=1,..., O,

das equagoes (1} sejam fungdes de Caragthiodory num abepto T
1

‘da BT ; alem disse, suponhgmos que axistam as derivadas
paraigila
att (e, xb, ... 10 oo (2}
r
33 =1, ...,

em T' e que tambem sejam Funpdes de Caraithéodory no meamo a-

barto.
-

™,
Neatas esondipdes, pode-ae fazer as segutintaes afir-

maglas:

1) Para cada ponto {tﬂ,xé,...,xg} de TI', existe uma solu

pdo
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L
[}

xt = ¢tety, i=1,...,n, (3}

do atstema (1)}, defintda num capto intervalo conten-
de o ponteo ty aattofazendo ae condigdes
e = xb, 1= (4)
¢ (tnl - Rﬂf i—l;-.._.;l'l. . .

Se

wt o= pte), t=1,...,0,

xi = xi(t}, i=1l,,...0,

gac ducs selugdes quataquer do stetema (1) verifican
do ag condigles

¢i{tﬂ} = xi[tﬂ} = xé, T {5

de modo que ecada solugdo estd definida em aeu  pré-
prio intervale de talores de t contendo o ponte tn,
entdo eseas solugdes ocoincidem onde ambza eatde defi

T nidas.

05 valores

tn}x%r--ilxgl {6)

denominam—-se valores inictae para a solugdo (3) e as rela-
gbes (4) condipies inieicis para essa solugac. Por comedida

de de expressiao ao considerarmos uma solugdo

<t = ¢t(xy, t=1,...,n,

do sistema (1) satisfazendo a condigdo inletal

$hie,) = x5, 1=1,...,m,
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L

diremos que essa solugao € seolugae do siatama (1) paracs va

: . e e m 1 n
lorge tnictata €., Xosen.,X%
IR A ¢

a4

6 ~ QUESTOES PREPARATORIAS PARA A DEMONSTRACAD

DO TEOREMA 5.1

Esta secclo serd dividida em duas partes. Na pri-
meira delas explicitaremos algumas definicoes e fatos qﬁe

serdo utilizados na demonstragdc do Teorema 5.1. Na parte

seguinte faremos um pequenc esquema dos passos gue lrems s5e

o

gulr na referida ‘demonstragéo, com a finalidade de estarmos

com sua idéla central bem destacada.

Deflnicoes e Fatas Preliminares

A) Introduziremos agul algumas definicdes relaclo-
nadas - com funqﬁes vetorials e estabeleceremos certas — pro-
priedades dezsas fungdes.

Seta

ey = telie), .o e™ie))

uma fungio vetorial da varidvel real t definida num interva
lo ry.<t<r,.

Diz~se que E & manaurdvel segundo Lebgague em r, <
<t <r, se e somente se suas componentes ¢l;-ikl¢nl forem

mensuravels segunde Lebesgue nesse intervala.
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Diz-sa que $ & integravel vegunde Lebsague em £y <

. ' 1 n
< t < r, se a somente Se suas componentes 47 ,...,% forem

integriavels segundo Lebesgue nesse intervalo. Neste caso,po
demos definir em ry< t<r, a fungio vetorlal

€

Tt _=J diE)ag, (L
“a

ondea y €ty <X,y por melo de suas componentes \bl,-u;liln: <o

Mo Segue:
. :
ey = J o*(£ydg, 1=1,...n,
. fﬁ

cm rltt«:rz,

Subsiste a seguinte relagaop

- t ' . :
‘J ${E}da] < |f L${51iag]. {2}
9 %
Trata-se de uma desiguéldade bam canhéaida & sua demonstra-
IgEﬂ rode ser encontrada em [B, p.527.

Diz-se que § & uma fungEntEbsaIutamante .eontinug
num intervalo compacto r) £t £r, Se ¢ somente S Suag compg
nentég @l,...,¢n forem absdiutamente continuas nesse inter-
valo. )

- Seja

Fee,®) = (€2 06,%), .00, E% 0,3

o

—ea s
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uma funqac vetorial definida em um aberto I' de R" 1. Dire-.
.mos que fie,x) & uma fungac de E‘arathacdory num ponto (tﬂ;xﬁl
de T se & somente s& suas campnnantas fi, i=1,...,n, forem
fungﬁes de Carathéodory em (tﬁ,igl.

Estabeleceramos a seguir algumas proposicdes rela-

clonadas com fungdes vetorlails de Carathécdory. v

PRGPGSI@EULI - Para que £ seja uma Funpgdo de Carathéodory

* - . . . -
rum ponto [tﬂ,xn},e necassarto e sufrotaente gue &xt8tg  uUma

vizinkanga Vig',a') deasse fanto, sontida em T, ande ' qgtig

- *
faz g3 wpeguintes qondigaagt ’:

LT

1) Qualquen que sethﬁ fizado am ﬂa.,? uma fungdo men

surdvel de t em jq,;

%) Qualquer gue seja t fizxado am J&,,f

o1

wmg fungas con
' -+
tinua de x em Y

3) Existe uma fungao real
My = Mg (£
integnavel segundo Lebeagus em'Jq‘, para o qual
1E(t,3 | s M)

qualquer gque seja [t,ﬁ] perténeante a Vig',a').

DEMONSTRACAOD - Demonstraremos & necessidade da cnndiqia,seg

do faeil constatar a sua sufieléneila.

(*) ~ Ao tratarmos de fungdes vetariais essas trés condi-
gogs gserac denominadas condigoes de Caratherodory.



Inicialmente observe-se gue as componentes f:'il,i=l,r
ven,n, de T sdo fungdes de Carathdodory em {tn}ED],Istc sig

nifica que para cada fl, existe uma vizinhanca v{qi,a do

1)
ﬁanta [tn,ﬁuj, contida em [, onde:
i

a)] Qualguer gue seja ¥ fixado em A R

a} & uma fungao

mensuravel de t em Jq,;

i ] )

b) Ounalguer que seja ¢ fixado em Jq,, £ & ume fungao

, 1§
continua da ¥ em A il

a4

@) Existe uma fungdo .
=i =i )
my = mu{t}

integrivel segundo Lebasgue em Jq' para a qual
. _ i

1£2 (2,81 < ;g (e)

qualguer que seja (t,%) partencenée a thi,ailg
Sejam g' & a' os nimeros reaié-pnsitivas dafinidos

respectlivamente por

ql = inf{qirit b;qri]'

&' = iﬂf[aif\-‘ .,ﬂ.l;}-—

Tomemnas a vizinhanga V{g',a‘') déh{%h,ﬁal, contida em ', da-
da por
v ‘l £y = x n":]- ' T.x ‘l
ig',a®) = {(£,x)eR"; It-—tﬂ|{q ’ [xﬂxﬂica.}.

Constata-se imediatamente gue as fl{t,i},_i=l,....

<+, sdc funcoes mensuraveis de t em Jq,=[teiR=It—tg|{q'],
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para cada X fixadn em ﬁa.={§E]mn:|ﬁ;ﬁb|<a'}, e sao fungdes
continuas de ¥ em & . para cada t fixado em Jq.. bai,as eon
dicdes 1) e 2) sac verificadas. B -,

Para terminar faremos & segpirathpatataq&c de que
a condigdo 3) também & verifi¢ada. .

Pela condiglo c) acima, vé~se gue as restrigoes

mé‘ = mé[t}' i=1;--a;n;

das funcgoes ﬁt, i=1,,,,,n,a0 intervalo Jé., sac integraveis

segundo Lebesgue nesse intervalo, e sao tais que

"

|t {e, 5] € mpte), iml,...0m, B+

gualquer gue seja lt}i} pertencente a Vig',a').
Seja
o X n,. .
_ matt} = sup{mﬂ{t},...,mﬁ{t}}r . f?i
com t varlavel em Jq..
Entaoc
1£4 6, X (5 myled, i=l,...m,
éualquer gque seja (t,%) pertencente a Vi{g',a'}.
pal, N
et e, 812 s g s 32

a CR . -

il 32

Le (£,%) |2 < nlmg () 12,

i=1

Portanto,
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n 172
[ }oiehe,|® < 2} %m; ().
L;—l | o

Zendo m%, 1=1,...,n, integrivels segunde Lebesggue

em Jq,, ma também o &, donde imediataﬁente abteam-se guea

1/2
Hn{t} = n

*
mu{t] ‘ {3)
8 integravel ‘sequndo Lebeague em J_,.,e que

1E (81 < Mg (e, (6}

\
’

gualgquer gue saja [t,ﬁ} pertencentes a Vi{g',a'), o que _ de-

monstra a condi¢ao 3).

"PROPOSICAG 2 = Seja -
Fie , ) = lfl{t,ij,....fn{t,ija

uma fungdo de Carathéodory num ponto {tﬂ,iﬂ]. Suponhamos qus
existam as devivadas
Bfi{t,ii i=lyes.m,
!
ax _jgl;iivl'l:’-j
das aomponentas de f{t,ﬁ} am ', e que ae n fungdes vefo-

" riate definidas por

RS
i, » Lie 3
{Bf ttile"'furlx;}}' i=l'--|-lln-l !
Ax - aX

gefum de Carathdodory no ponto {tu,ﬁni.

Nestaa condipiea exietem umdg vizinhenga Vig,a) de

{td,iul, contida em I', e uma fungdo
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Ky = _Kﬂ{_t] : h (7}

tntegravel aegundo Lebésgua en Jq, tal ‘que’
-+ —* g O
If{t{XJ“%EFrxu}l 5‘RP{F{{?HKHE - (8)
quatsquer que gsejam {(t,X) e-!t,ﬁn} pertenaentes a Vig,al.

DEMONSTRACAO - Decorre da Broposigdo 1 que existem vizinhan

. . } -+
gas Vig',a")., v{qlJal}l‘l*rv{anan} do ponto (tg,x,), conti

das em ', onde as {n+l) funéEes yvetorials .

te,h = sheesd ... e L )
allt,;} =iiﬂfltt,§},.;"ﬂflft,;li- [9)
) . et ax"
Hntt,i} - (afn(trﬁijt. o xl)
: el

JEK
respactivamente satisfazem as condigSes 1}, 2) e 3).
Sejam. -
g = inf{q',ql,;..,qn},

a = inf{a'.al,.;.,an}

e consideremos o conjunto v:q,a]-éﬁdn pela rélagao Vig,a) =

= {(t,D)e w*H*

e .
sttty g, |x-ga-is‘:‘a.}- :

" - Temos goe Vig.,al & uma vizinhanga de (tﬂrﬁa] contl
da em T'. Além disso, V{g.,a) & um cenjunto convexo em rela-
. -gdo ds variavels xl,...,xﬂ,'o que significa que dados dois

pontos [t,ﬁ} =] tt,ﬁﬂ] de V{g,a) com mesma cpordenada t, (a]

-
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segmente determinado por eles &stid contido em Vi{g,a). Pode-

mos descrever este segmento comeo sendo o conjunto dos pares

(t,Z(s)), onde

'3{5) = §D+5{§—ﬁﬂ} com 0 ss%1.
|

Por um  Jladco, para cada valor de £ fixado em Jq‘

as fungdes .

fi [t;;}; i=l;tro|;nr .

i =+ -i=l;...,n,
3£ (t;x}-'
3_1"5] * j’:l;lol-;nj

'sfo continuas de X em A, - Dai podemos assagurar gque as deri

i - .
vadasg at (téztsj}. il ,,.,,h, exiztem em 0« 5¢< L,podendo se

rem obtidas pela regra da cadela:

aft (t,2{s)) _ 3 sttt 2t s ,...,20(8)) | azi(s)

=i
dg - .
k=1 . ka ds
B gl eradlisy, . L2®0s)) L,k Lk
= 3 : FIEEY N e e}
k=1 ax

“Ainde mals, pelo Teorema do valor médio tem-se que

e -ty = et iun -t don =

_agte,E s
- ds

, Com OG< B <},

s=8

Bortanto

| =+ - a i L n
fi (t;x}—fi[t,xﬂ]‘ e E [af {t!z {E}Irci-rr;z {51}] [j{k-—-}{l;] ,
. k=1 B swi
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com 0<@<l., o {11)
FPor outro Ladnfexistaﬁ fungtes

i i
Ku EKu{t}' iﬂl,|1|rn’

integravels segundo Lebasgue em Jq que majoram respectiva-

. mente as funcoes E-,...,&n er V{g,a). Dal resulta gue

L 1=1,,..,0
|M:*‘—" s ke, ' (12}
3z L) P
gqualquer gue seja (t,%) partencente a Vig,a). -
Beia
: R () = sup{k:(t) K2 (£} } (13}
D . .“.P ﬂ [ L B ﬂ

:
‘com t varllvel em J_.

Levando em conta as {10}, (111, {12} e (13) consta
ta-se sem dificnldade que *

n .
eh R et e Egy ] 2 LRy () gt s

s'nﬁntt1|§3§ﬂ|, i=l,...n.
 Entao N
ifilt,ﬁb-fitt,§ﬂ1|2 s n[K (£) 12 %%, 1 2

X'XD

N .
4 1 2 3= 2 2,
££1 |£5 e, 3 -£7 (£,%g) 1 s IR (81 37 %% |
, _

Portanto
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1/2 - ] - =
[I (£t (4, %) -£ {t,xullz} sn® PR (6 %R, |

Sendo KE, iel,...,n, lntegraveis segunde Lehesgue

em’ Jq, K tambem o &, donde imediatamente obtem-se que
. 3
Kyltl = n ﬂ{t}

& integravel segundo Lebasgue em Jq, e que

1 (e, %) T {t;xn} ¥ sxﬂ(t} %%, |

qualsguer que sejam (t,x} [= (t,x J pertencentes a Vig,a), o

que demonstra a tese. -

Diremos que a fungde veterial £ & de ![Carathéodory

"num suboonjunto qualqueﬁuﬁ de I',se f for de Carathécdory em

um ponte gualquer de W.

FHﬂPﬂEI;Aﬂ 3 - Suponhnmas que £ é uma fungaa de Cavathéodo-

vy am ', e canatders -ge um gqualgusr V{q,a} aanttda em T,
Heatas'candzpoes pode~ge afirmar que.
1) Qualquer que seja X fizado em E&,f é. uma fungdc men-
ag?&vel de t em Eq; L
.2) Qualquer que seja t fizado em Eq,fJE K fu?pﬁb con-

"y
=4
tinua de x em Eﬁ;

3) E&iste uma fungde
- M = M{t)
integravel megundo Lebesgue em Eq, para a qual

1E(e, %) | sMit)
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gqualquer gque seja {t,§]'pertenaentﬂ a Vig,a).
Além disso, E'Mpﬂnda-ﬂ-a que exiatam aa derivadaa par
etalg
fafi{t’ﬁi i=l,.-.;n;
. j A

ax =L, . ee i,

das componentes ds Fie,X) om I', 6 que as n  Fungdes

‘petoriaie definidas por

Lo, * A R '
f L] f " T
{%ﬁ]rﬁil;a 3{:::[ x])' i=l'o||;n; a
k4 X

sajam de Garﬁthéaddfy‘am.Tjrpoda-as afirmar gque:
Exigte wma fungdo’ .
K = Kit) ] o
intagravel segundb Lebesgue em Eq, para a gqual
1 e, B -E (e, %) ) 5 K{t) (%5, |
quategquer que gejam (t,%) e (t,iul pertencentes ‘a

Yi{g,a).

DEHDHETRﬁ;Eﬂ = [tilizando a 3ruposigﬁﬂ 1, e seguindo um pro

gesgo de demonstragio anilogo ao da Proposigio 3.1, sem di-
ficuldade demonstra-se as tiés primeiras afirmagfes. Passe-

- mics entdo A constatagao de "4}.

b

Dhsefﬁﬂ inicialmente gue ﬁ[q,a} & um conjunto con-
n

vexo em relagdc ds varlivels xl,...,x , O que significa que

dados dols pontos (£,X) e {t,ﬁul de V(g,a) com mesma coorde
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nada t, o segmento determinado por eles estd contido em
ﬁ'{q,a}. Podemos éescrevgr este segmento como sendo o conjun

to dos pare=s {t,-'z."" (g)) onde

E[s]- = §D+s {ﬁ-ED} com O£ 1.

1

Por um lado, as funcgdes

- A

ik, %) = (£1(e, %), ... 0 e,

. N i - .' i -
ai{t,x] o= (af [;,x}“ r‘af {;,x}

i oK

}r A=lyvs.em, .

- "

sdo de Carathéodory em I'. Dai, por meio de argumentos andlo
gos aos utllizados na Pfépusiqﬁo 2, constatamos que para as
companantas £t {t,;} ; im0, de ¥ subaistem as seguintes

deslgqualdades

i
‘f af (t,‘z’:isl}l |%-%.], £=1,...,n,
j=1 ng g=8 ¢

|fi(t,§}uf1{t,§u}: <

com D<e<l, {14}

qualsquer gue sajam {t,ﬁ} & {t,'ﬁu] pe;.'ter_meﬁtes a ﬁ[q,a} .
Por cutro lade, decorre da Prnp:nsigﬁn 3.1, gque e~
xistem fungdes SR

i"_"'l,[ll- . fn;
ki = k;(t}, ;
. 1=k, ... 0y

L

R

integrivels segundo Lebasgue am Eq, e tais que

Iafi{t,§1 i=l,v.oomy (15)
Exj

i
skj (t} ¥ j=l;ttt;n'
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qualguer qgue seja (t,§} pertencente a ﬁ[q,a}.

) Entdc, se definirmos em Eq as funcdes

11
Y i) = T xtee), i=1,....n
j=1

K(t) = sup{k™(t),... X2(t)}

vérse facilmente que
i w1 - ‘ e
1E° (&,%)-£ {t,xu}'l sk{t}lx-xni, 3=1,...,0, A4186)

qualsquer que sejam [t,ﬁ} e {t,ED} pertencentes & ﬁ{q,a].

-~

a partir das (16), como na_PrnanigEoEZ} decorre

‘gem dificuldade a existdncla de uma fungde

= K{t)

integraval segundo Lebesgue em Jq* para a qual

T (6,30 F te,%g) [ 5 K(e) (-3 | ﬁ

quaisquer gue sejam (&, x} e {t, x ] partencentas a vlq,ae

PRHPGSI;AG y - Se;a £ una Fungdao de ﬂaratheadﬂry em um agber
n+]

to T-de IR . Gmns¢dsramaa um aﬂuaruala#raal dJ e uma funpao

vatorial

= $i{t)

continua nesse intervalo, tal gue o conjunto dos pontoa
[t,$[t]} ohtido gquando t perncorre I 2sta contido em T.

Heatag condigdes pode~ae afirmar gque:

;;?

f i
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1} 4 Fungao compogta fkt,${#}} ¢ mensuravel em J:
2} Em oada sub-intervale compacte de J, existe definida
uma funpao | -
M o= M(t}
intagrivel aeéundo Lebeague nevse compgcocto e tal gue
|§{t,$§tn| g M(t).

DEMDNSTRAGAD - Principilemos demonstrande a afirmagdo 1). Eg

sa demonstragio encontra-se em [6, p.%2]; Llimitar-nos-emos

‘a reproduzi-la. o

-
a

Preliminarmente demonstraremos gue sSe substitulir-

mos ne enanciado da proposicao a hipdtese da que 3 & conti-
nua em J pala hipdtese dé;que 33 an escada. sem J,.a afirma-
éﬁb 1} continua pedende ser feita., De Eatn;'eiiste um nime-
ro finitode sub-intervalas J'.i._;r.__.i,,:-‘n de -.J~;;.-:‘-ut"_a :a dois dis-
juntos, com ﬁ'Ji}=J, 2 existe uma saquéncig finita de cons
tantes ﬁl"'f:%n kais que ${t}=§i quandc t percorre Ty s
#l,...,Nn. )
) Pela Proposicda 3,vé-se sem dificuldads que a fun-~
cao g[t,ﬁiilé mensuravel em gqualguer sub-intérvalo compacto
dg qiﬂ% cénsequentemente f{t,ﬁi} & Mensurivel em Tyr 1=1,..
..,n.-Segﬁe dal gne as fungoes 1
30 - {é‘-{t,*ﬁi} AN

o tar-a,
sﬁn'mansuréveis em J. Assim gfendo, pela expressdo .

n

Te,3en) = J P00,
i=1 = -



-

e mestra gue ?{t,$[t}} 2 soma de EungEeslmensuriveis am J,
thclui;se que-f{t,@{t]} & mensur&vei em J.

Passemos agora a d&mansé&ﬁqiu da afirmagao 1) na hi
potese de que & & continua ém J.

Considaremos um qualguer sub-intervale compacto I

de J, & sejam

I

’iith

L,m T,

sub-intervalos de I, dols a.dois disjuntos, cada um de com-—

primento p/m, cnde p € © comprimento de I, coin

ar

B \
u I =I; m=l;2,...; »

. j=1 - i,m

Indiquemos por t ‘os pontos médlos dos suh-ihteg

i,m
valos I, . respectivamente. Consideremos uma seguéncia de
’ L

fungoes $m(t] em escada definidas em I pelas expressées

. I

- m "
$ {t} = E E{t }x_ ¥ mul;z,.--,f {l?}
n i=l Lom Ii il .
ande X1, s20 as fungaeé caragteristicas dos intervains
i,m . )
1m ralativas a I, gua cnmo'se.ggbe SEO &efinida; por
“,
1 s8ea tEIi,m
:{Ii m{tj =.._.. I|:| .
d 8 se tTOY-I

1,m
Como 3 & contInua em I, e portanto uniformemente

continua nesse cocnpacto, podemos afirmar que

§ (e) — Fit)
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guandc m — o, gualguer gue seja ¢t em I,

" Alnda mais, sendo p >0 a distdncia entre a ffunt&i
ra de [ e o compacto ) definido ﬁar Q= {{t,E]e:mF*lz +2T a
% o $Et]}, tem~z3e que paré cada m:;pfzﬁ a fungdo f{t,$m(t}}
flca perfeitamente definida em I, Tfata—se de - uma f&nqé;j
mensuravel em I,' de acordo com a parte preliminar dessa de-
monstracio. | |
Considerando gue T & de Carathacdory em 'y «¢ mais
particularmanta a segunda cundi¢an de Caratheaﬂury, e ainda
mais, levando em-conta que $ — & . em I, constata~se gemn
. dificulda.de qua para cada valur de t fixado em I subsiste a

1ralat;an T !

Ble, S ) — Fee,$0e0).

hassinm senﬂu,%{t,${t}} on I & ﬁ timite de uma . se-

qu"a‘nciaL de fungdes mensxiri;,reis em I; & portanto ela mesma ‘

mensurﬁvel.em;;, Como f{t,$[t}} & mensurivel em gualquer mb

_,ﬂ':;_..nteFva.'!.n‘: e;c:mpaf:ta .';.:.J‘I‘dﬂ J, concluimas que f{tﬁ {t)) e@men
surivel em J, o que demonstra a afirmaciao L}.
Passemos agora 3 eonstatagac de 2},.

. Cnnsiﬂeramns novamente um sub—intsréiiangnmpactn I

- H_E J.. Quando & percorra o %ptert[alo I, o ponto {t,$[t}] das

creve ‘o conjunto @ = {(t, 516 B 1.tel e ¥ = $it)) contido

em L. a cnntinuidade de 3 assegqura-nos que o cunjuntu Qzaum

dompacto ae L

Coma f & de Carathéodory em [, gqualquer que seja o
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bonto (t*.:-:*l pertencem:e-a; Q,exist;emum;t uiainham;a w(q*ra:r‘l} .

desse ponto, o vma fungao m*- integravel segundu Lebasgue em'

eyl

q? para a qugl~
!?{t ¥ ] sme(t)

qualguer gque’ seja [t,x} pertencente a Vig®, a“}. _

Congidére-se o ¢¢n3unta das vizinhangas ﬁ(q*,g*}ﬂh
tido qﬁanﬁn ltfx*} percoryd Q. Esse conjunto @ um  recobyi-
manto aberto de Q. Como Q E,ﬁampaata, pelo Teorema de Barel—
Lehesgue pade—se aflrmar qua existe um himero finitn dessas

vi;inhangas, 1. T

_:hr f.ql Fél} PR N r'ir{q"!}pan} 4 o~ -
=P e - -0

I -'---..--..'..:...---.

qua recnhram_ﬁ.

Cnnsidar&mnﬁ qs':arraspundentéshintervalns Jq dmar

- [ 1|

vas3_ , & Bajam m srus gy fungoas inteygridvels sequndo Lebes
q,’ T 0T : : =

qqe*géépédtivaq&nte neéses'interva;ns tais que
1FeiE) | swy (6)

i quandu {t,x] pe:tence a V{qi,a ), i-“,...,;.

‘befinames em I as fungles ™

1, {‘:

N mi{t} em Iani .
e ..-: mi{t} += , r -
o T Q “em LeJ
| S i 9
2 éeja,.para cada t pertencente a I, ., { 41{ -

H[t} =- Eup{:l?xl {t] [--rlﬁn{t}}t
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Constata-se sem dificuldade que M & uma fungdo in-

.

tegravel sequndo Lebesque em I, e cua
t‘ftt %) SM{t}

qualquer cque saja (&, X) pﬂrtencente a Q.
Como qualqu&r que 5&]& t de I, {t,$tt]} pertence a

Q. tem-se que
[E e, P ()]s it

gualquer gue seja t em I, o que demonstra a tese.

PROPESICAD § » Sejam

T, B = et e, L R R

; i - Lo oo -
ai {t ;E}' - ('a-f"a'{'i' _"'"x} PR W __afa IE ,xj } Fl i=l IR ;n"
- 4 : x

funpgdes de Cavathéodory em_um agbaento T de:mﬁ+l.canaidarﬂmoa

um intarvaio real J, e sejam

= §(t)

- .. h
X = Pt
funpaes aantznuas nesga mn#ervala, taia que, gqualquer qua
sefa t-de J, ou pantos (t, ${t}} e (t ${t}] detsrmznqm:mtseg

manto tedo contido am T,

I Neataa sondipfea pode-se afirmar que em ecada sub-

intervalo compasto de J, exziste definida uma fungao
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= K(t)
integravel segundo Lebesgye nessg compacto; e tal que

£, $(e))-E1(e, {tl}i sxtt1|$ctj-$ctll .

DEMONSTRACAG = A demunstraqao dﬁsta:prqﬁnsiqao pode ser fei

ta.essencialmente atravds do emprego de argumentos de tipos

44 utilizados nas demonstracSes das Proposigdes 3 e 4.

B) Paésemos agora a demonétragﬁc de uma proposicao
rel;;iva;:aulugaes da um éistema de caraghéoddry,prnquigio
esta rue serd muito uktilizada-no decnrref deste trabalho.

Antes entretanto, fagamos a seguinta cnnvenqac, Da
‘adﬂ um sistema de Caratheodury. '

=gl LY, t=lim, (18)

pademns escrevé~lo gob a forma vetorial
% = Fle,x) - (19} -

Usaremos a expressdc equagdo de Carathéodory para fazermos
refersdncia 4 forma {19). Coisz andloga seri felta em rela-

_gdo a um sistema de fungdas

T,

Yo oetiey, =1, .. ,n,

" defimidas em ry < £ <r, que constitul uma sclugdo do sistema

(L8} . Uswalmente, diremos gque

x = (]

& sclugdo da equagdo de Carathdodory  (19), definida am

- < -
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rl<t¢r2.

PROPOSICAD 6 - Consideremes « eqyap&a da Cargthiodory

= fie, {20

Wb

e aeja {tu,ﬁu} um ponto de I.
Se ) _ ,
% = $(t) {22)
& uma aolugao deasd‘ééﬂag&L definida em r<t<r,, satisfazan

A ]

do a condigae imfefal - ‘ o -
n ; ) = :" ' I
: , $(tﬂ; Xy ! : o {22)

entdo a fgualdade .

t M . a-
$(e) =~“n*’-"J i, deag (23)

itn

uariféca-ae qyaﬁqyer qué geja t periencente a T,<t<r,,
Reciprocamente, se blt) & uma funpde definidano in

, tervalo r1€t¢r2 tal que a i{gualdade {EE} 2 verifiegda qual=

éuar que seja t do naferido intarUaIa{*}; entdo $ 6 _solupdo

T da equdpEE {20} ,3efintida em fl<tgrjkxsat£sfazendo a oondi-

‘¢da intaial (23},

ﬂEHﬂﬂSTHﬁgﬁU - Seja s, st s9, um sub-intervalo compacto ar-

bitririo de ri{_t <r, contendo tge

(%) - Como & sabids, uma ral Eungdo $ & designada come solu
gao da equagas integral (2Z3) on mesme intervalo.
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_S-E_nﬁﬂ .:I; solugﬁc da (20}, duas af:l,rmagﬁes podem ser feita5:$

& absolutamente cun’qinua em Sy 4 ¥ 4 8, e a igualdade

ey = B, de)) (24)

) .
varifica-se guase sempre em r,<t<x,.

Pela primeira afirmacac tem-se que $ existe quase
sempre em §;'St 5s,, conforme [7, p.10S]; além digso, sub-

siste a seguinte igualdade

.{ £ s . -
) = $[tu}-rj §(erag, . (25)
1 . . tﬂ

em él skts Sor conforme [7, p.l07], isto é,ma;lsﬁg's%gcif-ieadg

mente, ;F € integravel segundo Lebesgue em 8. s k8

i a {25]) .

2
verlfica-se nesse intervalo. ,

Reunindo os fatos de gque é & integrivel segundo Le
heﬁsgue+em 5, £t <5, e que a lgualdade {24) subsiste cuase .
sempre. em I, -:-t {rz, conclui-s= gque i:"{t,?ﬁt}] & integrévél
gagundu ,Lehesigua em 8, § tx 5,-¢ que

. -’.t . & '
J F(Erdg = J A TRLL: (26)
t{) tﬂ .
- &msi*stssz. . -

- Combinande (22), (25) e (26}, obtemos imediatamen-
j:'.e' que L

s

t
Feoy = %+ | EeFeag
o
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em s, < t 554, Como a iqgualdade acima veriflica-se em gqual-

guer sub*intervaio compagto &, S t £ &, de v o< k< rz,:cncluiJ

]
se gue ela se verifica em rlcizéiz,

Raciprogaments, se a- Lgualdade (23} verifira-se sem
pre em r; < t<r,, podemes alirmar gue spbsistem os seguintas
fatos; $ € absolutamente continua em gualquer sub-intervale

compacto dé-rlitt-qrz, conforme [7, p.l0k)], & a 1gualdade

$de) = Fe de))

verifica-se quase Sanmpre em qualquar sub—intervalﬂ campaata
de rl <t*<r2, cnnfarm& [7, p-103], e portanto quase 1sempre
em todo o intervals rld-tq,-z, além disso, substituindo t

'por t, em {23}; tem-s¢ que
Fileg) = ¥, -
Os fatas acima garantem gue [ saluqan da equagdo
(20}, definida em ry < t~¢r2, satisfazendo a condiqao in%n
cial {22), o qua demonstra a tese.
- ‘L) Seja 1
‘ X = $(t)

&+
s

o A
una fungao continua em um intervalec J, tal qus {t,${t]] per

‘tenc% ?G_aberta I' quando + pertence a J. Seija tD um - ponto
dé J ﬁ.ﬁu o valor da fungia“nessé ponto,

Em virtude da Proposigac 4, pode-se ﬁéilizar o se-~
gunde membro da (23), para fﬁzer correspondeér i’ fungio § u-

ma, fungao $*, definida e continua em J, por meilo da seguin-



te expressio

L t N :
e ie) = 5:’3+J £z, g) 4k, (27)

%o

Pode-s¢ pois considerar o segundo membro da {23];
como sendo um operador que faz corrasponder a -fungdo = a
fungiu_$. Pesignando esse operador pela letra A, {27}e (23)

podem respectivamente ser reascritas como. segue

Fr=ad : {28}

$=}1$ . ) {29)
D) Sendo § uma funclo continua no compacto slstﬁsz
enpragaramos a notagﬁo H$H para lndicar a norma de $ defini
da da seguinte manelra
L B = max  [Fed .

ElstSEz

_ Se w.e ; sao duas fingOes continuas em 5y Stss,,0
nimero ndo negative |-l pode ser tomado como a distdncia
' entre as ﬁuaﬂ fﬁhgﬁes. Se o ﬂﬁmerﬂ u@-iu & pagueno as fun-
cBes § e % podem ser consideradas prdximas uma da outra. A

-+

'.iguald&dé ﬂﬁ-ﬁﬂ==ﬁ ccorre se e somente se as fungEea‘$ e ¥

cninciﬁem.

-

Em termos desta norma, podemps formular ‘EDndiQEEE

relativas & convergéncia uniforme de uma seqguéncia de fun=-




¢Oes continuas.
Seijs \ _
ST A DA 1S B (30}

uma saquéncla de fungdes continuas ro intervalo s; st <s,.A
segquéncia {30} converge uniformemente a uma~funq§n‘$, defi-

nida nesse intervalo, se e somente sa

Lim -3, = 0.
§ o

Alem dissoc, para gue (30] éeja uniformenente éunvergeq:e 2

s st<a, & suficlente que
“giﬁ.l'g;fil sa, i=0,Lvess;

onde au,a -1 .y constituem as termos de uma sériecql

1'" Il
vergente de numexos reals.

.

Esquema CGeral nara a demanstracan do Teoarema

0 primeiro passo da demonstragldo consistird em ubi

lizar a Proposigio 6 para Ffeduzir as teses do teorema a cor

'raspnndeﬁ#&s afirmagSes de eﬁistégcia 2 unicidade de =olu-

e
gdo relativas a equacdo integral

et -
Yo = %+ Fedenas @
. oy, ,

Fara eneontrar uma solugac da (31}, ﬁtilizaremaﬁ a

método das aproximagfes sucessivas. Para aplicarmes este nd
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todo, construiremos uma sequéncla de fungoes
- PL TRV FPPR {32)

] .
continuas em um intervalo ry st s r,, com r; < tn <r,

gic da sequéncia (32) serd construida a partir da preceden-

.Cada fun

te pela igualdade.

$ipn = BBy, 303,000, (13)

sendo A operador que definimos em C), e $n uma fungdc contl
rua em rj: 4 ts.rz, romada de tal forma gque o cdnjﬁntu do§ pen
tos tt;$ﬂ{t}]fuﬁt1da quando g percorre ry, S tsr,, esté‘con-
tido ‘em T,

Aﬁmitﬁmas que o conjunto des pnﬁtns {%ﬁiuﬂ} thi—
do guando t parcorre rlsizﬂri esta cuptidu eam I'. Nesta hi-

potese a fungao $ estd bem definida em r,stsr, pela i~

i+l

gualdade (33). Entratante para gue $i+2

preclso gue seja verificada a sequinte condigio: O conjunto

fique dafinida, &

‘dos pbntcs Et*$1+l(t}} ohtidplquanda F percorrea rl Sié < r,
éstﬁ contido em T'. Essa céndiqéu serd obtida através de uma
© . eventudl redugdc do intervalo r,stsr, inicialmente consi-
dérado. . s

. Com uma nova eventual redngdc do referido interva-

lo poder-sa-a cunseéﬁir que so verifique o seguinté_fatu:

. 3 :
wo e MRy s RiE-E M 1=k, o (34)

com 0 <k <1, Dagsse fato decoxrrem as desigualdades



”$i+lﬁ$i “ 5 ki|i$1-'-$ﬂ"l i=1 ,2,...,

de modo que a saquéncia1 {32) resultara, conforme D), unifor
mements convergente. Seguj.r—sg-—é. faclklmente gue o limlte .:E
da sequéncia (32), & snlu;‘t'ﬁn‘ da_equéqﬁo (31}).

Pode~se _;i;escrever de uma manelra um pouco -:!.ift?:ren-'
te a me;ﬁma eonstrugdo pelo método das contragGes. Cénsiﬂer_a_t
remos :antEo urna fa;nilia. 1 de funcdes continuas ey s LS r,,

" com By <ty s Ty de modo gue qualguer que seja _a-funqéa; ¥ da
fanilia,o conjunto dos pontos (t,f(t)) obtido guando t pads
corre ry st Erz ;, 88t contido em I';

h Suporemos aindg que a familia R satisfaz em rela-—
cdo a0 operador A, definido em @), &s duas-condicdes seguin
tes: Aplicando o operador A a uma funq:&'n-qualquer da fami-
lia §, obtem~se uma nova fungﬁo da famflia E'é; exlste um nd-
Mero ;t:ea_'l k, 0¢k<1, tal que quaisquer que seéjam as:funcies
@ e ¥ da famflia d, a desigualdade

liad-— a%1l s kIF-XiH

_ rasnlta verificada, -

‘v&r—‘se‘:r-i gque Se as cnn'd;l.-q.ﬁes formuladas forem wveri
_ ficadas pela familia @, partindo-se de uma fung3o arbitra-
I:iil. $D dessa f_amilia, r::-hter;l;se por melo da £Srmula de recor
réncia (33) uma sequénecia de fungdes que cdnvérée unlforme-

mente & solugdo da equagio (31} .



7 -~ DEMOHSTRACAQ [0 TEDREHA é._t_-

A) Extsténcia

Eeja.{tmigj (hin] pdnta qualguer de

“ma vizinhanga ¥(gq,a) centrada nesse ponto

mo as fungdes
- fi
e _ -

. b
‘.tfx}: i=-1—-f|n-|rrnr

ety Lot

3:{3 jnl;-ttinl.

I'. Consideremos 1

a contida em I.Co

(1)

(2)

N

sao de CarathEcdnry'em f,'a Proposigao E.Efassagu;a—nos que

f{ht,ﬁ} = {fl {t,;] $ea .‘,fn EE,EJ } satisfaz as

ghas:

seguintes gondl-~

Ea

1) Qualguer gue seja X fixado em E;,f é uma fungdo men-

suravel de ¢ em Jqs

2]rquaLQuer gite seja t fixado em 3q,¥ & uma fungio con-

tfnua de % em [
3) Existe uma fungao

M= M(t)

integrivel segundo Lebesgue &m Eq,
N

(e, %) T sHie)

para a gual

{3)

qualquﬁ:_que gaja {t,§} pertencente a ﬁ(q?a];

-~ - 4) Existe uma fungdo

K = Ki{t)

——

=

T
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integravel sequnde Lebesgue em Eq, para & gual
1B e, T -E e, X)) | s Kie) 1X-%g) (4)

quaisquer gue sejam {t,?} =) {t,En} pertencentes _ a8
Tig.a).

Consideremos a seguly, uma outra vizinhanga-ﬁtr,af

centrada em (ty,¥,), onde r & um nimero real pesitivo  com

r<qg, [(Ver Fig, 1.}!Nu que segue, determinaremcs um r con~

- reniente,

F) .

f-~—-~-~--___;_;_H__H“__f/_///i%;/// /

e -

Figura 1

MSTTUI0 DE ENERGIA ATHICR



Designemos pox ﬂ a Familia de todas as fungdes ve
toriais definidas e cantinuas em J Com valﬂres e E:, Tem—
se que uma funcgdo .:f definida em J pertence a familia ﬂ

e somente se & continua em Jr e
[$te1-xglsa (5)
qualquer que seja t pertencente a Er'
Vamos selecionar r de modo gque as duas condigdes
' meguintes sejam satisfeitas:
a) Se a fungSo § pertence a Q.. a fungio ¢* definida co-

mo em (6,2B}, ou seja -

$n = A3, | (6)

tamba&m pertence a Q.-

k) Existe uma congtante k, 0<k<l, tal gue

naiﬁ-axu 5 kuiﬁ—xu : (7)

cuaisquer qug sejam as fungGes e x de 2,

1 . Consideremas a condigdo a). Seja § uma fungdo qual
quer de R e $* =ad. Conforme 33 foi nencionado para qus $§
pertenga a Q_ & necessirio e suficiente gue $% seja conti-
nua em J_ e gue - -
|+ l't}—§n| < a
‘gqualauner gue selia t pertencentes a2 Er'

Por um lado temos de [E.E?!‘que
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. t_ N "
Brier = %o | BeesBeenas,
o

donde concluimos que $* & continua em Er {conforma (7 ﬁ.lﬂl]].

Por outro lado, com ¢ auxilio da condigdo 3) tem-se

Jue
., £ £ ‘
FRCENE J f{;;$tar)aal ﬁ|j~ Fee de jag) s
ty Ty -
€ _
< J Mtsldgi = M({t)
£, . - -

em c_fri Da mesma condicac 3) pode-se ainda obter que a fun-~

¢do

file) = Ut MEE)dgdl

o

& continuna em Eq. Conseguantamants , cansidaranﬁu que
ITi{tU} = ':".

ohtem~sa que fixado o nimero positive a, existe um niimero

positiveo r', com Q< xr' =q, tal gue

_ o
fMit}! <a

qualquer gue seja t pertencente a J,= {t@ R:it-t | sx'}:

_ Segue dal, que se r>0 & tal gue

rog {8)
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a condigao
(v (k) =%, ] <2
verifica-se gualguer gue seja t fertencente a Er e oconse-
quentemente & condigdo a) resulta verificada.
Passemos a segquir a considerar a condicdo k)., Se-
jam $ =) i ﬁungﬁes guaisguer partencentes a nr.

Injicialmente temos que

. .
[E* (£ ~%*{8) | = ij R et XEn kg s
tﬂ .
t -+
S LJ \ e, b8y -E(5,%(E)) la¢ (9)
o

e Er' Além disso, com auxilio da condigdo 4} vemos facil-

mente gue

E, deen-FaegEn] s k@ TEm-%e | (2.0)
&m Er’ e que a fungdo
— " t I
Rit) = |J kig)ag|
-tﬂ _ )

- £
estd bem definida em Jq'
Combinande {3) e (10}, e lembrande da definigdo de

norma tem-se em Er a subsistencia da desigualdade

t
T T TR T I J xt£}1$t£}~iesxla£’ <

o
t -+ - .
s J K{E}n$-xuas] = £E IT-X1)-
L
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Pela maneira gque definimos E{t), vemos gqua s& trata de uma -
fungao continua em_ﬁq & tal que

K[tﬂ}=n.
Portanto, fixado um nimero k, com 0 <k <1, existe um ndmero
positivo r", com O «<xr"' ¢, tal gque

(R(e)] <Xk

qualguer que seja t pertencente a Er"ﬂ {te IR:it—tuI sr"}.

Seque dal que se r >0 & tal que

A

rsr" {11)
a- condigdo ™

TR e Fr e | s kIS0 oA

verifica-sa qualquer que se’ja €t pertencente & Jr, e portan-

to

LAg-al < K|P=x1. (13)

Assim sendo, a gondigac b) resulta verificada.
Palos fatos precedentemente estabelecidos, conclul

se gque seleclonando r> 0 @ tal gue
- o

r smin{r',r"} {14)

as condigGes a) e b) resultam satisfeitas para a familia Q.
Considersmos a sequir a sequéncia de fungoes veto-

Triais

LRI Y IR SR Y J (15
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definldas am Er pala seguinte relagﬁn de recorréncia:
31-[-1 =3 A"Sif i=ﬂ;1;--i; ¥’ {16}
onde, tomamcs
Enltl = Xg-
Come a fungio $ﬂ pertence = I & condigao a) asse

s
gura-nos dqua todas as fungﬁes da sequéencia (1%} também per-—

kanocam a nr. S |

Com o avililio da,{S} constata-se due

15, -Fpll = w8z {3, (0)-%, | sa:
- EGJ -

além disso das (7) e (16) obtem-se que
18,0170l = HaB-ad, i 5k||$i-$i_lll; com D<k<l.’
Utilizande as duas deasigqualdades zcima deduz~-se gue
i .
”$i+l-$i":; ak f izgflf-.o L ow {l?}

Asgim sendo,. por meio do emprego da observacdc feita no i
tem D} da secxgdc 6, conclui-se gue a seguéncia (15) conver-
ge unliformemente em Er a uma_fungﬁa $ de ﬁr.

Una vez assegurada esta ccnvergéncia da {}Ef, reg-

ta-nos mestrar gue $ satlsfaz a eguagao
$ = a3.

Consideremos entac a seguéncla

A$01A$lr---ih$i;--- . (18)
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& demonstremos gque ela converge wniformemente em Er a fun-
cio Ab.
De fato, tanto as fungdes $i da {l5) comc seu iimi

te $ pertencem a 3., donde considerando a (7} obtemos que
tad-a%, 4 < k-6, 1
e portantd a sequéncla (18} converge uniformemente a funcioc
Ad em I |
Finalmente, em vista das sequénclas {13} e (18) se

rem uniformemente convergentes em Er raspectivamente a '$ e

E}, podemos passar ac limite na relagao {16}, gquande i ten-

de a =, chtende gue

3 =ad. :

. Com aste ultimc fato, fica estabelecida a existén-
cla de solugac para valores iniciais tﬂ,Eﬂ fixados da equa-

gdo diferencial

% = Fle, 50,

onde a fungao £ saiisfaz as hipﬁtasés do teorema, uma vez
que a fungdo $ restrita ao intervalo J_ & solugac desta e-
guagdo, satisfazendo a condigao intecial
wr -
${tﬂ} = X,
Passemos a seguir 3 demonstracgac de sva unicldade.

B Unicidade

Consideremos a equagio diferencial



% = Fe,h, {19)
com f satisfazends as hipGtesas do teorema, e sajam

¥ o= jlt)

¥ o= Y(t)

énas solugdes desta eguacio para os valores inicials tﬂ’;ﬂ‘

Designemos ﬁor rl-:tt:r2 o intervalo formado pela
interseccio dos intarvalcs'ée definigdo das referidas solu-
gOes. Claro que r; <i<r,. :

Demonstraremos iniclalmente gue e as soluqﬁes $ a

-
Ll

i coincidem em um ponto tl da rlﬁ t-:thElas cdinci&iric an
um certo intervalo I= {t@ Im: Itﬂtl] <r}-,nnde ¥ &unm niimero po
‘sitivo conven%entemente deteriminads .,

Colocando
%, = Tiley) = X(e))

=Eﬂdemns considerar os nilmeros tl'gl como valores iniciais
para ambas as snlugﬁes; nesse sentidc nfio distinguimﬂsripﬂﬂ
o {tl,ﬁll do ponto Etﬂ,ﬁul é dai podermos fazer\tad? desen
volvimente congiderando [tﬂ,ﬁu};‘. '

v Segu%nda 0s masmns-passus‘que na Parte &), podemos
determinar r de modo que aldm de satisfazer a condigdo (14),
satisfaga a segﬁinte condig8o: as fungdes ¥ & ¥ sfo conti-

-

nuas am Jr =




.

- g3 -

|$[t} -~ EEE}! sa,

X ey - Eﬂ' sa,

nasse lntervalo,
Decorre do fato acima gue as fungoes $ e E pefﬁen;
aem a Rr. _Purtanto fazendo uso do fato ghe $ =1 E sao solu-
¢Oes da eguagio diferencilal (19), e da desigualdade (7} ob-

temos gue

‘j‘

B-XN = tRf-axh < kUb-%Ii
com 0<k<l, o cque & possivel se = somente se l|$-?{|i= G, ig-
to &, as fungdes | e 5(" cé;incidem am Er‘

Demonstraremcs agora que as fungdes Ve ‘i ‘coinci-
dem sobre todo intervale r, < ter,.

Supcnhamus'pur absurdo gue existisse um ponto t* de

K, < £ < r, para o qual
e # Rien.

Evidentemente t*# tn. Para fi}:ax:'mos ideia suponha-
mos gue ¥ » tu. |
Designemos por N o conjukﬁto de todos os pontos t
do seghento btk s.t* para .os guails ${t} ='£(t] e demonstre-

mos | gque N & fechado,

Fara tanto, considarsamos uma seguéncia

Elf"*fEiF*"
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de pontos de N convergente para §. Entdo

PLE) = X(E D, 1=1,2,0...
Em virtude da continuidade das § e ¥ temos que

PE) = 1im §(g,) = m X&) = X(E),

ol seda E pertence a N. Resulta entac que N & fechado.
seja t, © extremo superior de N. Sendo N fechado,
tl pertence a esse conjunto ou seja ${t1]= ﬁitl}, cén52que5

temente t, < t*, Entretanto emvirtode do que fol demonstrado

-

anteriormente as fungdes $ e ; devém coincidir em um certo
intervalo I, de tal forma gue ty ndo pode ser extremo supe-
fior de M, o gque nes leva a uma contradicde. Flca entdo de-
monstrado gue m e § coincidem em ry < k< r, & com 1ésn com-

pletamos a demonstragac do Teorema 1,

8 - ENUNCIADO DO TEOREMA DE EXISTENCiA DE EHLUCEU OE UM

SISTEMA LINEAR DE CARATHEODGRY

Considere-se o sistema linear de eguagdes diferen-

Fan,

n . .
o= §oalwadete) = gl Lwh, tml0lom M)

321

"onde as fungdes £, 1=l,...,n, sdo definidas e de Carathdo-
dory numa faixa aberta

n+l

ro= {{£,¥)em* T g 1

- n+
1<t-:q2} de IK .
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Relativamente a tais sistemas,subsiste a seguinten
proposigdo: )

PROPOSICRO 1 - Uma condigde ngeedsdaric ¢ suficiente para que

¢ glstema (1) seja de Carathéodory em T,d que as Funpbee at
e b zejam integrdveis segundo Lebesgue em qualquer sub-in-
tervalo compacto de q) <t <q,. '

uEHDHSTRﬁcﬁu - Demonstraremos inicialmente a negessidade da

condiglo. Para tanto, conslderemcs uma bola fachada EaﬁﬂﬁfL
centrada na origem & de ralo maior que um, e um sub=interva
lo compacta Eq dea ql'tt {qz. Sende fiir i=1,...,0; funqﬁesd&

Carathéodory em I', € J xﬁi urn ccmp&ata contido em I', pode-

] q
mos utilizando a Proposigao 3.1 afirmar gue qualguer que se

ja x fixado em Ea’ as fungdes

I . '
3 a%{t}x3+bi{t}, 1=1,...,a,

i=1

30 integraveis segundo Lebesgue em Eq' Entdo, por meio das

igqualdades

. n . . . n .

plee) = 3§ abendentie) + T alte) (mdyentie) [Lam1, Ll n,
i=1 ] j=1 4
. -

cbtem-se a integrahilidade das fungdes bl, 1=1,...,n,em Jq.

Além disso, as igualdades.. |

i=l L L n
i B | i i Poentty
ak{t} = £1 aj{tjﬁjkfb (t)~b

(£),
3 i

k=l;...,n,

cnde
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Lse =k
ﬁjk =
0 sejek

levam~nos & concluir gue as fungoes ai, =10 siiy K=l

+s,n também s&o integrivels segundo Leyasgue e Jq
Reciprocamente, sendo ai e bi lntegrivels segundo

Lebasgue em gualqguer sub-intervale compacto de ql¢t<qzirt2ﬂ

se gue dadc um ponto {tﬂrﬁn} gualguer de T, existe uma.vizi

nhanga V{q,a}‘cgnﬁida em B; onde as fungdes fi, i=l,.cue:;

satlsfazem as condigdes de Carathéodory. T

De fato, basta considerarmos um sub~-intervalo com-

pacto rystsr, de q; ¢ £ < Qe COM £y <L < T,, @ un nimero

real positive g fal que © inte;valé Jé, centrado em'té,_es—
teja contido em r, s £sr,,

Tomando entdao ¥ig,a) como sendo o produto cartesia

no do'referiﬁa intervalo Jq PoOY uma gualquer Eola ﬁa de!ﬂp,

centrada em ED,-cnnstata—se gem dificuldade que as funqﬁ&s

‘fi, i=l,...,n,satisfazem as wencionadas condicGas em Vig,al.

No caso dos sistemas lfnagrea, @ possivel demons-
rtrar qua gualquer gue seja o ponto {tn,ﬁn} de ', existe uma
solugao $, definida em todo intervalc dy € E<g,, safisfazeg '
do a condigao inicial )

-
$[tﬂ} = M
Este fato, serd exibido no-enunciado éo Teorema 1.,

J& no que élz respeito a unicidade, ndo hé nada a acrescen-

4

— amoonwrrsa 0OF EMERARID ATOEAICHE
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tar relativamsnte acs fatos estudados na secgdc anterier.

TEOREHA 1 - Sefa
n .
ii = E a%lt]xj+bi{t], 1=1l,...,10, {2}
j=1

um statama linear de equagdes diferenciais ordindrias. Supe
. )

nhamas que va coefictentes aé € 08 termos liuvres bi aejam

defintdos em um certo intervalo q;xt<g, e integravets se-

gundo Lebesgue em gualquer aub-intervglo carﬁpaﬁata de qy <k <

< dy- ¢ _ - <
Entac, quatequer gue sejam oo valores tnieiais

tufxtfb!tfxzaj ) [3}

oo ql-=t¢cq2, extate uma golugdae do aﬁstema fal,

x

1 :
X" = ¢ (t), 1=%,....n,
satisfﬁaendu aa condipoea iniciais

i

¢iltu} = :':Df i=l;...,n,

e definida em ioda tntervale Gy < t1<g2;

g = DEMONSTRAGAG 0O TEOREMA 8.1 ™

Admita-se as hipdteses do teoremz; fazendo uso da
Proposigdo 8.1, vé-se que as funghes

I

n . .
he,xt, N = 3 a%{t}xj+ﬁilt}, i=1,...,3, (1)

1=1

sdo de Carathéodory no abertc ©' definide por:
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r= {(,Ham?t, q, <t < a,}.

Dados um ponto (tu,§ﬂ} arbitriric de ' e uma fun-
¢&o vatorial $D(tj continua aem q, < tc<;2. podewsa construlr

uma seguéneia de fungoes

$ﬂ"$1"”'$i““ ! Ezl

continvas em q, < £ <qg,, por melo das seguintes formulas de

recorréncia:

an

t .
$i+l{t} = }'—;n"t'j E[E,@-{E]}dgl i=ﬂ’ljtll . !3}
t ' :
4]

Otilizando o cperador A definido no item €) da seg

QED 6, podemocs reescrevar as (3] como zegue

$roy = A%, 1=0,1,.... . (4)

Dembnstraremos gue a sequéncia (2} cén?erge em to-
do lntervalo qllct-:qz a uma fungao 5, solugao do  sistema
”3.2; ainda mais, demonstraremos gue asta seguéncia converge
uniformemente em gualguer sub-intervalo compacto de ql<t<q2.

‘ Iniclalmente demonstraréﬁgé a convergéncia unifor-
ma nos campactos. Para tante, consideremos wn sab-intervalo
cnmpécta ry £t <r, de ql<*£3:q2'é sem perda de ggnéralidade

- suponhamos que -r, st <r,. Seja ll= {{t,E}EZmF+l:r15tsr2}.-

i

Como as £, i=l,...,n 530 lineares deduzinos sam

dificuldade a seguinte afirmagdo: Existe uma fungao
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K = K(t)
integravel seaqunelo Lebesgue em ¥y = t= Tor tal gue
1E e, %) -8 (£, 5%) | s K(t) |x-%*| (5}

Jqualsguer que s:jam [t,ﬁ} 2 [t,ﬁ*l pertencentes 2 1.

Para demonstrar ques a sequéncia (2) converge uni-
formemente em ry stsry, galgqularemos a diferenca em norma
de fungdes Eansaqutivas 'dessa ;equéncia {quando restritas_aa

compacto r, <t < 3:2] .

1
Inicialmente vamos gonasjlderar a diferenga o

[$, ey -3, 083 |

quandoe t percorre rys t %, Temos que

%9

2" \
Byt gter | = |[5r [ T Bynae]-3,m | = v

Sendc V uma fungdo continua em r; st sr,, existe um  ndmezre

positivo © tal gque I’
vt <c. l {6)
guando t percorra rstsr,. Resulta entao que nasse lnterva
1o . =
EORNUIELE D
A segquir constataremos gue existe uma fungac g con

tinua em rystsr, tal que

5., (03,0 | sSigtnrt, 1=0,0,0.., 8
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guandc t percorre ry<tsr,.

De fato, combinando [‘3]; {51 e [7}), temos que:

_ t 2
18, (e1-8; (2 | s ” lf{£r$lf.EHHflEf$DEE}}[dEi s
t :
Q

F 3
L

t
J K {E) I$lIE}-$n{E} |d£'5¢:” K(&:)da‘. (9)
ts . LT A

=

Definindg em rls_t*s r, a func;ﬁ-:: gi(t)! pela éxprea-
530

-

) t
gter = || xeorae] (10)
tﬂ
tem-se gue
1§, (£3-3, (e} | s cq(t) (11)

am rl‘s tsr,.

Antes de darmos prosseguime:itu ao calculo da dife-
renca [‘qfé{t}-'(ﬁzit]..[, vamos raessaltar a.J:gtnnas propriedades
da funcae g, que1 faremos nso ne ref.eridu' cilculo,

A fungio g & absolutamente. continua em rystsr, e
purtafntc pogsut darivada quase senmpre nessse intervalo. hlém
disso, constata-se sem di.fi;uldade que como g & abéolutameg_

te continua em r)stsr,, 4% também o &, e a igualdade

2 r
ajew | = 2w lam]



w ) -

verifica—-se quase sempre em rl:st SE,-

Consideremcs entao |$3Et]~$2it}1. Temas gue .

t .
[$50e0-§,0e3 | = ij l§{£-$2{511~?{E;$1(E}}ldEI <
' tﬂ }
k t
< | r@,m-3 0 1| o | rmgwar|=
o o
- ¢k . t i
= J Sl I-giprag =5 J T (£y1%aL =
t[} ' tu -
= £ ([g(t)3% - [qlty} 17},
bai,

4000 -3, (83 | sS0a(e) 32 - (12)

. Procedendo assim sucessivamente resulta a subsls-
téncla. da (8), |

Iﬂonsiderﬁndo qus a (8) wale qualguer ﬁue seja £ em

-

rls tﬂrz, & sendo

G = max [git)] = mﬁx{g(rl!,g{rzl},
rlﬁtﬁrz T

" constata-se imediatamente gune

i

- c . 2
i|$i+l_$iu 5 T!' G ’ 1=':I,l|.;-. L] . {13]

ilém dissg, como os nUWMEXaqs f; Gi, i=0,1,... cons-
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tituem og termos de uma série convaergente, conclui-se gue a

sequéncia (2} convaerge uniformemente em rystsr, a uma fun

¢ac 3.
Uma vez assegurada a econvergencla da (2),resta-nos

mostrar que $ satlsfaz a equagdo -

% = ad. , :
Para tantc, conslderemcs a segquencla

E Y SO v SR o aw

1

e demonstremes gue ela converge uniformemente & funqﬁc A$

em r,stsr

1 g be fato,

- -

t
ud - = max 1R 3, en-Ee b ag] < oS,
r,5€s5y

1 2 tD

e portanto a sequéncia (14) converge uniformemente & fungds

R$mnr5t5r

i 2"
Entdo, em vista das sequé@nclas (2) e {14):serem con
vergentas am Ilﬁilfré respectivamente a $ e A$, pecdemos pas

sar a relagao {4) ao limikte guandc i tende a = e obtemos
.$=A$*

Além disso, como Ky & ts L & um intervaln'cnmpacta

Y

arbitririo contide em q1< tclqz, podemos conclulir gque a se-.
quéneia (2} converge em cada pento do intervalo q9; c-t < o

Assim sendo}$ estd definida em todo intervilo qlc:tf q, - @




nesse intervalo & solugdo do sistema 8.2. Levando em conta.

que $[tﬁ}==ﬁu, fica terminada a demonstragdo do Teorema 8.1

ig - ﬂESERUAQEES FINATS

Finalizando o presente Capitulo facamos as séguin;
tas chservacgdes:

1) 05 pontos centrais deste Capituleo foram relativos & teo-
remas de existéneis e unjcidade de scolugio segundo Cara-
théodory de aistemas dQICarathéndury {Temréma 5.1 e Teow-
rema 8,1). As demonstragCes dos referidos teoremas foram

' elaboradas seguindo uma linha de consideragdes e racioci
nics bastante semelhantes agueles seguideos por Pontria-
gulne £yl para demonstrar existéncia e unicidade de soly
¢3o elementar de sistemas elementares (Tecrema 2.1 e Teo
rema 2.2) .

2) No caso dos sistemas elementares a existéncia de solugao
no sentido elementar para dados valores iniciais é um de
corréncia 26 da continuidade dag fungtes fi,i=l,...,n{*L .
Entretanto s3ov bem conhecldos exemplos mostrando gue tal
hipotese de continuidade n3c & suficiente paré ‘garantir
unicidade de seolugde no sentido elemantar para dados va-
lores iniciais.

Fatos analogos ccorrem aon considerarmos gistemas de

(*¥*) - Uma demonstragas diste foi dada por Peamc e pode ser
ser encontrada em [6, Cap.I, §3], '
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Carathécdory, Somente a satisfagac das condlgoes de Cara
théodory pelas fungdes £-, i=l,...,n, garantem existén~
. _ . .
cia de golugao sedundo caratheodcry{ }. Entretanto as re

feridas condigoes n3oc asseguram unicidade.

'(*) - Efetivamente as condlgoas de Carathasdory sobreas fun
goes £l, i=1l,..,.,n, foram as unicas introduzldas por C.Cara

thendnry [1, Cap.XL,p-.582] para demonstrar a existencisa ﬂﬂ
'Eolu;an segunde Caratheodory.
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CAPITULO YIl

SOLUGTES MAXIMALS

11 - SOBRE.AS SOLUCDES MAXIMAIS

0 presente Capitulo & primordialmente dedicado a 2
presentacio de alguns resultados importantes ligados ao con
celto de solugdo maximal.

=

Dado um sistems

= £5(e, %), i=1,...,0, B S
seja

Hi = ¢‘i'[t].r i=1,...,n, . {2)
uma solugac desse. sistema definida no intervalo ryet<r,,
Seda

= pleer, 1=1,....0, (3)

™, o

também uma solugae do mesmo slstema definida no  intervalo
sla:t:ﬁsz.

Diremos que a solugho (3) & um prolongamente da so
-" - kS
lugdo (2) se o intervalo 8, ¢t <s, contém o intervalo r, <

< t<r, (isto & s,;£r) er,s$s5,), e se a solugac (2)coinci-

a

de com a solugac (3) no intervalo rl'ﬂt"rz* Eimn particular,
-~F o~




- T =

considera-ze a (3] como_um prbibnqamenta da (2] mesmo no c5'
s0 em que as duas solugGes coincidam integralmente (de mﬂdﬁ
que sl=rl 2 sz=r2) .

A scolugao {23 & dita marimal se ndo existe nenhuma s3
Lucgac diferente dela pxﬁpria que Seja um Seu prciangamento:

Considerando osistema {l),e supondo que as- fungoes

e, %), 1=1,...,5,

=3
af (6,%) 1=l aaany j
33 3=1,...,0,

n+l

sago de Carathéodory em um abexrto T deiR restabelecemcs no

Teorema 5.1 a exist@ncia e uniciﬂade de snlugan desse siste
-7

ma para dadns valorea lnicieis tu,xu. DbserVamns,entretanta

que o raferidn teorema & de aargter loaeal, no sentido gue a
suluqéu & definida em intervalos suficientemﬂﬁte pPEgUEnos
de k.

| Daremos a seguirdcnm a Proposiglo l,t@iaar&ter gio
bal a este teorema, global no sentide que demonstrarsmos e~
xisténcia e unicidade de solugdo maximal para da&o$ valores

Inlciais.

PROPDSIGAD 1- Saja

. ‘ x = Fle, %) . . (4)

una equagac difervencial ordindria, onde T & uma funpdo veto
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r

rial definida em um abarte T deIRn+1

e eijes componenten 8a
tisfazem as hipotaeses do Teorema 5.1 nesae aberto. Entao;
1) Para oagda porto {tﬂ,ﬂﬂ} de T, existe umg untoaq selu-

gdo mogrimal
% = (E)

da equagao (4), definida num intervalo m, < t< i, aon

tende o ponto t,, satisfazende a asondiggo
- . _ - .
dp) =% . : -

2) 8e uma soiugae wmazimal da equagde (4) coincide aon

y outra selupao da (4), peia menos em um valow de &,en

ctdo @ solugdge marimal sonatitui um prolongamento da
. : —
£ - fad

~outra aclugde, \

T.rl.i '

3} Se duas poelugdes mamimais da (4} cotneidem pelo ma-

[

nos am unm valer de £, entao elas coinoidem itntegral-

mente, igto i, elas posauem ¢ meamo intervaleo de de-

Finigae e edo iguale nasse intervaio.

DEMONSTRAGAG - Sejar(t,.%,) umponto arbitririo de P. Cons- '

h
truiremas a solugao

... - o

1, . E = $(t} .

da {4]'§afa os valores inlciais tﬂ,ﬁb, como sendo o prolon

gamento de todas as snlugﬁes da (4) para os valares:ﬂﬁciais
-

tu'fxﬂ'

Comecemos lembrando gue a cada solugac da (4) par&



os valores iniciais tu,ﬁﬂ corrasponde seu préprio intervalo
de definigdo. Consideremos ctcunjunfo dos extremos superio-

. res desses iﬂtarvalns e o goanjunto dos extremos inferiores

v
LI 1.....-...-.-.._

% dos mesmos intervalos Designemnﬁcﬂ dois ccnjuntcs acima res
CEEER A TRl

pect&vam&nte por R2 & Rl' Sejam M., O SUPLamo ds conjunto R,

r_{em particular pode ocorpor m2==+WJ, 2 m o infimo do con-

junto Rl {em-parficular pode ooorrar m, = —m) .,

1
Passemos entdc a construgao da % em my <t<m,. Se-
* ja t* um ponto arhiﬁrﬁrio de.h1< t<rm2; para fixar idé%gﬁ,
suponhamog que t!} 5t ,:{deerims também supor t% = Eu} 'éeg
do m, o supremo de R, pademésfaﬁaegurar‘qﬁe existe uma solu

-

gdo
= )

.da eguagdo (4) para og valores iniciais tﬂ,x cujo interva-.

ﬂ r
lo de definigan contém o ponto t*,

Consideresmos a fungaoc $ definida pela lgualdade
Fee) = F e,

o Observemos que o valor da Eungao % no puntﬁ gk indepenﬁe da
- ﬁarticular éscclha de $ visto gue, sehem veg de cons}d&rar*
" mos a snlu%ia %= () tividsemos témﬂdo nma cutra spluqﬁo
- ':§==§(tﬁ-péia os valores iniqiﬁis tﬂ,ﬁﬂ, solugao esta ﬁafini
da em um intervalo gue também contém o pontn %, rche%aria—-'

mos em virtude da unicidade (Teorema-5.1} que .

Flex) = x(e%) |



-

Assim sendo, a fungido T fica de fato definida en m, <t<m, pe

la referida igualdade.

Ainda maié, como nas vizinhangas de cada ponto L¥
de mlitﬁmz a fungdo % coineclde por construgac com uma solu-
gao da {4},Ipademns ver faclimente que %.é solugao da (1) pa
ra o valoree inieiais tﬂ,ﬁﬂ. I -

Considerencs agora uma.qualguer solugac
! " '

X = $ (e

da eguagac (4} para os valor&s inicials ﬂgﬁﬂ, definida:’em
l<t<r2. Como Iy, pertence a Rl @ Xy pertanca a Rz,temas que
W8T @ KoSHl,, ou seja o intervalo ¥y <tex, @3ta contido no
inte-.rva.lu ml¢t<m2. Levando em Fanta. gue 3' = % POSSURM OS5 Mes
nos valores inieclals, concluimos que éla;”coincidem onde am
bas estio definidas, isto &, em ry<t<r,. As duas filtimas a=-

firmagoés impliﬁam que $ ¢ um prolongamente da solugdo $
Hotemos a sequir que $ nac pode ser prolongada, De
'faFn, suponhamos gue uma solugio ¢ & um prolongamento da s
Lugdoe E. E claro gue § & solugio da (4) para valores  ini-
ﬁiaismtn,izﬁﬁEonsideranda Q Ea&n.aciqg demonstrade, cu seda
ue 3 & pralnnqamanta de gualguer soluglo da {4} parg.va;ﬂ~
- res inlcials tﬂ,ﬁﬂf conclui-ase gque $==é. Rasulta dai,éue $
3 393ug&a mazimal da (¢) para cs valores iﬂﬁﬁfﬂﬁ&rtﬂgﬁu.ﬁiﬂ

da_ mals, ve~se facllmente gue- 3 € tnica.

Suponhamos a sequir que a solucac maximal $ ccinci



._.,Bu_.

-

-3

de com uma outra solugio $ ac mencs para um valor de t. De-
signemos poxr tD aste valor de t & por §ﬂ==$[tﬂ). Heste casc

-

=) $ possuem 0S MeSMos valares iq}ciais turﬁﬂ-e portgnto $
constituli um prolongamento de 3.

Flnalmente vé-se sem dificuldade gue se $ & maxi-

mal,; $ = g'coincidem.ﬂam o éstabéleqiméntaadeﬁte ﬁltlwc fq-

to, concluimos a demonstragic da proposigdo.

Relativamente a sclugoes maximals pode-se .ainda’

constatar o fato expresso pela Proposigao 2 seguinte !

PROPOSICAD 2 - Seja E um compacto dﬁiﬂn+l ¢ontido em T e

% = $(w -

tma solugdo. nacimel da (4}, definida am ml<t<m2. L e "

.-!

-----

h L

tais quﬂ nao peruancam a E o8 pontos {t,${t]} d aor--

ragpondentsn a uﬂﬁa?sa da t ndoc pertencentes ao 1n#ervala

-rl.s g rz. )

"

DEﬁﬂﬂSTRA;Eﬂ - Constataremeos somente a existéncia de ¥, A

‘existéncls de rl pode ser obtida de manelra analaga.

L
T

Se m2==+m a exigténcia de Ty & aevidents, pcis dquan
Idu t tEndE a4 t= o ponto {t,${t]]; citja primeira cuordenada
& t, deve necessariamente dei%ar 0 conjunto limitqda B, Es-
.te fato permite—ncs sSupor m24:+w

N

1 ' Como o canjuntn E contido em T a limitadc, fechadq,

h‘.'-'_;
Entac, amtstam niimeros rl @ rz, GO mlfrl 'ﬁier“{m -

‘e [+ complementar de r também & fechaﬂo, a distancia g entre

- -y r = .o -

\ - e e - o U e = T—\.i.,.- e L =

1
.
1



esses dols conjuntos & positiva, "‘Suponhamos sem perda de ge

neralidade gue p £ 4w,

-

Seja E* o conjunto dos pontos de m*F1

enja distan-
cla ao conjunto E ndc & supericr a p/2. Vé-se facilmente
gque E¥ & um conjunto limitade, fechado, contido em [' - e tal

' que ashfunqﬁes

£ (e,%, 11, .00, _ {5}

i=1l,...,n, -

aetee H . (&
IB - * "

x " :]"_““l;--s;n,r

sho Qe Carathéodory nesse conjunto.

Beja {tn*ﬁuj um ponte de E a ﬁ(q,a} umz vizinhanga
dease ponto onde g @ a 220 nimaros reals positives satisfa-

zendo a seguinte relacio
gqita? < p?/a.

O-conjunto ¥i{g,a) estd contido em E*; vE-se dal que as fun-
¢Bes (5) e (&) sdo de Carathéo&nry em V(g,a).

Se éseolhermos r do mesmo modo qua‘na Teorema 5.3,
podemos aflrmar que exia%& ma sélugid“§==$(tl da equagﬁo

{4] para o3 valores iniciqis tﬂrxu,sulugaa esta definida em

"-.-

Jr. Constata-ze gque & pussivel ancnntrar r que seja 0 mnagno

1-para todos os pontos {tﬂ,xﬂ] de E,

‘Demonstraremos entio que se definirmos T, como sen

.do m,-r , qualquer que seja t em r,<t<m,, o ponto (t,?fti]
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nao pertence a B,

Suponhamos por absurdo gue existisse um certoc nime
xo to, com to>m,-x e tal que {tu;i{tn}} pertencesse a E. Po
darlamos entao considerar tu,g{tu} como valores iniclals da
solugao §=-§{t}, e am virtude do que foi vistc acima ¢ 1n-
tervalo Jr estarla contido em ml¢t<m2 o gue contradiz a de-
sigualdade ty > my-r. Com esta Gltima verificagao fica con-
cluida a demonstragiao da propeslcgao.

Com esta-prcposigié, concluinos os principais re-—

sultados sobre solugfes maximals que faremos uso no capitu-

lo sequinte.

roi oo B2 EBSREWA ATOESINA



BAPTTULD.IU
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DEPENDENCIA DA SOLUCAD SEGUKDO

CARATHEODORY EM' RELACRO A PARAMETRO

12 - §KTRODUGAD

As golugdes glementares de um sistema elementar de
pendem de parametros gue nele comparecam, Fato anﬁingo oCOL
re com solugoes segundo Carathéodory dé sistemas de  Cara-
théodory. 03 pfublemas da dependéncia destas ltimas solu-
¢ées em reldgdo a parametros sdo bastante lmportantes e a g

les dedicar-nos-emos nesse Capitula,

Na secgdo 13 serdo apresentadas algumas definigoes
e fatos ilmportantes @ gue faremos uso ﬁas s&cqaes segulin-
tes. Na secgcao 14, estudaremos a Ehestﬁn da dependéncia con
- tinua da solugdo em rel;giqﬁa parimetros para valn;és ini-
ciais fixados. Relativamente a este estudo serd apresenta-
-ﬁo um tecrema eorrespnndente ad'Teﬁrgma 2.3TPIQESEEHiHﬂD es
te estuﬁﬂ dea dependéncia da solugiaoc, trataremosna decgdo 15,

correspendentemente ac Teorema 2.4, a gquastac da diferencla
-33 -
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bilidade da solugio em relagac a pardmetros para valores i-

- nieciais fixados,

13 - DEFINICHES E FATOS IMPORTANTES

Fungoes de Carathéodory - Comegaremos esta secgdo precisan-

do o gue entEnﬂemas'pnr fungdo de Carathéodory, guando essa

fungae & real e depende de um certo nilmero de pardmetres.

1+n+4 - n

Tomemos o espaco IR das varidvels t,xl,...,x .

ul,...,um. Utilizando a notagao vetorial ja introduzida, in

dicaremos por ‘ ’ S

=-. {xl-’“”xn}

A
i

um pento de]Rn, a ﬁar

L
H = ':Ulr-tt:'l-i )
um ponto de IRE".

l+n+£, - desiqnaremos

poer Vig,a,b} o conjunte definido pela expressio

CVigeasb) = {(6,% e B et <q, |R-X f<a, [i-E | <b],

ende ¢, a & b sao numeros reals positives.
Indicaremos por Jq, ﬁa = Eého intervalo de R, a bo
1a de R® e a bola ﬂeJRE definidos respectivamente pelas ex-

pressoes

“
It

{te R: |t-t,[ <ql,

{EE mn:l§_§ﬂ|+{a}r ]

1
=3
li

e B*: [i-f,| <b}s
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de tal forma gue V{g,a,b) & o produto cartesiano de Jg por
Ay pox By,
Consideremos wmna fungao real f{t,E,ﬁ] definida em

um conjunto akerto I de RUTAYE

. Diremos que f(t,X,)) & uma
Funpdo de Caratihéodory num dado ponte (?ﬂ.ﬁﬂ,ﬁuj de T se e-
xiatlr uma vizinhanga V{(g4,z,b) desse pontn, contida em f,og
de fisatisfaz'ag sequintes condigodes:
1) Qualguer gue seja x fixadd em 4, e It fixado em By,r £
& uma fun§§0 mensurdvel de t em J :

d

A -
= 3y Qualguer gue seja t fixado em Jq a ﬁ fixado am eh, £

& una fungio continua de ¥ em A:
. 3) Qualguer gue-seja t fixado em Jq e % fixado em ﬂa' £
& uma fungdo continua de \i em B

ﬂd] Existe uma fungao
my = mu{t}
integravel segundo Lehesgue em Jq para a gual
[£¢e, 7,00 | s mylE)

gualquer que saja (E,%,m) pertené&nt& a vig,a,b).

N
Deslgnaremos 35 gondicoes 1), 2}, 3} e 4) ‘acima de

1§Gndﬂg§as da Carathéodory para fungdes dependentes de pa

rametros.
S?ja

gy

e, 50 = ERee, 50, . L B e D
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uma funcdeo vetoriazl definida em um aberto T de IR, Dire
mos que L(t,Xx,)) & uma Fungde de Carathéodory num dado pon-
to {tﬂ,ﬁu,ﬁﬂl de T se & somente se as suas componentes fi,
1=1,...,n,; fofem de Carathecdory nesse ponto.

Estabeleceremos a seguir algumas proposicoes rela-

cionadas com fungdes vetorials de Carathéodory.

PROPOSICAD 1 - Para que E(t,X,}) seja wuma fungio de Cara-

théodory num ponto {tﬂ.ﬁu.ﬁu},é necersdrio e suficiente que
éxtata umg vizinhanega v{q‘;;',b'l desae ponto, con#ida:em F,
onde T gatiefaz aqa asguintes condipdes:
1) Qqalqusr que sejaﬁﬁ fizado am By e'ﬁ fizdde em Bb"
£ & wma fungdo mencurdvel de t em Joas
2) Qualquer que seja t fizade o Jq' e ﬁ ftzado emlﬂb.,
t i uma Ffungdo continua de X em'd .y ;
3{ Qualguer que seja t Ffiwado em Jﬁ. e X Fizade em Ea.,
£ & uma fungdo continug de | em Op13

4} Bmiate uma Fungao real

MG = Mc[t}

integravel segundo Lebesgue om Jq

[, 5,00 | £ Myl

 ,PAYE a4 quai

gqualquer gque seja {t,ﬁ,ﬁ} pertancente a Vig'za',b'}.

-DEHUHSTHAQEG - éeguindo a mesma linha de desenvolvimento da

Froposicao 6.1, cbtem~se a subsisténcia do enunciado acima.
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PROPOSICAG 2 - Seja E(&,X,1) uma fungdo de Carathéodory num

ponto ttﬂ,ﬁu,ﬁﬂ]. Suponhames que sgpistam as derivadas

Efi [t"ﬁ"ﬁ‘} i=l;-'-;n;
r

ij J=1,...,n,

das compenentes de f{t,ﬁ,ﬁ} am f; € gue as T Ffungbes veto-

rigqis

E:{l J'.-T_ axn N ] I & = np !

sejam de Carathéodory no ponto {tﬂ,ﬁn,ﬁu}.

Nestaa condigoas egitstem uma vizinhanga Vi(g,a,b)de

{tﬂriurESJ; contida em T, e uma fungao
Kg = Kﬂ[t}
integravel segundo Lebesgu; em Jq, tai‘que
}E{t,%,ﬁ;—?tt,iﬂ.ﬁjj s K, () [R-%,
quamaquer quesejﬂm {t, x,u] e (t, xu,u} pertencentes ¢ Vig,a,bl.

DEHUHSTRAﬁAﬂ - EEQUlnﬂﬂ 4 mesma linha de desenvclvimento da

Prapcsigan 6.2, obtem-se asuhsistencia a6 enunciado acima,
SN

Diremos que & funqaa vetorial T & de Carathéodory

numt subconfunto qualgquer W &e P se T for de Caréthéudory

em un pontoe gqualguer de W,

PROPUSICAD 3 - Supanhamea que f é uma fungdo de Carathéodo-

ry em T, a considera-s¢ um qualquer

|

1
L
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fl

Vig,a,b) = (e, %,0e R feerg | sq, 1X-% bsa, |7, | =2

gontide em T. Nestas condigdes pode-se afivmar que:

-+ -
1) Qualgquer gque seja X fizado em ﬂa=={§EZHF

H ]?{.-?CG] sal a
ﬁ fizado em g, = {le RR: b=, lsb}, T & uma funcdo men
b 0 -

gurdvel de t em E§f={témt|t—tn|sq};

1

2) Qualgquer gue seja t fixade em S ﬁ fifzxado em @h, E

d

=

- L - =
e uma funggo continuag de X em a’

=]

3) Qualquer que seja t .firado am e X fizado em Eﬁ, £

' 2

-
-

- vl +
€ uma funggo eontinuc de 1 em

o

b
4§) Existe uma fungao

M= M(t)

tntegravel segundo Lebesgue en J

e para a quail

1F(e,x,0) | s nied

gualiquer gue sejo Et,ﬁ,ﬁ} pertancente o ﬁ{q,a,b}.
Além dissoc, supondo-me que exiatam as derivadas par

eliaia

aedee X0 FELleea-emy
- ¥

Mo,
3xd i=Lk, . ..,n,

© das componentes de f[t,ﬁ,ﬁ}“em F.e que az n fungaeg veto—

riais definidas ponr

i - i o,
(BELegtl) || BE LAY, ya1, L n
ax B -
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sajam de Carathéodory em T, rode-ge afirmar que

5} Exigte uma funpae

K = K{t)
tntegravel aegundo Lebesgue em Eq’ pava a qtal

Fee XM -F e, %), 0 | s 16 1R-%, |,

quateguer que gejam {t,ﬁ,ﬁ) a{t,ﬁu,ﬁ) partencentas «

ﬁ':':_:ha:b]- ) -

DEMONSTRACAD - Seguindo a mesma linha de desenvolvimento da

Proposigdo 6.3 cbtem-se a subsisténcia do enunciado acima.

- Ofiema 1 gue segue, € usualmente conhecldoe como Le
ma de Gronwall. ‘
LEMA 1 =~ Seja.

= uif)

uma Fungde continua am tﬂststl gattafazendo nesse intaervalo

a dasiguald&&a_

| ol
alt) < J CalElu(E)+6 (£} 1dE (1)
N ' .

onde e

o = nit]

B(t)

w
I
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ago funpoen tntegrdveia segundo Lebesgue em tpststy, com
m{t) >0 em todo intervalo.
Nestas otrounstanoias subuiste a seguinte desigual-

dade

t .1
ule) s F.-Wf”“ an:sne'-’*'f”as] (2)
tu v

ande

*y

H ' ' t
wi{t}) = J o (£)AE

em tods intervale £ =2 tsatl.

0

DEHnHSTRAgEﬂ - Inicialmente, em conjunto com a desigualdade

(1), consideremos a aquagao integral

£ i
Vit =J' LalE)V(E}+B(5) 18K, - (3)

t{]. .

em i, s thﬂtl, e demﬂnstfemﬂﬂ'iéua nesse intervalo
alt) s v{t) ' (4)
- . ™
onde V{t) designa a unica solugaoc da, {3]) no mesmo intervalc,
Para verificarmos a (4}, cunéideremns a sequencia

de fungoes

VGEt} j:v‘l{t}rlllt: ] (5}

-,

definidas em ty< £< &, pelas relacoes de recorrencla

©dlns DS BRSO ATOMIGS,
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t ) ) ' .
Va6 = | raterv, ()+8(8)1d8y, 120,1,..0m, - i46)

tCII " L

Com
vn{t} = u(t). (7)

Dbse;vEmcsjﬁh& a sequéncia {5) foi construida uti-

lizandu—se o aegundo memhrn da ;gualdada (3}, com o auxflio .

ﬁa fnrmula de recurr&ncia ampregada nRo metﬂdu daa aproximaﬂ

- i*

Goes sucessivas. Sequindo 05 passos da demunatraqau do Teo-
rema §.1, tem-se gque essa‘sequﬁncia {53) converge uniforme-

mente em:* tﬂs t:si::L a soluqao vit) da aquaqan {3}
{ Demnnstremos pcr iinﬂuqan sobre 1, que cada fun-

.1-

cdo ?i{t] da sequencia (S) satisfaz a desigualdade

X .
vite) s | Cate)v, (51488 laE, (8)

g

uum.tgﬂtstl;

ﬂ _De fato, para i=0, ssta desigualdade & verdadelra
" éﬂmﬂ consequenhcilia imediata das (1) = (7). Suponhamos gque e-
la ét?grdadeira para Vi{t}, é ﬁamﬂggtramos 4 sua veraclidade
para Vi+l{ }. Em virtude da hipdtese de indugao, tém-satqua

t oo
Vigpitd) = I Ca(E)v, (E)+B(E)3AE 2 V,(r) (9}

o

issim senda,
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Ve, (B} 2V, 08 (10} .

Entdc, pela utilizacao da hipStese que aft) >0 em tystsky,

.abtemos de (6}, gue

t

V(8 s | ravy, s k.
t
0

A desigualdadé {8) fica assim demonstrada, Simaltaneamente, '
aatabalecemcs a desigualdadg {lﬂi. Decorre dail, gue o limi—
te V(t) da sequ&ﬁcia {5} nic & inferior a nenhhma daé"fun—
coes ‘U’i{t}"a em particular, qué ‘Ri’[i:!.'atrl_,‘(t'l‘- I

Para ‘finalizarmos a demonstracac do lema,resta=nos
mostrar gue a solugdo V(t) da equagao {3) ccincidé com a se
- gundo membroe da desigualdade {(2), em tédo in%ervald tﬂitﬁﬁr
B o que rapidamente iremcos mostrar.

-

Sén@n

t
vit) = J Lal{E}VIE)I+B(E} 1AE,
tﬂ ’

" pem-se devido i Proposigac 6.6, que
Tit) = af{t)V(L}+8 (L} )
quasé éempre emn tuﬁ”tﬂ ti; e mais
Vi) = 0, o {12)

Fode-se rasoclver a equaqﬁn {11), de modo a satisfa

Zexr a condiqﬁn inicial (12}, e 1lstc da seguinta maneira: Re
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solve-se inicialmente a eguag¢io. homogénea

V(E) = alt)viE). | (13)
Vé-ze gem dificuldade, considerando gue a{t) >0, gue ¢ con—
Junto de todas as soluqﬁes1da aquagaoe {13) & descrito pela
formula | 1
'Jf a@gHg
Vit sce (14)
onde ¢ & uma constante arbitriria.
Parz se obter a pértir &é formula {143 a séiugﬁu
da equagdo nin homogénea {é}}, satisfazendo a condigio (12},
xﬁ£ilizarem¢s ¢ metodo danvgfiagﬁu de cénstantes.mgia aspecl
ficadamente, procuraremos_a solugao da {1l) snbatfbrma;{ldi
onde ¢ nap @ mails uma constante, mas sim uma fungaﬂ abgolu-
tamente continua en s tst,. ,

Deduz-se facilmente gue para

t . .
c(t) =J Blsye ¥(elas,

£y

onde ) -

ol
wit) = J e ()L,

%9

'

a fungao

. |
vig) = o¥(%) J ala)e ¥ (8)ag (15)

.'l:.n
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& sclugazo da equagao {11) satisfazendo a condigdo (12), e
consequentemente & solugdo da (3} em bgststy.
Reunindo-se entdo (4) e (15) obtem-se que

t
utt) s e J a{s)e ¥ (8 yg

ta

em tﬂﬁ t = tl’ O gque demonstra a tese.

Sistema de Carathéodory - Saja

o= e, et ), i=t, o, c16)

um sistema de equagtes diferenciais ordindrias, cujos segun
dos membros fi, i=l,i..,ﬁ, dependem dos paramsetros ul,....,
ui e sfio definidos num aberto T de Bl+n+£.

Manteremos agui a designacio sistema de Carathéo~

dory, dizendo que (16) & um sistemae de Carathiodory quan-—

do as fungdes
i e
£t ,x,u), i=l,...,n,

forem de Carathdodory em T,
Tendo presente a nogdo de sistema de Carathéodory,
*,

) r . ) k- r
passemos ao  estudo da dependéncia continua da solucao em

relagdo a parametros,

t4% - DEPENDENCIA CONTINUA DA S50LUCAD EM RELAGCAD /i PARAMETROS

Seija




x = E(t,%,0) (1)

uma equagac diferencial ordindria, dependendo do parimetro

ﬁ. Supcnhamos que as fungoes

fl{t;;r;}p i=l,...,n, {2}

oflie %,y beee-eTo
] [}

33{:] o) AP

sejam de Carathéodory em [,

0 objetive central desta secgao & mostrar gue a so
lugae maximal 3(t,}) da equagio (1) para valores iniciais fi
xados tﬂ,ﬁﬂ & uma fungdo continua do parimetro 1i, Para tan-
to daremos com o Teorema 1 uma caracterizag3o do conjunte T
onde a solugde $lt,1) estd definida. Nesse teorema  também
estud;r-se—é_a continuidade de § em relagdo as varifvedis t,3
em T. Trata-se de um teorema muito importante & a parti;
dele poderemos obter a continuidade da fungao $ em relagio
ao paréméﬁru I come coroliric imediato,

Fagamos inicialmente algumas consid&ragﬁes gerais
relativas ao conjunto T,

Dado um ponto {tﬂ,ﬁu} de:mn+l

W= (ewrY: (g%, Defl.

, 5&ja

Fixado em M um valor de p* do parimetro, a funcao

Fre, 5,00 = tetoe, m 0, ... B0 e, LT
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depende somente do par (t,x) . & Proposigac ll.l assegura-
neos gue existe uma anilca snlugﬁﬂ-maximal E(t,ﬁ*} da agua-
gio {1l) parz valcres iniclais tu;Eﬂ, definida num intervaloe
mlfﬁ*}c t-cmz{ﬁ*}.“lClara que o8 valcres’mliﬁ*} & mztﬁ*} de
pendem do particular valor de ﬁ* fixado.) -
0 cnnﬁunto T de todos os pares (t,ﬁ] para os quais

a fungao $!t,ﬁ} esté definida & deserito por duas condi-
£oes: .

a} O ponto JI pertence a M;

A ]

b} t pertence ac intervalo mliﬁfl <t~:m2{ﬁ*}.

b=

L

I
L
r
b

- .__..—-.-...-'}
B ——— e . 1



Uma vez introduzide o conjunto T (Ver Figura 2),es
tabeleceremos a sequir um lema que serd utilizado na demong
tragic do Teorema 1, Tanto neste_lema,comu no Tecrema l,con
sideraremos a equag@o (1), e suporemos gue .as fungdes (2} e
(3) sio de Carathéodory em ©. Admitidas essas hipGteses,
construiremos a segulr certos conjuntos designados generica
mente por ﬁ. Fixado arb%;rariament& um ponto E* de M, seja

%= $eim
a solugdo maximal da eﬁﬁagéc (1) para os valores iniclais
tu*in' definida em mltﬁ*}*it*tmziﬁ*]. Fixemos arbitrariamen
te um subintervalo compacto I de ml{'ﬁ*} <t <m, {:ﬁ*} LQuando t
percorre I, o ponto (t,é(t,0*},1*) descreve o canjunto

g = (6,2, memrl ™, war X = Fit, %) e 1 = 1%}

contide em T. A continuidade de ${t,ﬁ*} associada ao fato

gque I & compacto, assegura-nos gue o conjunto Q@ & um compac

JE,,Ll+n+51,

to de . Sendo Q@ um compacto contldo no aberto F, pode

mos garantir gne existem Z e b reais pnsitivﬂﬁ,'tais gue O

conjunto “

= -+

I= {(t,% l+n+£:

SDE R eer, |%-f{e, %) s d e
[i-1%| s b

tamhém & um compacto contido am T. (Ver Flgqura 3,]

LEMA 1 - Admitidas ags hipdteses acima, pode-sg afirmar que:

1} 4 Fungdo composta %{t,${t,a*},_ﬁ*} z nmensuraval de
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am ml{ﬁ*} <k« mzta*} H
2) Emicte definida mo intervalo I uma Fungdo
M= MI{t)

itntegravel segundo Lebeague nesse intervaleo, tal que

1Ete,x,uy 1 s mie)

-

qualquer gue geja {t,ﬁ,ﬁ} partencente a .

3) Existe definida no imtervale I uma fungdeo
T K = Kit)

-

integravel segundo Lebeague nesse tntervale, tal que

Eee, R, 0~ e, &0 | s RIE) ymRy |

quataguer que sejam Et,iz,ﬁj -] {t,ﬁl,ﬁl pertencantes
a I.

DEMONSTRACAG - 2 demonstragac de 1} pode ser feita sgaen—

clalmente através de argumentos do tipoc dos utilizados na
.demonstragido da Propusigio 6.4, Passemos entdo a constata-
tacao de 2).

Come £ & de Carathéodory em T, gualguer gue seja o
ponto {t,i,ﬁ}zpertenuente i ﬁiexis?gm uma V{g,a,b) desse pon
to, contida em T, e uma fungEc n integravel segunde Lebes-

gue em Jq, para a gual
[F(e, %) | € mig)

gualguar gque seja {t,x,1) pertencente a V{g,a,b).
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Considere-ge o conjunto das vizinhangas Vig,a,b)

—

obtido guando {t,ﬁ,ﬁ} percorre }H. Esse conjunto & um reaco-
brimento aberta de fi. Como 0 & um compacto, pelo Tegrema de

Borel-Lebesgue pode-se afirmar que exizte um nimero f£inlte

dessas vizinhangas

a_,b.)

v{ql;alxbl];---:v{an n I

gue racobrem IN.

Considerenos oz correspondentes intervalos Jq PR
=1

| e sejam My, ....m,, fungtes integrdveis segundo Lebes

q f
n
gue respectivamente nesses intervalos, tais gque

1 (e, %00 | € m ()

quando {t,ﬁ,ﬁ} pertence a U{qi,a b:l, &=1,... 0.

i'71
Definamos em I as fungdes

m, (£} em Ind

- q,
mi{t} =

0 em I~J
94

e seja, para cada t pertencente a I,
= m . m T
M{t} sup{ml(t},...,mn{t}}.

Constata-se sem dificuldade que M & uma fungac in-

tegravel segundc Lebesgua em I, & que

[F(L,X,0) ] s M)

.

qualquer que seja {t,%,ﬁ! pertencente z I, o guae demonstra

2) . Passemos a constatagao de 3}.
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—

- -— - b 1, n
Como I & convexo em relagao as varidvels x,...,x,

tem-se gue dados dois pontos [t,ﬁl,ﬁ} e Et.ﬁz,ﬁ} de I, com
t e H iguais, o segmento determinade por eles asta contido
em @I, Podemos descrever este gsegmento como sendo o cnnjunﬁﬁ

dos (t,z(s),l), ‘onde

L

Z(g) = §1+s E'ﬁz—ill, com 0P <s5<1.

Como por hipbtese as fungdes {3) s3o0 de Carathéodo
ry em [', pode-se por meio.de argumentos andlogos aas da Pro
posicdo 6.2 constatar que para as componentes fl{t,ﬁ,ﬁj, i=

=1l,...,n, de ¥ subsistem as seguintes desigualdades

-

lfi Et,iz,;j}—fj?{t,'ﬁl,ﬁ} ] 5-

n 1,, = =
P E B‘f {t!z!s}li‘j r;z—;li;- i=l;iiﬁjn¥
j=11, pd . la=d )

com 0= 6 <1, gquaisguer gue sejam {t,§2,§} = {t}il,ﬁ} perten

centes a I, Daf, come na Proposicao 6.3, vé-se facilmente

gque existe uma fungao
K = K(t)

integrivel segunde Lebesgue em I, g&?a a gual

i -+ -
If{t,ET,E)-f{t,ﬁl,ul}s K} (%%, ]

qualsguer que sejam {t,ﬁl.ﬁ} ett,iz,ﬁ] pertencentes a i,o

\

gue demonstra a tese.

1

TEOREMA 1 - Admitidas as hipéteses aceima, pods—se I afivman

0 TE SHERG ATOWCA
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+ L »
% dag variapets

gue ¢ conjunto T & um aherto do espago rt
1 2 -+ -, . - o -

Een renvsb s € ge ¢{Lt,u) & uma fungao continua das varid-

waia t,ﬁ el T.

DEMONSTRACAG - Seja (&*,1*) um ponto arbitriric de T. De-

1+g

monstraremos ghe um ponto {t,ﬁ} de R suficientemente pro
¥imo de (t*,ﬁ*} também pertence a T. Constataremos tambem
que a diferenga $(t,§]—$ft*,ﬁ*i € pequena, assegurande gue
$-E continua nas %ariﬁvais‘t,ﬁ.

Para fixar ideias, squnhamus que &* atu. (0 :mesme
dgsenvol*srim&nto pode ser feitol se t* stﬂ.] A sclugao ${t,ﬁ*}
estd definida no pnntq t=¢t%: como t*«:mztﬁ*l, axiste um nﬁ
mezo Ly GO t*<>r2<1n2{ﬁ*}: assim sendo, a suluqﬁq F e, 0%}
esta definida sobre todo intervalo tystsr,.

Tomenos um conjunto

e {te X e BT cer, (230650 ] 5§, e Ni-0x] 56,1},

contido em T, onde T & o intervale LyStEry, © 52 a8 Ez sdo

numeros reais positivos. Decorre do Lema 1 a existénela de

funcgoes

Moo= ME™

K = Kit)

-

integraveis segunds Lebeague em tn:stfirg tais que

| e, %, 0| s M), t4)
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’%{tr%zrﬁ} -‘f{trglrﬁ}l _5 K{tj i?&z-il[r {5]

guaigquer gue sajam {t,;:h,'ﬁj, {t,ﬁl,ﬁ} a {t,ifz,'ff} perteancen=
tes a i,
Consideremos a seguir a solugdo maximal
X o= Fe,M

da equagac (1), con ]E—ﬁ*] 552, para os valores iniciais
tu'ﬁu' Em virtude da Proposigac 11.2 podemos afirmar gue o
pontoc Et,${t,'ﬁj ,ﬁ] deixa o compacto it gquando t tende &1y ﬁ:].
Désignemof.s por 1:2 =] valahr_b de t ztﬂ para o gual o Puntu
[t,${t,'ﬁ} ,'ﬁ'] atinge pela primelra wvez a fronteira de I. Cla
ro que th<t,s ."b:z.. Fagamos & segulr uma estimatliva da dife-
renca |§(€,0)-3{t,*)| s0bre o intervale tpstet,. Devido a

2
Proposigaa 6.6 pode-se para fi 2] ﬁ* fixados escrever gue

' £ ) ,
Fie, 01 =3 1e,0%) =J' rEce, 3e, ), M ~Ee, (g, 00, 0% lag,

Ly

em t[}'sts t,. Podemos entde utilizando (3) escrever gue

13,0 -3t u%) ] s -

=
£~ .I t'fEEJEE;I'h rﬁ}"figr$(5:'ﬁ*} rﬁ} |d§ +

ty

-+ . S
+ 1Ece, $eg, 0% - E, 35,07 ,10%) |dE =

tﬂ 5
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. £ )
a5 I [K':Ej I$(E,;]“$[E;ﬁ*} 1 ¥
%o

v |Eg, dg, 8%, -Eg, e, u%) ,00%) 148, (6)

i | tﬂitﬂtz.

S5eja
Nie D = (e, Foe i, -Tee, e 0 A% . (7)
lecorre da hipbtese gue 2 de Carathéodory em T, que:

a) Qualgquer gue seja | Ffixado em EﬁFﬁ*} 552, N (£ 10 &
me’nsuréive]-. de cem tystEtE,; |

b) Qualguer que seja t fixado em by Stst,, Nit,n) & con
£inua da 1 em |§-ﬁ*|££2; !

c) Existe uma fun¢ac
M= M{t)
integravel sequndc Lebasgus en tystst,,tal que
|Nte, | < H(r)

qualaquer gque seja {t,ﬁ} partencente ao produto carte
-+ —* '
-y R
siano de tyst=<t, por |G-pxfsb,.
Entdo

t
i%tt,ﬁi~$tt,ﬁﬂais~J [K(E} [$(E, DI~ (£, %) | +N(E,0) 145, (8

t['.l . -
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) _Observemos que X(t) 2 0 em tgEbst,, Entdo pam que
possamos aplicary o Lema 13.1 suhqtituiremns Kit) por Rllt}=

SR{E)+C em t; s tst,, onde C & uma constante real positiva.

Dal,

E
I${t.ﬁi—${trﬁ=1izaj LX) (€} |$ 0,3 -4 (5, %) |+N (€, ) 168 -

tD,

onde Kl{t}: 0 & uma fungio integrdvel segundo Lebesque  em

t.astst, .

] 2
Colocando u{t]==i$(t,ﬁ}-$lt,ﬁ*]]:temus'ém virtude

do Lema 13.1 gune

' — t _
1B, BT, um | < VP J N(s, a7 (8ag,. (9)
tB ’
onde
t _ .
wit) = J Kl{EldE. com t, s &3 tz.
t

o -
por um lado, ccmu‘e"(gi £ mma fungdo continua

e tlﬂ £tx tz, existe umz constante (.':2 >0 tal gue

EWFF] ccz -

Ainda mais, sendo H{t,ﬁ}e"U{t}-zﬂ, tem-3a gue

t t |
e (t) J s Dre™ %as s ¢, I 2 nts, e as {10)

tu ‘ tu
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elm tl:! stx tE'

PDI outro lado, devido as a), b) e ¢) pode-se cong

tar sem dificuldade que a fungdo

t
R = ¢, [ 2 uisi o™i, (11)
t a

& continua em'Iﬁ4ﬁ*}:§EE conforme {3, p.3261; isto signifi-

ca gque dado 52 :-'E{ existe n--::pz s_’Ez_ tal gue para Eﬁ*ﬁ*l{pé.

tem-se que

N < &, (1z)

Rasulta das {(9)7 (10}, (11) e (12) que
e, -3ie i} <3, - {13)
sempre gue i"'-h"*[ <p.e t.ttet --
HoH 2 o 2° ,
Resta finalmente demnnstrar Jque S u satisfaz a de-

sigualdade
B4 <oy, o {14)

tem-sa que t,=r,, de modo que a solugdo Tk, estd defini

da em todo intervaln tp St srz.Realmente,camn [t2;$(t1;u}.u}

= TRoms ama
-

o,
estd na fronteira de T, uma das desigualdades

L s x, . ._(15}

-

e, -Fit, 0| s 3, - (16)

poe o oy



A-i*| s B, | {17)

deve tornar-se uma igualdade. Levando em conta gue Py 5 b2
decorre das (13} e (14) gue as deslgualdades (16} e {17} de
vem sar estritas, e portanto, como tﬂ ﬂtz, tem-ze gque t2=r2.
Demonst?amns _'assim que para t*zt, existem nime-
ros reais pzhgﬂ'e r,> t*, tals gue para tysts¥, e |§Fﬁ*|¢p2,
0 ponto (t,E} pertence a T e subsiste a desigualdade (13).
Seguindu.um procedimentc analogo cons?ata—se gue
se t* st,, existem nimeros reals Py >0 & xys t* tals gue pa
ra r;ststy e [ < p,r © ponto (t,l) pertence a T e sub

-

siste a dasigualdade
. -
P ]${trﬁ}'${tr;*1 I < .El,
analoga a (13).
ve~se facilmente gque se & ponto {t*,ﬁf} pertence a

T, qualguer gue seja a posigado de t* em relagdo a tyr axis—

tem niimeros positivos r e p tais que se
le~t*f<x e |E-G*j<p , (18)

o ponto {t,ﬁ] pertence a T, e
LY

e, My~ {t,0% | < (19)

onde & € um ndmero real posltive, arbitrariaments fixado.
Comc ¢ conjunte dos pontos {t,ﬁi gue satlsfazem as
&eaigualda&es {13) constituem uma vizinhanqa aberta do pon-

to (t*,1*) ,conclui-se que T & aberto.
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Em vista do desenvolvimento felto acima a conclu-

saoc de gue ${t,ﬁ} ¢ continua no ponto (£#,1*) decorre facll
mente Como passSamos a ver, - o
Devido a (18) e (19) tem-se que t$!t,ﬁ}—${f.ﬁ*}|<ﬁ’
sempre que’ |k-t*| <r e 1%-1*] < p: além disso, a continul
dade d= E{t.ﬁ*] em relacdo a t asssgura-nos que fixado ax

bitrariamente & > 0, existe 0 <r' sr tal que se |t-t*| < r’,

3 (6,3 ~F(ex,i% | < €. pal,

(3, -Fiee, o [bg |Fe, B -6, 8% |13 (e, -5 (&%, 3%) [<dre

al

sempre gue Iﬁ—ﬁ*{ﬂ p e jt-t*|{<r', o gue nos garante gue

$[t,ﬁ] -3 ugntinua em relagio ao par £,fi. Com: este  iltimo

fate, filea concluida a demonstragio do Teorema 1.

Decorre %F Teorema 1 gue acabames de demeonstrar um
corolario gue assegura a continuidade de $(t,ﬁ) em ralagac

ao parcdmetro ﬁ. Trata-se do Corelaric 1 seguinte.

COROLARIO | - Se a solugdo ®(t,}) da equagdo (1) para valo-

Eaa fuiaiaia tﬂ'ﬁﬂ a ﬁiﬁ*heativer defintda em um intervale
r_lﬁf.:.Srz, eontende tg,(isto é ry<t2r, & um intervale con~
tido- no intervalo mamimel de definigao da solupao $}t,ﬁ*}],
antac exiate wm nimers poxitive o t:i que e |E-ﬁ*| £ p, a
soilugae masimal ${t,ﬁ} para valeres intetats tﬂ'gﬂ" tambem
gsta definida em rystir,. Ainda mais, para cada € faaiti—
vo existe § <p positive, tal que para-ry s tsr, 2 Iﬁ"ﬁ*i‘ﬁ,

substate a desigualdade
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-

(T, -Fie i | < e,

DEMONSTRACAO - Como O conjunto T de todos 0s pares {t,ﬁ] an
de a fungdo $it,}) estd definida :é'; aberto e 05 pontos {rI,E*J
. e {rz,ﬂ*} pertenceﬁ a &ste'aberta,existe um nlmero positive
g suficientemente pegquenc, tal gqua se Iﬁ—§*|sp, o5 pontos
{rl,ﬁin a {rz,ﬁl; pertencem a T. Isto significa que o inter
valo de definigia da sulugéﬁ maximal ${t,;} contém todo o
intervalec rl:st'ﬂkz, ilzto é:a soiuggo estd definida neste
intervalo. Além disso, o conjunte B de todos:uspmntos Et,ﬁ}
para o5 duals r] it 8T, € lﬁ—ﬁ*[ 2 p & fechado, limitado e
contido em T, e ${t,ﬁ} éhcnntinua em T, Dal, $it, 1) & uni~

formemente contIinua em P, 0 gue demonsgra a tese,

15 - DIFERENCIABILIDARE DA SQLUCAO EM RELACAD A PARAHMETROS

Eeja
‘ ¥ =5 h (1)

uma aqua@ﬁs diferencial ordinaria dependendo do parametro .

Suponhamos que as fungbes

£h e, 50, 1=, 0, : (2)

aft (8, %) 1i=l""*“' g (3]
- i ] .
axd 4=1,... .8, :

sed (e, X,y LTEee--ang
au¥ k=1,.,..%,

(4}



sejam de Carathéodory em T.

HNesta secgac trataremes da guestao da diferenciabi
lidade da solugac ${t,u] de (1) em relagao a parametros Nes
te sentldo apresentaremos dols-tecremas correspondentes as
duas primeiras afirmaqﬁés do Teareﬁa 2.4. 0 primeiro trata-

ra das derivadas

-

ot ey FTLeeesims
L
Hu . kzlrningzg

Kl

0 sequndo diri respeite s derivadas mistas

31¢ [t u] i=l,..'.,n;
atapk k=l,...,%,

Nac fazemos agui um estudo da axisténcia das derivadas mis~
tas ' :
i ’ aﬂ¢l !t,ﬁ} izl,i..,n,'
. . )
311 at kmlr-ilrﬂif
‘bem como um estudo da inversao da crdem das derivaqnes A ra
zdo disso & cue ndo conseqguimos esclarecer ccmpletamenta
guastdes pertineﬂtas a estes prohlemas. Pretendemos ésfudai
melhor asses problemas futuramente.
" vamos inicialmente-introduzir uma hipdtese adicio-

nal relativa ds fungdes {2), {(3) & (4} gue segérﬁti$izadahu:

que seque.

[

aémitiremos que gqualguer gue se3a o ponta {tu,xn,unj

de f, existe uma vizinhanga V{g,a,bh) desse ponto,contida em
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F,FOnde 8 satisfeita a seguinte condigdo: .
[*} Qualguer gue seja t fixado em Jq, {2y, (3) & (4) sdc
fungdes continuas do par [E,ﬁ} e ﬂaxab.

Antes ds passarmos ao Teorema 1, demonstraremos um
lema que serd utilizado na demonstragao do referido teorema.
Tanto neste lema cOMO NOS teoremas gue seguem, faramné uso
fde certas nbtéqﬁes ja introduzidas anteriormente s ¢ue para

facilidade do leitor reapresentaremos a seguir:

Seja {tn,_ﬁﬂj um ponto demn+1,e M%[ﬁ&ﬁ: {tﬂ.iu MIET}.

-

Fixado arbitrariamente um ponto ﬁ* de M, zaja

* = (e, u%)

a”sﬂluqiu maximal da equagdo (1) para oz valores inlclais
turﬁﬂ,‘saluqin egssa definida em m

_ i
conjento de todos os pares [1:,?_[} deTR

1.".1!5*} <k <m, (U*) . Seja T.o
14 parﬁ a3 quaisa.fungio
${t]ﬁ} estd definida, e {t*,ﬁ*} um ponto de T. F:\ sclﬁgio
A ) f

${t,§*} estd definlda no ponto t=t*;como ml{'ﬁ*] < W :mzl(‘ﬁ*:l '

- . . . - +
qxistem nimeros ¥ e r,,com rlétﬂﬁrz eml{u*}€r1<t*<r2<m2{y*}.
assim sende a solugBo @ (t,\i*) estd definida sobre todo in-
- tervalo Fy St 8x,. Quando t percorre ryst< Fss © ponto

) - - 1‘?\' L
,(t,${t,ﬁ*l,ﬁ*} dagoreve o conjuntP

l+n+i

Q = {{t, %X, 0eR rrq

Fesr,, ¥ = $(eQ) e W= fiv).

"Sendo Q um compacto contido no aberto fJ pode-ze garantir

-

que exlstem nimeros 4 e b reals positivos tais que |

= {2 e w0, £ < b 5%y, [#Fe, 0% <3 e
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T

.
I,
-

{trﬁl,ﬁl} & Et,ﬁg,ﬁzl peritencem a I. Essas fungoea Eﬁblcan-*
tinuas de xl,ul,xz,uz para cada ¢t fizado em rlaﬂt crz. Além
dmsaa, Juaisquery Jue sajam ul & HE aom |ul—u*] < 2p e

luz—u*[ < 2p, as fungdes

i=lr-- v Tl g
e e iy, Sy .
j=1,...,,n+L,

sgo definidas ne intervalc ry<ter,, g no meamo gde inte-

gravets gegundo Lebeegue.

T
L]

r
el

DEMONSTRACAC - Como o conjunto I é convexo em relagdoc as va '

riaveis xl,...,xn, tam-za gue dados dois pentas [t,EE,ﬁ} &

;ﬁ,ﬁl,ﬁ},de I, comt e ﬁhiguais, o segmento determinade por

gles estad contido em . Podemos descrever este segmento cg

mo sendo o conjunto dos pontos [t,ETs}tﬁ}. onde E{s} =

»
~

§l+s{§2—§l}, com D3 =zl. Hnalﬂgamente; 1 & convexo em rela
can ds varlaveis ul ..,ui. Dai tem-se que dados dols pon-
tos (t, % pz} e (t, x ull de H com £ B x,iguais¢:segmﬂnta de 1
terminads " por eles esta cantido em H quemﬂs descravar estel

segmento come sendo o conjunto dos pontas {t,x,w{s}}, onde

ETJ(E} ='ﬁl+s['ﬁ2—ﬁl] , com D 5551,
- T . - + -
Sejam (t*xl'HI} =} [t,xz,uzj pontos quaisguer de II.

Tem-s& gue

- 1 - i
U AR I AU Gl LI W U PSR
FLE (6, Do) -2 (6%, ) ) 1=0eh (8, 2103 0, -6 14,200,350 1 +

+ LEN e LB —eH (6, %,5(00) 1, 12,0, (5).

* L]

. "nnEEﬂHmmiﬂﬂﬂmﬁ
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Como as fungoes (2}, (3} e (4} sé&c de Carathéodory .

i -+
em ', pademos assegurar gque as derivadas af Ft,sés],ﬁz} =
1 > -
af [t;i;-WEE]? , 1=1,...,n, exigtem em 0 28 21, podendo ser

obtidas pela regra da cadeia:

;dfigttgtshﬁz} Ca ? 3£t (£,2(s),72) dzjts} =
- ds : o1 3x3 da
(6]
= :f afi{t!z{ﬂj 'iz?} [Kjﬂxj]r;i-’-‘l;-m.n:
©381 awd 271
2

agt (6,8 vy ¥

: = 3 Bf (t ii,wtsl} dw (g} _
‘ ds ‘ . k=1 auk"' gas
h o .. (7)
% 5 '
E 3f (&, g&‘w{ }}[ Hl:[r i=l,. *vrnr
k=1 an

Alnda mais, teﬁ;sa gque

eet e, B - (e 2 0000 Tenet (e, X, B ) -8 (e, R LR o) 0=

D (8)
. q -3 -+ - 1 L X, =
- J af (t.g;sl;ugl ds'*j af {t'gé’WISj]ds, 121, v e bis
| .

Entdc, reunindo {5}, (6),~(7} e (8), tem-se que

— - - —

. - . - - 1 & )
e ip-stedips [ e ey Tg .

12 5
" J’ E Ef {t ilwts}] [u_ ul]dﬂ, i—l,-q-;n.
x=1 ay

|

oo
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—
t.- L]
Definamos entio
1 i = >
By (E,%y a0y Xy enp) = J 3y ==as
1]
= jl afi Et;-ﬁi"'SE?EQ—ii],ﬁ?}ﬂs' 3=l .a0,m,
3xd t=1,...,0,
Q - .
a
' R R
! Tox o oy o 7 A teErwish) .
hn+k{trxlrulrxzr'u2! J a ]{_ dﬂ'
. o p
) Jt agt e, Ry Bpastlo-Byd, k=1,....8, -
o * _
1] -3 L . - 1=1,....n.
Toem T :.;.+.____.,___,

" Observe-se quﬂ na._s expreasnes acima -] pantus, {t xl,ul,xziugj

ch

am o e _.,_..._

o l-l:
240 somente tais gque (t, xl,ul] s {t,xz,uzl pertencem a¥ II.

-

~Dal, temwse que

n

i - _ . .
e T omb ek Ry Ty akad, 1e (9)
. + =1 n'i'}:[trxliU:lezruz 112 ul_ ¥ -r,..‘,n‘ .

Por um lado, como {2}, (3) & (4) sao de Carathécdg
,

Ty em T e satisfazem a hipdtese adiclonal (¥}, tem-se que

. as funcies hj:, J=lsv. o pntd, 151, ...,0, 8do continuas -de ;:L’

“1'32’“2 para cada t fixado em r1< t g

Pr:-r uutrn lado, as menciunadas hipnteses asseguram

-

nos aue para ¢ada valor de t fixado em r,<t<r, e*quaisquer

que sejam 'ﬁl a ﬁz, COom ﬁl-ﬁ*] <2p e I;ﬁz—‘ﬁ*[ < 2p,; subsisterfl
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TEQREMA 1 ~ Suponhamos que as fungdes (2), (3} e (4) sgejam

" de Caratheodory em T, e satisfagam neate aberto a condigdo
adicional (*). "

Nestaa condigoes pode—se afirmar que a8 derivadas
paretats ] .

. i + 1=, ...,k
2 {tEH}‘

o o x=1,...,12,

emzatam e 8k cantﬁnuaa g tode aanjunta abarta T..
; , . ¢i ‘ e

DEHﬂMSTHAgﬁﬂ - Para acharmos as derivadaa — 3t i“lr.-ﬁ;ﬂﬁﬁﬂl

In
cularemca as diferenqas ﬁ (t,pzl -4 [t,gl}, i=1,.,.,n. Como

¢[t;pl &. soclugdo da eqquac (1}, estes-calculos levam natu-~

ralmante ao caleulo das diferengaﬂ f [t,xzrpz} f {t,xl,ul},

i=;,...,n, a8 quals serdn efatuvados utilizandcﬂse o Lema 1.

-Fln W‘_

Censideremcs 1 ¢ T como foram apres&ntadbs no ini-

e

cio. da sacgﬁo. Seja k um intaiﬁo tal gque lsk i, DasignEf
mos por Ek o vetor unitario ﬂe]ﬁﬂ, orientade segundo o k-a-
slmo eixo. Eupnnha*su que o vetnr ﬁl verifique a desigualda

|u1*u*[< p'e seja T um nimero real verificando a condi-
cao ]1!{ p. Colocando u2==u1+1ek, tem~se que os vetores ul

. w,
a ﬁz verificam as deslgualdades

=¥ =+ . -+~ -+
<. iul—u*] <2p 1p2—uﬂ|¢-2p. E
Ainda mais, sobre todo intervalo rls'tﬂr2 subsistem as de-~

TF

gsigualdades

—_ = awir m b



.- - 118 -

(84t 00 =Bt | <8

186,05, ~Fte, 30 | < 4.
Asaim sende, quando t percorre © intervalo r < t <r,,08 poR

tos (L, ${t;ul} ul} e (t,${t,u21;u2} deacrevem curvas inteil-~

- = - —--—'-'—-"'—"" i
ramente contidas em H Apllicando- a Lama 1 as diferangaﬁr

£ {t,${t,u2 ,u21-f {t, ${t,ul ,plj, inl....,n, tem-sa que-

1

g, de i) Ay - £ e S dpap = T

JIlh" ey B iy 17 (65 =0T (6,50 +
! . {10}
+ I hn+k[tl${tFUli lull$[tfu2 !uz}[uz ullr i—l,..-,n.l

-
bl

Observemos que em virtude do Lema 1, h%, J=1,...,0+8, i=1,.
.. ,0, depandem de uma maneira continua dos seus quat:o _ul
timns drgumentos, para cada valeor de t fixado em rl“t crz
hlem disso, devido ap Teoxema 14.1, ag fungles ${t,p2} a
${t.§l} dependem da uma manelira ccntihﬁa ae t,;z e t,ﬁl res

-pectivafiente. Entdo, as fungoes ~

ot -+ =+ - -+ ‘
h;-'.{tru.l:uzi' = hjj- {_t '$(E"ﬁl~] r"l:;l f_${tru2) 1312] '

i=1 i - I-Il ','nj

j=l ;'-:ol . ;IH*.E. r "
dependem de uma-manaira continua de ﬁi e ﬁz para cada valor
. A ! T - g e -
de t figado em rl<|:¢r2. Binda mais, uma vezr gque “z‘“1+TEH

tem~se diretamente que as fungodes
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- . 1=1,....,n,;
- H;:{t:.ﬁlrt} = hj'-[tr.ﬁl:‘ﬁz}:
J j=l;t4l-;n+£;

dependem de uma maneira contlInua de El e T para cada valor
de t fixado em Ty {tﬁﬁrz. Pode-se ainda constatar sem difi-
culdade, utilizando o Lemé 1, gue para ﬁi e 7 fixados as fun
goas Hj, j=1,...,n+Rk, i=l,,..,n, 820 iﬁtégr&veis sequndo LE.
besgue em r ét <L, 1

Consideremcs entinraé'funqﬁes wi{t,ﬁl,t},i=l,...;n,

definldas por

¢i{t,ﬁf+TEg}*¢iit}ﬁil o
- T

Ve =

et

_ ot e, By ~ot i, i)

L , T20, i=1,...,n. (11)

1 . C
Para ohtermns_as derivadas ii-, i=l,...,n, em [t,ﬁl}, deva~

A’

mns-passar {11) ao limite gquando v+0. Sendo ${t,ﬁ] solugaa .

da eguagdo Fl}, tem-se a subsieténcia das igualdades .
é?tt;ﬁll = £, 3 e, ), 1=l o,
e | ' {122)
ety = 206,800 0, 0 i71,. .0 0n,
T,

r
[

. quase sempre em ry <t <r,.

-n

Decorre entio das (18), (11} e (12}, qﬁe para

[ﬁluﬁﬁi <p, ]T[<p e T=0 subsistem as igualdades

gy~ Et ﬁi,ri

% Hj{t,ul,1}¢j{t,ul.11+ﬂ +k[t ul,T},

1=L,...,n, (13}
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quasa sempre em r1< t < Io-
) hesim zendo, as fungdes
1!-'1. ttrﬁlfT}:'---r‘;’n{t:-ﬁl:T}: {14]

constituem para T=0 uma solugdo do sistema linear de Cara-

théadory, dependente dos parimetros -ﬁl 2 T,

H .

1 (t r-'l.'l-l fT), 121,00 ,0, (15)

n+k

satisfazendo a condigio ingéial

-t

i T P i £ e . :{i_xi
o ey, = S0 ED =0 (F0.R) S 200 = g, 3s1,... 0.

. Dbse::?emds que as fungﬁe&h ¢ri tt,fl,‘rl ; 1=1,...,n, nrAoc esgtao
dé‘fﬁinidas para T =0; entretanto, os segundos membros de” (13
estdo definidos em r;< t<r,, Eﬁl—'ﬁ*] <pe ft]|<p, incll:;si'-f
va pa’fa T=10. :::umo {15) & um =istema linear de Carathéndcr:y.
p;cssui em virtude do Teorema B.l uma solugac

!lri o xi{tr-ﬁlxtj r iﬁl,...,n, " (18]

s'atisfazéndc a condicdao lnicial

xi[tﬂfﬁl’T} =‘_‘I}r i=l.....,n,
- " m\ = e
solugdo essa definida para ry<t<r,, |u-u*{<a e [t]|<p.

"Ainda mals, decorre da unicidade da sclugdo {Teorema 5.1} ,

que
Cpte gy T = x0T de, .,

am r, < L <r,, |ﬁl-ﬁ*| <p, |t]<p e T:tﬂl-



= 122 =
r

Ll

quaee sempre am ml{'ﬁ} <t< mz{‘fl']-. Além dizso, subsiastem as T .

gualdadesa

a2et e,y . ¥ afttie B D L 2ol
e 451 3z B
i +, o+ i=1,...,n -,
“ﬂ' aof {t,${;;]ﬂ ;1) , .' Py {17:‘
gy kal,....%,

- +.

quase sampre em W, (U} <t <m,(ul.

DEMONSTRACAD - ansideremnsJo conjunto

L= {(e,%Ner™: rocrer,, 384,06 <5 e |3-0%|<203,

introduzido no inicic di"secgiu, e tomemos ° ﬁimtél que

w
Iul*u*if P

Por um lado, a partir do Tecrema 1, podemos affz—
mar gque

i - -
2 atk“ Loyt L0, i=l. o,
“ap

onde k & um inteifo £al que l<kst e yi=xi{t,_ﬁl,‘r}; i=l,.

rreent, & a solugdo 4o sistema linear de Carathéodory:

. n L, . .
Ei~= .ElH;(t;EI,T]YJ+HE+k{t,ﬁl,rj, i=l,...,n,
= : {

-

satisfazendo a condi¢do inicial

R
x {tﬂl.ﬁlftj = Gf i=};'...,ﬂ,

- -

[
o = e
solugdo essa definida para rl<t<rz,[ulry*1cp e |t|<p. Assim
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a2t (¢, B) e
Aty

pre am rlxﬂthcrz e subszlstem as igualdades

-

{t.r l'g} _L[t__LEL_..i.H

senda, existem as derivadas pev e, lase sem 1

: [
!

il

...1 t -ﬁ‘ : n
I-l

] l
i=l,...,n, {18}

quase sempre em r, <t <r,. Alnda mais,

- i, -+ ’
my (e = Byeedly ) 7 ng e el A By g,

j=l;-' v ,Il‘l"!.-,

&N

1_' ) i=1,...,ﬂ.;

onde lt ${t,ul ,ulj g (&, $(t uz},pzl s3o pnntus de H @ u2 =

= '|.t1 +1‘Ek

- - - PR —

Por outro lado,pcr definigan dada SN0 Lqmail temrsea

PR

que para rli:t‘:r |ul-u*| <2p a i”g'“*l <zp,+

- e
aft (t,2{s3),H2)4,

: ' 1
ndce Bee iy By B0y =

! 3%’
d=l,eus 0,
iml,...,0,
¢ -
SR R R A T N R ,afiftfzt:;ﬁﬂ A8 g,
)] A

i=l'lii"r‘1‘

onde Z(s) =3t i )+std e, i) -t W1, e Wis) = hy+slh,-iy 1

I . . T A ——




‘com D-<8<1l. | - - .
Conslderemos 1= 0. Enﬁam, .
. b |I
- -+ - -
HZ = u1+ Tﬂk = ul;
G{EJ = ﬁlr
ey = Fie ) = e,
e .
5{5] = ${taal}-'
Alnda mais
S oL e ww . 1 set e, Be, 00 800
h (t:${t:u el r${ti.]‘r2} Ur) = L. . -—-_—-—ds =
gl e iy Btk iy pw

[ . - ) ) - ﬂ'.

=

3f1{t;$lt.ﬁ&j}ﬁ1]’ i=ltt'ﬂ'“*
Nax ) j=l;1r;:n:

hi+k{tl$':trﬁl:' ,El’${t~’-ﬁl} ,ﬁ‘l} - J a“k‘
' .0 ,

=

aed (£, 3 (e, iy, Ty .
gy S 3=l en.
(M)

Resulta entao gue

o

j..ﬁl,.. L] :..-I'.I.;

b e, 5,0y = 250, M, H) LT
j F 1, -

’
EKE-‘!* o j=l,_....,n, )

‘& gue

- .

Yoagtie Fie, M )

(19)



vo « 25 =

-

i -+
Hn+k{t'ul'

hi = -
0) = 2% {tff{i'ui}f”ii, i=l,...,n. (20}
M

Substituindo (19} e (20] em (18}, obtemos imediata

mente gue além da j& estabelecida existéncia das derivadas
a2t (¢, 15y
Btﬂuk

dades (17) resultam verificadas em u=zul Decorre dal, a ve

; i=l,.,..,n, guase sempre em rl~=t <Xgs AS igqual-

racidade do- enpunclado do Teorsema 2.

16 - BBSERVACHES FIRALS

-
-

Os péntqs centraié.desta Capituleo foram ralativos
_a~dep¢nd§ncia continua da solugac em relagac a.-parametros
(Peorema 14,1), ¢ & diferenclabilidade da solugao em relagao
a par@metros (Teorema 15.1 e Teorema 15.2}., ﬂ
h demonstracao do Teorema 14.1, Foi elahorada se-~
guindo uma linha de considera¢oes e raciocinios bastante sg
melhantes dqueles seguidos por Pontriagulne [4] para demons
‘trar a depend@ncia continua da solugio elementar em relagido
é parimﬁéros {Tecrema 2:3}. Ja no_que diz respaito a gues-

+30 da ﬂiferenciabilidade mediante a intrcdugaa da hipotese

adicianal canseguimps da modo analﬂga, demonstrar tearemas_

"

correspondentes ds duas primeira; afirmaqoes do Taurema 2.4,




RESHUMO

v,

Mo presente trabalho, ‘apresentamos alguns pontos

—— -t - TITR = am e e e | ™

bisicos da teoria de Carathéodory..

il

Fundamentalmente, podemcs destacar trés pontos cen

trais deste trabalho: - i d

e

1. Introdug&o das nagoes de slstemas da Carathécdory e

de solugdo segundo Carathéodory.

a—

2. Quespﬁes pertinentes a existéncia e unicidade de so-

lucdo segundo Carathéodory de sistemas de Carathéodg

LY.

-

3. Dependéncia dessas soluqﬁes em ralacadc a parﬁmetrns.
a - ‘... . PR -.-r'--—-.-.—.-‘-h‘—.—.,—-.
. Antes de finalizarmnﬁ,gustariamas de mancicnar qug

resultadns mals gerals do gue o3 que agul faram apresenta—

das, podem ser obtidos.:Por exemplu em (1] e [6], o leitor

-poderid encontrar alqumas de tais generalizacdes.

«126+
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