
SOBRE-OS'SISTEMAS DE CARATHEODORY 

P R I S C I L A GOLDENBERG 

DISSERTAÇÃO APRESENTADA AO 

I*NStITUTO DE MATEMÁTICA E E S T A T Í S T I C A 

DA 

UNIVERSIDADE- D E SÃO P^ULO 

PARA O B T E N Ç Ã O ' DO GRAU DE MESTRE 

' ;•: EM" • " 

MATEMÄTICAMPLICADA 

ORIENTADOR 

PROF. D R . LEO ROBERTO BORGES V I E I R A 

- SAO PAULO, SETEMBRO^DE 1975 -



2 y o f ' 



AGRADECIMENTOS 

Ao ,Prof. Dr. Leo Roberto, Borges Vieira que foi meu ' 

orientador nesta tese, bem como em toda minha carreira pro

fissional, agradeço a paciência, e o estímulo constante com 

que me dignou. 

Ao Prof., Dr.-Nelson da Silveira Leme, meu profes-

sor, por tudo que lhe devo. , -

A direção do Instituto de Energia Atômica na pes-. 

_soa de seu superintendente,Prof.Dr. Rõmulo Ribeiro Pierqni, 

pela oportunidade gue me foi dada â realização deste traba

lho. 

Aos colegas do Centro de Processamento de Dados do 

Instituto de Energia Atômica, na pessoa de seu coordenador, 

-Eng. Cibar Caceres Aguilera,pelo incentivo ã realização des 

te trabalho, 

• Ao Sr. João Baptista Esteves de Oliveira, pelo tra 

balho de datilografia e ao Sr.- Armando Garcia Segura, pelo 

trabalho gráfico. 

-ii-



APRESENTAÇÃO 

1. Durante o século passado e por obra -de muitos 

pesquisadores, sendo CAUCHY, LIPSCHXTZ, PEANO, EICARD' al

guns dos mais destacados, foi desenvolvida uma teoria dós 

sistemas de equações diferenciais ordinarias.Referimo-nos a 

uma teoria que centralizava no estabelecimento de teoremas 

que asseguravam a existência de soluções, bem como no esta

belecimento de teoremas naturalmente correlatos. Essa teo

ria que designaremos por "tto^a, zt&m&n.t<ix"]f forneceu teore 

mas com variados graus de generalidade-

2. No limiar deste século verificaram-se grandes 

desenvolvimentos na teoria das funções reais, "sobretudo-- de 

vido âs pesquisas de Lebesgue^ sobre a integração e a derivai 

Valendo-se desses conhecimentos,Caratheodory [ 1 3 

pode dar uma nova versão da teoria elementar. Designaremos-

essa versão por "ieo^a. dt. CaJioXh^do/Ly'', 

A teoria de Carathêodory inclui sistemas de equa

ções diferenciais ordinárias com funções definidoras alta-

„(*) - Indicaçosa como esta são relativas as referências bi
bliográficas encontradas no final deste trabalho, 

-lil-
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mente descontínuas, abrangendo'por esta razão os sistemas de 

equações diferenciais ordinárias considerados na teoria ele 

mentar. 

3 . A teoria de Carathêodory encontra muitas aplica 

ções. Dentre as mais importantes, figura o seu uso na teo

ria dos processos de Controle Ótimo,, feito por Pontryagin, 

Boltyanskii, Gamkrelidze e Mischchenko C53.A ocorrência de£ 

tas ultimas aplicações ê compreensível: a prática fornece 

diversos processos de controle para os quais os controles o 

timos são funções descontínuas. 

Inúmeras publicações a respeito destas aplicações 

foram feitas. A proposito, gostaríamos de conduzir b leitor 

a um trabalho por nos apresentado no artigo "Sobre a teoria 

do Controle Ótimo - Aplicações em Controle de Reatores", pu 

blicado pelo Instituto de Energia Atômica de São Paulo, em-

sua série 4© publicações. 

. ^ , 4 . , Foi procurando"estudar processos de controle ô-

timo que sentimos á necessidade de ter um bom conhecimento 

do aludido trabalho de Carathêodory. 

A finalidade principal desta dissertação ê a apre

sentação de alguns tópicos centrais da teoria de Caratheodo 

ry. A atitude gue reflete este trabalho ê a de produzir uma 

exposição de modo a facilitar ao leitor o acesso a .essa teo 

ria, não existindo preocupações de se atingir generalidade 

máxima. 
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A forma que adotaremos para fazer essa exposição é 

a seguinte. 

Um texto muito utilizado em nosso meio, e que ex

põe teoremas fundamentais da teoria elementar^ e aquele con

tido no Capítulo IV de Pontriaguine [4 3 . Pretendemos então*/ 1 

produzir uma redação paralela a de Pontriaguine [4]-de for

ma a mostrar que diversos teoremas podem ser transpostos da 

teoria elementar para a teoria de Carathêodory com poucas 

modificações estruturais. - . -

- • -
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO GERAL 

1 INTRODUÇÃO • 

Teoremas de existência e unicidade de solução de sis 

temas de equações diferenciais ordinarias, bem como teore

mas relativos a dependência contínua e a diferenciabilidade 

d̂a solução em relação a parâmetros, encontram-se ^ exposto» 

em diversos locais. Por exemplo np texto de Pontriaguine 

mais especificadamente, no seu Capítulo IV'encontram-sé de

monstrações de tais teoremas. 

Neste trabalho assumiremos esse texto como bãsico 

e apresentaremos teoremas correspondentes aos mencionados 

teoremas'no caso dos sistemas de equações diferenciais ordi 

nãrias ditos de Caratheodory. 

Convêm notar que para uma boa compreensão ,_dos teo-

remas referentes aos sistemas de Caratheodory, e necessária 

uma certa familiaridade com teoria da integração segundo Lerr 

besgue. Para essa teoria utilizaremos os textos C7!Ie C 8 3 / 

que' cobrem' as nossas necessidades, • 

Antes de entrarmos efetivamente nos sistemas de Ca 

-1-
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rathêodory, vamos rever na secçao seguinte, os teoremas cen 

trais, do Capítulo IV de 

2 - REVISÃO GERAL 

SIstemas El ementares - Nossas considerações nesta sec

çao, dirão respeito aos sistemas de equações diferenciáis^ 

tudados em [4-3, 

Lidaremos com sistemas de equações diferenciais or-

dinárias do tipo 

=- f^(t, x-̂", x") , i=l,,..,n, ( 1 ) 

onde t ê a variável real independente,, x^, ,x^ são fun

ções reais incógnitas dessa variável, cujas derivadas em re 

lação a t indicaremos respectivamente por x*̂ ,, .•ÍX'^, e f^,. 

...,f^ são ,funções reais de (n+1) variáveis reais, defini

das em um aberto r do espaço W^'^^ das variáveis t,x*^,».. ,x". 

Elementarmente, diz-se que um sistema de funções 

x^ = íí)^(t) , i=l, ,n, (2) 

definidas em um certo intervalo r̂ ^ < t < r^ (não vazio) ê aor-

lução do sistema ( 1 ) , se as igualc^ades 

'"l^Ct) « f^{t,^^{t)r/ *^(t)), i-l,...,n, (3) 

-forem .verificadas idénticamente em t sobre o interva'lo r^ < 

c t<r2»!(As possibilidades ^3^™"" e £2 nao'^sao"exclui-

• das'.). 
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Para facilidade de referencia, diremos que o siste 

ma de equações diferenciais ordinárias 

3C ^f'(t/X ) / i~lfaB>,n, 

ê um &Í8tema elementar] quando as funções 

f (t , X , B * f e , X ), Í~*l f w * * fX\ f ~' 

forem contínuas em F, relativamente a todos os seus argumen 

tos. 

Obse3rveraos que se -

x^ a (t), i=l,'. ..,n 

ê solução de um sistema elementar, definida em rj^<t<r2í en-

"tao as funções , i=l,...,a, sao contínuas em r^<t<r2epo£ 

suem derivadas , i=l,...,n, também contínuas neste inter

valo. 

Teorema de £x!stencta e U n i c i d a d e - O Teorema 1 que enuncia 

remos a seguir diz respeito a existencia e unicidade de so

lução para certos sistemas do tipo (1)'. Trata-se do Teorema 

2 de C4, p.253. 

TEOREMA 1 - S&oa 

V 
x^ ^ f^{t,x^,...,x"}, i=l,...,n, (4) 

um sistema de equações diferenciáis ordinarias* 

Suponhamos que as funções 

f^(t,x-^,...,x^) , i=l,..,,n, (5) 
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çao 

x^ = (í>̂ {t) , ,..,n, (7) 

do sistema (4)^ definida num certo intervalo- conten

do o ponto fc^ e satisfazendo as condições 

2} Se 

(í)̂ (tQ) - x^, i=l,. ..,n. • (8) 

'são duas soluções quaisquer do sistema (4)^Verifican 

do;ds condições V -

íí;̂ (tQ) = /(tQ) = X Q , i-l,,.,,n, (9) 

de modo que cada solução estã. definida ̂ em aeü próprio 

intervalo de valores de t contendo o ponto t.Qj então 

estás soluções coincidem onde ambas estão definidas^ 

segam continuas num aberto V de IR'̂ "**̂ , e que as derivadas par^ 

ciais 

. ^ ^ 

existam e sejam continuas,, nesse aberto. 

Nestas condições pode-se fazer as seguintes afirma_ 

ções: 

1) ^Para- cada ponto (t^íX^,... ,XQ) de existe uma solu 



Os valores 

denominam-se valorea inioiaia para a solução (7) e as rela

ções (8) aond-içõea inioiaia para essa solução. Por comodida 

de de expressão, ao considerarmos uma solução 

- <í>̂ (t), i=l,,,,,n, 

do sistema (4) satisfazendo a condição inicial 

<|í^(tQ) = X Q , i«l,...,n, 

diremos que essa solução ê aoluçao do a-Catema (4) para oa 

valores iniciais .tg,XQ,...,XQ. 

Soluções Maximais - Seja 

x^ - <\>^{t) , i=l,...,n, ( 1 0 ) 

xima solução do sistema ( 1 ) , definida no intervalo r-j^<t<r2. 

Seja 

T|í^(t), i=l,...,n, ( 1 1 ) 

também uma solução do sistema ( 1 ) , definida no intervalo 

ST<t<S_. . 
1 2 ' X 

Diremos que a solução ( 1 1 ) e um prolongamento da 

solução ( 1 0 ) se o intervalo Sj^<t<S2 contém o intervalo r^< 

<t<r2 (isto ê, s^sr^ e ^2^32) e se a solução ( 1 0 ) coincide 

com a solução ( 1 1 ) no intervalo r2^<t<r2. Em particular ños 

consideraremos ( 1 1 ) como um prolongamento de ( 1 0 ) mesmo no 
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caso em que as duas soluções coincidam integralmente (de mo 

do que 33^ = ^3^ Ê ^ 2 " ' ' ^ 2 ^ -

A solução (10) e dita maximat se não existe nenhu 

ma solução diferente dela própria que seja um seu prolonga

mento , 

Dado um sistema de equações diferenciais ordiná

rias, satisfazendo as condições do Teorema 1, demonstra-se 

que para cada ponto (t^,XQ,...,XQ) de r, existe uma ünica 

solução maximal 

x"̂  = <¡> (t) , i=l,... ,n, 

do sistema (4), satisfazendo a condição inicial 

«í)̂  (tg) » X Q , i«l,. .. ,n. 

Tal demonstração encontra-se em [4, p.Í80]. 

S í stema 5 L i nea r e s - No caso especial de sistemas elementa

res do tipo ̂ linear, todas as soluções maximais tem o mesmo 

intervalo de definição, intervalo este que e imediatamente 

determinado uma vez dado o sistema. 

O fato que acaba de ser mencionado justifica uma 

consideração em separado de tais esternas. Assim^o- Teorema 

2 que enunciaremos a seguir refere-se a existência de solu

ção para sistemas elementares db tipo linear. Trata-se do 

Teorema 3 de C4, p.26]. 

TEOREMA 2 - Seja 

n . ' . . 
x^ = l a^(t)x^+b^(t) , i=l,...,n, (12) 

j-1 > 
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um sistema linear de equações diferenciais ordinarias, Supq_ 

nhamos que os coeficientes ^jCt) eos termos^ livres (t) se^ 

jam funções continuas da Variável independente definidas 

em um certo intervalo <?j^<t<q2. Então^ para quaisquer valo_ 

res ttmoiais 

tQ,XQ,... ,XQ, com < tQ< q2 , (13) 

existe uma solução 

x^ =^^ít), i=i,...,n, ' (14) 

do sistema (12}j que satisfaz as condições iniciais 

<í.̂ (tQ) = X Q , i=l,..,,n, 

e que e definida em todo intervalo -q̂  < t ^^2' 

Notação - Vamos agora introduzir certas notações vetoriais 

que faremos uso no decorrer do trabalho, 

Indicaremos por 

. - X = (x^,...,x'^) 

um vetor de IR^ e por |xp o seu modulo/definido da seguinte 

maneira * 

X| = t(Kl')2+....+ U " ) V ^ 2 . 

" Indicando por .. 

í(t,x) = (f^(t,X).,.i.,f^(t,X)) ^ ^ 

* 1 n 
uma função vetorial do ponto (t,x) = Ct,x x ) do espaço 

Ĥ "**̂ , podemos dar ao sistema 
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um sistema linear de equações diferenciais ordinarias, 5iípĉ  

nhamos que os coeficientes ^jí^) sos termos livres (t) s£ 

jam funções continuas da variável independente tj definidas 

em um certo intervalo t '^<Í2' Então^ para quaisquer valq_ 

res iniciais 

tQ,XQ,.., ,XQ, com q^ < i::Q<q2/ (13) 

existe uma solução 

x^ - (í.̂ {t) , i=l,...,n, ' (14)-

do sistema (12)^ que satisfaz as condições iniciais 

<l>̂ (tQ) = X Q , i=l,...,n, 

e que ã definida em todo intervalo < t <q2. 

Notação - Vamos agora introduzir certas notações vetoriais 

que faremos uso no decorrer do trabalho, 

Indicaremos por 

um. vetor de Ir" e por |x|-̂ o seu modulo/definido da seguinte 

maneira ' 

5| = c{xi')V..+ u'^)2]i/2. 

Indicando por _ 

.í{t,x) = íf^(t,x)-,.;.,f^(t,x)) / 

* 1 n urtía função vetorial do ponto (t,x) = Ct,x /...,x ) do espaço 

podemos dar ao sistema. 
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um sistema linear de equações diferenciais ordinárias* Supo^ 

nhamos que os ooefioientes a^Ct) eos termos livres (t) se^ 

Jam funções continuas da variável independente definidas 

em um certo intervalo < t ^^2' para quaisquer valq_ 

res imciais 

X n ' 
•^0'^0'"*'^0' COmq^<tQ<q2, (13) 

existe uma solução 

= ^^(t), i=l,...,n, ' (14)' 

do sistema (12)^ que satisfaz as condições iniciais 

(í)̂ (tQ) = X Q , i=l, •. - ,n, 

e que e definida em todo intervalo < q2. 

Notação - Vcunos agora introduzir certas notações vetoriais 

que faremos uso no decorrer do trabalho. 

Indicaremos por 

X ~ (x f . • . / X ) 

um vetor delR^ e por |x|"o seu modulo/definido da seguinte 

maneira * 

X 

• Indicando por 

J(t,x) = (f^(t,x)„..,/f^(t,x)-) 

' 1 n uma função vetorial do ponto (t,x) = Ct,x ,...,x ) do espaço 

K̂ "*""̂ , podemos dar ao sistema 
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a seguinte forma vetorial 

onde 

X = ?(t,x), 

X = Xk^,...,x^) 

Dependencia da solução em relação a parámetros - Revisare-

mos rapidamente as questões da dependencia continua e da di 

ferenciabilidade da solução relativamente a parâmetros que 

compareçam no sistema. 

Para tanto, principiemos por descrever os sistemas 

que iremos considerar. 

Seja 

x^ = f^(t,x^,...,x^, i=l,...,n, (15) 

um sistema-de equações diferenciais ordinarias, cujos según 

dos membros f^, i«l,...,n, dependem dos parâmetros reais 

sendo definidos num aberto f do espaço B̂ '*""'*'̂  

^ - . ^ 1 n i i ' -das variavexs t,x ,.-.,x , ]x . 

Colocando 

X — (x ,. • • ,x ) ̂  

1 p 
H = ( y ' - z . - . / V ) 

Í t "*•* * ,-1 í - n , 

(t,x,u) = (f (t,x,u)I..•(t,x,u))/ 
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podemos reescrever o sistema (15) sob a forma vetorial 

" á - ?(t,5,p), (16) 

A denominação sistema elementar será atribuida, ao 

sistema (15) sempre que as fUnçÕes f^, i=l,...,n, forem con 

tinuas em r, em relação a todos os seus argumentos. 

Admitamos que este seja o caso, e suponhamos que 

as funções 

af^ít,x^ x",-u^ ^ 
gjçj j—1 # • • • /n, -̂̂  

sejam contínuas em V, relativamente a todos os seus argumen 

tos. 

Fixados os valores iniciais t^/XQ, seja M o conjun 

to definido pela seguinte expressão - •-

M = íye B ^ : (tQ,XQ,u)er}• 

A cada ponto u de M, corresponde uma, solução ma 

ximal 

$(t,p) = (4>^(t,u),...,(íí"(t,u)) , (17) 

do sistema (16) para os valores iniciais ^ Q I ^ Q , definida em 

um intervalo m̂ ^ (p) < t < m2 (u) -

O conjunto T de todos os pontos (t,u) nos quais a 

função í(t,í) estã definida,, e descrito por duas condições: 

o ponto u pertence a M e t pertence ao intervalo m^(u) < t <̂  

< ni2.(í) . 
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O Teorema 3 que enunciaremos a seguir, exprimeo fa 

to que a solução (17) ê-contínua em relação a parâmetros,ou 

seja, a dependência contínua da solução em relação a parame 

tros. Trata-se do Teorema 13 de C.4, p.l86]. 

TEOREMA 3 - Nas suposições anteriormente feitas^ o conjunto 

T de todos os pontos (t,IL) onde a função ^(t,y) estã defini^ 

da¿ ã um conjunto aberto de IB?''^^,Atém disso^a função $(t,í) 

é continua do par de variáveis t,)! no conjunto T. 

Para finalizar esta revisão, enunciaremos o seguin 

te Teorema 4, relativo a diferenciabilidade da solução em re 

lação a parâmetros. Trata-se do Teorema 16 de C4, p.l94 3. 

TEOREMA k - Alem das condições admitidas no Teorema 5, swpo 

nha-se que as derivadas parciais dos segundos membros^em re^ 

lação aos parâmetros 

3f^(t,x^,.,.,x^, V^,.:.,U^)^ 

são funções continuas em F. 

Nestas condições pode-se fazer as seguintes afirma^ 

ções: ^ 

1} As derivadas parciais 

3(f>̂ (t, u) i=l/--wH/ 
^ k k—1,»•*,¿, 

são continuas em T. 
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2) As derivadas paraiais mistas 

3̂ <í)̂ '(t,íi) i^l,.. . ,n, 
^ — T T — , 

3t3u }t=X,,..,l, 

são continuas em T. 

3) As derivadas parciais mistas 

3'(í)^(t,u) 

3p̂ '3t 

i==l,..., n, 

lÇ."~l f m * » / SI f 

são continuas em T.'Atem disso, qualquer que seja o 

ponto (t,v) em T 

3t3ia' 
C / 

3U 3t 

i=l,...,n, 

k"-l f t m , f S/ m 

3 - SISTEMAS DE CARATHEODORY 

A presente secçao é primordialmente dedicada ã in

trodução dos sistemas de equações diferenciais ordinarias, 

chamados sistemas de Caratheodory. 

Como veremos abaixo, a noção de sistema de Cara

theodory está ligada ã noção de função de Caratheodory. Co-

meçaremos pois, com a introdução desta última .noção. 

.n-fl 
Tomemos o espaço3R^ das variáveis t,x. Dado 

.n+l 

um 

ponto (tQ,XQ) de 3R , designaremos por Víq^a) o conjunto 

definido pela expressão 

v(q,a) = {(t,x)e M n+1 t-tQ <q, x-x, < a}, 
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2) As derivadas parciais mistas 

são continuas ̂ em T. 

3) As derivadas parciais mistas 

3T?̂ 9t ' k=l,,.,,jl, 

são àontinuas em T* - Alem disso, qualquer que sega o 

ponto (t,p) em T 

3 - SISTEMAS DE CARATHEODORY 

A presente secçao e primordialmente dedicada â in

trodução dos sistemas de equações diferenciais ordinárias, 

chamados sistemas de Carathêodory. 

Como veremos abaixo, a noção de sistema de Cara

thêodory estã ligada ã noção de função de Carathêodory. Co-
V 

meçaremos pois, com a introdução desta última noção. 

- Tomemos o espaço.R̂ "*"̂  das variáveis t,x. Dado xm 

ponto (tQíXçj) deJR^"^^, designaremos por V(q,a) o conjunto 
definido pela expressão 

V(q,a) = { (t,x)e ]R""̂ -̂ : t-t„ <q, x-x- <a}. 
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onde q e a são nñmeros reáis positivos. 

Indicaremos por J e A o intervalo de 3R e a bola 
q a 

de definidos respectivamente pelas expressões 

== { t e í R : It-t^i < q}, 

= {xe 3R : X - X Q <a}. 
a 

de tal forma que V(q,a) e o produto cartesiano de J por A^. 
q a 

Consideremos uma função real f(t,x) definida em um-

conjunto aberto V de H^"*""^Diremos que f (t,x) ê uma função 

de Caratheodory num dado ponto {t^/K^) de r,se existir uma 

vizinhança V(q,a) desse ponto, contida em r, onde f satis

faz as seguintes condições; 

1) Qualquer que seja x fixado em A^, f é uma função men 
>, a 

surâvel- de t em J^; 

2) Qualquer que seja t fixado em J , f é uma função con 
q ' 

tínua de x em A^; 
a 

3) Existe^uma função 

integrável segundo Lebesgue em J , para a qual 

If (t,x) I ám^Ct) 

qualquer que seja (t,x) pertencente a Yí^/^)• 

Diremos que f (t,x) e uma função de Carathêodory n^m 

subconjunto qualquer ^ de V, se f for função de Carathêodo

ry em qualquer ponto de W, 
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q 

= {xe m : x-x^ sa}. a u 

PROPÔS IÇfíO 1 - Suponha-se que f seja uma função de Carathéo_ 

dory em T, e eonsi-dere-se um qualquer V(q,a> contido em T. 

Nestas condições pode-se afirmar que: 

•+• — 

a) Qualquer que seja x fixadô^^em A^, f e uma fiinçao men 
a —• 

surãvel de t em 

h) Qualquer que seja t fixado em J^, f é uma função con 

tinua de x em A^; x 

c) Existe uma função 

m = m (t) 

Designaremos as condições 1),2) e 3) acima por Con 

âiçoes de Caratheodory. 

Cabe aqui a apresentação de uma proposição que "fa

remos, uso no capítulo seguinte. Tanto nesta proposição, co

mo no decorrer do trabalho, utilizaremos a notação que se

gue. 

Designaremos por V(q,a) o fecho do conjunto V(q,a), 

VÊ-se imediatamente que o conjunto V(q,a) Ê dado pela ex

pressão 

¿i 
V(q,a) == { (t,x)e B"'̂ -'-; | t-t^ 1 S q, JX-XQ | S a} , 

e mais, que V(q,a) é o produto cartesiano do intervalo fe

chado Jg de 3R pela bola fechada de OR",respectivamente da 

dos pelas expressões 

= {te ]R: t~tQ Sq}, 
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•integrâvel segundo Lebesgue em J - para a qual 

f (t,x) I S m(t) 

qualquer que seja (t,S) pertencente a V(q,a). 

DEMONSTRAÇÃO - De fato, considerado um ponto (t*,x*) qual

quer de V{q,a), designe-se por Víq*,a*) uma vizinhança des

se ponto, cuja existência ê assegurada pelo fato de que f ê 

função de Carathêodory no mesmo. 

Considere-se o conjunto das vizinhanças V{q*,a*)cto 

tido quando (t*,x*) percorre V(q,a).. Esse conjunto ê um re-

cobrimento aberto dè V(q,a)• Como V(q,a) ê um compacto, pe

lo Teorema de Borel-Lebesgue pode-se afirmar que existe um 

conjunto finito dessas vizinhanças, digamos,~ 

VCq3^,a3^),...,V(q^,a^), (1) 

que recobrem V(q,a) . 

Fixado X em. , consideremos o conjunto dos pontos a 

(t,x) obtidos quando t percorre J • Designemos por í 'esse 
q ' 

conjunto, Temos que qualquer que seja Ct,x) de I, existe u-

ma vizinhança V(q. ,a.) de (1)' tal que (t,x) pertence a essa 

vizinhança, Podemos então extrair de (1) um conjunto de vi
zinhanças 

V{q. ,a. ),...,Víq. ,a. ) (2) 
^1 ^1 ^k 

que recobrem í e tal que a intersecção de I com cada uraa 

dessas vizinhanças ê não vazia. 
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Nestas condições vê-se- facilmente que J"̂  estã con-

tido na união dos correspondentes intervalos 

^ ^ i l / " " ^^ij,. 

e que f(t,x) ê mensurável nessa união. Portanto f(t,x) êmen 

surável em J^. Resulta dai, que a condição a)' ê verificada. 

Seguindo um procedimento análogo,'vê-se sem dificuldade que 

a condição b) ê verificada. 

Finalmente, correspondentemente ao- conjunto (1), 
¿ \ 

considere-se o conjunto dos intervalos 

, , , . , 
V "1 ^n 

e sejam 

mj^,... ,m^ 

funções integráveis segundo Lebesgue respectivamente nesses 

intervalos, "tais que 

' f.Xt,x) I £m^{t) 

quando (t,x) pertence a ^^^^t^^* i=l,.;.,n. A existência 

dessas funções ê assegurada pela terceira condição de Cara

thêodory . 

Definamos em as funções 

m^(t) = 

m^ (t) em «̂ q̂ Jg, 

era J -J 
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m 

com- t percorrendo J^. 

Constata-se sem dificuldade que m ê uma função in

tegrável segundo Lebesgue em J , e que 
q 

]f (t,x) I á m(t) 

qualquer que seja (t,x) pertencente a V(q,a), isto ê,a con

dição c) resulta verificada. 

Posto isto, passemos â definição de sistema de Ca

rathêodory . 

Consideremos um sistema de equações diferenciais or 

dinárias 

x^ f̂ (t,x-'-, ...,x'̂ ) , i=i,...,n. (3) 

Nesse sistema t e a variável real independente, x^,.,.,.,x-^ 

sãò funções reais incognitas dessa variável, cujas deriva

das em relação a t indicaremos respectivamente por x*'", 

..,x^, e f^,...,f" são funções reais de (n-M) variáveis 

reais, definidas em. um aberto V do espaço Ĥ "̂ "̂  das variá

veis t/X*^, .., ,x^, ^ 

Diremos que o sistema (3) ê um s-Cstema de Carathéo_ 

dory quando f"'"(t,x), i-l,,.-,n, forem funções de Caratheodo 

ry em r. 

Uma vez definidos os sistemas de Caratheodory, cabe 

agora introduzirmos uma definição que adotaremos como defini-

e seja 

(t) = supíiñĵ  (t) ,,. ,m^(t) } 
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ção de solução para esses sitemas;por comodidade,as soluções 

no sentido dessa definição serão designadas por soluções se 

gundo Carathêodory. 

Um sistema de funções 

= ^^(t), i=l,..,,n, (4) 

definidas em um certo intervalo r < t < r^ (não vazio), abso 

lutaraente contínuas em qualquer sub-intervalo compacto de 

r-ĵ <t<r2 ê solução segundo Carathêodory do sistema (3) ,se as 

igualdades 

^^(t) - f̂ Ct,.í)̂ (t) ,...,<f)"(t)) , i:=l,...,n, (5) 

forem verificadas quase sempre em t no intervalo r^<t<r2/ 

âsto ê, se as (5) forem satisfeitas no referido intervalo 

exceto num conjunto de medida de Lebesgue nula. O intervalo 

r < t < r2 denomina-se -intervalo de definição da solução (4). 

(As possibilidades r^= -« e r2= não são excluidas.) 

Faremos a seguir alguns comentários relativos a de 

finição de solução segundo Carathêodory. 

1. No início da Secção 2 foi apresentada uma defi

nição de solução; as soluções caracterizadas por essa defi

nição serão designadas por soluções no sentido elementar, 

A primeira idéia que tivemos ao definir solução se 

gundo Carathêodory foi- a de modificar a definição de solu

ção no sentido elementar, através da exclusiva substituição 

da exigência de igualdade sempre por igualdade quase sempre. 

Mais especificadamente,gostaríamos de poder definir solução 
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segundo Caratheodory do seguxnte modo: 

üm sistema de funções 

= $^(t) , i=l/. ..,n, (6) 

definidas em um certo intervalo r^ < t < r2 (não vazio) é so

lução do sistema (3), se as igualdades 

¿^(t) = f̂ (t,(í)̂ (t) ,...,(í.̂ (t)) , i=l,,..,n, (7) 

forem verificadas quase sempre em t no intervalo r^ < t < r2 • 

Por facilidade de .expressão referir-nos-emos a uma 
¿i 

solução definida da maneira acima como sendo uma solução na 

acíepção prime-ira. 

Observemos que a diferença entre a precedente defi 

nição de solução e a definição de solução segundo Caratheo

dory ê que nesta última exigimos que as funções que consti

tuem a solução sejam absolutamente contínuas nos sub-inter-

valos" compactos de r^< t <r2, exigencia esta que omitimos 

na primeira. 

Uma omissão desta natureza acarreta certas inconve 

niências, como por exemplo a falta de unicidade de solução 

na acepção primeira, que passamos ^mostrar. 

Consideremos uma equação diferencial ordinária 

' X = f(t,x), (8) 

onde f é uma função real definida em um aberto í" de , e 

seja 

X = 4>{t) (9) 
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X = (ÍI*(T). = 

também é solução na acepção primeira da equação (8),uma vez. 

que a igualdade 

(J*{t) = f (t,**(t)) , 

verifica-se quase sempre em r^< t <r2- Além disso, (j)* é ob

viamente diferente de ^ s a t i s f a z a condição 

Este fato mostra que com a definição de solução na 

acepção primeira nunca existirá unicidade de solução em con 

diçoes análogas as do Teorema 2.1^ . 

Se tivéssemos exigido continuidade na definição de 

solução na acepção primeira, o mencionado fato não teria lu 

(*) - Nasça secçao e subsequentemente neste trabalho, a re
ferencia a teoremas e relações de outras secções sera feita 
como acima, isto e, ao escrevermos Teorema 2.1 es taremos nos 
referindo ao Teorema ldasecçio2. 

lima solução na acepção primeira^ dessa equação, definida em 

r < t < r2 e satisfazendo a condição 

Qualquer que seja o ponto t' de r ^ < t < r 2 f C o m t'di 

férente de t^, e c uma constante real cujo valor é diferen

te de 4i(tMf a função 

•(i>(t) rj_< t < t* 

• c t = t' 

4>(t) t' < t < r . 
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gar. A vista disto parece cabível a tentativa de se acres

centar â definição de solução na acepção primeira uma exi

gência de continuidade, conforme'a seguinte definição: 

Um sistema de funções 

== íí»^ít}, i=l,...,n, (10) 

contínuas em um certo intervalo r^ < t < r2 (não vazio) ê so

lução do sistema (3), se as igualdades 

^^(t) = f̂ (t,(̂ -̂ (t) ,...,<í)̂ ít)) , i=l,...,n,^ (11) 

forem verificadas quase sempre em t no intervalo r^< tr< r2-

Por facilidade de expressão referir-nos-emos a uma 

solução definida da maneira acima como sendo solução na a-

oepção segunda. 

Esta definição ainda apresenta certas inconveniên

cias; com efeito, mostraremos a seguir, que com ela também 

não se consegue obter unicidade de solução. 

Consideremos uma equação diferencial ordinaria do 

tipo 

X = f (t) (12) 

onde f é uma função real definida ^em um 'aberto I de e se

ja . 

X = ^(t) (13) 

uma solução na acepção segunda dessa^equação, definida em 

rĵ < t<r2 e satisfazendo a condição 
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<^{t^) - X Q . (14) 

Em breves linhas, mostraremos que,, utilizando a co 

nhecida função de Cantor^ , podemos obter uma outra solu

ção da (12) , diferente da (13), definida no mesmo intervalo 

rĵ < t < r2f e satisfazendo a mesma condição (14) . 

^ ' Com efeito, designemos a função de Cantor por YQ.A 

mesma ê uma função real definida em Os t á 1, assumindo va

lor zero para t igual a zero e o valor 1 para t igual a 

1. Trata-se de uma função contínua em O £ts 1 e com deriva-

da nula quase sempre nesse intervalo. Assim sendo a função 

Yĵ  definida pela expressão 

'O, r^< t< tjo • 

Y i (t) = 
^ o^2 - f ( t - t Q ) , • V L ^ ^ ^ V P 

10, tg + pá t <:r2 

onde O <p< ^2''^0* ^ ̂ "̂ ^ função não idénticamente nula e con 

tínua em r^ < t < r2 / possuindo derivada nula quase sempre nes 

te intervalo. Ainda mais, 

Ê fâçil ver que tomando-se uma constante real não nula e su 

ficientemente pequena era modulo, a função 

(í)*(t) - (í>(t) +CYi(t) 

(A) - O leitor poderá encontrar A definição da função de Can
tor em C8, p.6]. 

INSTITUTO DE ENERGIA ATÛMICA 
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ainda dâ uma solução na acepção, segunda satisfazendo a con

dição (14) , solução esta que ê distinta de «j) (t) . 

Analizando a função ŷ r̂ verificamos que ela não e 

absolutamente contxnua em" todos os sub-intervalos compactos 

de rĵ < t<r2; daí ve-se que se na ultima definição de solu

ção apresentada figurasse uma exigência de continuidade- ab

soluta ,no lugar da,exigência de continuidade, a argumenta

ção acima não poderia ser feita. 

Adotaremos pois a-definição de solução segundo Ca

rathêodory , anteriormente apresentada. 

Conforme veremos no desenvolvimento desta tese, a 

definição de solução segundo Carathêodory ê satisfatória rio 

sõ relativamente â questão de unicidade, como também ã da e 

xistencia, pois para uma classe muito grande de sistemas de 

Carathêodory pode-se'fazer afirmações de existência e unici 

dade de solução segundo Carathêodory em condições análogas 

ao do Teorema 2.1, 

2. Considerando um sistema elementar,poder-se-ia ã 

primeira vista ter a impressão de gue poderíamos restringir 

a classe, de suas soluções, se adól^rmos a definição de solu 

ção no sentido de Carathêodory e não no sentido elementar. 

Essa impressão se deve ao fato de aparecer na. primeira defi 

nição explicitamente uma exigência de continuidade absoluta, 

exigência essa que não ê explicitamente feita na segunda de 

finição. 
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Entretanto, a referida exigência está implicitamen 

te contida na definição de solução no sentido elementar,con 

forme passamos a mostrar. 

De fato, basta lembrarmos que se o sitema de fun

ções 

x^ = (í)̂ (t), i=l,,..,n, 

ê solução no sentido elementar de um sistema elementar 

x^ = f^(t,x-^,...,x^} , i==l,...,n, 

solução essa definida em r.̂ < t<r2/. então as igualdades 

^^(t) = f̂ (t,<í>̂ {t) ,,..,^"(t)) , i«l,...,n, 

.verificam-se identicamente em t sobre o intervalo r̂ ^ < t < r2 

Como as funções e i=l,...,n, são contínuas 

em r^< t < .sendo ^2' 

t̂ 
|^(C)dÇ, i=l,..;,n, 

nesse intervalo. Portanto podemos dizer que a solução^ pode 

ser escrita como sendo a integral indefinida de sua deriva

da, o que implica que a solução ^.^absolutamente contínua era 

qualquer sub-intervalo compacto de r^<t<r2- (A demonstra

ção desta implicação .encontra-se em [7, p.l07].) 

Diversas considerações relativas ã definição de so 

•lução segundo Carathêodory ainda poderiam ser feitas, Limi-

tar-nos-emos aos comentários, acima, pois o seu desenvolvi-
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mentó alongaria demasiadamente este texto, acarretando um 

desvio do seu objetivo central. 

Mas antes de encerrarmos este Capítulo, nao quere

mos deixar de acrescentar o seguinte comentario de caráter 

geral, 

As hipóteses de continuidade impostas sobre aŝ  di

ferentes funções que aparecem nos teoremas enunciados no li 

vro:de Pontriaguine C4] e transcritos na Secçao 2, serão 

substituidas por correspondentes hipóteses de que as aludi-

das funções são de Caratheodory.- Na maioria dos casos, com 

esta substituição, poderemos exibir teoremas corresponden-, 

,.tes aos mencionados teoremas, para os sistemas.de Caratheo

dory . 

- D -

http://sistemas.de


CAPÍTULO I I 

TEOREMA DE E X I S T E N C I A E UNICIDADE 

DE SOLUÇÃO SEGUNDO CARATHEODORY 

k - INTRODUÇÃO •-1 

Consideremos o sistema de equações diferenciais or 

dinárias 

= f^(t,x-^,...,x") , i=I,..,,n, (1) 

onde t ê a variável real independente, x^,...,x^ são fun

ções incógnitas dessa variável e f''*,...,f̂  são funções defi 

nidas em um-aberto T de B^"^^. 

Neste capítulo estudaremos teoremas de existência 

e unicidade de solução segundo Carathêodory do sistema (1), 

quando o mesmo e considerado como pertencente a uma súbelas 

se bastante ampla da classe dos sistemas de Carathêodory-

Empregaremos o método das aproximações sucessivas-

amplamente desenvolvido por Picard. Trata-se de um método 

muito utilizado em Analise na demonstração de teoremas de e 

xistencia e unicidade, 
-25-
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5 - ENUNCtADO DO TEOREMA DE E X I S T E N C I A E UNICIDADE DE 

DE SOLUÇÃO SEGUNDO CARATHEODORY 

Esta secçao ê dedicada ao enunciado do seguinte Teo 

rema de Existencia e Unicidade de solução segundo Caratheo

dory. A menos de menção contraria, doravante sempre que fa

larmos em solução, entenderemos solução no sentido de Cara

thêodory . 

TEOREMA 1 - Seda 

x^ = f ̂ (t,x*^,... ,x^) , i-l,...,n, * ( 1 ) 

um sistema de equações diferenciais ordinárias. 

Suponhamos que os segundos membros f^, i=l,..., n, 

das equações (1) sejam funções de Carathêodory num aberto V 

n4*l 

'de M ; atêm disso^ suponhamos que existam as derivadas 

parciais 

3x^ j=l,...,n, 

em V e que também sejam.funções de Caratheodory no mesmo a-

berto, 
X 

Nestas condições^ pode-se fazer as seguintes afir

mações: 

1) Para cada ponto (tQ,XQ,...,XQ) de V, existe uma solu 

ção 
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2) Se 

x^ = t í í ^ ( t ) , i=l,...,n. 

x^ = (t), i=l,...,n, 

são duas soluções quaisquer do sistema (1) verifj>can_ 

do as condições 

I^^Ctç) = X^(tQ) = x¿, i=X,...,n/ (5) 

de modo que cada solução estã definida em seu pró

prio intervalo de valores de t contendo o ponto t^j 

então essas soluções coincidem onde ambas estão defi_ 

nidas. 

Os valores 

denominara-se valores inicias para* a solução (3) e as rela

ções (4) condições iniciais para es*sa solução. Por comodida 

de de expressão ao considerarmos"uma solução 

x^ - ií>̂ (t) , i-l,...,n, 

do sistema (1) satisfazendo a condição inicial 

4.̂ (tp) = X Q , i=l,...,n. 

I 
I 

do sistema (1)^ definida num aerto intervalo aonten-

do o ponto tQ e satisfazendo as condições 

(i)̂ (tQ) = X Q , i=l,...,n. (4) 
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diremos que essa solução ê solução do sistema (1) pava os 

i n 
lores iniciais t^, X Q , - . . , X Q . 

6 güESTÕES PREPARATORIAS PARA A DEMONSTRAÇÃO 

DO TEOREMA 5.1 

Esta secção será dividida em duas partes. Na pri

meira delas explicitaremos algumas definições e fatos que 

serão utilizados na demonstração do Teorema 5.1. Na parte 

seguinte faremos um pequeno esquema dos passos que iremos se 

guir na referida'demonstração, com a finalidade de estarmos 

com sua idéia central bem destacada. 

D e f i n i ç õ e s e F a t o s P r e l ¡ m i n a r e s 

A) Introduziremos aqui algumas definições relacio

nadas -com funções vetoriais e estabeleceremos certas pro

priedades dessas funções. 

Seja 

|(t) = (4»̂ {t),...,<|>"(t)) 

uma função vetorial da variável reái t definida num interva 

Io rĵ .<.t < ̂ 2 ' 

Diz-se que % e mensurável segundo Lebesgue em r̂ ^ < 

< t < r2 se e somente se suas componentes t j )"^,.. .,,(̂ ^ forem 

mensuráveis segundo Lebesgue nesse intervalo. 
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Diz-se que ^ e integrável segundo Lebesgue em r-ĵ  < 

' ' i n 
< t < r2 se e somente se suas componentes ^ ,...,(|» forem • 

integraveis segundo Lebesgue nesse ,intervalo. Neste caso,po 

demos definir em r, <• t< r« a função vetorial ; 

Íít) = í(Ç)dÇ, - (1) 

onde r^ < t^ <^2' meio de suas componentes ^fi^,, •. ,t|)̂ , co 
• 

mo segue: 

'>^(Ç)dÇ, i=l,..,n. 

em ?̂TL t < r^. 

Subsiste a seguinte relação 

rt 
ÍíÇ)dÇ 

• 

'O 

(2) 

Trata-se de uma desigualdade bem conhecida e sua demonstra

ção pode ser encontrada em [8, p.52]. 

Diz-se que $ e uma tungao^absolutamente .continua 

num intervalo compacto r^ á t á r^ se e somente se suas compo 

nentes ^^,,*,,^^ forem absolutamente contínuas nesse inter

valo. 

Seja 

l(t,x) - (f^{t,x) ,...,f"(t,x)) 
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(*) - Ao tratarmos de funções vetoriais essas três condi 
ções serão denominadas condições de Caratheodory. 

uma função vetorial definida em um aberto r de 3R • Dire-:-

mos que ?(t,x) e uma função de Cavathêodory num ponto (^Q^XQ) 

áe r se e somente se suas componentes f^, i-l,...,n, forem 

funções de Carathêodory em (tpííg). 

Estabeleceremos a seguir algumas proposições rela

cionadas com funções vetoriais de Carathêodory. 

PROPOSIÇÃO 1 - Para que ? seja uma função de Carathêodory 

num ponto {t^/X^) ,e necessário e suficiente que exista uma 

vizinhança V(q',a') desse ponto, contida em onde í satis^ 

faz as seguintes condições ': 

. 1 ) Qualquer que seja i fixado em A^,jf é uma função men 

surãvel de t em Jg,; 

2i Qualquer que seja t fixado em " ^ ^ i * ? ^ ""í^ função con 

tinua de X em ,; 
a 

3) Existe uma função real 

integrável segundo Lebesgue em' pai*a a qual 

|í(t,X) I £ M Q U ) 

qiialquer que seja (t,x) pert'enoente a V{q',a*). 

DEMONSTRAÇÃO - Demonstraremos a.necessidade da condição,sen 

do fácil constatar a sua suficiência. 
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^i 
mensurável de t em J ,; 

b) Qualquer que seja t fixado em J f**" é uma função 

contínua de x em Â ,;, 

c) Existe m a função 

-i "i 
^0 " ^0 

integrável segundp Lebesgue em J , para a qual 
^i 

|f^(t,x) 1 á m^(t) 

, qualquer que seja (t,x) pertencente a ̂ (*í¿/a¿)» 

Sejam q* e a* os números reais positivos definidos 

respectivamente por 

q« inf{q¿,...,q¿} 

a* = inf {aj^,. • • ,aĵ } • 

Tomemos a vizinhança V(q',a') de (^Q'^O^ ' "^^^^^^^ ^ ^' 

da por . 

V(qSa») « {(t,x)e Ĥ "**̂ : |t-tQ|<q', |x-XQ|<aí}. 

i 
Constata-se imediatamente que as f (t,x), .1=1,.... 

..^n, são funções mensuráveis de t em J .«{te K:jt-t^|<q*}, 
q 

Inicialmente observè-se que as componentes 

,,,,n, de î'sao funções de Carathêodory em (tQ>XQ).Isto sic[ 

nifica que para cada f^, existe lima vizinhança V(q|,a^) do 

ponto (tQ,Xp), contida em r, onde; 

a) Qualquer que seja x fixado em A ,, f ê uma função 
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Ehtao-

|f^(t,x)I £ irt*(t), i=l,...,n. 

qualquer que seja (t,x) pertencente a V(q',a*), 

baí, 

|f^(t,x) 1̂  s'iVcmgít)]^ 

(3) 

(4) 

n 
' y |f^(t,x) P á nCm*(t)]^ 

i=l . 

Portanto, 

para cada x fixado em ,«{xe 3R": |X^-XQ |<a' }, e são funções 

contínuas de x em A , p a r a cada t fixado em J Daí,as con 
a 4 

dições 1) e 2) são verificadas. 

Para terminar faremos a seguir a constatação de que 

a condição 3) também é verificada. 

Pela condição c) acima, ve-se que as restrições 

-m^ = m^(t), i=l,..•,n, 

das funções m^, i=l,,.,,n,ao intervalo J^,, são integráveis 

segundo Lebesgue nesse intervalo, e são tais que 

f^(t,x)| sm¿(t), i=l,...,n, 

qualquer que seja (t,x) pertencente a V(q*,a*).. 

Seja 

m*(t) = supCm^ít) ,...,ra^(t)}, ' 

com t variável em J ,. 
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n 
I IF'-Ct^x) 

1=1 

1/.2 

Sendo , 1=1,... ,n, integraveis segundo Lebesgue 

em I / também o ê, donde imediatamente obtem-se que 

M^Ct) « n^^2j^*(t) (5) 

ê integrâveil segundo Lebesgue em ^gí^s 

l ? ( t , x ) I á M^Ct) , (6) 

qualquer que seja (t,x) pertencente a Víq^a'), o que ^ de

monstra a condição 3). 

PROPOSIÇÃO 2 - Seja • 

?(t,x) - (f^(t,x),...,f"(t,x)) 

uma função de .Carathêodory num ponto (tQ,XQ). Suponhamos qm 

existam as derivadas 

3f^(t,x) 

Bx-* 3-1 f... ̂ n, 

das componentes de í(t,x) em V, e que as n funções veto~ 

riais definidas por 

i,. r^, 
.9f"(t,x) 3f"(t,x)x 

3x 3x" . 

segam de Caratheodory no ponto Í^Q'^O^* 

líestas condições existem umd vizinhança V(q,a) de 

(tQ,XQ)j contida em V, e uma função 
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KQ = K^ít) , (7) 

•integrâvel segundo Lebesgue em J.-, tal-que' 

|?(t,x)-í(t,XO) I ¿KQ(t)|S"SQJ (8) 

quaisquer que sej.am (t,x) e-(t,XQ) pertencentes a V(q,a) • 

DEMONSTRAÇÃO - Decorre da Proposição 1 que existem vizinhan 

ças V(q',a*), V^'^i '^x) """^^^n'^n^ ponto (tQ^Xg) , conti 

das em V, onde as (n+1) funções vetoriais ^ 

í(t,x) - (f^(t,x),...,f"(t,,x)) ̂  . 

3l(t,j) ^ t ^ ^ ^^..Z^^^l^,) ' (9) 

respectivamente satisfazem as condições 1), 2) e 3). 

Sejam - ' ' 

q inf{q',g^,...,qj^>, 

a = inf {a* ,aj^,. i. ,a^} 

e consideremos o conjunto V{q,a)- dado pela ralação V(q,a) = 
T 

= {(t,x)QM^'^^: |t-tQ|<q, |x-x^|!íà}. 

- Temos que y.(q,a) é uma vizinhança de (tQ/X^) conti 

da em r. Alem disso, V(q,a) ê um conjunto convexo em rela-

-.ção as ,variáveis x^,... fx'̂ ,'o que significa que dados dois 

pontos (t,x) e it,XQ) de V(q,a) com mesma coordenada t, o 
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segmento determinado por eles está contido em V(g,a). Pode

mos descrever este segmento como sendo o conjunto dos pares 

(t,z(s)), onde 

•Z(s) - X Q + S ( X - X Q ) com O ss si. 

Por um . ^lado/ para cada valor de t fixado em J^Í 

as funções 

f^(t,x), i=l,...,n. 

3f^(t,-x)^ ^ i«l/. ..,n, 

3x- j=l 

*são contínuas de x em . Daí podemos assegurar que as. deri 
• CL 

D£ FT Z \ 

vadas ¿3 ' i«l,.../n, existem em.O< s< l,podendo se 

rem obtidas pela regra da cadeia: 
df^(t,2(3)) r 3f^(t,2-^(s) ,..,,2"(S)) '_ dz^Çs) „ 

RIO • . ~ i _ . k«l 

n ^^i 

3x ds 

« I 3f^(t;z^(s) :,z^(s)) ç̂ Qj 

k-1 3x^ " 

4in4§ .mçiispelo Teorema do valor medio tem-se que 

f^(t,x)-f^(t,XQ) « f^(t,z(l))-f^(t,z{0)) = 

df ̂ ít,z(s)) 
ds 

, com O < e < 1 • 
S:=6 

Portanto 

f^(t,x)-f^(t,x„) - l " ""AF^Ct̂ z-̂ Cs) , . . . , z ^ ( s ) ) ' 

k=l 3x 

/ir 
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com O < e < 1. (11) 

Por outro lado., existem funções 

integraveis segundo Lebesgue em J que majoram respectiva-
q 

mente as funções í^,...,â^ em V{q,a) • Daí" resulta que 

3f^(t,x) 

3x* 
í K¿ (t) , 

1=1,..•/U , 

j=l,...,n. 
(12) 

qualquer que seja (t,x) pertencente a V(q,a). , 

Seja 

.1 K^(t) = sup{K¿(t) ,..,,KQ(t)} (13) 

•com t variável em J . 

Levando em conta as (10), (11), (12) e. (13) consta 

ta-se sem dificuldade que 

f^(t , x ) - f^(t,XQ)I á ^J^KQ(t)Ix^-x^l s 
n .k k. : 

á nKQ(t) x-x 
O 

f i~~l f> • •«^n • 

Entao 

f^(t,x)-f^(t,XQ)|2 's n 2 c K Q ( t ) ] 2 | $ „ 5 ^ | 2 . , 

n 
(t,5) -f^ (t,XQ) 1 2 á n^CKQ (t) ]^ I X - X Q I ± I 2 . ' 

Portanto 
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n ti i -> i 1/2 
x-x 0. 

Sendo KQ, 1=1,.../n, integráveis segundo Lebesgue 

em Jg, KQ tambám o ê, donde imediatamente obtem-se que 

K^ít) = n^/^KQÍt) 

ê integrável segundo Lebesgue em Ĵ ;̂  e que 

|í(t,x)-$(t,XQ) R^K'oCt) x-x. 

quaisquer que sejam (t,x) e (t,XQ) pertencentes a V(q,a}, o 

que demonstra a tese. 

Diremos que a função vetorial í ã de Caratheodory 
I. 

^num ôuboongunto qualquer"^ âe r,se ? for de Carathêodory era 

um ponto qualquer de W. , 

PROPOSIÇÃO 3 - Suponhamos que í I uma função de Carathêodo

ry em Tj e aqnsidere-se um qualquer V(q,a) contido em r. 

Nestas condições pode-se afirmar que: 

1} Qualquer que seja x fixado em ' í , , í ê.uma função men-
a 

surãvel de t em J^; 

.2) Qualquer que seja t fixado 'em J^jí ê uma função con

tinua de X era "E^s 

3) ^xiste uma função 

M = M(t) 

integrável segundo Lebesgue em J^j para a qual 

lí(t,x) I sM{t) . 
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qualquer que seja (t,x) -pertenoente a V(q/a). 

Além di880¿^ 8upondo-ae que existam as derivadas par 

ciais 

áas componentes de í(t,x) em V, e que as n funções 

vetoriais definidas por 

3x'̂  3x^ 

sejam dè Carathêodory'em. V, pode-se afirmar quex 

4) Existe uma função'' ' , 

K = K(t) 

in.tegrãvel segundo Lebesgue em J , para a qual 
q 

|?{t,x)-í(t,XQ) I áK{t) | X - X Q | . 

quaisquer que sejam {t,x) e (t,XQ) pertencjentes a 

V(g,a). • • 

DEMONSTRAÇÃO - Utilizando a Proposição 1, e seguindo um pro 

cesso-de .demonstração análogo ao'da*^Proposição 3.1, sem di

ficuldade demonstra-se as três primeiras afirmações- Passe

mos então â constatação de ""4) . " 

Observe inicialmente que V(q,a) ê um conjunto con

vexo em relação as variáveis x^,,..,x", o que significa que 

dados dois pontos (t,x) e (t,XQ) de V(q,a) com mesma coorde 
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dK^ 3x^ 

são de Caratheodory em V• 'Daí, por meio de argumentos análo 

gos aos utilizados na Proposição 2, constatamos que para as 

i - V ' -t componentes f (t,x), i»l,...,n, de f subsistem as seguintes 

desigualdades 

n 
| f ^ ( t , $ ) - f ^ ( t,5.) I 5 l Sf'-(t,z(s)) 

9XH 
x-x O 

, i=l,•••/n, 
s^e 

com O £ 6 s 1, (14) 

quaisquer que sejam (t,x) e (t,XQ) pertencentes a V(q,a). 

Por outro lado, decorre da Proposição 3.1, que e-

xistera funções - ' V 

4 4 1=1I••./n, ^ 
- k h t ) , . 

'•̂  j=l,...,n, 

integráveis segundo Lebesgue em J^, e tais que 

3f^(t,x) 

3x-

. 1=1,...,n, 
^k^(t), . , (15) 

nada t, o segmento determinado .por eles esta contido em 

V(g,a), Podemos descrever este segmento como sendo o conjun 

to dos pares (t,z(s)) onde 

z(s)-= X Q + S { X - K Q ) com S a l . 

Por lim lado, as funções l ' 

í(t,x) = {f^(t,x) ,...,f''(t,x)) 
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qualquer que seja (t,x) pertencente a V(q,a). 

Então, se definirmos em as funções 

k^(t) - I.k^(t), 1=1,....,n 
j=l -* 

k(t) = sup{k-^(t),...,k"(t)} 

vê-se facilmente que 

|f^{t,iE)-f^{t,XQ)l ák(t)|5-XQ[, 1=1,...,n, ..(16) 

quaisquer que sejam (t,x) e (t,XQ) pertencentes a V(q,a). 

A partir das (Tô) , como na Proposição ̂ 2', decorre 

sem dificuldade a existência de uma função > 

K = K{t) 

integrável segundo Lebesgue em Ĵ ^ para a qual 

|í(t,5)-?(t,3JQ)TsK(t) | X - X Q | ' , ' 

quaisquer que sejam (t^x) e {t,XQ) pertencentes a V(qja| ,̂  

PROPOSIÇÃO h - Seja ? uma função de Carathêodory em um aber^ 

to VâeTS^"^^* Con&ideremoQ um iniiervatol^^Qat ã e uma função 

vetorial 

X = o(t) 

continua nesae intervalo, tal que o conjunto dos pontos 

(t,9(t)) obtido quando t percorre 3 estã contido em V, 

líestas condições pode-se afirmar que: 
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i 

são'raensuráveis em J. Assim sendo, peia expressão 

n 
Í ( T , | ( T ) ) = I (T) , 

1=1 ^ ' 

1) A função composta î{t,^(t)) ê mensurável em Jj 

2) Em cada sub-intervalo compacto de 3, existe definida 

uma função 

M sa Mit} 

integrável segundo Lebesgue nesae compacto e tal que 

?{t,|(t)) I á M(t). . , 

DEMONSTRAÇÃO Principiemos demonstrando a afirmação 1). Es 

sa demonstração encontra-se em [6, p,923; limitar-nos-emos 

a reproduzí-la. 

Preliminarmente demonstraremos que se substituir

mos no enunciado da proposição a hipótese de que ^ e contí

nua em J pela hipótese desque $ ë era escada.,*em'J^.a afirma-

ção 1) continua podendo ser feita. De fato, existe um nume

ro finitadesub^intèrválqs ,, ,J de-J-,.dol'sdois dis-

n •• ^ • ' 

juntos, com 11 Q existe uraa sequencia finita de cons 
1=1 ^ ' " 

tantes ^x*-'*'*^n ^^^^ 9(t)=VJ|^ quando t percorre J^, 1=« 

=1,•••,n• 

.Pela Proposição 3,vê-se sera dificuldade que a fun-

ção Í(t,v^) ê mensurável era qualquer sub-intérvalo compacto 

de J;̂ .í consequentemente Í(t,v. ) ê ntensurãvel era J. , 1=1,,. 

.•,n. Segue daí que as funções 

fS(t,v, ) tej. 

O tej-j 
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que mostra que í(t,^(t)) e soma de funções mensuráveis era J, 

conclul-se que í(t,^(t)) ê mensurável em J. 

Passemos agora â demonstração da afirmação 1) na hi 

pótese de que % ê contínua em J, 

Consideremos xm qualquer sub-intervalo compacto I 

de J, e sejam 

I"» I 

l^m' ' m,m 

sub-interyalos de X, dois a.dois disjuntos, cada ;am de com

primento p/m, onde p e o comprimento de I, com 
ra 

U -̂-i TN ̂  m=l;2, 
i«i ; -

Indiquemos por t^ m °® pontos medios dos sub-inter 

valos I. * respectivamente. Consideremos uma seqüência de 
JL f m • 

funções ĵ̂ (t) em escada definidas em I pelas expressões 

^(^i,m>Xi^ ' n̂ °l'2 (17) 
i=l i,m 

onde XT funções características dos intervalos 
^i,m 

''"i,m ̂ ^^^t^v^s a I, que como se sabe são' definidas por 

' fl se"^ tei 

2,,m 

i,ra 

O se tei-I, •i,m ' • 

Como $"'ê. contínua em I, e portanto uniformemente 

contínua nesse compacto, podemos afirmar que 



quando m qualquer que seja t em I. ' 
• 

Ainda mais, sendo p > O a distância entre a frontei 

ra de r e-o compacto Q definido por Q = { (t,x)e Ĥ "*"̂ : tei e 

X f Í(t)}, tem-se que para cada m> p/2p' a função Í(t,^^(t)) 

fica perfeitamente definida em I, Trata-se de - uma' função 

mensur%el em I, de acordo pom a parte preliminar dessa de

mons tração» 

Considerando que ? ê de Carathêodory em e mais 

particularmente: a segunda condição de Carathêodory, e ainda 

mais, levando^em-conta que íĵ  9 - constata-se sem 

dificuldade que-para cada valor de t fixado em I subsiste a 

^relação ' - ^ - .. ' 

í{t,|^(t)) í(t,|(t)) . ' 

Assim sendo, í (t,$(t)) em I ê o limite de uma ^ se

quência, de funções mensuráveis em X ? ê portanto ela mesma 

mensurável em 1 ^ Como í(t,^(t)) é mensurável em qualquer ab 

/intervalo compacto v^^í J> concluímos que í{t,"$(t)) emen 

surãvel em J, o que demonstra a afirmação 1 ) • 

Eass.emos agora à constatação de 2) 

Consideremos novamente um sub-intervalo compacto X 

de J.. Quando t percorre o intervalo X, p ponto (t,^{t}) des 

creve'O conjunto Q ~ { (t/X)e 3R̂ '*'*̂ ;t6I e x « í(t)'} contido 

em' r; A continuidade de $ assegura-nos que o conjunto Q eum 

compacto de IR 

Còrao Î ë de Carathêodory em r, qualquer que seja 6 
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dessç ponto, e uma função m*'integrável segundo Lebesgue ém" 

para a qual 

IÎ(t ,x) ' l ám*(t) 

qualquer que'seja (t,x) pertencente a V(g*,a*), 

• Cpnsidér'è-se o "conjunto das vizinhanças V(q*,a*)cfo 

tido quando .(t*S*) percorra' Q. Esse conjunto ê um recobri-

mentp aberto de Q. Como Q compacto, pelo Teorema de Borel-

Lebesgue pode-se afirmar" que existe um número finito dessas 

vizinhanças^ V. - \ — 

qué xecobr©ia._ÇI." * ^ 

Consideremos os correspondentes intervalos J 
• - ' • ^ 1 í . 

• • # J¿j t Ê sejam m,, ,m funções integráveis segundo Lebes 

gue'''féspectivamen.te nesges intervalos tais que 

>. !?(t,f) I ámj: (t) 

quando (t,x) pertence a '^Í^S í̂̂ j^) f 1-2;, •. • ,n. 
• • Definamos era I as funções ^ 

m^{t) 

laMt) em InJ 
X q^ 

O ' em ïrJ 
^i 

& se ja , para cada t pertencente a I,, . \ ff • 

MCfc) = supiiñj^ít) , . . , , m j ^ ( t ) } . 



Constata-se sem dificuldade que M é uma função in

tegrâvel segundo Lebesgue em I, e que 

"íí.(t,x) I áM{t) 

qualquer que seja (t,x) pertencente a Q. 

Como qualquer que seja t de I, (tr${t}) pertence a 

Q, tem-se .que 

?(t,|(t))'|á M(t) 

qualquer que seja t em I, o que demonstra a tese. 

PROPOSIÇÃO 5 r S^Òam 

?(t,x) =-(f-̂ "(t,x) ,...,f"(t,xn 

^^íf. ts: ~ í^ÍÊÍíÈíÍI 3f^(T,x)< . * 

d (T,x) == ( — ~ // 1-1/--./n, 

3x^ 3x" 

funçõô'G de Cavdthãoâory em,um abex*to T de "^^^.Consideremos 

um intervalo rèal e sejam 
X = I C T ) ' ' 

0 . . 

. • • • .̂ -̂ ' ' V 
. , X = ̂ (t) 

funções continuas nesse intervalo^ tais que, qualquer que 

seja t-de J, os pontos (t,í(t)) "e (t,$(t)) determinam tm seg_ 

mento todo' contido em V, , , " 

.-í" * Nestas condições pode-se afirmar que em cada sub-

intèrvalo compacto de 3, existe definida uma função 



K = KCt) • 

integrâvel segundo Lebesgue nesse oompaato; e tal que 

í(t,?(t))-fCt,$(t).) I áK(t) l|{t)-1í(t) I . 

DEMONSTRAÇÃO - A demonstração desta :prqp!Q?ição pode ser fei 

ta essencialmente através do emprego de argumentos de tipos 

jâ utilizados nas-demonstrações das Proposições 3 e 4. 

B) Passemos agora â demonstração de uma proposição 

relativa a soluções de um sistema de Carathêodory,proposição 

esta que será muito utilizada-no decorrer deste trabalho. 

AntéS entretanto, façamos a seguinte convenção, Da 
* ^ 

.do um sistema de Carathêodory. 

= f^(t,x-^,...,x"), i=l,...,n, (18) 

podemos escrevê-lo 90b a forma vetorial 

X = í(t,x) . (19) 

Usaremos a expressão equação de Carathêodory para fazermos 

referência ã forma (19). Coisa análoga será feita era rela

ção a ura sistema de funções • 

X = (t) , 1=1,...,n, 

definidas em r^ < t < r2 que -constitui uma solução dp sistema 

(18).^Usualmente, diremos que 

• X = ?(t) • 

ê solução da equação de Carathêodory (19), definida em 
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PROPOS I ÇÃO 6 - Cons-Cãeremoe a equação de Carathêodory 

e aeja Í^q/^q) ponto de r. 

Se . • ' . • 

(20) 

(21) 

e uma solução deaáÂ 'éí(^açãó definida em rĵ <t<r2> satisfasen 
'i 

do a condição inicial ' , ' . ' 

(22) 

então a igualdade 

Í(t) O * 

t 
Î(Ç,Î(Ç))dÇ (23) 

't, 

verifica-se qualquer que seja ^pertencente a •r^<t<r2-

Reciprocamente, se $(t) e uma função de finida no tn^ 

tervalo r^<'t<r2 tal que a'igualdade (23) e verificada qual

quer que seja t do referido intervalo^ ^; então -ê ̂ solução 

da equação (20),definida em r^<t<r2x satisfazendo a condi

ção inicial (22), 

DEMONSTRAÇÃO - Seja S2^£ts"S2 um sub-intervalo compacto ar-

bitrário de r̂ '< t <r2 contendo t^. • -

(*) - Como ã sabido, uma tal função $ e designada como solu 
ção da equação integral (23) no mesmo intervalo. 



Sendo ^ solução da (20) , duas afirmações podem ser feitas 

ë absolutamente contínua em ŝ ^ s t á Sg e a igualdade 

$(t) = Í(t,$(t)) (24) 

verifica-se quasè sempre em r < t < r2. 

Pela primeira afirmação tem-se que $ existe quase 

sempre em s.j^'átss2, conforme [7, p,105.3; alem disso, sub

siste a seguinte igualdade 

?(t) « |(t.) + Í(C)dÇ, .(̂ 25) 

em S j ^ S T Á S J , conforme O r p.l073, isto é/m^lsáesppcifiçada 

mente, $ ê integrável segundo Lebesgue em a^á t á S2 e,.(25) 

verifica-se nesse intervalo. 

Reunindo os fatos de que $ ê integrável segundo Le 

besgue em s^ st ^ S2 ^ ^ igualdade (24) subsiste quase 

sempre, em r^ <t <^2' conclui-se que í(t,í(t)) ê integrâvel 

segundo Lebesgue em s^stks^-e que 

$(Ç)DÇ « • Í.(Ç/^(Ç))dÇ (26) 

em s£'s t £ S2. 
Combi-nando (22) , (25) e (26) , obtemos imediatamen

te que 

$(t) = X Q + Í(Ç,Í(Ç))DC 
• • 
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era s^s t 5 32» Como a igualdade .acima verifica-se em qual

quer sub-intervalo compacto s^s t £s^ de r^< t< r2/Conclui-' 

se que ela se verifica_ era r^ < t < r2. 

ReciprocamentOf se aiguaidade (23) verifi:a-se sem 

pre em r^< t < r 2 í podemos afirmar que subsistem os seguintes 

fatos: í ê absolutamente contínua em qualquer sub-intervalo 

compacto de r ^ < t < r 2 f conforme L 7 , p.l06], e a igualdade 

RIT) = f ÍT,$(t)) 

verifica-se quase sempre em qualquer sub-intervalo compacto 

de r̂ ^ <t < r2Í conforme [7,- p-103], e portanto quase |sempre 

em" todo o intervalo r^<-t'^r2; além disso, substituindo t 

VOR era (23)^ tem-se que 

í'^o' = ^0 • : • 

Os fatos acima garantem que ? ê solução da equação 

(20), definida em r^ < t<r2f satisfazendo a condição ini

cial (22), p que demonstra a tese. 

•C) Seja 

X = í(t) 

uma função contínua em um intervalo J, tal que (t,(p{t)) per 

tence ao aberto r quando t pertence a J. Seja tQ ura • ponto 

de J ê  X Q o valor da função xiesse ponto. 

Em virtude da Proposição 4, pode-se utilizar o se

gundo membro da (23), para fazer corresponder'ã*função $ u-

ma função definida e contínua em J, por meio da seguin-
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te expressão 

X Q + (27) 

Pode-se pois considerar o segundo membro da (23) 

como sendo um operador que faz corresponder a ̂ função â 

função,^. Designando esse operador pela letra A, (27)e (23) 

podem respectivamente ser reescritas como, segue . 

Á2Q) 

= A^ . (29) 

D) Sendo $ uma função contínua no compacto s^^tss^ 

empregaremos a notação para indicar a norma de % defini^ 

da da seguinte raaneira 

lílll - ma2E 
a j ^ S t S S g 

íit) 

. Se TJÍ e sao duas funções continuas era ŝ á̂ tá S 2/O 

numero não negativo ||$-$|| pode ser toraado' coráo a distância 

entre as duas funções. Se o numero HJ-XÍI ® pequeno as fun-

çoes í e X podem ser consideradas próximas uma da outra. A 

igualdade = O ocorre se e somente se as f u n ç õ e s e X 

coincidem. , . 

Em termos desta norma, podemos formular ^condições 

relativas â convergência uniforme de uma seqüência de fun-
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Para encontrar uraa solução da (31), utilizaremos o 

método das-aproximações sucessivas- Para aplicarmos este mê 

ções contínuas. 

Seja " . ' 

(t) ríj, " • • '^i ' ' ' ' (30) 

uma sequência de funções contínuas no intervalo Sj^stss2.A 

sequência (30) converge uniformemente a uma-função defi

nida nesse intervalo, se e somente se 

lim = 0. 

Alêm disso, para que (30) seja uniformemente convergente em 

s t 5 s^ ê suficiente que 

onde aQ,a^,...,a^,-.., constituem os termos de uma série cqn 

vergente de números reais. 

Esquema G e r a l p a r a a d e m o n s t r a ç ã o do Teorema 

O primeiro passo da demonstração' consistira era uti 

lizar a Proposição 6 para seduzir as teses do teorema a cor 

respondentes afirmações de existência e unicidade de solu-

ção relativas a equação integral 

' ' ft 

(t) = XQ-Í- ?(Ç,^(Ç))dÇ. • (31) 
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'1+1 ^^i' i'^í^'^'-"' ^33) 

sendo A operador que definimos em C), e $Q uma função contí_ 

nua em r^<;ts.r2/ tomada de tal forma que o conjunto dos pon 

tos (t;^Q (t)).; obtido guando t percorre r^s^tár^, está con

tido em r, 

Admitapios que o conjunto dos pontos (^J$j_(t)) obti

do quando t percorre r á t á r2 está contido em r. Nesta hi

pótese a função bem definida era r^ s t á r2 pela i-

gualdade (33), Entretanto para que '$^^2 fî í̂ e definida, ê 

preciso que seja verificada a seguinte condição: O conjunto 

dos pontos í^'^i+i^^í) obtido quando t percorre r^ á^t á r2 

está contido em Essa condição será obtida através de uma 

eventual redução do intervalo r̂ ^ á t inicialmente consi

derado. ^ 

, Com luíia nova eventual redução do referido interva

lo poder-se-â conseguir que se verifique o seguinte fato: 

»i4.1-íilíík||Í£-<j)^^3^i[., . 1=1,..., . . (34) 

com O <k <1. Desse fato decorrera as desigualdades 

todo, construiremos uma sequência de funções 

continuas em um intervalo r̂ ^ áts r^, corn r̂ ^ *^^o ̂  r^^Caãa. fun 

çio da sequência (32) sera construída a partir da preceden

te" pela igualdade. 
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I. 

de modo que a seqüência (32) resultará, conforme D), unifor 

raemente convergente. Seguir-se-a facilmente que o limite ç 

da seqüência (32) , ê solução da equação (31). 

Pode-se descrever de uma maneira trni pouco diferen

te a mesma construção pelo método das contrações. Considera 

remos então uma família íl de funções contínuas aartr̂ ^ á t s r2, 

com r^ < tQ < de modo què' qualquer que seja a função" Ij» da 

família,o conjunto dos pontos (t,$(t)) obtido quando t p^rlà 

corre r-j^stár^, está contido em r. 

Suporemos aind^^que a fa ín í l ia fi satisfaz em rela

ção ao operador "A, definido em Ê) , ãs duas-condições seguin 

tes: Aplicando o operador .A a uma função^qualquer da famí

lia .fi, pbtem-se uma nova função da família fi; existe um nu

mero rea;l k , . 0 ' < ; k < l , tal que quaisquer que sejam ̂ ífunções 

ii e X da família fi, a desigualdade 

Í|Af^Axllsk||1í-xÍ! 

resulta verificada. 

Ver-se-ã que se as condições formuladas forem veri 

ficadas pela família fi, partindo-se de uma função arbitra

ria $Q dessa família, obtem-se por meio da formula de recor 

rência (33) uma seqüência de funções que converge uniforme-

fnente a solução da equação (31) . 
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7 - DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 5.1-

A) Exlstêncía 

Seja (tQíXQ) ura ponto qualquer de T- Consideremos u 

ma vizinhança V(q,a) centrada nesse ponto e contida em T.Co 

mo as funções 

• f^(t,S), i«l,...,n, (1) 
e _ ' \ 

3f^(t ^'^^'-••ín, 

diP j~l/*. • fn,, 

siío de Carathêodory em V, a Proposição 6.3 assegura-nos que 

f{t,x) = (f^(t,x),...vf^(t,x)) satisfaz as seguintes condi

ções : 

1) Qualquer que seja x fixado em ^^^z? é uma função men

surável de t em J ; 
q 

2) Qualquer que seja t fixado em J^/í ê uma função con

tínua de X em "S"̂ ; 
a 

3) Existe uma função 
M ~ M{t) 

integrável segundo Lebesgue cm J^, para a qual 
\ q 

• • ' |í(t,x)r .£M(t) / (3) 

qualquer que seja (t,x) pertencente a V(q,a); 

• 4) Existe uma função • • 

' K = K(t) 
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integrável segundo Lebesgue em J^, para a qual 

if ít,í)"-f {t,XQ) 1 SKÍt) IX-XQI (4) 

quaisquer que sejam (t,x) e (tiX^) pertencentes á 
V(q,a) , 

Consideremos a seguir, uma outra vizinhança V(r,a) 
centrada em {tQ,XQ), onde r é um numero real positivo com 
ráq. (Ver Fig, 1 . ) No que segue, determinaremos um r con
veniente • 

Figura 1 

I^TlimO DE EMERGIA AlOî lCfe 
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Designemos por fl^ a família de todas as funções ve 

toriais definidas e contínuas em J„ com valores em S"̂ . Tem-
r a 

se que uma função $ definida em pertence a família fí^ se 

e somente se ê contínua em J e , 
r 

í (t)-XQl s a (5) 

qualquer que seja t pertencente a J^. 

Vamos selecionar r de modo que as duas condições 

seguintes sejam satisfeitas-: 

a) Se a função per.tence ^ ^r* ^ ̂ ^ ^ Ç ^ ^ í* definida co

mo em (6.28), ou seja 

(6) 

também pertence a.fi^. 

b) Existe uma constante k, ̂ 0< k < 1, tal que 

iíñ$-AxlMki|lí-xl| (7) 

quaisquer que sejam as funções $ e x ^® ^j--

. Consideremos a condição a). Seja % uma função qual 

quer de Çl^ e í*=A$. Conforme jã foi mencionado,para que 

pertença a f i e necessário e suficiente que %* seja contí

nua em e que 

*(t)-XQ| £a 

qualquer que seja t pertencente a J^. 

Por um lado temos de (6.27) que 
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ÍÇ))dÇ, 

donde concluimos que é contínua em J (conforme [7 p.lOl]). 

Por outro lado, com o auxílio da condição. 3) tem-se 

que 

í*(t)-x, Í(Ç;$(Ç))dÇ s ' ?(C,Í(Ç)) 

M(Ç)dÇ 

^0-

= M(t) 

em J^. Da mesma condição'3) pode-se ainda obter que a fun

ção 

M(t) M(C)d^ 

ê contínua em J • Consequentemente, considerando que 
• q í 

M(tQ) = o, 

obtem-se que fixado o número positivo a, existe um número 

positivo r', com 0<r* £q, tal que 

lM(t) I <a 

qualquer que seja t pertencente a Ĵ ,= {te IR: l.t-t̂  | ár*}; 

Segue daí, que se r > O e tal que 

r s r' (8) 
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a condição 

$*(t)-KQj < a 

verifica-se qualquer que seja t pertencente a e conse

quentemente a condição a) resulta verificada. 

Passemos a seguir a considerar a condição b), Se

jam $ e X funções quaisquer pertencentes a íí̂ . 

Inicialmente temos que 

't 
|1í*{t)-x*(t) I = • CÍ(Ç,1;(C))-?(Ç/X(Ç))3dÇ 

í(Ç,1r(Ç))-í(Ç,X(C)) IDÇ (9) 

em Jj.. Alêm disso, com auxílio da condição 4) vemos facil

mente que 

?(Ç,ií;CÇ))-2(Ç,X(Ç)) I =í K(C) |$CÇ)-X(€) I (10) 

em J^, e que a função 

K(t) 
t 

"O 

K(Ç)dÇ 

está bem definida em J . 
q 

Combinando (9) e (10), e lembrando da definição de 

norma tem-se em a subsistência da desigualdade 

í*(t)-x*(t) K(ã |1i(Ç)-X(-e) |âÇ 

K(C)|l1l-Xl|dÇ = K(t)||$-xl|. 

r 
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Pela raaneira que definimos K(t)-, vemos que se trata de uma 

função contínua em e tal que 

K(tQ)=0-. 

Portanto, fixado um número k, com 0 < k < l , existe um número 

positivo r", com O <r" sq, tal que 

iK(t) t <k 

qualquer que seja t pertencente a Jj,» - {teiR:|t-tp| sr">." 

Segue daí que se r > O é tal que 

r<:r" (11) 

* ii 

a- condição 

'||*(t)-x*(t) I 5 k||$-xli . ^ (12) 

verifica-se qualquer que seja t pertencente a J^, e portan

to 

||AÍ-Axli ¿ k||$-Xl!. (Í3) 

Assim sendo, a condição b) resulta verificada. 

Pelos fatos precedentemente estabelecidos, conclui 

se que selecionando r > O e tal que 

rámin{r',r"} (14) 

as condições a) e b) resultam satisfeitas para a familia fi • 

Consideremos a seguir a sequência de funções veto

riais 

(í)Q(t) ,(í.3_(t) ,...,<í>̂ (t) (15) 
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definidas em pela seguinte çelação de recorrência: 

= ^ ^ ^ . - 5 ' i=0/l/"-/ ' (16) 

onde„ tomamos 

% (t) = 2o • 

Como a função pertence a U^, a condição a) asse 

gura-nos que todas as funções da seqüência (15) também per

tencem a fí^. i 

Com o auxilio da .(5) constata-se que 

r 

alêm disso das (7) e (16) obtem-se que 

"^i+l"^i!i " ^^ilV^i- i í l ' ^̂ '̂̂  O < }c< 1. ' 

Utilizando as duas desigualdades acima deduz-se que 

lí^i+r^iií^^^^' • (̂"̂J 

Assim sendo,-por meio do emprego da observação feita no i-

tem p) da secçao 6, conclui-se que a seqüência (15) conver

ge uniformemente em J a uraa função $ de • 

Uma ves assegurada esta" convergencia da (15) , res-

.ta-nos mostrar que % satisfaz a eç^ação 

Consideremos então a seqüência 

A O Q , A $ ^ , ... íAfj)^,... (18) 
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e demonstremos que ela convergé uniformemente em a fun

ção Aç, 

De fato, tanto as funções da (15) como seu limi 

te $ pertencem a Q^, donde considerando a (7) obtemos que 

> 

e portanto .a sequência (18) converge uniformemente ã função 

A ? em J^. 

Finalmente, em vista das sequências (15) e (18) se 

rem uniformemente convergentes em J respectivamente a Î e 

AJ, podemos passar ao limite na relação (16), quando i ten

de a «, obtendo que 

•• $ = A'$. ., 

Com este ultimo fato, fica estabelecida a existên

cia de solução para valores iniciais t^íX^ fixados da equa

ção diferencial 

X £(t,x) , 

onde a função 5 satisfaz as hipóteses do teorema, uma vez 

que, a função (p restrita ao intervalo J e solução desta e-

guação, satisfazendo a condição inicial 

Passemos a seguir â demonstração de sua unicidade. 

B) Ün i C Í dade 

Consideremos a equação diferencial 
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5 = Í(t,5) , (19) 

com £ satisfazendo as hipóteses do teorema, e sejam 

X = $(t) 

5 = x(^) 

duas soluções desta equação para os valores iniciais t^/XQ. 

Dissignemos por r^ < t < r^ o intervalo formado pela 

intersecção dos intervalos' de definição das referidas solu

ções . Claro que r̂ ^ < t̂ < r2. 

' Demonstraremos inicialmente que se as soluções $ e 

X coincidem em um ponto t̂^ de r^ < t < r^, elas coincidirão em 

xm. certo intervalo I = { t e | t - t j ^ | <r},onde r êum numero po 

sitivo convenientemente determinado. 

Colocando 

x^ = 'Ut^) = íit^) 

podemos considerar os números ^̂ .'̂ 1 valores iniciais 

para ambas as soluções; nesse sentido não distinguimos o pon 

to {t^,Xj) do ponto (tQ,XQ) e daí ^dermos fazer todo desen 

volvimento considerando (tQ/X^). 

• ' Seguindo os mesmos-passos gue na Parte A), podemos 

determinar r de modo que alem de satisfazer a condição (14), 

satisfaça a seguinte condição: as funções f e x são contí

nuas em e 
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$(t) - XQI á a, 

X(t) - x^l sa. 

nesse intervalo. 

Decorre do fato acima que as funções í e x perten-

cem a fi^. Portanto fazendo uso do fato que e x sao solu

ções da equação diferencial (19), e da desigualdade (7) ob

temos que 

lí-xll = IIAI-AXÍÍ 5 k|i$-xl| 

com 0 < k < l , o que e possível se e somente se llí"XÍI~0/ is

to ê, as funções 1* e x coincidem em J^. 

Demonstraremos agora que as funções í e x coinci

dem sobre todo intervalo* r2̂ < t<r2. 

Suponhamos por absurdo que existisse um ponto t* de 

r < t < r2 para o qual 

(t*) ^ x(t*) . 

Evidentemente t*7^tQ. Para fixarmos idéia suponha

mos que t* > tQ• 
V 

Designemos tpor N o conjunto de todos os pontos t 

mos 

do segmento tQ^tst* para .os quais Ijíít) =x(t) e demonstre-

que N ê fechado. 

Para tanto, consideremos uma sequência 

^ 1 ' * " * ' ' • • • 
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de pontos de N convergente para "Ç". Então 

ÍCÇ^) = X(€i)f í=l/2, 

Em virtude da continuidade das 1» e x temos que. 

$(|) - Xira = lim x C q ) - X(l)/ 

ou seja 1 pertence a N, Resulta então que N ê fechado, 

Seja tjî  o extremo superior de N. Sendo N fechado, 

t|ĵ  pertence a esse conjunto- ou seja ¥Ífc;|̂) - X(tj^) , consequen 

temente t2^<t*. Entretanto a»Virtude do que foi demonstrado 

anteriormente as funções $ e x devem coincidir em um certo 

intervalo I, de tal forirfa que t̂ ^ não pode ser extremo supe

rior de N, o que nos leva a uma contradição. Pica então de

monstrado que í e X coincidem em r^ < t"< r2 e com isso com

pletamos a demonstração do Teorema 1. 

8 - EÑUHCiADO DO TEOREMA DE E X I S T E N C I A DE SOLUÇÃO PE UM 

SISTEMA LINEAR DE CARATHEODORY 

Considere-se o sistema linear de equações diferen

ciais . 

x^ = ? a^(t)x^-í-b^(t) f^(t,x-^,...,x^) , i=l,,;.,n, (1) 
j=l ^ 

onde as funções f"̂ , 1=1,...,n, são definidas e de Caratheo

dory numa faixa aberta 

r = {(t,x)eiR^"*'-^: qj<t<q2} de OR"'*'-̂ . 
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obtem-se a integrabilidade das funções b"̂ , 1 = 1 , . . . ,n/em J 

Alêm'disso, as igualdades... 
' » • . 

j 5 -f í •( i — 1 • • ĵ n, 
a¿ (t) = " Í a^ (t) ô.̂ -í-b̂  Ct) -b"- (t) , 
/ j-1 ^ . k=l,...,n. 

onde 

Relativamente a tais sistemas,subsiste a seguinte"i 
proposição: 

PROPÔS I ÇÃO 1 - Uma condição neceis'saria e suficiente para que 

o sistema (1) seja de Carathêodory em Vjê que as funções a^ 

0 b sejam integráveis segundo Lebesgue em qualquer aub~in-

tervalo compacto de < t. <q^^' 

DEHQHSTRAÇÃO - Demonstraremos inicialmente a necessidade da 

condição. Para tanto, consideremos \ima bola fechada Ã^de3R", 

centrada na origem e de raio maior que um, e um sub-interva 

lo compacto de qi<t<q2. Sendo f"̂ , 1=1,..,,n, funções<fe 

Carathêodory em r, e J^li^ um compacto contido em r, pode

mos utilizando a Proposi-ção 3.1 afirmar que qualquer que se 

ja X fixado em A^, as funções' 

. l a^{t)x^+b^(t), 1=1,...,n, 
j=l 3 

são integráveis segundo Lebesgue em J^. Então, por meio das 

igualdades 

, 1"~1,. • * f n. 
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1 se j = k 

O se-'j ̂  k / 

levam-nos a concluir que as funções a^, 1=1,...^n, k=l,.... 

•.,n também são integraveis segundo Lebesgue em J . 
q 

Reciprocamente, sendo a^ e b"*" integraveis segundo 

Lebesgue em qualquer sub-intervalo compacto de q-|̂ <t<q2 tem 

se que dado um ponto (tQ,XQ) qualquer de r, existe uma-vizl 

nhança V(q,a) contida em T-, onde as funções f^, 1 = 1 , . . ¿ , n 7 

satisfazem as condições de Carathêodory. 

De fato, basta considerarmos um sub-intervalo com

pacto r^ á t ár2 de q^ < t < q2, com T̂ĵ  < < r2, e um número 

real positivo q tal que o intervalo Ĵ ,- centrado em t¿, es

teja contido em r^s t£r2» 

Tomando então V(q,a) como sendo o produto cartesia 

no do referido intervalo por uma qualquer bola de N'^, 

centrada em X Q , .c,onstata-se sem dificuldade que as funções 

f^, 1=1,'.,n,satisfazem as mencionadas condições em V(q,a). 

. . No caso dos sistemas l i n a r e s , é possível demons

trar que'qualquer que seja o ponto it^tK^) de T, existe uma 

solução %, definida em todo intervalo q-|_ < t <q2/ satisfazen 

do a condição inicial 

Íítp) = X Q . 

Este fato, será exibido no enunciado do Teorema 1. 

Já no que diz respeito a unicidade,, não há nada a acrescen-
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tar relativamente aos fatos estudados na secçao anterior. 

TEOREHA 1 - Seda 

I a^(t)x^-i-b^(t) , 1=1,...,n, (2) 
j=l ^ 

um sistema Zineav de' equações diferenciais ordinarias, Supo_ 

i i' 
nhamos que os coeficientes a^ e os termos livres b segam 

definidos em um certo intervalo q̂^ < t < g2 e integraveis se-

gundo Lebesgue em qualquer, sub-intervalo compacto de qĵ <-t < 

Entãoj quaisquer que segam os valores' iniciais 

"Í-Q r2ÍQ , • • •/XQ , (3) 

com existe uma solução do sistema (2)^ 

x^ « ^^(t), 1=1,...,n, 

satisfazendo as condições iniciais 

^^{t^) = X Q , 1=1,...,n, 

è definida em todo intervalo <3ĵ  ^ '̂ •̂ 2* 

9 - DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 8.1 ' V 

Admita-se as hipqteses do teorema; fazendo uso da 

Proposição 8,1, vê-se que as funções 

f^(t,x'^,...,x") = l a^ (t)x^+b^(t) , 1=1,..,,n, (1) 
j=l ^ ' 

são de Carathêodory no aberto T definido por: 



68 -

Dados um ponto (t^/XQ) arbitrário de r e uma fun

ção vetorial $Q (t) contínua em g^< t<q2/ pode-se construir 

uma sequência de funções 

$Q'^1''•''^i'••• ' (2) 

contínuas em q̂^ < t<q2f por meio das seguintes formulas de 

recorrência: • , 
¿i 

t{^r%iO)d^* 1=0,1,:.. . (3) 

o • 

Utilizando o operador A definido no item C) da sec 

ção 6, podemos reescrever as (3) como segue 

^i+1 " ^^^i' í=0'l' í̂ ) 

Demonstraremos que a sequência (2) converge em to

do intervalo ^ ™ ^ função solução do sistema 

8.2; ainda mais, demonstraremos que esta sequência converge 

uniformemente em qualquer sub-intervalo compacto de ̂ 3_'̂ t<q2. 

Inicialmente demonstraremos a convergência unifor

me nos compactos. Para tanto, consideremos um sub-intervalo 

compacto r^^^t^r^ de q-|̂<'*t <q2 e sem perda de generalidade 

suponhamos que-r^£tQSr2. Seja 11= { (t,x)e IR̂"*"̂  :rj^stár2} • 

Como as f^, 1=1,...,n são lineares deduzimos sem 

dificuldade a seguinte afirmação: Existe uma função 
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K = K.(t) 

integrâvel segundo Lebesgue em r^^stsrjf tal que 

|Í (t,x)-?(t,x*) 1 £K(t)ix-5*| (5) 

quaisquer que sejam (t,x) e (t,x*) pertencentes a lí. 

Para demonstrar que a sequência (2) converge uni

formemente em r̂ ^ á t £ r2 / calcularemos a diferença em norma 

de funções consecutivas dessa sequência (guando restritas ao 

compacto r^ ̂  t s r2). 

Inicialmente vamos considerar a diferença 

<Íj_(t)-<fQ(t) 

quando t percorre r^^ t ^ r 2 . Temos que 

' $ i ( t ) - | Q (t) •0 
f(Ç,|Q{Ç))dÇ 

•o 

= v ( t ) . 

Sendo' V uma função contínua em =s t ̂ ^2' ̂ ^^^te um numero 

positivo C tal que 

|V(t) I (6) 

quando t percorre r^s t s r2- Resulta então que .nesse interva 

10 ' , • 

$3, (t)-LQ(t) I . (7) 

A seguir constataremos gue existe xima função g con 

tínua em r ^ t s;r2 tal que 

íi^3_(t)-|^(t) |^~-Eg(t) 3^, 1 = 0 , 1 , . . . , (8) 
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quando t percorre r^s tárg. 

De fato, combinando (3), (5) e (7), temos que 

í^(t)4T (t) 

t. 

K(Ç)dÇ . (9) 

O 

Definindo em r^ £ t'á r^ a função g(t) pela expres

são 

K(Ç)dç (10) 

tem-se que 

em r^ á t £ r^.» 

^,(t)-^. (t) I £Cg(t) (11) 

Antes de-darmos prosseguimento ao cálculo da dife

rença (t) "•?2 I' "̂ ^̂ os ressaltar, algumas propriedades 

da função g, que faremos uso no referido cálculo, 

A função g ê absolutamente, contínua em r^ s t s r2 e 

portanto possui derivada quase sempre nesse intervalo- Alêm 

disso, constata-se sem dificuldade que como g ê absolutamen 

te contínua em r^¿tsr2/ g^ também o ê, e a igi^aldade 

dt g(t) 
~I 2 

- 2g(t)^ g(t) 
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verifica-se quase sempre em r^ S t á r^• 

Consideremos então "^2 I ' Temos que. 

?,(t)-í„(t) 

£ C K(^)g(Ç)dC 

c j ^Cg(ç)]'g(ç)dç = | j ^ 

^0 ^ ^0 

'O 

Cg(Ç)]^dç = 

== § {Cg(tr>3=^- Cg(tQ) ]n. 

Daí, • ' -

l3Ít)-|2(t) I á§Cg(t)l2 (12) 

Procedendo assim, sucessivamente resulta a subsis

tência, da (8)£ 

Considerando que a (8) vale qualquer que seja t em 

r s t £ r^/ e sendo 

G = max Cg(t)] = mâx{g(rj^) ,g(r2) } * 

constata-se imediatamente .que ^ 

itíi+i4ill G^. 1=0,1, , (13) 

C „1 
Alem disso, como os números jy G / 1=0,1,... cons 
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tituem os termos de uma serie convergente, conclui-se que a 

sequência (2) converge uniformemente em r^á t £r2 a uma fun 

ção 

Uma vez assegurada a convergência da (2),resta-nos 

mostrar que ̂  satisfaz a equação 

* ^ 

ç = Aç, 

Pára tanto, consideremos a sequência 

A?Q,A$2_; . . . ,A$^, . . . , (14) 

e demonstremos que ela converge uniformemente a função A$ 

em r^st£r2- De fato, 
•t 

||A$̂ -A(f|| = raãx [f (Ç,|^(Ç))-?(Ç,$(Ç))]dÇ s G | | Í^4lÍí 

O 

e portanto a sequência (14) converge uniformemente a função 

A$ em r^st s; r2 • 
t-

Então, em vista das sequências (2) e (14)serem con 

vergentes em r^ £ t £ r2 respectivamente a ̂  e A^, podemos pas 

sar a relação (4) ao limite quando 1 tende a <» e obtemos 

• • Alêm disso, como r^ £ t s r2 ê iam intervalo compacto 

arbitrário contido em q^ < t < q2/ podemos concluir que a .sè--. 

qüência (2) converge em cada ponto do intervalo q\ĵ  < t < q2-

Assim sendo^ $ estã definida em todo intervalo q-ĵ  < t < q2 ^ e 
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(*) - Uma demons tração disto foi dada por Peano e pode ser 
ser encontrada em [6, Cap .X,§3]. 

nesse intervalo e solução do sistema 8.2. Levando em conta, 

que ^(tg) = S Q , fica terminada a demonstração do Teorema 8.1. 

10 - O B S E R V A Ç Õ E S F Í H A I S 

Finalizando o presente Capítulo façamos as seguin

tes observações: 

1 ) Os pontos centrais deste Capítulo foram relativos ã teo

remas de existencia e unicidade de solução segundo Cara

thêodory de sistemas de Carathêodory (Teorema 5.1 e íeo-

rema 8 . 1 ) . As demonstrações dos referidos teoremas foram 

elaboradas seguindo uma linha de considerações e raciocí 

nios bastante semelhantes aqueles seguidos por Pontria

guine í^l para demonstrar existência e unicidade de solu 

ção elementar de sistemas elementares (Teorema 2.1 e Teo 

rema 2 . 2 ) . 

2) No caso dos sistemas elementares a existência de solução 

no sentido elementar pára dados valores iniciais ê una de 

- i (*) 

correncia so da continuidade das funções f ,i=l,...,n '. 

Entretanto são bem conhecidos ex^|iplos mostrando, qne tal 

hipótese de continuidade não ê suficiente para garantir 

unicidade de solução no sentido elementar para dados va

lores iniciais. 

Fatos análogos ocorrem ao considerarmos sistemas de 
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(*) - Efetivamente as condições de Caratheodory sobre as fun 
.ções f^, i«l,...,n, foram as únicas introduzidas par C.Car¿ 
theodory Cl, Gap,XI,p.582] para demonstrar a existencia de 
solução segundo Caratheodory. 

Carathêodory. Somente a satisfação das condições de Cara 

theodory pelas funções f"̂ , 1=1,...,n, garantem existên-

cia de solução segundo Caratheodory ̂  '. Entretanto as re 

feridas condições^não asseguram unicidade. 



CAPITULO III 

SOLUÇÕES MAXIMAIS ' 

1Î - SOBRE-AS SOLUÇÕES MAXIMAIS 

O presente Capítulo ê primordialmente dedicado â a 

presentação de alguns resultados importantes ligados ao con 

ceito de solução maximal. 

Dado um sistema 

x^ = f^(t,x), 1=1,...,n, . (1) 

seja 

x^ = <í>̂ (t), 1=1,...,n, • (2) 

uma solução desse".sistema definida no intervalo r^< t< r2» 

Seja 

x^ = lí)̂ (t)-, i=l,...,n, (3) 
V 

também uma solução do mesmo sistema definida no intervalo 
1. 

Sj^ < t < 

Diremos que a solução (3) ê um prolongamento da so 

lução (2) se o intervalo -í-t < S2 contem o intervalo r^ < 

< t<r2 Cisto é Sj^í r-̂  e 3^2^32^' e se a solução (2)coinci

de com a solução (3) no intervalo r^ < t < r2. Em particular, 
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considera-se a (3) como.um prolongamento da (2) mesmo no ca 

so em que as duas soluções coincidam integralmente (de modo ̂  

que 3^ = r^ e ^2~^2^ * 

A.solução (2) edita maximal se não existe nenhuma so 

lução diferente dela própria que seja um seu prolongamento. 

Considerando o sistema (1),e supondo que as-funções 

f"*" (t,x) , 1=1,,.. ,n, 

e ' ' 

3f^(t,x) ^"^^f'^-r^f 

ax^ j=l,...,n, 

- n+1 
sao de Caratheodory em tim aberto r de H , estabelecemos no 

Teorema 5,1 a existência e unicidade dè solução desse siste 

ma para dados valores iniciais tQ,XQ. Observemosjentretánto -

que o referido teorema ê de oarãter looal, no sentido que a 

solução ê def.inida em intervalos suficientemente pequenos 

de t, 

Daremos a seguir com a Proposição 11 vxa oarãter glo^ 

bal a este teorema, global no sentido qué demonstraremos e-

xistência e unicidade de solução maximal para dados valores 

iniciais. 

PROPOSIÇÃO 1- Seja 

X = í(t,x) . . (4) 

uma equação diferenoial ordinaria^ onde í e uma função veto_ 
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viat definida em um aberto V delR e oujas componentes sa 

tisfazem as hipóteses do Teorema 5.2 nesse aberto. Entao: 

1) Vara cada ponto {t^fí^) de existe uma ünica solu

ção maximal 

S = ^ (t) ' 

da equação (4), definida num' intervalo Kî . ^2 

tendo o ponto satisfazendo a condição 

Z) Se uma solução-.maximal da equação (4) coincide com 

outra solução da (4)j, pelo menos em üm valor^de .t̂ en 

'tão a solução maximal constitui um prolongamento da 

'0uti*a solução^ [ 

Z) Se duas ̂ soluções maximais da (4) coinci^^m pelo me

nos em um valor de então elas coincidem integral

mente, isiío ãj elas possuem o mesmo intervalo de de

finição e são iguais nesse intervalo, 

DEMONSTRAÇÃO - Sejar{tQ,XQ) um ponto arbitrário de T. Cons-

truiremos a solução 
., ^ t_ 

d a (4) p a r a o s v a l o r e ^ i n i c : ^ a l s t Q , X Q , como s e n d o ô  p r o l o n 

g a m e n t o d e t o d a s a s s o l u ç õ e s d a (4) p a r a os v a l o r e a i n i c i a i s 

tQ-,XQ. 

Comecemos lembrando que a cada solução da (4) para 
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os valores iniciais tg/XQ corresponde seu próprio intervalo 

de definição. Consideremos o conjunto dos extremos superio-

':. res desses intervalos e o conjunto'"'dos extremos inferiores 

dos mesmos intervalos.Designemos cs dois conjuntos acima res 

. péctAvamente por ® ^^"^^ ^2 ° supremo do conjiinto R2 

(em particular pode ocorrer-m2 f e o ínfimo do con

junto (em particular pode ocorrer = -«). 

Passemos então a construção da $ em m̂ ^ < t< m2. Se— 

• ja .t* lom ponto arbitrario de, m^< t< m2; para fisgar . idéias, 

suponhamos que tg ¿f^, (Poderíamos também supor i;*£tQ\.) Sen 

do m2 o supremo de'Rg podemos. assegurar ̂ que existe laraa solu 

ção ^ ' . -

X = ^(t) - , 

^da equação (4) para os valores iniciais tQ,'XQ,oujo interva-. 

lo de definição contêm o ponto t*, 

Consideremos a função ^ definida pela igualdade 

í (t*y =.'$(t*). 

Observemos que o valor da função 9 no ponto t* independe da 

particular escolha de ^ visto que, si^em vez de considerar

mos a solução x=u(t) tivéssemos tomado uma outra solução 

x=xít) para os valores irticlais t^fX^, solução esta defini 

da em um intervalo que também contêm o' ponto t*, chegaría

mos em virtude da unicidade (Teorema-5 vi) que . . . 

${t*) = x(t*) . 



- • - , " 79. -

Assim sendo r a função fica de fato'definida em m^<t<m2 pe 

Ia referida igualdade. 

Ainda mais, como nas vizinhanças de cada ponto t* 

de rajj^<t<m2 a fuiação $ coincide por construção com uma solu

ção da (4), podemos ver facilmente que $. & solução da (4) pa 
I. 

Ta OQ Valores inioiais tQ,XQ. ' • . , 

Consideremos agora uma.qualquer solução 

X =j^(t) 

da equação (4) para os valores iniciais tQ,$Q, definida .""em 

r2^<t<r2- Como r^ pertence a'R^ e r2 pertence a R2,temos que 

'̂ l̂ l̂ ® 'x:2^^2' seja o Tritervalo r^<t<r2 estã contido no 

intervalo m^<t<m2. Levando em conta que $ e $ possuem os-mes 

mos valores iniciais, concluimos que elas-'coincidem onde eim 

bas estão definidas, isto ê, em rj^<t<r2- As duas ultimas a-^ 

firmaçõés implicam que % ê itm •prolongamento da solução $. 

Hotemos a seguir que não pode ser prolongada. De 

fato, suponhamos que uma solução $ ê um prolongamento da so 

lução $. Ê claro que tf ê solução da (4) para valores ini-

ciais,...tQ,XQ.. Considerando o fato .aciiça demonstrado, ou seja 

que $ e prolongamento de qualquer solução da (4) para.valo-

res iniciais tQ,XQ, conclui-se gue Resulta daí. que % 

e solução m.aximal da (4) para os valores in-Coiais tQ,,XQ.Ain 

da_mais, vê-se facilmente que^^ e ünica. . . / 

Suponhamos a seguir qúe a solução maximal ^ coinci 
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de com tuna outra solução $ ao menos para um, valor de t. De-

signemos por t^ e s t e valor de t e por XQ = $(tQ) , Neste caso 

1̂  e ^ possuem os mesmos valores iniciais t Q , X Q e portanto ^ 

constitui um prolongamento de 

Finalmente ve-se sem dificuldade, que se ^ ê maxi

mal, ^ e coincidem,Cóm o estabelecimento^deste ultimo fa

to, concluimos a demonstração da proposição. 

Relativamente a soluções maximais pode-se .ainda 

constatar o fato expresso pela proposição 2 seguinte ̂  

* ' n+l *" 
PROPOSIÇÃO 2 - Sega E 'úm oompaoto H contido &m V e 

• ~í = |(t) % ̂  

uma aolução^ matcimat da (4)^ definida em taT<t<in«, ; 

Então, 4iGÍatem numevoa r̂ ^ e ^2^* oom ̂ -X^'^'íi^-^B^'' 
" " ' " "n+l * 

iaia que não pertenaem a E oa pontos (t,J(t)) de M aor-

veapondentes a va'íoves de^ t hão p&vtenoentea ao intervalo 

t^ ^2' 

DEMONSTRAÇÃO - Constataremos somente a existência de x^} a 

existência de r̂ ^ pode ser obtida de maneira análoga, 

'" ' "̂ Se m« = + " a existência de r.̂  ê evidente, pois guan 

do t tende a o ponto (t/^(t)), cuja primeira coordenada 

ê t, deve necessariamente deixar-o conjunto limita,do E-, Es

te' fato permite-nos supor ra2<+*». . 

Como o conjunto E contido em"r ê lími-tiado',' fechadcy > 

•e o complementar de também e fechado, a distancia p entre 
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esses dois conjuntos ê positiva. Suponhamos sem perda de ge 

neralidade que p < +«*, 

n+1 » 

Seja E* o conjunto dos pontos de cuja distan

cia ao conjunto E nao Õ superior a p/2. Vê-se facilmente 

que E * ê um conjunto limitado/ fechado, contido em T ̂  e tal 

que as funções ^ ; 

f^(t,2c), 1=1,,.. ;n, (5) 

e • % ' ; ^ 

Bx-̂  - j=i,... ,n, 

são de Carathêodos:^ nesse "conjunto. 

Seja Çt.Q,XQ) um ponto de E e V(q,a) uma vizinhança 

desse ponto onde q e a sao números reais- positivos satisfa

zendo a seguinte relação 

O-conjunto V(q,a) estã contido em E*; ve-se daí que as fun

ções (5) e (6) são de Carathêodory em V(q,a). 

Se escolhermos r do mesmo modo que no Teorema 5,1, 
*" \ ' Ja> ^ 

podemos afirmar que existe uma soluçad^^x = <f» (t) da equação 

(4) para os valores iniciais tQ,Xp,solução esta definida em í 

J^. Constata-se que e possível^encontrar r que seja o mesmo 

•para todos os pontos C^Q/XQ) de E , 

Demonstraremos então que se definirmos ^2 corno sen 
, do 1^2"^ ' "í̂ ^̂ î̂ ®̂  Çí̂ ® seja t em r2<t<m2# o ponto (t,$(t)) 
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não pertence a E. 

Suponhamos por absurdo que existisse um certo nume 

ro tQ, com tQ>ra2-r e tal que {tQ,^CtQ)) pertencesse a E. Po 

deríamos então considerar tQ/Jctç) como valores iniciais da 

solução x=í(t), e em virtude do que foi visto acima o in

tervalo estaria contido em m^<t<m2 o que contradiz a de

sigualdade tQ>m2-r. Com esta ultima verificação fica con

cluida a demonstração da proposição. 

Com esta proposição, concluímos os principais re

sultados sobre soluções maximais que faremos uso no capítu

lo seguinte. 



CAPÍTULO IV 

DEPENDENCIA DA SOLUÇÃO SEGUNDO 

CARATHEODORY EM RELAÇÃO A PARÂMETRO 

12 - INTRODUÇÃO • 

As soluções elementares de um sistema elementar de 

pendem de parâmetros gue nele compareçam. Fato análogo ocpr 

re com soluções segundo Caratheodory de sistemas de Cara

thêodory. Os problemas da dependencia destas últimas solu

ções em relação a parámetros são bastante importantes e a e 

les dedicar-nos-emos nesse Capítulo. 

Na secção 13 "serão apresentadas algumas definições 

e fatos importantes ^ que faremos uso nas secções seguin-

tes, Na secçao 14, estudaremos a questão da dependencia con 

tínua da solução em relação,, a parâmetros para valores ini

ciais fixados. Relativamente a este estudo será apresenta

do um teorema correspondente ao' Teorema 2,3.Prossyagula4o. es 

te estudo de dependência da solução, trataremos na secção 15, 

correspondentemente ao Teorema 2.4, a questão da diferencia 
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bilidade da solução em relação a parâmetros para valores i-

niciais fixados. 

13 - DEFINIÇÕES E FATOS IMPORTANTES 

Funções de Caratheodory - Começaremos esta secção precisan

do o que entendemos por função de Carathêodory, quando essa 

função ê real e depende de um certo numero de parâmetros. 

Tomemos o espaço IR"̂ "*"̂ ^̂  "das variáveis t,x*̂ ,.../x'̂ , 

1 í. 

]i , ...,y , Utilizando a notação vetorial jâ introduzida, in 

dicaremps por 

um ponto de , e por 

O 
um ponto de 3R . 

• + • 1 Z 
u = (p , . . . , u ) 

' Dado um ponto C^Q^XQ^UQ) de H"̂ "*"̂ "*"̂ , ^ designaremos 

por V{q,a,b) o conjunto definido pela expressão 

V(q,a,b) ={ ( t , X , n ) ^ e 3 R * r| t-t^ | <q, | X-XQ | <a, [U-UQ | < b } , 

onde q, a e b sao números reais positivos. 

Indica?:emos por J^, e Q^^o intervalo de H, a bo 

* n SI 

la de H e a bola de IR definidos respectivamente "pelas ex-

pressoes 
J g = { t e Mi ¡t-t^l < q } , 

A = { x e m " : | x - X Q | < a } , 

)^ = { u e 3 R ' ' : | u - U Q | <b}/. i 
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If(t,x,u)I á m^Ct) 

qualquer que seja (t,X/U) pertencente a V(q,a,b). 

Designaremos as condições 1), 2), 3) e 4) acima de 

Condições de Carathêodory para funções dependentes de pa 

rámetros. 

Seja • . . . ' 

í(t,5,í) = (f^(t,x,í),...,f''(t,x,y)) 

de tal forma que V(q,a,b) e o produto cartesiano de Jg por 

^a ®b-

Consideremos uma função real f (t,x,ij) definida em 

um conjunto aberto f delR^^^^^. Diremos que f(t,x,y) ê uma 

função de Caratheodory num dado ponto (tQ,XQ,UQ) de r se e-

xistir uraa vizinhança V(q/a,b) desse ponto, contida em r,on 

de f' satisfaz"as seguintes condições; 

1) Qualquer que seja x fixado em e í fixado em 0ĵ , f 

ê uma função mensurável de t em J^; 

# 2) Qualquer que seja t fixado em e li fixado em 0j^, f 

ê xima função contínua de x em A^; 

\ 3) Qualquer que-seja t fixado em J e x fixado em A , f 
' ' q ** 

ê uraa função contínua de \x em Q^j 

4) Existe uraa função 
TOQ = mQ(t) 

integrável segundo Lebesgue em para a qual 
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qualquer que^seja {t,x,y) pertencente a V{q*ja',b'), 

DEMONSTRAÇÃO - Seguindo a mesma linha de desenvolvimento da 

Proposição 6.1, obtem-se a subsistência do enunciado aciàia. 

uma função vetorial definida em.um aberto r de 3R . Dire 

(t,x,u) e uma função de Caratheodory num dado pon

to (tQ/XQípQ) de f se e somenta se as suas componentes f^, 

1=1,...,n, forem de Carathêodory nesse ponto. 

Estabeleceremos a seguir algumas proposições rela

cionadas com funções vetoriais de Carathêodory. 

PROPOSIÇÃO 1 - Para que í(t,x,y), seja uma função de Cara-

theodory num ponto (t^,XQ,]iQ) ,é neoessãrío e suficiente que 

exista uma vizinhança V(g*;a',b*) desse ponto, contida em f, 

onde i satisfaz as seguintes condições: 

1) Qualquer que seja x fixado em à , e \i fixado em B^,^ 

í ã uma função mensurável de t em J ;; 

2) Qualquer que seja t fixado em J . e y fixado em Qj î* 

í é uma função continua de x em'A^,; 
a 

3) Qualquer que seja t fixado em J^, ^ 5 fixado em A ,j 
q . a 

? e uma função continua de y em Qj îJ 
4) Existe uma função real 

integrâvel segundo Lebesgue em 3 ,^para a qual 
q 

if(t,x,y) s MQÍt) 
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PROPOSIÇÃO 2 - Sega î(t,x,ïï) uma função de Carathêodory num 

ponto { t Q , X Q , i i Q ) . Suponhamos que existam as derivadas 

'áx-' 3=1,... 

das componentes âe ?(t,x,u) em V, e que aa n funções veto

riais 

3x-̂  ' 3x" 

aegam âe Carathêodory no ponto ( t Q , X Q , Í i Q ) , 

Nestas condições existem uma vizinhança V(q,a,b)de 

( t Q , X Q , i Í Q ) , ooní-ída em r , e uma função 

Kg = ( t ) 

integrâvel segundo Lebesgue em J^, taZ ¿?ufi 

|î(t,x/vt)"î(t,XQ,u) I ¿ KQ(t)|x-XQ" 

quaisquer que segam (t/X,í) e {t,XQ,ií) pei^teMcentes a V(q,a,b), 

DEMONSTRAÇÃO - Seguindo a mesma linha de desenvolvimento da 

Proposição 6,2, obtem-se a'^ubsistencia dó enunciado acima. 

Diremos que a função vetorial í ê de Carathêodory 

num subconjunto qualquer VI de f, se í for de Carathêodory 

em um ponto qualquer de W, 

PROPÔS IÇÃO 3 - Suponhamos que í ê uma função de Carathêodo

ry em f, e conaiâere-se um qualquer 
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V(q,a,b) - {{t,X,î)em^'*"^'^^:lt-tQ|£q,|5^-XQl:sa,lî-ÎQl^b} 

oont-ido em F. Nestas aondições pade-se afirmar que: 

1) Qualquer que seja afixado em = {xS 3R^: | X-XQ | sa}'â 

li fixado em 9ĵ = {pe R : | u - l i o H ^ ^ ' ^ ^ uma' função men 

surãvel de t em J = {teíRí | t-t« | sq}; 
S i " 

2j Qualquer que seja t fixado em e u fixado em "5^, î 

e wma função continua de x em A^j 
a 

3<) Qwalqwer í/ue eeja t.fixado em Jg e x fixado em A^, î 

e uma função continua de \i em Qy^; 

4) Existe umd função 

M = M(t) 

integrâvel segundo Lebesgue egi J , para a qual 
q̂ 

Í ( t , x , u ) ^ M(t) 

í?uaÍí?M.02» íjfue seja (t,x,ii) pertencente a V{q,a,b) • 

Alêm disso, supondo-se que existam as derivadas par^ 

ciais 

* i ' . , ^ 
3x-' ... ,n, 

(t,x,,vi)-̂ cm T,e que as n funções veto

riais definidas por 

fZéitrhh 3£^ (t,x,uK' . ^ • 

3x-̂  9x^ 
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segam de Caratheodory em f j pode-se afirmar que 

S) Existe uma função 

K = K(t) 

integrâvel segundo Lebesgue em J^, para a qual 

|í(t,x,u)-í(t,XQ,p)1 £ K(t)|x-XQ|, 

quai'squer que segam (t,x,y) e (t̂ x̂ ,]?) pertencentes a 

V(q/a,b). 

DEMONSTRAÇÃO - Seguindo a mesma linha de desenvolvimento da 

Proposição 6.3 obtem-se a subsistencia do enunciado acima. 

o'Lema 1 que segue, ê usualmente conhecido como Le 

ma de Gronwall. 

LEHA 1 - Sega, 

u - u{t) 

uma função continua em t^^t^t^ satisfazendo nesse intervalo 

a desigualdade 

•t 
u(t) Ú [a{c)u(ç)+e(£:)]dç ( 1 ) 

O 

onde 

Qt n a(t) 

3 = &(t) 
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R 
aão funções -Cntegrãveia segundo Lebesgue em t^^t^t-^, oom 

a(t) >0 em todo intervalo* 

Nestas airounstãna-ias subsiste a seguinte desigual

dade 

u(t) s e^^*^>[|^ S(s)e-^^^^>ds" 

onde 

(2) 

'em todo intervalo t^s tá-.-b̂ . 

DEMONSTRAÇÃO - Inicialmente, em conjunto com a desigualdade 

(1), consideremos a equação integral 

V(t) = Ca(Ç)V(Ç}+3(Ç)]dÇ, (3) 

"•O 

em ±Q£ t.st^# e demonstremos*-tgue nesse intervalo 

u(t).£ V(t> (4) 

onde V{t) designa a única solução da^íS) no mesmo intervalo, 

Para verificarmos a (4), consideremos a sequência 

de funções 

VQ(t),y^(t),..., (5) 

definidas em tg s t s t p e l a s relações de recorrência 
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com 

VQÍt) = u(t) . (7) 

Observemos) que a sequência (5) foi construida uti

lizando-se ó segundo membro dá igualdade (3), com o auxílio 

da formula de recorrência enipregáda no método das aproxima

ções sucessivas. Seguindo os passos da demonstração do^^Teo-

rema 8,1, tem-se .que essa ̂ sequência (5) converge loniforme-

raente em-tQStst^^ â solução V(t) da equação (3)", 

\ Demonstremos' por [índução sobre 1, que cada ,/un-

ção V^(t) da sequência (5) satisfaz a desigualdade 

•t 
V^{t) á I Ca(Ç)V^(Ç)-fB{Ç)3dÇ, . (8) 

^0 
com. t0^tsti.' ^ • 

De fato, para i = 0 , .esta desigualdade ê verdadeira 

como consequência imediata das (1) e (7)-, Suponhamos que e-

la ê verdadeira para Vj|̂ {t), e demoç^stremos a sua veracidade 

para ^ £ 4 . 1 (t). Em virtude da hipótese de indução, tem-se que 

't 
Ca(t)V^(Ç)+6{Ç)]dÇ ^ V^(t) / (9) 

O ' • ' 

Assim sendo, ^ 

t " ' • 

[a {Ç)V^ (Ç)+B (Ç) IdC^í, i«0,l,.,. ,n, l (6) 
O • . 
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V^^j^(t) a- V^(t) (10) 

Então, pela utilização da hipótese que a(t) > O em tg s: t s t̂ , 

obtemos de (6), que 

ft 
i:a{Ç)V^^3^{Ç)+g(C)]dÇ. 

A desigualdade (8) fica assim demonstrada,' Simultaneamente, ' 

estabelecemos a desigualdade (10), Decorre daí, que o limi

te V(t) da sequêi^cia (5) não é inferior a nenhuma das -""fun-

ções V^(t)^'e em particular, que V(t) auft) . j 

.Para 'finalizarmos a demonstração do lema,resta-bnos 

mostrar que a solução y(t) da equação (3) coincide com o se 

gundo membro da desigualdade (2) , em todo intervalo tĝ tát̂ ,̂ 

É o gue rápidamente iremos mostrar-

Sendo 

ft 
V(t) = .[a(E:)v(ç)-i*B(ç)]dç, 

* ' ^0 ' 

tem-se devido â Proposição 6,6, qu^ 

V(t) = a(t)V(t)-i-0(t) (11) 

quase sempre em tg t s , "é mais 

V{tQ) = 0 . ^ (12) 

Pode-se resolver a equação (11), de modo a satisfa 

zer a condição inicial (12), e isto da seguinte maneira: Re 
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solve-se inicialmente a equação, homogênea 

/̂(t) = a(t)V(t) . (13) 

vê-se sem dificuldade, considerando que ,a(t) > 0 , que o con

junto de todas as soluções da equação (13) ê descrito pela 

formula 

a(Ç>4e 

V(t) = c e °' 

onde c ê uma constante arbitraria 

(14) 

Para se obter a partir da formula (14) a solução 

da equação não homogênea (̂ ll), satisfazendo a condição (12), 

utilizaremos o método da--váriação de constantes .Mais especi 

ficadamente, procuraremos a solução da (11) sob â formâ . (14), 

onde c não ê mais uma constante, mas sim uma função absplu-

tamente contínua em t^ á t s t^. 

Dèduz-se facilmente que para 

c(t) 3(3)e-^^<^>ds, 

"-0 

onde 

a fxinção 

w(t) = I A(C)DÇ, 

(t) = e^^^^ 3(s)e"^^^>ds 

t^ 

(15) 



- 94 

e solução da equação (11) satisfazendo a condição (12), e 

consequentemente e solução da (3) em tgí t£t^. 

Reunindo-se então (4) e (15) obtem-se que 

u(t) s e"̂ '̂ ^ 
t 

J 

em tQ á t á t^, o que demonstra a tese. 

Sistema de Carathêodory - Seja 

X"** = f"̂  (tíX"^,. . , íX^íU"^,. .. ,U*^) / 1=1,...,n. , í(16) 

um sistema de equações diferenciais ordinárias, cujos segun 

dos membros f , 1=1,.., ,ñ, dependem dos parâmetros u"^,..,., 

e são definidos num aberto f de H"̂"*"̂"*"̂, 

Manteremos aqui a designação sistema de Carathêo

dory, dizendo que (16) ê um sistema de Carathêodory quan

do as funções 

f^(t,x,u), i=l,...,n, 

forem de Carathêodory em f. 

Tendo presente a noção de sistema de Carathêodory, 

passemos ao estudo da dependência contínua da solução em 

relação a parâmetros. 

líj - DEPENDÊNCIA CONTÍNUA DA SOLÜÇÃO EM RELAÇÃO -A PARÂMETROS 

Seja 
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X = Í{t,x,u) (1) 

uma equação diferencial ordinâriav dependendo do parâmetro 

U. Suponhamos que as funções 

f^(t,x,í), 1=1,...,n, (2) 

i ' 3x-̂  3=1,., - ,n, 

sejam de Carathêodory em f. 

O objetivo central desta secçao e mostrar que a so 

lução maximal ^(t,U) da equação (1) para valores iniciais fi 

xados tQ,XQ ê uma função contínua do parâmetro u. Para tan

to daremos com o Teorema 1 uma caracterização do conjunto T 

onde a solução $(t,ii) estã definida. Nesse teorema também 

estudar-se-â.a continuidade de % em relação as variáveis t,v¡ 

em T. Trata-se de um teorema muito importante e a partir 

dele poderemos obter a continuidade da função % em relação 

ao parâmetro U como corolário imediato. ' 

Façamos inicialmente algurftas considerações gerais 

relativas ao conjunto T. 

Dado um ponto (t^jX^) de IX , seja 

M = ÍUEIR^: (tQpXQ,y)ef}. 

Fixado em M um valor de u* do parâmetro, a função 

í(t,x,U*) - (f^(t,x,u*),-..,f^Êt,x,u*)) 
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depende somente do par (t,x). A Proposição 11.1 assegura-

nos que existe uma ünica solução maximal ^(t,u*) da equa

ção (1) para valores iniciais tQ;xQ, definida num intervalo 

ni-|̂ (U*)< t<m2(u*)- (Claro que os valores m̂ ^ (u*) e m^íí*) de 

pendem do particular valor de y* fixado.) 

O conjunto T de todos os pares (t,y) para os quais 

a função $(t,ii) estã definida é descrito por duas condi

ções: 

a) O ponto u pertence a M; 

b) t pertence ao intervalo m̂ ^ (y*) < t < m2 (y*) . 

s Figura 2 
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Uma vez introduzido o conjunto T (Ver Figura 2),es 

tabeleceremos a seguir um lema que será utilizado na demon£ 

tração do Teorema 1. Tanto neste lema,como no Teorema l,con 

sideraremos a equação (1), e suporemos que .as funções (2) e 

(3) são de Caratheodory em f. Admitidas essas hipóteses, 

construiremos a seguir certos conjuntos designados genérica 

mente por ñ. Fixado arbitrariamente um ponto ií* de M, seja 
V 

. X = ?(t,U^) 

a solução maximal da equação (1) para os valores iniciais 

tQ,XQ, definida emm^Cp*) <t<m2(í*). Fixemos arbitrariamen 

te um subintervalo compacto I de m^(y*) < t <m2(í*) .Quando t 

percorre X, o ponto (t(f,y*),y*) descreve o conjunto 

Q = {(t.x,i!í)e.3RiíP+*: tei,í = í(t,u*) e Ü = ii*} 

contido em r. A continuidade de (f(t,u*) associada ao fato 

que I é compacto, assegura-nos que o conjunto Q ê um compac 

to de Ĥ **"̂ "*"̂  - Sendo Q um compacto contido no aberto ?, pode 

mos garantir que existem ã e b reais positivos, tais que o 

con j unto -̂^ 

ií = { (t,x,u)6 3R-*''̂ '̂**̂: tei, |x-^(t,íí*)| £ ã e 

lu-U*| £ b} 

tcimbêm é um compacto contido em r.- (Ver Figura 3,.) 

LEHA 1 - Aãm-Ctiãas as hipóteses acima, pode-se afirmar quex 

{t,ç(t,u*)fU*) e mensurável de t 
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Figura 3 
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í(t,X2f)í)~í(t,x^,U) I á K(t) 

qua-íaquei» ¿¡'ue sejam (t,X2/U) ^ Ct/Xj|̂ ,y) pertencentes 

a 5. 

DEMONSTRAÇÃO - A demonstração de 1) pode ser feita essen

cialmente através de argtimentos do tipo dos utilizados na 

.demonstração da Proposição 6.4, Passemos então a constata-

tação de 2 ) , • • 

Como í é de Carathêodory em f, qualquer que seja o 

ponto CT,x,U) pertencente a Hiexistem uma V(q,a,b) desse pon 

to, contida em f, e uma função m integrável segundo Lebes

gue em J j para a qual 

;?(t,x,u)I £ m(t) 

qualquer que seja {t,x,u) pertencente a VCq,a,b)-

em (v*) < t < Cu*) ; 

2) Existe definida no intervalo I uma função 

U = M{t) 

integrâvel segundo Lebesgue nesse intervalo^ tal que 

ií(t,x,ii) 1 á M(t) 

qualquer que seja (t,x,u) pertenoente a íí. 

3) Existe definida no intervalo I uma função 

' K = K(t) 

integrâvel segundo Lebesgue nesse intervalo^ tal que 
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quando (t,x,ti) pertence a V(q. ,a.,b.1=1,.,-,n 

Definamos em I as funções 

fm- (t) em XnJ, 

m^(t) ^1 

em X-J„ 
^i 

e seja, para cada t pertencente a I, 

M(t) = supím^ít),."^. ,mj^(t)}. 

Constata-se sem dificuldade que M ê uma função in

tegrável segundo Lebesgue em I, e que 

LÍ(t,x,u) I á M(t) 

qualquer que seja (t,x,y) pertencente a S, o gue demonstra 

2 ) , Passemos a constatação de 3). 

Considere-se o conjunto das vizinhanças V(q,a,b) 

obtido quando (t,x,u) percorre H. Esse conjunto e um reco-

brimento aberto de ñ. Como jí ê um compacto, pelo Teorema de 

Borel-Lebesgue pode-se afirmar que existe um numero finito 

dessas vizinhanças 

V(q^,a^,b^),. - -'VC^n'^n'^n^ 

que recobrem Ã. 

Consideremos os correspondentes intervalos J /.. -
?1 

./Jg , e sejam m^,...,m^, funções integraveis segundo Lebe£ 

gue respectivamente nesses intervalos, tais que 

Í(t,x,y) s m.(t) 
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Como n é convexo em relação ãs variáveis x ,...,x, 

tem-se que dados dois pontos (t,x^,u) e (t/X^fU) de H, com 

t e y iguais, o segmento determinado por eles estã contido 

em n. Podemos descrever este segmento como sendo o conjunto 

dos (t,z(s),u), onde . 

z (s) = x̂ -fs Cx^-x^) , com O s s £ 1. 

Como por hipótese as funções (3) são de Caratheodo 

ry em f, pode-se por meio.de argumentos análogos aos da Pro 

posição 6,2 constatar que para as componentes f (t,x,u]i, i= 

=l,.,,,n, de ? subsistem as seguintes desigualdades 

f^(t,X2,í)-f^(t,x^,ii) 1 ŝ  

J-1 

^ 3f"(t,z(s) ,ú) 

3x^ s=6 

com Q¿B¿1, quaisquer que sejam (t,X2,y) e (f,Xj^,y) perten 

centes a it. Daí, como na Proposição 6.3, vê-se facilmente 

.que existe uma função 

K = K(t) 

integrável segundo Lebesgue em I, para a qual 

|l(t,52'?>"íít,Xj^/í)| £ Kit) 1X2-""% I / ' • 

quaisquer que sejam ít,Xj^,u) e(t,X2/U) pertencentes a 3 ,0 

que demonstra a tese. = . 

TEOREMA 1 - Admit-Câas as hipóteses aoima, pode-se l'afirmar 

http://meio.de
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" ' 1 + A « -que o conjunto T e um ahevto do es-pago H das variáveis 

t,p^,.,.,y^j e que 0(.t,ii) ê uma função continua das variã-

vei,a t,y em T. 

DEMONSTRAÇÃO - Seja (t*,íí*) \im ponto arbitrarlo de T, De-

•> l+¿ -monstraremos que ura ponto {t,\i) de ü suficientemente pro 

ximo de (t*,ÍI*) também pertence a T. Constataremos também 

que a diferença $(t,y)(t*^ ,]í*) e pequena, assegurando que 

I é c o n t i n u a ñas variáveis t,y. 

Para fixar idéias, suponhamos que t* atQ. (O.-mesmo 

desenvolvimento pode ser feito se t* ¿tQ.) A solução ̂ (t,y*) 

está definida no ponto t'^t*; como t*<ra2(ií*)í existe um nü 

mero com t* <• r2 < m2(y*) 7 assim sendo, a solução $(t,y*). 

está definida sobre todo intervalo tQ ¿-t ̂  

Tomemos um conjunto 

'-ÍI=*{(t,x,y)e2í-'-'**""*'̂ : tei, lx-$(t,y*) ^ e ¡y-y* sb^}, 

contido em F, onde L E O intervalo tQ Á t <; r 2 / e ã 2 e ¿ 2 são 

números reais positivos. Decorre do Lema 1 a existencia de 

funções 

M = M(t)^ 

K ~ K(t) 

integraveis segundo Lebesgue em tQ£t£r2 tais que' 

Í(t,x,y) 1 ^ MCt) , (4) 
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Í(t,X2,U)-?ít,x^,Í) I f K(t) |X2-X3_1 , (5) 

quaisquer que sejam (t,x,ii) , (t,x^,u) e Ít/X^/U) pertencen-

tes a n . 

Consideremos a seguir a solução maximal 

. X = |{t ,u ) 

da equação (1), com u - u * ^^2' P^^^ valores iniciais 

tQ,XQ. Em virtude da Proposição 11-2 podemos afimar que 6 

ponto ít,$(t,u),p) deixa o compacto -3" quando t tende 3032 

Designemos por t2 o valor de t s tg para o qual o ponto 

(t,$(t,u) atinge pela primeira vez a fronteira de Ií. Cia 

ro que tQ < Façamos a seguir"" uma estimativa da dife

rença |^(t,u)-^{t,íí*)| sobre o intervalo tQát£fc2* Devido a 

Proposição 6.6 pode-se para J e u * fixados escrever gue 

?{t,ii)-$(t,v*) ^ 

t, 

em tQ^át£t2. Podemos então utilizando .(5) escrever que 

Í(t,U)-L(t,Í*) 

j |Í (Ç,|CÇ , u),Í)-Í (Ç,Í (Ç ,y * ) ,u ) IdÇ + 

|Í(Ç,Í{Ç,U*),U)-Í(Ç.ÍÍC,U*),U*)\àg £ 
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í £ 1 CK(Ç) |Í(Ç,U)4(€/?*) 

í í d C C,U*),U ) - ? ( C , l ( C,Í*).?*) 3dÇ, (6) 

TM TQ £ T S 

Seja 

K(t,y) - |Í(t,$CT,U*),U)-Í(t,|{t,II*),II*) 1. (7) 

)ecorre da hipótese que ? é de Carathêodory em f, que: 

•> -4-
a) Qualquer que seja y fixado em y-y* | ^ Nít/U") ê 

mensurável de t era tQs t £t^; 

b) Qualquer que seja t fixado em tQ át ^t^, N(t,y)ê con 

tínua de y em |y-y*|<b2; 

c)"Existe uma função 

M = Rit) 

integrável segundo Lebesgue em tg á t át2/tal que 

N(t , í i ) I £ M(t) 

qualquer que seja (t,y) pertencente ao produto carte 

siano de tQ £ t £ t 2 por |y-u*| £ £2* 

Então 

(T,Y)-<F (T,Y*) ¿ [K(Ç) ||(Ç,y)-|(Ç,y*) |+N(Ç,y)]d$. (8) 
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Observemos que K(t) S: O* em t^s t¿t2> Então para que 

possamos aplicar o Lema 13.1 sxibstituiremos K(t) por K^(t) = 

=K(t)+C em tQSt£t2# onde C ê xima constante real positiva. 

Dal, 

ft 

|(t,S)4(t,5*) I s I ÍK^iO l î ( Ç , u ) 4 ( Ç r U * ) l+N(Ç,ii)3dÇ/ 

onde K^(t) > O ê uma função integrável segundo Lebesgue em 

tQ s t £ t^. 

Colocando u(t) = |í(t,u)"^(t,Íi*) | /temos êm virtude 

do Lema 13.1 que 

(9) 

onde 

w{t) .= K2^{Ç)ãÇ. com tQ¿ t £ t2 

'O 

Por um *lado, como. e^^^ ê uma função contínua 

em tQ £ t s t 2 í existe uma constante C2 > O tai que 

ê .̂̂ ^ <c 2 ' 

Ainda mais, sendo N(t,u)e"^^*^^ -^0, tem-se que 

w ( t ) K(s,u)e""^®^ds £ C. N(s,u)e"'^^^^ds (10) 

O 
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em tQ ,£ t £ 12 • 

Por outro lado, devido as a), b) e c) pode-se cons 

tar sem dificuldade que a função 

Ñ(y) = C2 ms,u) e-^^^^ds. 

'O 

(11) 

ê contínua em LU-p*| á ¿ 2 conforme D , p.3263; isto signifi

ca que dado a2 >0, existe 0<p2^/b2. tal que para ii-y* <p2. 

tem-se que 

S.ÍU) < ã2'' 

•Resulta das {8)7. (10), (11) e (12) que 

$(T,II)-|(T,U*) <a, 

(12) 

(13) 

sempre que |u-y*t"^p2 e tQ£t£t2- . 

Resta finalmente demonstrar que se u satisfaz a de-

sigualdadé - _ -

p-U*L < P.2 /. . • ^̂ ^̂  

tem-se que t2 = r2 í de modo que a. solução ^(t,y) está defini 

da em todo intervalo tQ £ t £ r^.Realmentevcorao it2t:9Í^^tU)ÍVí) 

ESTA na- fronteira de H, uraa das desigualdades 

|(t2,U)-$ it^rU*) £ a. 

US) 

(16) 

e 
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'2 

o ponto {t,\x) pertence a T, e 

||(t,u)-$(t,5*)1 < a (19) 

onde ã ê um número real positivo, arbitrariamente fixado. 

Como o conjunto dos pontos (t,u) que sati^sfazem as 

desigualdades (18) constituem uma vizinhança aberta do pon

to (t* , Í i * ) ,conclui-se que T ê aberto. 

deve tornar-se uma Igualdade. Levando em conta que P2 ^ 2 

decorre das (13) e (14) que as desigualdades (16) e (17) de 

vem ser estritas, e portanto, como tQ <t2' tem-se que t2=r2. 

Demonstramos • assim que para t* 2: existem nümer-

ros reais 02^-^ e r2 > t*, tais que para tgít^r^ e p-y* <p2' 

o ponto (t,}i) pertence a T e subsiste a desigualdade (13) .. 

Seguindo um procedimento análogo constata-se que 

se t* £ ÜQ, existem números reais ^ O ® ^1 ^* tais que' pa 

ra r^st^tQ e | Í i - u * | < p^, o ponto (t,í¡r) pertence a T e sub 

siste a desigualdad^ 
r -

|l(t,u)-?(t,í*) I < ; ' 

análoga a (13) . 

Vê-se facilmente que se o ponto (t*,y*) pertence a 

T, qualquer que seja a posição de t* em relação a tQ, exis

tem números positivos r e p tais que se -

|t-t*| < r e \t'VL*\ < p , (18) 
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Em vista do desenvolvimento feito acima a conclu

são de que $(t,ii) ê contínua no ponto (t*,u*) decorre fácil 

mente como passamos a ver. 

' Devido a (18) e (19) tem-se que (TVÍ)"^(t,u*)|<a 

sempre que' |j;-t*| <r e < P? alêm disso, a continui 

• dade de <j>(t,u*) em relação a t assegura-nos que fixado ar 

bitrariamente •e>0, existe O <r' £r tal que se |t-t*l < rV, 

$(t,vi*)-Í(t*,v*) < e. Daí, 

í(t,u)-|(t*,í*) ||(t,ií)-|(t,u*) + í(t,vr*)-^(t*,v*) <ã+e 

sempre que | p-u* |, < p e {t-t* < r ', o que nos garante que 

^(t,v[) ê contínua em relação ao par t ,u* Comjí este ultimo 

fato, fica concluida a demonstração do Teorema 1. 

Decorre do Teorema 1 que acabamos de demonstrar um 

corolário que assegura a continuidade de ^(t,îï) em relação 

ao parâmetro y . Trata-se do Corolário 1 seguinte. 

COROLARIO 1 - Se a solução ^(t , Í i ) ãa equação (1) para valo

res in-Coia-Cs ^q/^q & U-li* estiver definida em um intervalo 

T-^^ t, ̂  contendo t.Q,(Ísto e r-ĵ  £ fc £ r2 é um intervalo con

tido ' no intervalo maximal de definição da solução ^(t , y * ) ) , 

entao existe um numero positivo p tal que se jí-ú* s pj a 

solução maximal ç(t,vt) para'valores iniciais tQ,XQ.' também 

estã definida em r-j^stSr2. Ainda mais, para cada e positi-

vo existe ô<p positivo, tal que para *r-ĵ  á t £ r2 é y -u* <5^ 

subsiste a desigualdade 1 
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|ÍCt,u)-'${t,,u*) I < e , 

DEMONSTRAÇÃO - Como o conjunto T de todos os pares {t,Z) on 

de a função <pCt,n) esta definida e aberto e os pontos (r̂ /̂M*) 

e (r2/U*) pertencem a este aberto,existe um número positivo 

p suficientemente pequeno, tal que ,se áp, os pontos 

(r̂ ,íí) . e (r2fy)' pertencem a T. Isto significa que o Ínter 

valo de definição da solução maximal $(t,ij) contem todo o 

intervalo r ^ s t £ r 2 í isto ê,a solução estã definida neste 

intervalo. Alem disso, o conjunto P de todos oS pontos (t,y) 

para ós quais r^ £ t ̂ -^2 ® 1J~1Í* ¿ p e fechado, limitado e 

contido em T, e ^(t,y) ê contínua em T. Daí, ^(t,y) ê uni-' 

formemente contínua em P, o que demonstra a tese. 

15 - DIFERENCIABILIDADE DA SOLUÇÃO EM RELAÇÃO A PARÂMETROS 

Seja 

X = î{t,x,ïî) (1) 

Uma equação diferencial ordinária dependendo do parâmetro y, 

Suponhamos que as funções 

f^(t,Í,y), i=í>...,n. (2) 

^ / *i V "íí̂  ,. . -, n, af-^(é,x;u) 

9x- j-l,...,n, 

-6 

5f^(t,^,?)^ i-l,...,n, 

lÇ=l, . .^für 

(3) 
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1=1/..•/U, 

3]i k—1 f . . m f % f 

o segundo dirã respeito âs derivadas mistas 

at3p^ ' k='l,..,,Jl, 

Não fazeraos aqui um estudo da existência das derivadas mis

tas 

32(|,^(t,u) 
1=1,.. . ,n 

•bem como^um estudo da inversão da ordem das derivações.A ra 

zão disso ê que não conseguimos esclarecer completamente 

guestões pertinentes a estes prol^emas. Pretendemos estudar 

melhor esses problemas futuramente. 

' • * Vamos inicialmente-introduzir uma hipótese adicio

nal relativa âs funções (2), (3) e (4) que serâútilizadalno 

.gue segue. 

Admitiremos que qualquer gue seja o ponto (tQ/XQ,v¡Q) 

de f/ existe uma vizinhança'V(q,a,b) desse ponto^contida em 

sejam de Carathêodory em ?. 

Nesta secção trataremos da questão da diferenciabi 

lidade da solução ç(t,y) de (1) em relação a parâmetros.Nes 

te sentido apresentaremos dois'teoremas correspondentes ãs 

duas primeiras afirmações do Teorema 2,4. O primeiro trata

ra das derivadas 
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X, onde ê satisfeita a seguinte condição: ' 

(*) Qualquer que seja t fixado eiti iT > (2) / (3) e (4) sao 

funções continuas do par (x,ij) em ¿̂ ^̂ ĵ » 

Antes de passarmos ao Teorema 1 , demonstraremos um 

lema que será utilizado na demonstração do referido teorema. 

Tanto neste lema como nos teoremas que seguem, faremos uso 

de certas notações jâ introduzidas anteriormente e que para 

facilidade do leitor r^apresentaremos a seguir; 

Seja (tQ,XQ) um poñtodem"^"^,© M^{u6¿l'! (tQ,XQ , u ) e r } . 

Fixado arbitrariamente um ponto u* de M, seja 

-X - ? ( t , í ; * ) 

a solução maximal da eguação (1) para os valores iniciais 

tQ,XQ, solução essa definida em mj^(u*) < t<m2 ( u * ) . Seja T-o 

conjunto de todosos pares (t,]i) delR para oa quaisa:.funçao 

^(t,5) está definida, e (t*,y*) xim ponto de T." A solução 

$ ( t , y * ) esta definida no ponto t=t*;.como m^Cy*) <t*<m2^<y* ) í 

existem números z^e r2 rcom rj.<tQ<r2 em̂ ^ (y*) <r^<t*<r2<ni2 ( y * ) ; 

assim sendo a solução ^ C t , y * ) está definida sobre todo in-

tervalp r^ :S t £ r^., Quando t percorre 3:^ £ t ^í^^^/ o ponto 

.(t,í(t,y*),y*) descreve o conjunt^ 

Q = {(t,x,y)em-^'*'"'*'^:r2^í:'t sr2, x = lít/í*) e y ' = y * K 

Sendo Q um compacto contido no aberto f, pode-se garantir 

que existem números ã e b reais' positivos tais_ que''̂  

ir = {(t ,x ,y)enR-^ '**^ ' í '^ : •c-^^ts.x^* l x - í ( t , y * ) ^ a 
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(t,x-|̂/]i-ĵ) e (t,X2ítÍ2^ pertencem a H. Esaas funções sao òon-^ 

tinuas de x^,Uj^,S2P"^^*^ oada t fixado em r j ^ < t < r 2 . Atem 

asiseo, quaisquer que segam y-ĵ  e y2 oom ŷ -̂y* < 2p e 

$ 2 " ^ * 1 < 2pj as funções 

!->•-*'-*.-*-•->•->• i=l?--./n, 
h. (t,í (t,y,) ,Uw ^{t,y,),y,), 
^ ^ ^ ^ ^ j=l,...,n+Jl, 

aão definidas no intervalo ^i^^'^^2^ ^ mesmo são inte

grareis segundo Lebesgue, 

DEMONSTRAÇÃO - Como o conjunto il ê convexo era relação -as va 

riâvels x''',...,x̂ , tem-se que dados dois pontos {t,X2/y) e 

(t,x^,y) ,de ñ, com t e y^.iguais, o segmento determinado por 

eles está Contido em jí. Podemos descrever este segmento co 

mo sendo o conjunto dos pontos (t,z(s),y), onde z(s) = 

x ^ + s ( x 2 - x ^ ) , com O ás sl. Analogamente, ñ ê convexo em rela 

1 a 

ção ãs variáveis y ,...,y , Daí tem-se que dados dois ,pon

tos (t,x,y2) e {t,x,]íj) de 5, com. t e x̂  iguais o segmento ã& ̂  

terminado'por eles esta contido em II.Podemos descrever este 

segmento como sendo o conjunto dos pontos {fc^X/V/ís)), onde 

. . -*- ,-*•->• w(s) = yi+s (y-i-y,) , com O £ s s 1. 

Sejam (t̂ x̂ í̂ŷ )̂ e (t,X2/y2) pontos quaisquer de 5. 

Tem-se que 

f^{t,X2,y2)"f^(t,X3^,y3^) = ít^ it^Xi^r^^^{t,x^,Vi2) 

+tf^Ct,X3^,y2)-f^(t,X3^,y^)3=Cf^(t,2(Í);y2)-f^(t 

+ Cf^(t,x^,w{l))-f^(t,XpW(0))3, i==l,...,n, (5)-

DE EMERGlft WÔWICA 



Como as funções (2) , (.3) e (4) são de Caratheodory 

.z (i 
ds 

- df ít zís) Î2) 
em r, podemos assegurar que as derivadas —̂̂  -, — ~ — e 

df 
^^^ds'^^^^ ̂  ' i=«l,...,n, existem em O £sál, podendo ser 

obtidas pela regra da cadeia : 

ds 
„ V af t,z(s),^2) dz^ (s) _ 
- ¿ 3 

j=l 3x-̂  

ds 

n 

j=l 3x^ ^2 ^1 

(6) 

, 1=1,.•.n. 

e 

df^<t;ti ,w(s)) 
ds 

3f^(t,^l,V(s)) dw^(s) 

k=l 3U 

^ 3f^(t,%,w(s)) 
I 

k=l au 
F 

ds 

k k 
^2"^1 

(7) 

, 1=1, n 

Ainda mais, tem-se que 

Cf^(t,zÎl);Î2J-f^(t,z{0) ,U2)3+Cf^(t,X3¡ ,w{l))-¿^(t,X3L,w(0))3: 

- 4 -

' df^(t,|(s),ï?,) ̂ 3 ^ 1 ^ dfNt,x^,w(s))^^^ 

0 . 

(8) 

Então, reunindo (5), (6)7^(7) e (8), tem-se que 

' 1 
1 i 

j«l 3x3 4 - 4 ds + 

3f (t,Si,^(s)) 

3U 
k 

k -k 
^2-^1 ds, 1=1,...,n. 
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Definamos entao 

n. (t,x^,V^,}£2/y2^ ~ 3 " 

9f^ í t , x i + 3 C X 2 - ^ l ] , ^ 2 ) ^ _ ^ j=l,...,n, 

' ir=l,-..,n. 

3f^(tA,w(s>) 

o 3p 

O 

^ af^(t,%,ui-t-s[g2-gi3)¿^_^ k = l , . . . , j l , 

Observe-se qu© nas expressões acimaO;S ppnto.̂ r:;íí;/̂ ,3̂ fP3̂ í̂ 5/]|o) 

são somente tais que (t,X2_,pî ).:-̂  (t,X2/U2Í pertencem kaF Hj. 

Daí, tem-se que 

f-^(t,X2,U2Í""^^(*^'^l'íl* ^ I^h^(t,x ^ , u^,X2 , í-2) ^ - 4 ^ . 

.k . k. (9) 

Por um lado, como (2), (3) e (4) são de Caratheodo 

ry em r e-satisfazem a hipótese adicional (*), tem-se que 
i . - ~ K 

as funções h^, j«lf - - - ,ntJi,..;.i=l,... ,n, são contínuas-40 x^, \ 

Hj^,X2/U2 pâ ra cada t fixado em r^ < t ̂ r2- \ 

Por outro lado, as mencionadas hipóteses asseguram 

nos que para cada valor de t fixado em r^ < t < r 2 e-quaisquer 

que sejam e ^ 2 ' IVj^"^*! < 2 p e ^2" *^^* < 2 p , subsistem 

r 
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1=1,...,U/ os quais serão efetuados utilizando-se ó Lema !. 

Consideremos Jí e H como foram'apresentados no iní

cio- da secção. Seja k um inteiro tal que lák:sí,. Designe

mos por êj, o* vetor unitário de , orientado segundo o k-e-

simo eixo. Suponha-sa que o vetor verifique a desigualda 

de |y2^-ÍÍ^|< p e seja t ura numero real verificando a condi

ção | T | < p. .Colocando *̂  íi"^'^®tc' tem-se que os vetores u, 

e pg verificam as desigualdades 

' - • Pĵ -U* I < 2 p , | . Í 2 " U ^ I < 2 p . 

Ainda mais, sobre todo intervalo r̂ ^ £'t :£ r 2 subsistem as de

sigualdades ^ ' , . . , • 

TEQREHA 1 - Suponhamos que as funções (2)^ (3) e (4) sejam 

de'^Carathêodory em f¿ e satisfaçam neste aberto a condição 

adicional (*). 

Nestas condições pode-se afirmar que as derivadas 

parciais 

k ' 

3)̂  k=l /•••/£/ 

existem e são continuas em todQ conjunto aberto ' -

DEMONSTRAÇÃO - ?ara acharmos as derivadas -̂-ĵ> i«l, • fí,n,c^' [ 

cularemps as diferenças ;f^XtrJ2Í (t/y^^)i«l,.., ,n. Gomo 

<̂  (t,p) é, solução da etjua^ão^ (1) , estes" cálculos levam natu

ralmente ao cálculo das diferenças f " ^ - ( t f S 2 ' Í 2 ^ ' " ' ^ ^ ^ ^ ' ^ l ' ^ l ^ ' ' 
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< a 

Assim sendo, quando t percorre o intervalo r^<t< r 2/OS pon 

tos {t,$(t,Y^) ,íî ) e (t,$(t,P2)/K2^ descrevem curvas intei

ramente contidas em H. Aplicando- o Lema 1 ãs diferenças 

f (t,^{t,U2) f>>2̂  ^ (t,í(t,n^) ,y^) , 1=1,...,n, tem-se que' 

f^(t,?(t,U2) /U2) - f^(t,í(t,Í3^) rVi^) = ' 

•= I Ĥ .{t,í{t,V[3̂ ),UĴ ,|Xt,U2),U2)C<í>̂ (t,Y2)-<í>̂ (t,U3,>] + 
j—1 t 

+ I H¿^.K(T,|(T,í^),LI^,í(T,y2)/V2*Í^'^2"^í^' k=l 

(10) 

,. • •, n • 

Observemos que em virtude do liema 1, h^ , j=l,... ,n+á,, i=l,. 

..,,n, dependem de uma maneira contínua dos seus quatro _ úl 

timos argumentos, para cada valor de t fixado em r^< t <R2. 

Alêm disso, devido ao Teorema 14.1, as funções '$lt,v^2^ e 

Î CTÍPĴ ) dependem de uma maneira contínua de t./Í2 ® ^'^1 

• pectXvamente. Então ̂  as funções ^ • -

' i -».-••-•.->-»--*- i=l,....-,n, 

i ^ ^ ^ . X- X . ¿ ^ j=l,v..,n+¿, ' 

dependem de uma-raaneira contínua de e 1I2 para cada valor 

dé t fixado em r̂ ^ < t <r2. Ainda raais, uraa vez que U2'^^X^^^W 

tem-se diretamente que as funções 
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dependem de uma maneira contínua de e T para cada valor 

de t fixado em r^ cf<r2. Pode-se ainda constatar sem difi

culdade, utilizando o Lema 1, que para e T fixados as fun 

ções Hj, j=l,...,n+Â, i=sl,...,n, são integráveis segundo Le 

besgue em r^ <t <^2' 

Consideremos então as funções i j ; ^ (t , u ^ , T ) ,1=1,.. • ,n, 

definidas por 

- • . = ¿ilt^iairiiitAl, ^ , 0 , i=i,..".,n.,..ai) 

Para obtermos as derivadas -̂ í̂ -, 1=1,.. .,n, era (t , u ,), deve-

mos passar (11) ao limite quando Sendo $(t,u) solução . 

da equação (1), tem-se a subsistência das igualdades ^ 

í^.(t;y^) « f^(t,í(t,vl^) ,p^) , i=l,..-,n. 

^12) 

Í^(t,y2) - f^(t,í(t,y2) A^U2^ ' i=lr-..,n# 

quase sempre em r^< t <r2. 

Decorre então das (10), (11) e (12) , que para 

U-ĵ -y* <p, T < p e T í f iO subsistem as igualdades 

i=l,...,n, (13) 
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(14) 

constituem para T^O uma solução do sistema linear de Cara

thêodory, dependente dos parâmetros e T , 

" .í^^j(^'íl''»^^y^-*-^n+k^^'^l'^^' i=l,i..,n, (15) 

satisfazendo a condição i n i c i a l 

i , * . . tt.v . i i ..1 
/ ( tQ,í,,.) = ^^(^o,P2)-f - ( to.ui) -£s^^,^ ^ 

Observemos que as funções tp̂  (t,u^,T) , 1=1,..,,n, não estão 

definidas para T = 0; entretanto, os segundos membros dé';'(Í9 

estão definidos em r^< t <r2/ ju -^ 'V* ! <.P a | T | < p, inclusí-

ve pára T = 0. Como (15) ê um sistema linear de Carathêodory, 

possui em virtude do Teorema 8.1 uma solução 

. = X^ ( t,Í3^ /T ) , 1=1,...,n, ^ (16) 

satisfazendo a condição inicial 

X^(tQ,PiíT) =^0, 1=1,.,.,n, 

solução essa definida para r^ < t < r2, | Uj^"^* I .< P © | T 1 < P • 

Ainda mais, decorre da unicidadeda solução (Teorema 5.1) , 

que 

^^(t,UwT) = x^(t,ÍT,T); i=l,,. .,ñ. 

em r^ < t < r2, | Uj-P* | < P, < p e T 3 í 0 . 

•- ^ 

quase sempre em r̂ ^ < t < r2. 

Assim sendo, as funções 
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í^waae sempre em KIJ^(U) <t<m2(li)-. Atem ãisso^ subsistem as ¿ 

guatdades 

3t3u j = l ..3 3x 3p 

3£^(t,|(t,ti) ,P)^ 

3p^ k^l,,..,^. 
(17) 

quase sempve em m.^{\x) < t < (p) • 

DEHONSTRACAO - Consideremos o conjunto 

n = {(t,x,y)eaR-'-'*'^"*'^: r3^<t<r2,|xr^|('t,uS)|<a e ví-y* <2p}, 

introduzido no inicio da'^secgao, é tomemos ' Uj^\tai que j 

Por um lado, a partir do Teorema 1, podemos afi'r-

mar que 

'3y^ ^ 

i i 

"onde k e.um inteiro tal que l-£ k :á Ã e y =x (t/Pj^/T) , i=l,. 

...,n, ê a solução do sistema linear.de Caratheodoryj 

y^^« Z H^(t,y3^,T)y^4-H¿^j^(t,y^,T) , 1=1,...,n. 
j=l 

satisfazendo a condição inicial 

X^(tQ,y2^,T) .= o, 1=1,...,n. 

solução essa definida para r^<t<r2/ |y^^r^*HP ® | T | < P . Assim 

http://linear.de
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3p j - 1 3U' 

i = l , . . . / n , ( 1 8 ) 

quase sempre em r^<t<r2. Ainda mais, 

Hj(t,U3^,T) = ííf (t,Uj^,U2) =; (t,$(t,ii3̂ ) ,ÍÍi3^,|(t,U2)/i52) í 

j = l , - . . • , n + J l , 

i = l , . . , n . 

onde (t;í(t;íx^'íx^ ® (t,"?(t,U2)são pontos de n e = 

" í ^ i ^ ^ ^ k ' ' - • . ^ . _ . , 

Por ot̂ tro lado,por definição dada,,no-~™lî xaâ l,tein'-sa ̂  

que para r ^ < t < r 2 / | i í j ^ " y * | < 2p e |P2~Í*I ^ ^ p , . 

'ui/^ -*• X -t,^ •*• \ \ 3f^ (t,z (3) ,íis)j„ 

h::(t,?(t,Un) /^(t/ii,) iiî ) = t - ^ s , 
3 . 1 i ^ -i J 3j^3 

j=l,..-,n, 

1 = 1 , . • . , n , 

e 

1 . 1 ** í ^ IT/^ \ \ ^ 3f^(t,í (t,íl) ,.W(S) ) ,„ 

h^^j^(t,$(t,Ui) rPj^,* (t,U2)'1^2* = 1 : • ' ^s, 

i~l,•••/U, 

onde z(s) = | (t,ví^)+sC$(t ,^2) (t fUj^) ] , e w(s) = íi+sEu2"íi3 , 

s e n d o , e x i s t e m a s d e r i v a d a s ^—^—LÈíEiL^ 1 = 1 , n / q u a s e sem 

a t 3 u ^ 

p r e era r ^ < t.<r2 e s u b s i s t e m a s i g u a l d a d e s 

-Tà /3^^ ' ( t / t í l)v _ ' „ i , , 3 ( Í ) ^ ( t / f í l ) i 
^ ^ ~ N R ^ " . L ^ i ^ ^ ' ^ l ' ^ ^ \ K ^ ^ n + K ^ ^ ' ^ 1 ' " ^ ' 
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com 0-< s < 1, ^ " 

Consideremos T = 0 . Então, 

^ ^ ^ ^ 

e 

w(s) = |i, , 

z (s) = |(t,y2^) . 

Ainda mais 

O-. 
-ax-

af^(t,|(t,gi)',]gi) ÍT- \ ' ÍT- \ ,..., n, 

ax- j~l / • • • íH., 

' . O 

3f^(t,|(t,'tfi) 

3ïi 
k 

ds = 

= a£^(t,|(t3i)vtti)-
k 

3U 

Resulta então que 

1=1, /•. ,n. 

H:r(t,|Í3^,o) 
3f^(t,|(t,UÍ) ,Vti) 

ax¿ 

r—l, • • , n, 

j=l,..,,n. 
(19) 

e que 



- 125 

Substituindo (19) e (20)' em (18) , obtemos imediata 

mente que alêm da jâ estabelecida existência das derivadas 
2 1 **• 

•5--^—^^¿^^^ , i=l,,..,n, quase sempre em r, <t<r«, as igual-

dades (17) resultam verificadas em ii=sUj|̂ . Decorre da£, a ve 

racidade do enunciado do Teorema 2. 

16 - O B S E R V A Ç S E S FtNAIS 

Os pontos centrais deste Capítulo foram relativos 

a dependência contínua da. solução em relação a,-parâmetros 

(Teorema 14.1)^ e a diferenciabilidade da solução em relação 

a parâmetros (Teorema 15.1 e Teorema 15,2). 

A demonstração do Teorema 14.1, foi elaborada se-̂* 

guindo uma linha de considerações e raciocínios bastante se 

meihantes aqueles seguidos por Pontriaguine Ĉi-D para demons 

.!trar a dependência contínua da solução elementar em relação 

a parâmetros (Teorema 2.3). Já no que diz respeito a ques

tão da diferenciabilidade mediante a introdução da hipptes.e 

adicional^conseguimos de modo análogo, demonstrar 'teoremas 

correspondentes âs duas primeiras afirmações do Teorema 2.4. 



RESUMO 

No presente trabalho, apresentamos alguns -pontos 

básicos da teoria de Caratheodory. 

Fundamentalmente, -podemos destacar tris pontos cen 

trais deste trabalho: 

1. Introdução das noções de sistemas de Carathêodory e 

de solução segundo Carathêodory. 

2. Questões pertinentes a existência e unicidade de so

lução segundo Carathêodory de sistemas de Caratheodo^ 

ry. . ^ 

3 . Dependência dessas soluções em relação a parâmetros. 

Antes de finaliaatmos,gostaríamos de mencionar-^g^e 

resultados mais gerais do gue os que aqui foram apresenta

dos, podem ser obtidos.^Por exemplo era [13 e ÍQl, o leitor 

poderá encontrar algumas de tais generalizações. 

a -

-Í26r 
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