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RESUMO

0 nmétodo P, recentemente introduzido, é

ure mAtodo aproximado para solugao de problemas de transporte.

Invegtigacles preliminares através de
aplicagles a problemas de modelos simples da tecrla de trans-
porce revelam cue o wmétodo FN possui um grande potencial na
solugfe de alguns problemas, gue sao diffceis e/ou exigem mui
to trabalhe computecional pelo métode exato, devido &8s suas
duas caracteristicas, ou seja,(l) simplicidade na analise €
computacac e (2) boa precisao, mesmo para ordens de aproxima-
cao relativamente baixas.

Neste trabalho, o método Fy & estudado naz
teorias de um e dois grupos com espalhamento isotrdpico e geo

metria plana.

Na teoria de um grupo, o problema de cri-
ticalidade para reatores com trés regides €& solucionado, sa -
lientando~-se que a utilizacan da varidvel complexa na aplica-

cao do métedo Fy € uma nova caracteristica,

Os resultados analiticos e numéricos con-
firmam as conclusdes antericres sobre a facilidade de uso e
boa precisdo do métode para o case que requer computagao  no
canpo complexo.

No modelo de dols grupos & teoria do méto
do FN & desenvolvida, pela primeira vez, ¢ aplicada & solu-~
¢ao de dois tipos de problemas, i.€., o problema cléssice de
Milne para semi-espago e o problema de criticalidade para rea
tores tipo placa refletida,

Algumas dificuldades vém sendo encontra -
das na obtengac de resultados numéricos precisos e sZo neces~
sdrias mais investigacOes para que se estabeleca o método F,

&

no modelo de dois grupos como um mé&todo preciso e simples pa-
ra a solugao de problemas de transporte.



ABSTRACT ¢

The recently introduced FN method is an
approximate method of solution of transport problems.

Initial investigations in its applications
to simple model problems of transport theory show that the
FN msthod has d great potential in the solution of some pro-
blems, that are difficult apd/or require much computational
effort in exact theory, through its two'préperties, le€e -
(1) Simplicity in analysis and computation and (2) good ac
curacy obtainable in relatively low-order appro§imations.

In this work the FN method 1s studied in
one~group and two-group theory with isotropic scattering in
plane geometry. “

In one-group theory, the critical problen
for three-region reactors is solved. The introduction of
the complex variable is a new feature in the application of
the FN method.-

. Analytical and numerical results confirm -
the earlier conclusions on the ease of use and the good
accuracy of the method for the case that requires complex ma
de computations. '

In the two-group model the theory of the
FN method is developed, for the first time, and applied to
solve two model problems,l.e., the classical Milne problem
for a half-space and the critical problem for reflected slab
reactors.

Some difficulties have been encountered in
obtaining accurafte numerical results and further investiga-
tions are necessary to establish the two-group FN method as
a simple and accurate method of solution of transport pro -

Lems.

These difficulties are discussed and direc

tions of further research are suggested.



SUMARTIO

1. INTRODUCEO

1.1~
1.2~
1.3~
1.4~

Aspectos Gerals

Historico
M&todo Aproximado Fy
Objetivos

2. FUNDAMENTOS BASICOS DA TEORIA DE TRRANSPORTE

2.1~

2.2~
2.3~

2.4-

A Equacao de Transporte de Neutrons

A Equaqéc de Transporte em Geometria Plana no
Medelo Multigrupo e Espalhamento Isotrdpico
Solucao Elementar da Equagac de Transporte no
Modelo de um Grupo

Soluczo Elementar da Fquagao de Transporte no

Modelo de Dois Grupos

3. FUNDAMENTOS DA TEORIA DO METODO F

4. DESENVOLVIMENTO DA TEORIA DO METODO FN PARA O MODE

M

LO DE DOIS GRUPOS

5. O PROBLEMA DE CRITICALIDADE PARA SISTEMAS COM TRES

REGIDES NO MODELO DE UM GRUPO

5.1- Sistema Critico com Refletor Finito

5.2~ Sistema Critico com Refletor Infinito

R

INSTITU O Cp #: QU

o o e e

“EECCRUETICSE NUCLEARES}

L ® E. N,

U st o

Pag.

12

13
13

19

22

31

43

56

68

68
78



pas.

6. PROBLEMAS CONSIDERADOS NO MODELO DE DOIS GRUPOS 80
£,.1- O Problema de Milne 80
6.2~ Problema de Criticalidade | B4
6.2.1~ Sistema Critico com Refletor Finito 84
7. RESULTADOS NUMERICOS 95
7.1~ Modelo de um Grupo A 95
7.2- Modelo de Dois Grupos 117
7.2.1- Problema de Milne 118
8. CONCLUSOES E SUGESTOES 144

APENDICE A - DETALHES DEDUTIVOS DAS FUNCOES
ga{ £E) E ga( £) F FORMULARIC DAS

EXPRESSOLES AHALITICAS DL %5(5) E ﬂi{ﬁ) 145

A~1 ~ Modelo de um Grupo - Funcoes An(”) o

Ba(ﬁ) 145

A-2~ Modelo de Dois Grupos - Fungao A (E) e
B, () 150

APENDICE B - PROCEDIMENTOS COMPUTACIONAL ~ MODELO

DE UM GRUPO 153

APENDICE C - PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL - MODELO DFE

DOIS GRUPOS 155
C~1l~ Problema de Milne 158
C-2~ Problema de Criticalidade 156

REFERENCIAS BIELIOGRAFICAS 158



LISTA DAS FIGURAS E TABELAS

FI1G.5.1.1~ Geonetria do Problema

FIG.6.2.1.1~ Geormetria do Problema

TABELA

TARELA

TABELR

TABELA

TABELA

TABELA

TABELA

TABELA

TABELA

TABELR

TABELA

TABELA

VIT.1l.1l~

VII.l. 2~

VZ:I.l.\3‘.

VII.1l.4-

VII.1.S-

VIIalnG-

VIiI.l.7-

VII.los-

VIi.l1l.S8-

Vir.1.1io-

VII.1l.11-

VIT.l.12-

Casoe Estudados

Meisz Distancia Critica do Cerne
Maltiplicadorx

Desvios Percentuais

Terpo de Computagao e Nimero de
Iteracoes para os Casos 3 e 12

Fluxo Angular para o Caso 3 - inter
face o

Fluxo Ancular para o Caso 3 - Inter
face R

Fluxo Angular para o Caso 12 - Inter
face o,

Fluxo Angular para o Caso 12 -~ Inter
face B

Compara¢ac entre os Fluxos Angulares

(Exato e Aproximados) para o caso 3 -

Interface q,

Cédlculo da Meia Distancia Critica
oy - Caso 3

Calculo da Meia Distadncia Critica
o, - Caso 12

Fluxos Anqgqulares para o Caso 3

FIG., 7.1.1- Fluxo Anqgular para o Caso 1

FIG. 7.1.2- Fluxn Anqular para o Caso 3

Pag.

70

86

96

97

99

100

103

104

105

106

107

108

108
109
110
111



Fig. 7.1.3- Fluxc Anaqular para o Casc 7

Fig, 7.1.4- Fluxo Anqular para o Caso 12

TARBELA VII.1.13- Fluxos Escalares para © Sistema

TABELA

TABELA

TABELA

TABELA
TABELA
TABELA
TABELA
TABELA
TABELA
TABRELA
TARBELR
TABELA
TABELA
TABELA
TABELA
TABELA
TABELA

TABELA

com Refletor Finito e Infinito

ViI.l.l4~ Correntes para o Sistema com Re-

VII.2.1l.1~

vIir.2.1.2-

VII.2.1.3-
VIT.2.1.4-
VII.2.1.5~
VIT.2.1.6~
vVII.2.1,7-
VII.2.1.8-
vIT.2.1,9-
VIT.2.1.10
VIT.2.1.11
VIiT.z,1.12
VII.2.2.1~
VII.2.2.2~
VII.2.2.3~
VII.2.2.4-

V1ir.2.2.5-

fletor ¥Finito e Infinito - Caso 3

Secgdes de Chogue Macroscopicas

Distribuicao de Safida do Problema

de Milne I(0,-u)

Fluros
Fluxos
Fluxos
Fluxos
Fluxos
Fluxos

Fluxos

- Fluxos Anaqulares
- FFluxos Anqgulares
- Fluxos Angulares

Seccoes de Chogque

Angulares
Angqulares
Anculares
Anqulares
Anqulares
Anqulares

Angulares

para o Caso 1
para o Caso 2
para o Caso 1
para o Caso 2
para o Caso 1
para o Caso 2

para o Caso 1
rara o Caso 2
para o Caso 1

para o Caso 2

Macroscopicas

Autovalores discretos positivos

Meia Espessura Critica (a,)

Meia Espessura Critica (a,)

Tempo de Computacac e Nimero de

Tteragoes

Pae.

112

113

116

116
119

120
122
124
128
129
130
131
133
134
135
138
138
138
140
141

143



1. INTRODUCAO
1.1- Rspectos Gerais

Un dos problemas essenciais em pesquisa de reatores &
predizer com detalhes e precisao o comportamento da dis-
tribuigao neutrdnica e como estd vinculada & operacao de

tals sistemas.

O comportamento da distribuigao angular, espacial e
energética de neutrons & descrito matematicamente pela
Equagzo de Boltzmann, derivada censiderando-se o  princl
pio de congervacao do numero de neutrone no interior de um
elemento de volume arbitrério, De forma similsr cac obtl -
das a5 equacoes basicas de cutros fendmenos fisicos  tais
como: condugac de calor, transferéncia de massa, ener-

gia, etc.

Esta equagao constitui a parte central da teoria ae
transporte ,originariamente desenvolvida por Boltzmann em

problemas de cinética de gases.

A grandeza fundamental que caracteriza esta eguagac &
a densidade angular de neutroms W(r,Q,E, &+ ) (*), fungao -

de sete variadvele independentes , que sao:

- trés para a posigao ( r)

(*) Neeste trzbalhe, o til colocado embsixo dz reprecanta -
¢ao de uma dada grendexs dencta que a mesma & vm vetor ou
watriz. 0 til colocado ecime represents 2 opersgdao de tracs
posicaoc, -



- duas para a direcgdc de movimento de neutrons (Q)
~ energia do neutron ( E )

~ tempo (t )

A equagao de Boltzmann descreve o comportamento mé-
dio da populaqio de neutrons num meio naterizl, utilizan
do-se parZmetros conhecidos como seccoes de choque, que
caracterizam as probabilidades de ocorréncia de determi-

nados tipos de interagao entre néutrons € o meio material.

As secgoes de choque sao determinadas por processos
experimentais e corrigidas, quando nececedrio, por mode -

los tedricos desenvolvidos pela Filsica Nuciear.

Portanto & equagdo de Eoltzmann estabelece a cconexao
entre os efeitos no nivel microscopico (interagdo neu -
tron-nicleo caracterizado pelas cecgoes de choque) ao ni
vel macroscopico no meio material (densidade angular de
neutrons).

O objetivo da Teoria de Transporte de néutrons é
pesquisar a solugao desta equagéoc num sfistems definido por
um certo contorno de interesse, utilizando-se z=s sﬁcgées -
de chocue que descrevem o comportarentc dos néutrona no
meio material. Entrctanto, o modelo £Isico real contem ura
imensa quantidade de detalhes, tair como: heterogcneidade
geom&trica, is6topos com diferentes propricdades fisicas ,
fung3o representativa da seccic de chogque com & energia do
néutron extremamente complexa, efeito de anicotropia no es

palhamento do neéutron, etc.



Portanto, a pesquiea das sclugoes para & Pguagac de
Transporte somente ge torna viivel se o sistema for sim -
plificado ou idealizado,de tal modo que se obtenha ur.a

formulacic matemfitica mais concisa.

Assim, pode-se considerar constantes as propriedadas
do sistesa num intervale de tempo determirado, Tem-se, as

sim © sistema operandc no estado estacionfrio.

Em relsgao & sua vari&vel energética, geralmente ado
ta-se o modelo de nultigrupos. Este método consiste en
proceder~-se a uma partigao no intervalo totel de interes-
se da energia, em subintervelos dencninados grupos de

energla.

Em cada intervalo de energls um grupo de néutrons &
considerado e os parémetros siico ponderados sobre o mesgrmo
de maneira aproximada. Em principio, havera uma melhor
identidade entre o modelo e a realidade ficica, quanto
maior for o nimero de grupos considerados. Entretanto,con
silderando-se o aspecto computacional, & importante que sc
estabelegca um certo critério de escolha. Outrs alterna
tiva & expandir-se a dependéncia .angular em polindmios com
intervalo de definig2o conveniente (zero a infinito), uti-
lizando-se, por exemplo, os polindmios de Chebyshev- Laguer
re.

Quanto ac fato do espalhaments oxibir enisotropie, o
que ee faz & erxpandir-se z .u..fo de transferéncia em Lo~
linrmios de Legendre, truncando-sc @ série num certo ter-

mo, O modelo de espalhamento isotrdpico € obtido reten

INSTITUIC 0L Peagy B ENER _ETIOASE NUCIL«RE“Sw
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do-se apenas o termo de ordem zero, € pira © modelo linear

mente anisotrdpicc retém-se o termo de ordem um.

Agsim, por meio dessas aproxim&g&es, a Equaqﬁa geral -~
de Transporte recal num sistema de equagdes integro-dife-

renciais simplificade.

Este trabalho constitui uma parte da pesguisa para o

desenvolvimento do novo matodo F 08 modelos de um e dois

N -
grupos com espalhamento isotrdpico sao considerados em geo-

metria plana.

Devido &g dificuldades mateniticas encorntradess na ob -
tengio de solugdes, surgirenm duas correntes bisicas de pes-

quisa, onde diversos métodos piEc ewpregados, gue E&0:

1 - M2todos aproximados pare a obtengio de solugdes ma
tematicamente aproximadas. Estes métodocs sE&o de
grande intercsse por cerem Gteis em aplicagdes -

praticaeg, comno ciAlculo de reatores, etc.

2 - Métodos exatos - obtengao de "solugoes analfticas)
cujos resultados podem servir como padrao para os
métodos aproximados, além de conduzirem a uma com-
preencdo da estrutura matemfitica da equacao de

transporte e de sua sclugdo, abrindo campo para
que se investigue & golugao de problemas mais com-

plexos. Salienta-se ainde, que, on algunmas situa -
coes especiais os mftndos exstos congeguen repre -

sentar com boa aproxinacin a realidade fisica



LS

Atualmente, estes métodos se restringem & aplica-
cac de problenaz em geomatria plana, nos modelos

de um e dois grupos de energie, havendo, entretan
to, trabalhos em geometria cilindrica /43/ e esfé

rica /11/.

Em relagéo aos métodos exatos, o mais utilizado & o
de expansio em autofungsGes singulares, ou método de Ca~
se /6/, inspirzdo inicialmznte nos trabalhos de Van Kam~
pen /42/, scbre oscilacoes do plasma. A utilidade principal
deste método & & de fornecer uma boa ccmpreensao da estrutu
ra matem@tica e do comportamento geral das solugtus da equa
cao de transporte. Este método consiste numa separagio  de
variaveis conveniente no fluxo angular, gerando um conjun~
to completo de autofuncoess singulares ortogonais. A solugao
do problema € expresea por uma combinacdéc linear das auto -
fungoes com coeficientes arbitrarios, sendo estes determina
dos através do uso das popriedades de crtogonalidade e nor-
malizac@o dessas autofungdes, impondo-se condigdes de con -

torno.

A mesma teoris nmatemftica’/ 31/deste método vem sando
aplicada em outros carpos, tais como fisica do plasma,trans

feréncia radiativa, etc.

Uma alternativa diferente foi introduzida peloc astro -
fisico Ambarzumian /1/, conhecida como nétodo da invarian -
¢a ("invariant imbedding™). Fste m8todo conciste na formu-
lagao de equacbes integrals parea fungdes que descrevem &
reflexao e transmiscio de radiagac por meio do principio €a

invarianga. Este método fol gistematizado por Chandra -



sekar /8/ ¢ em sequida aplicado & teoria de transporte de

néutrons.

Soluctes exatas de equacio de tramsporte sd podem ser
obtidas para problemas idealizados, mesmo limitando-se o©
nimero de variidveis. Portanto, no inicio do desenvolvimen-
to dos ¥eatores nucleares, optou-se pele tecria de difu -
gao /23/, que & uma aproxima¢do da teoris de transporte .
Nesta teoria utiliza-se uma equacao diferencisal (equecao -
de Helmholtz) para o fluxo total de néutrons e umz diregao
preferencial na migracio de néutrans & considerada, obede-
cendo a lei de Fick. Esta teoris € relativarmente sinples ,
entretanto, devido &z hipoteses simplificadoras assumidas
durante a gua derivagdo, a mesma n&o desgcreve bem o compor
tamento neutrdnico nas proximidades de fontes explicitas e
fronteiras fisicas. Estes fatores sao de extrema importén-—
cla em pequenos sistemas, como por exemplo, oz reatores de

pesquisa.

Outros métodos foram desenvolvides em que solucdes da
teoria de transporte sao obtidas com boa preciszo, tais co
mo o método de expansac em termos de harrmonicos esféricos -

(PN) é o0 método de ordenadas discretas ou simplesmente méto

do SN .

No m&todo Py devido a Mark /27/, & dependéncia angu-

lar do fluxo de n@utronas & representada por uma expansao ,

mais comumente em harmonicos esféricos {(*), € a dependan-

(*)Em geometria plans ou esferice, ¢ método utilizs ¢ ex

T an
sac em polinomior de Legsmudre simplesnerte. pes



cia espacial & considerada en termos dos coeficientes des~

Sa exXpansao.

No método 8§, devido a Carlson /&, a dependéncia an
gular do fluxo neutrdnico & discretizada para um conjunto -
conveniente de direcdes., As integrais angulares sao entio -
transformadas por somatdrias sobre as diregoes discretas .
2 dependéncia ecpacial também &€ considerada para pontos dis

cretos o sisteoma.

Um mé&todo aproximado que fol recentemente desenvolvi-
do, ¢ método CN /1%, 3/ fornece recultados com boa precisao
e exlge tempo de computagio pequeno en relagio acs métodos

aproximados citados anteriocrmente.

Uma versao mails simples deste Gltimo ver sendo desgen~
volvida atvalmente, o método F,. Suas equagdes bisicas sgao
mais simples e mesmo sua zolucao numérica € mais eficiante.
A obtenc@o de suas equagoes analiticas badsicas & feita com
o emprego do método exato de Case(*), e em seguida o fluxo
angular & aproximado por uma expansao em série, truncada num
determinado termo. Os fluxos ungulares sio determinados ape
nas nas fronteiras dos meios flsicos, portanto, & varidvel -
espacial nac aparece erxplicitamente. Intretanto, os fluxos -
no interior dos meiecs fIsicos podem ser deturninados atrevas

dos fluxos nas interfaces.

(*) 0 metodo FK empregs epenas as proepriedades de ortogonsli
dade de intervalo completo, que € simples em relacdo &2 pro-

priedades ' meic intervale.
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1.2~ Histérico

Nesta secgdo € apresentado de forma resumida, ¢ desen-
velvimento histdrico da teoria de transporte até o atual es
tigio, dando-se énfase &o método exato de expansi@o em auto -
funcoes singulares, uma vVezZ que O método aproximado FN’ con

siderado neste trabalho € estabelecido a partir do mesmo,

Os primeiros trabalhos relacionadeg & teoria de trans-
porte osurgivam em estudos de transferéncia radiativa ne

caempo da astrofieica /15,29/, a partir de 1921,

Quanto & aplieacdo da teorie de transporte no  Ccampo
nuclear; o seu desenvolvimento teve inicio através dos méto-
dos aproximados (P, Sy e outros) /2,10/ cevido ac necessida
des de cardter essencialmente prético que a construgac dos
primeiros reatores impunha na €poca.

Em relaqﬁo aos méetodog exatos, um grande desenvolvimen
to foi atingido com & introdugdo da técnica de expansio en
autofungoes singulzres, independentemente proposta por Da-
vison /9/ em 1945 e por Wigner /44/ em 1955 e sua aplicacao
fol feita por Van Kampen /42/ em 1955 em trabalhos de oscila
cao do plasma. No entante somente em 1960 & que Cace demons-
trou convincentemente & generalidade e o poder deste método.
A publicagao deste trabalho permitiu a solucéo de diversos -
problemas nos modelos de um e dois grupos de energia,er geo-
metria plana. Pode-se citar entre outros, o problere do rea -

tor tipo placa, sem refletores, devidn a Zelazny /45/ e o



mesmo problema , com a placa constitulda por virlas canadas
de materiais diferentes e com refletores por Kussell/22/ .
Nesta mesma época Case e 2weifel /7/ deronstraram os tecre

mas de existéncia e unicidade das autofuncdes.

0z trabalhos citados utilizam as propriedades de orto-
gonalidade de intervalo completo, isto &, para pe(-1,1)(*)
tornando & aplicagio bastante dificultosa em problemas de
um meio semi-infinito e problemas de dois ou mals melos adja

centes.

Ruscer et al/2l/ simplificaram as solucgdes de tails pro
blemas com a introdugac de propriedade de semi-intervalo -
(0, 1), o que facilitou e extendeu o camnpo de aplicacao do
métedo. Estas propriedades permitiram sclugdes de problemas
¢e neios finitos /25/, problemas cor espalhamento anisotrépl-
co /24, 34/, como tambén, foram resolvidos problemae em geo -

metria cilIndrica e esférica /43, 11 /.

Para o modelo de dois grupos de energia, o método de
Case fol aplicado inicialmznte por zélaﬁny e Kuszell /46 / .
Posteriormente, Siewert e Shieh /3%/ conferiram maior rigor
matematico (no mesmo modelo) discutindo ¢ teorema da completi
vidade das autofungoes para expanstes de intervalo cospleto ,
bem como propriedades de ortogonalidade e normalizacdo. Estes

problemas se restringiram a meiosg infinitos.

T

i o i

{*) Em geometria planz, v = corl, sendo € o0 angulo cempreeu-
dido eatre a coordeneds esnscizl irdependente ¢ & Cirecao de

movimento de neutrons.
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Pahor e Zweifel /32/ , em 1969, empreguram uma nova
técnica baseada na combinagée do método da invarianga com
o método de Case, demonstrando sua aplicabilidade em pro-
blenas de semi-espagos. Este método determinava a distri-
buicic de nButrons emergentes da superficie de um melio se
mi-infinito, conhecendo~se a incidente. Fm 1972, Siewert
e Ishiguro /38/ intrcduziram a matriz H para determinar -
as propriledades de ortogonalidade de meio intervalo e re-
solveran prcbleﬁas de semi-egpacos. A existéneia e unici -
dade foram demonstradas psralelamente por Siewert et al/4l/

e Burminston et al /4/.

s dificuldades destes métodog € & de. pecalr em sig
temas de equacoes singuleres para os coeficientes, tornan-
do a solugao numérica muiteo trabalhosa de acordo com o
problena considerado, e ag verers &0 invifvels como & o ca-
so dos problemas multi-regites. Entretanto, num trabalho
recente /16/, Ishiguro propds um novo mdtedo { método de
regularizagao das equagdes integrals singulares), vilido -
nos modelos de um e dois grupos de energla, e em principio
pode ser aplicado a gqualquer problema de multi-regiGes. Di-
versos prohlémas foram resolvidos, seguindo esta filosofia,

por Ishiguro e Garcia /13, 17/.

Quanto ao método aproximado FN' ¢ seu desenvolvimento

teve inicio em 1978 nos primeiros trabalhos devido a C. E

Siewert e P, Benoist /37/ e em segquidas por P. Grandjean e

C.E. Slewert /14/. Este método ven sendo introduzido também

na area de transferdinela radiativa /35, 36/, Todos o8 pro -

e i e o e
INSTVXUTCfH‘Pt&ﬁLlR»SerR.E’”C'SErdUthARESg
1 . P, E. N,

PR
s Y
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blemas até o momento 8Zo conciderados em geometria plana.

1.3 - Método Aproximado Fy

Os métodos de "solugdes exatas” (m@todo de expansdo
emn autofunqaes sinqulares e o método da antitransformada ,
basicamente), apesar de gerarem resultados numa forma ana-
litica fechada ou pelo menos desenvolverem a maior partc do
problema analiticamente, gio, em diversas situagoes de d4i ~
ficil aplicago, como por exemplo: restrigao quez:e exclusi-
va em geometria plena, & complenidade ﬁnal!tica se eleva =~
muito com o nimero de diferentes meios homogénoos ou s€ &
cor .iguracio da fonte € modificada, dificuidade matemttica

na descrigao dos modelos de multigrupcs , etc.

O método aproximado Fy foi,pela primeira vez,introduzi
do por Siewert e Renoist /37/ em 1978 e ven sendo ainda de

senvolvido.

Inicialmente este método foi aplicado com sucesso em
problemas padroes para modelos simplificsdos, tails comt:pro
blema de semi-espago com meio homogéneo na teoria de wm gru
po e espalhamento isotrépico, problema da placa plana no -

nesmo modelo.

Os resultacdos des pesquir-: inicilais mostranm que o
método conduz a equagbes finais particuvlarmente concisas

que s2o0 resolvidas numéricamente com facilidade, fornecendo
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resultados com boa precisao. Além do que este método &€ eco
ndnico no que se refere ds exigénclas dc tewpc de couwputa-
cio e promete ser de grande utilidale na gplicacéo a pro -
blemas nultiregices , o que constitui uma das principais -

dificuldades doc métodos exatos atuais, e a0 modelode multi

grupos.

& possibilidade zinda que a2 sua aplicagdo a geome -

trias esférica e cilindrica venha a se tornzr viavel.

l.4 - Objetivos

1 - Confirmar a simplicidade de aplicacgio e a boa pre
cisao do método numérico FN' recentemente desenvolvido, no
modelo de um qgrupo de energla, através da aplicagaoc do mes-
mo a problemas de criticalidade em reatores ceonstituldes de
trés reqgioces; cerne multiplicador, "blanket" e refletor .
Esta Ultima & considerada para duas situacoes diferentes ,
dependendo da espessura ser finita ou infinita ( a solugao

desses problemas por este método & original).

2 - Desenvolver a teoria do mitode Fy para o mnodele
de dois grupos. Aplicé-la a alguns problemas simples, obten
do resultados numéricos , discuti-los e apresentar sugez -

toes para trabalhos posteriores.



ot
Lad

2. PUNDRMENTOS BASICOS DA TRORIA DE TRANSPORTE

0 método eaproximade F,,, que & o escopo deste trabalho,

N'
é estabelecido a partir de propriedades b&sicas da solugio -
exata da eguacgd@o de trancporte, por meio da expansao em auto

fungoes singulares /7/.

Portanto, neste capitulo, san considerades os fundamen
tos tedricos necessarios para os modelos de um e dois grupos,
Achou-ge conveniente incluir preliminarmente o modelo de mul
tigrupos, uma vez que os modelos de um e dois grupos consti
tuem casos particulares do mesmo. Este capitulo é apresenta-
do de forma condensada, uma vez que descrig¢des tedricas mais
pormenorizadas podem ser encontradas nas refereéncias basi-

cas /2, 10, 7, 38, 39/.

2.1 - A Equagao de Transporte de Néutrons

Seja um volume arbitrério dv, localizado na posicdo ge

nérica r do espago.
Define-se no interior deste volune:

N{( E,Q,E,t) = Densidade angular de néutrons , que representa
o nimero médio de ndutrons na posicac r, com
velocidades na direg@o R e energia E no tempo t,

por unidade de volume , zZngulo s61ido e encr -

gla.
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v

Aqui, 0 = —— , gque & um vetor unitirio que repre-
v

senta a direcao dos néutrons, com velocidade vetorial v e

escalar | v | = v .

De acordo com a definigio de N(r,Q,E,t),N(r,Q,E,t)dvdldE
e o nimero de néwptrons no instante t, num volume dv.
possuindo energias entre E e E + dE e diregoes entre Q

e Q+dn .

Considerando-ge a conservagao do numero de néutrons
N(x,Q,E,t)dvdQdE no tempo, fica estabelecida & lei fundamen-
tal que descreve o comportamento neutronico neste volume dv,
que € uma equagzo de balanco . A partir desta lei deduz-se a

equagao geral de transporte de néutrons:
2 N(E,Q,E,t)+ngN(g,g,E,t)+g(£,E) vN(g,g,E,t) s
3t

= fei g0z, ENE(X,2°,E + 2,E)vN(z,0',E",£)a0" B +0(x, 2, F, t)

2.1.1

onde,

N(r,Q,E,t) = 3ja definido.

o(r,E) = Secgao de choque macroscdpica total - probabilida-
de de interagio ,em r,entre o neutron com energia E

e o meio, por unidade de comprimento (em™1) .

£(x:;Q'E'+Q,F)dNdE = Fungéo transferéncia - & a probabilidade
de que emerjam neuvtrons secundarios com

direcoes entre 1 e+ d92 e energizs en-



tre E e F4+dE de une interacldo,em r, ocorrida
entre um néutron,com direcac @' e energia

E', e um nicleo.

o(r,Q,E,t) = Termo fonte - nimero de ndutrons que cdo in
troduzidos na posicao r por fontes exter -
nac , por unidade de volume, de &ngulo s6li

do, de energia e de tempo.

O significado fisico de cada termo da equagao, apds a

rultiplicagao de cada um por d4E aQdy , € o tgequinte:

2 N(E,Q,E,t)dEdev = Taxa de variagao da densidade angular

3t
de neutrons, que possuem energias e dire-
¢oes entre E e E + dE , e % e Q+ 40, res

pectivamente, no volume dv situado em r

VQV(E,Q,E,t)dEdev = Taxa liquida de neutrons que saem atra-
vés da fronteira do volume dv localizado na
posicao r , com anergizas e direcoes entrec
EeE+dE, Qe Q + dQl, respectivamente,noc

instante t,

vo(r,E}N(r,R,E,t)dEdRAv = Taxa de néutrons que sofrem intera
¢oes, no velume dv localizado na posigéo r,
que saoc absorvidos ou saem do intervalo con

siderado de energia e direczo.

Jefqio(x BN E(x:0" ,E'+Q,F)¥N(zr;:R',E',t)dE"AQ'dFd0dv= Taxa -
de néutrons transferidos, no volume dv loca
lizado em r, de quaisquer energias e dire -

¢oes, para quaisquer eneragias e/ou direcodes
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entre E e B + dE e, § e Qo+ aaQ , res

pectivamente, no volume dv, no instante t,

0(x,0,E,t)dvdrd = Taxa de néutrons produzidos por uma fonte
externa, com energias e diregoes entre E
e E+dE e @ e @ + 40, respectivamente, no

volume dv, no instante t.

2 equagao de transporte também pode ser representada

L B (r,0,R,04090(x,0,E,t) 40 (£, E) Y (£,Q,E,t)

v at

= fpifqioz BN E(E2)B+0, B v (X, B, 1) 40" +0(x,8,E,t) ,

2.1.2

onde: vlg,0,8,t) = vN(x,Q,E,t) 2.1.3

Esta 0ltima expressac & o fluxo angular de néutrons ,
definido como sendo o numero de neutrons por cmz, por segun
do e por unidade de Anqule no volume dv, localizade na posi

cao r do espaco.

ho ser derivada a equagao de transporte, alqumas hipd
teses foram consideradas, que a rigor, nem scempre poden ser

justificadas na pratica. Principalmente, os sequintes efei-~

tos sao desprezados:

PINCTITUIG D0 0800 208 0 oL R LETID B L UL EARES
| P S S R
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- Comportamento Ondulatdrio

O néutron & considerado uma particula puntual, sendo
assim completamente caracterizado pela sua posicao e velo-
cidade. Para néutrons de energia muito baixa, o comprimen-
te de onda & comparé@vel as distancias interatdmicas. Com
isto, as seccoes de chogue sofrem uma dependéncia da orien-
tagao dos néutrons. No entanto, estes efeitos sao despre-

ziveis em Teoria de Reatores.

- Flutuacoes Estatisticas

Em estado estaciondrio, as flutuagoes nac causam des
vios apreciaveis na densidade angular de néutrons preditos
pela equagdao de transporte. Essas flutuagOes, em regime per
manente, s20 denominadas ruidocs do reator de modo geral, e
sua descrigao pode cser feita através de outras teorias, co-

mo a analise de Fourier.

- Correcoes Relativisticas

Nos casog de interesgse para a Engenharia Nuclear néao
h&a necessidade de se considerar os néutrons de energia mul

to alta, onde as corregoss relativisticas seriam importan -

tes.

- Interacao Neutron-MNeutron

Mesmo em reatores t&rmicos operando em um alto fluxo

de néutrons, a densidade dos mesmos & menor que 1011 néutrons

por cm”, que € pequena quando comparada com dencidades nu -



hnd 22 - 3 - i
cleares que sao da ordem de 10 nacleos por cm~ nos solidos.
Assim, as interacgdes néutron-néutron sao bem menos frequentes
do que interagoes neutron-nicleo. Desprezando-se essas intera

¢oes a equagao de transporte fica lineear.

A equacao de transporte (Boltzmann) inclui termo nao
linear para a teoria cinética de gases, onde colisoes ocorren

do entre moléculas sao relevantes, que naoc & o caso dos néu -

trons.

- Néutrons Atrasados

Considerados no estudo de cinética de reatores, onde &

descrito o comportamento temporal do sistema. Para o estudo

t

em estado estacionario nao had necessidade de consideré-los

conmo & o caso deste trabalho.

- Dependéncia Angular das Seccoes de Choque

Ocorre para casos muito raros, como pare alguns crig -
tais.

- Desintegracao Radioativa do Néutron

Visto que o tempo de vida dos néutrons no meio mate -
rial &€ insignificante, comparado a sua nela~-vida, desinte -

gracoes radioativas nao sio levadas em conta.

-~ Polarizacao

Os efeitos de polarizacao devido a interacces do "spin"

e momento magnético dos neutrons, néo sio relevantes em teo-
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ria de reatores.

A equagao geral de transporte de néutrong representa
bem a realidade fisica para os casos de interesse em Engenha
ria Nuclear, apesar das limitacCes descritas, serem, impostas

no desenvolvimento.

2.2~ A Equagdo de Transporte em Geometria Plana no Modelo Mul

tigrupo e Espalhamento Isotrdpico

Considerando-se o caso estaciondrio, em geometria pla-
na com simetria azimutal (simetria na superficie de qualquer
cone gerado em tornc do eixo z ), a equagao de transporte re

duz-se a:

n ’g"‘ v(z,u,E)+0(z,E) ¢(z,1n,E)= JEIIQUG(ZIE|)f(zFQ'E""’QIE)
z .

Yl{z,u',E")YAQ 'EGE'+ Q(z,u,E)

2.2.1

onde u = k.2 , sendo k o versor na diregzo z.

Considerando-se que as seccoes de choque nzo variam -
com a posigao num meio uniforme e que a func@io transferéncia
depende somente do co-seno do &ngulo de espalhamento uaﬂg.g',
pode-se expandir o termo de transferéncia em polindmios de

Legendre, aseim:

C(E‘)-f(E""E;uo)’ = z 2!.+1

o, (E'-E)P, (1 ) 2.2.2
L= 0 4n L 1o



Retendo-se apenas o termo de ordem & = 0 ( espalhamen-

to isotrdpico), a equaczo (2.2.1) pode ser escrita coro:

u~3 $(z,u,E)+0(E)Y(z,u,E)= %‘IE.IH.GO(E'+E}¢(z,u',E')du'dE'+
9%

+ 0(z,u,F) 2.2.3
0 intervalo total de energia & dividido em G grupos .
Integrando-se a Equacdce (2.2.3) para cada sub-intervalo de

energia, obtém-se um sistema de eguagdss integro-diferenciais

scopladaes do tipo:

G

] 1
v =<y, (z,w) 4o, 0 (z,u)= 1 I o, b (Z,mt)an'4q, (z,u);
NS 1Y 7 gop 4oy 13V 1
i=1, 2,...,G, 2.2.4
onde,por definigao:
q’i(ztu’ “fi‘fj(zvu'E)dE 2.2.5
fio(E)w(z.u,E)dE
oy = 2.2.6

fitb(z (U ,E)AE

i} [3w(z.u.E‘)jioo(E'+E)dEdE'

Opy = 0t 2.2.7
-
3 Jj‘{«‘(chrE‘)dE'
qi(er) = fi 0(z,u,E)dE, 2.2.8
p&ra i = l' 210-0 IG € j l‘-‘J- ? 2'000 IG e

As secgbes de chogue médias de grupo oy € Oy4¢ seguin

do as definigoes acima, deveriam cer escritas como funcgdes



de =z e u. No entanto, evita-se, sempre que possivel, traba-
lhar com seccdes de choque dependentes de z e p, para simpli
ficar o problema. A maneirz usual € assumir a separabilidade
do fluxo angular em funcoes de ( z,u) e (E) , © que muitas -~
vezes nao & uma boa suposicao. Métodos melhores sao apresen-
tados na literatura /2/. Neste trabalho considera-se que es-
tes parametros sejam calculados, de alguma maneira, como sen
do independentes de z € p no meio homogéneo.

A seccgio de choque de transferéncin € dada por:

i3
Gij n O“ij “r Xi "w U 2.,2.9

onde osij representa a secgao de choque maeroscdpiea de trang
ferencia do grupo 3 para o grupo i por espalhamente isotrdpi-
CO, Ogy € a secc2o de chogue macroscdpica de fissdo do grupo
3y Vey € o nimero médio de néutrons emitidos por fissido gera
da por neéutrons do grupo j e X4 é definido como sendo a fra-

¢ao de néutrons de fissdo que aparecem no grupo 1.

O sistema de equac¢des do tipo da Eq. (2.2.4) pode ser

representado por uma eguac2o na forma matricial:

1

u*%* glz,m) + Iy(z,u) =8 f it.t'(z,u')du‘ + qlz,u). 2.2.10
z -1 e

onde,

Y(z,u) - vetor dos fluxos angulares dos G qrupos;

I - representa a matriz diagonal G % G com os elemen

tos 04 na diagonal principal;
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S - representa uma matriz guadrada G x G com ele -

o

- G e L
mentos S14 5 Gij .

Como reste trabalho somente sao considerados sistemas

gsem fontes externas, & equacao (2.2.10) pode ser reescrita:

Yp(z,u)+ ILv(z,u) = 8 j'ilg(z.u‘)du' 2.2.11

b =3
S8
0 o

H&,assim, necessidade de encontrar-se apenas as solucgoes

homogéneas das equacoes.

2.3 - Solugdo Flementar da Equagio de Transporte no Modelo

de um Grupo

Para este caso particular considera-se o grupo como
contendo o intervalo total de energias poszivels dos néu -

trons,

Retomando~se & equagao matricial(2.2.11) para G=l, ob-

tém~se a equacao valida para o grupo.

n 3 Pz, u)+ opl(z,u) = i jl Oy blz,utan’ 2.3.1
32 2 -1

Para esta equagdo foram utilizados o fluxo e secgdes
de chogue do grupo, onde o fluxo de grupo representa a inte
gral do fluxo angular no intervalo total de energia, e¢ as
secgoes de choque do grupo representam as seccoes de choque
dependentes da energia ponderadas pele fluxo angular no in-

tervalo total de energia, de acordo com as definicoes(2.2.5)
a 2.2.7y (*).

e

e ad

(*)Para um grupo de ecnergis omitiu-se o Tndice i=1 no fluwo
e na gecgac d» choque total,
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Da definicao (2.2.9) , a secgac de chogue que aparece

no integrando da equacao (2.3.1), pode ser expressa cono
sendo:
Pord + " 2‘3.2
011 F 95 ¥ Vg ¢ ¢

onde o representa a gseccdo de chogue macroscodpica de espa-
lhamento , o € a secac de chogue macroscopica de fisséo e

v, & o nimero médio de néutrons emitidos por fissdo.

£ conveniente expressar-se distancias em termos de 1i-
vre caminho médio de colisdo, através da varidvel Gtica, de

£inlda como sendo (na sua forma mais geral):
X = jz o{z')dz' 2.3.3
. 0 L] ‘ » »

Como neste trabalho somente se consideram meios homo-—

geENneos:

¥ gZ £Z.3.4

Considerando~-se esta definicdo, cbhtém-se de (2.3.1) :

u 2. Px, )+ Or,u)= c/2 j}lw(x,u')du’ ’ 2.3.5
%
onde,
og_ 4V o,
c - 8 Ei f M 2-3¢6
o

que representa o nimero médio de nButrons secundirios aque

emergen de uma interagio entre um néutron e¢ um nicleo.

A equagao (2.3.5) representa a equacdo bésics do mo-

delo de um grupo de enerqgia a ser utilizada neste trabalho.
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- Técnica de Euxpansio em Autofuncoes Singulares

Nesta seccao descreve-se resumidamente o método de ex

pansdo em autofungoes singulares ( método de Case) /7/.

0 processo utilizado € o de sﬁparagéw de variaveis, e
a solugio geral obtida para o fluxo anqular de néutrons &

constituilda de termos assimptdtices e de um termo continuo.

0 método empregado & descrito a sequir:

Considerando-se a equagdo (2.3.5), propde-se a solu -

cao do tipo:

Ylx,u) = ¢ (v,wexp(="/v), 2.3.7

onde ¢ (v,u) sz2o as autofungdes e v os autovalores correspon

denteas.

A expressao (2.3.7) substituida ne equacic (2.3.5) e
efetuado o cancelamento da variével espacial resulta na se-

guinte expressaoc:

(v-u)é (v,u) = X 2.3.8

2
onde se fez uso da normalizacdo & unidade:

JL ey au =2 2.3.9

H& dois casos a serem considerados:
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CASO 1 v £ (~1,%1}

Neste caso, da expresszo (2.3.8) resulta:
g v 2.3.10
¢(\’l1‘l) &= 2 mE—————r - - X
v -y

que inserida na equacao (2.3.9) fornece a condigao:

cv '.1 du

y - SV = 0 2.3.11
2 -1 v-qu
ou,
1 -5 gy | ¥ a0, 2.3.12
v-1

A equacao (2.3.12) determina os autovalores v, e para

este propdsito define-se a funcao da dispersao:

Az) = 1-S3. gn 12X 1) 2.3.13
: 2 z ~ 1

ou numa outra forma:

1

A(z) = 1 - ez tanh 1 %» ), 2.3.12

onde o argumento 2z representa qualquer nimero no campo com

plexo.

A fungao de dispers@o apresenta as seguintes proprieda

des:
(1) A(2) = fR(-2)
(2) A(z) = A% (z%)

(3) A(z) & analitica em todo o plano conmplexo, exceto
no eixo real de -1 a 1.



(4)

(5)

(6)

ve-existir uma ralz v, real neste intervalo e outra raiz - v

26

Pelo teorema do argumento demonstra-se que A{z) tem gomen

te dois zeros no dominio definido em (3) /7/. Logo, de
(3y e (2) seque que as raizes de A(z) poden estar somente
no eixo real (exceto no intervalo de -1 a 1) ou entao so-
mente no eixo imagindrio. Considerando-se somente o eixo
real positivo, verifica=~-se ainda gue:

tim A(z) = - o
z-+1

Lim A(z) = 1~ ¢

Z oo

Se ¢ < ,A(z) muda de sinal entre 2z = 1 e 2 = =, assim de~

C

real como decorréncia da propriedade (1)}.

Como A(z) possui ralizes reais somente para ¢ < 1 seque

que para ¢ > 1 as ralzes sao imaginérias puras. Para c =1,A(2)
apresenta raiz dupla no infinito.

Simboliza-se essas raizes por + Ve que sao autovalores

discretos . As autofungoes associadas a esses doils autovalores

sac dadas por:

¢ {+ UO,H) = ’ 2.3.15

NG

e as duas solugoes para a equagzo de transporte sao:

CASO 2

wo H{x,n) = ¢(+ vO,u)exp(; x/vO) . 2.3.16

ve(-1,1)

Neste caso,como a variavel p pertence ao mesmo  inter-

o eyt

TRSTUTUTC 0 Do Sab Bk RIE T D0 L CLEARES b
i FOF. N :

oy



valo que ¢ autovalor v, podem coincidir e, & rigor, a egua-
cao (2.3.10) nao pode ser obtida da expressao (2.3.8), de-

vido 4&s sinqularidades. Se a autofunqim d{w,u) puder ser
uma distribuicac /31/ , ela devera conter um terwmo propor-
"cional a § (v -u). Portanto, da eguagio (2.3.8) pode~se con

cluir somente que:

v

& (v,u) = %Pv + A (V)& (u, V), , 2.3.17

v~ q

onde o simbolo Py significa que a integral sobre y oun v de-
ve ser efetuada pelo valor principal de Cauchy /12/, 8§ € o
delta de Dirac e A(v) & uma fungao a ser determinada através
da condi¢ao de normalizacao. Logo, inserindo-se a egquacao -

(2.3.17) na eguagao (2.32.9) resulta:

1=Svpv ! & aqw, 2.3.16
2 -1 v=-

encontrando-se, explicitamente:

Af{v) = 1 ~ ov tanh'lv 2.3.19

Portanto, existe uma continuidade de solucces, dadas

por:

b (x.u) = ¢ (v,1)exp(-x/v) , 2,3.20

para todos os autovalores continuos reais tal que -~l<v<l.

Uma propriedade imediata da autofung&o ¢ (E,u} &:

$(E,~ u) = ¢{(~E,p) . £ = v, ouve (0,1}, i.3.21

como se pode verificar em (2.3.1%5) e (2.3.17).
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Resumindo cada caso descrito:

{1) Para v¢(-1,1), existem:

+4
a) para ¢ <1 + 2 raizes reais ~ v,

- +
b} para ¢ > 1 + 2 ralzes imaginarias para - v,

c) parac=1 =+ = (raiz dupla).

com as correspondentes autofungoes ¢(tvo,u),fornecendo duas

solucdes discretas através da expressao (2.3.16).

(2) Para v real ¢(-1,1) existem:

uma continuidade de autovalores v no intervalo citado, sen
do que, a cada autovalor v corresponde uma autofung&o -
¢ (v,u), fornecendo uma continuidade de solucoes do tipo -

(2.3.20).

Portanto, a solucao geral pode ser representada por

uma combinacado linear das solucdes encontradas:

m(x,u)wh(vo)¢(vo,u)exp(~x/vo)+A(~vo)®(-vo,u)eﬁp(ﬂ/vo) +

fl A(v)d (v, ) exp (~x/v}dv  2.3.22
-1

onde A(v )}, A(-v ) e A(v) sdo os coeficientes da expanszo,
que podem ser determinados por meio das condigoes de contor
no do problema especifico. Entretanto, a determinacdo des-
tes coeficientes nao € necessdria na eolugao através do mé-
todo aproximado F

y¢ POis 08 mesmos aparecem apenas em pas

sagens intermedidrias do desenvolvimento de equacdes.



As condicdes de contorno podem ser classificadas em

dois tipos:

de intervalo completo - que resultam em expansdes do

tipo:
f(p) = A(vo Yo ( V¥ y o+ A(-—vo)q&(wc,u )y +

+ 1 Aty dan . eet-1,1), 2.3.23

de melo intervalo - que resultam em expansdes do tipo:

gUI=Av )6 (v m)+ [ AW lv,mav,  pe(0,1) 2.3.2¢

onde f(u) e g(u) sao funcoes continuas cophecidas.

As expansoes (2.3.23) e (2.3.24) sao completas /7/ pa-

ra qualquer funcao que satisfaca as condig¢des de Holder /12/.

As autofuncoes, tanto de intervalo completo como de -~
meio intervalo, apresentam propriedades de cortogonalidade e
normalizacao /2,7/ que possibilitem a determinacao dos coefl

cientes de expansao.

Na técnica de solucdes exatas, a expansao de intgrvalo
completo € aplicada a uma classe restrita de prcblemas, sen-
do possivel, entretanto, dividir-se as condicoes de contorno
de intervalo completo em duas de meio intervalo (exceto para
problemas de meio infinito) resultando em expansdes do tipo
de equacao (2.3.24), que permitem a utilizacdo das proprieda
des de ortogonalidade de meio intervalo, que possul maior ver
satilidade de aplicacao em problemas, Ha uma vasta lista de
referéncias bibliogréficas de problemas resolvidos pela téc-

nica de solugoes exatas /16,26,33/.
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A solugao de problemas através do método aproximado

Fy» entretanto, requer apenas as relactes de ortogonalida-

de de intervalo completo, que & de aplicaczo muito simples

em comparacao as de meio intervalo.

Ortogonzlidade e Normalizacao dag Rutofuncoes de In-

tervalo Completo :

Para este trabalhe szo suficientes zs seguintes reln

¢Oes de ortogonzlidade /2,7/:

fllu (&) ¢ E',u) dp = G, £ £,

onde, E,E' = 4v ou ve{~1,1).

f_l_lmﬁ (X v ,uddtd v ,u )dr = N+ v )

€,
fl ( ‘.‘ [ o om [ 8
phe(v,u) 0 v de = N(v) Sy ~v' ),
C \73
onde, N(# v )= B & [ - . ]
z_ 2
Ve i v
e, N v) = w[ AT (wye ( TEV,H?)
2

2.3.28

2.3.28

2.3.29

mag, estas fungoes, N(+ vﬂ)e M{ v}, nfio g8o neceszirias na

solugao pelo método aproximade Fy -
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2.4 - Solucdo Elementar da Eguacgao de Trunsporte no Modelo

de Dois Grupos

Para este caso particular, considera-se o intervalo o

tal de energia dividido em dois grupos .

A equagio de transporte no medelo de dois grupos na for
ma matricial pede ser obtida da eguacido (2.2.11), onde oz pa-
rametros e o fluxo angular sao considerados para G = 2, obten

do-se um sistema de duas equagoes integro-diferencials aco -

pladas.

Nesta equagao o fluxo de cada grupo representa a inte
gral do fluxo angular no intervalo de energla de cada grupoe ,
e as secgoes de choque de cada grupo representam as secgo2s -
de choque {(dependentes da energia) ponderadas pelo fluxo angu
lar no interwvalo de energia de cada grupo , de acordo com do-

finigoes ( 2.2.5) a (2.2.7).

Escelhendo-se convenientemente or grupcs de encrgle po-
de-se ter sempre g1 > 0. Dividindo~se as duas equacdes por
¢,r © que & equivalente a se considerar as duas equacdes es -~
critas em termos da variével adimensional x = g,z (medida em
livres caminhos médios dos néutrons do segunde grupo de

energia), dencminada varidvel éptica.

As duas equacoeEs sao:

3 , 1 . 1
B g;~ Py () + op, (z,u)= qlldflwx(x'“‘)a”'+q12,f«lwz(xvu')du':

2.4.1
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e,

‘ 1
u «3-wz(x.u)+ pAXm)= 954 !Elwx(x,u')du'+q27 jmle(x'U')d“"
ax < ‘

2.4.2
onde, o = o0;/0: > 1, 2.4.3
€ qy4 = Gij/.2oa , 1 =1,2 e 3 =1,2 2.4.4

As duas equacoes (2.4.1) e (2.4.2) podem ser reprecsen-

tadas pela forma matricial:

3
Ix

y I (x,m)+ IIC, W =0 ]"lg;cx.u'mu' , 2.4.5

onde foram definidas as novas matrizes:

ﬂ’x (xl‘l)
Ty = 2.4.6
¢2(x,u)
O O
T
~ = 2.4.7
o 1

2.4.8

1

Supondo-se que a matriz Q nao seja diagonal ou trian-

gular (qlz.qzi # 0), define-se uma matriz:
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= ‘
1V 921 /g3

19
H]
™
*
LN
*
0

Fazendo-se a transformagadc:

Tix,w) =270 ¢ G 2.4.10

substituindo~-a na equacio (2.4.5) e a seguir multiplicando-se

cada termo pela matriz P , pela esquerda, obtém-se:

wd g Eoplw) = C [T uutdn , 2.4.11
x - -~ -1

onde a matriz simétrica C € definida como sendo:

c = p.o.p7} 2.4.12

0 caso em que a matriz § & triangular pode ser resolvido

pela teoria de um grupo de enerqgia. O caso particular em gue

det.Q = 0, foi resolvido por Siewert e Zweifel /40/.

- Técnice de Expansgo em Autofungdes Singulares

Propondo~se para a equacao (2.4,11) uma solucgio do

tipo /37/:

wv(x,u) = F(v,u)exp(~x/v) 2.4.13

-~ -

onde, analogamente ao efetuado para o modelo de um grupo, v

fa . P

DN TI LT D T Ean B L T TUUARTSE G
[ P EN, !
A . -
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representa os auntovalores e F(v,u)representa, o vetor de au-

tofuncoes ( ou autovetor).

A expressao (2.4.13) substituida na eguagio (2.4.11

fornece:
[veI - uIlF(v,u) = vCMv) 2.4.14

onde: I é& a matriz unitéaria,

M) = [T Etv,utay! 2.4.15

-

Existem doisg casos a se considerar:

Caso 1 ~ v ﬂ (-1,1)

Para este caso o auntovetor & representado por:

F(+ v,u) = v D(v, + u)CH(V), 2.4.16

onde definiu-se:

Dev, + w = [vi17ur]™ 2. 4.17

)

Substituindo~se o equacidoc {2.4.16) ns eguagzo (2.4.15)

resulta:

1 .
[I-v /[, Dlvoddu € JH(w) =0 2.4.18

Considerando-se esta equacio como duas equagdes linea-

res acopladas para os elementos do vetor M(v), o autovalor -



deve satisfazer:

A{v) = det.h (v) = 0, 2.4.19

onde define-se a matriz de dispersao como sendo:

AMz) = 1 - z -[-]:1 D(z,u)anC, 2.4.20

~ ~

gue pode ser representada também por:

du

Az) =T +z [Lum

2.4.21
- z
onde,
By O 8 (u)=1, para uel-1/_, 1/,) 2.4.22
plu) = >
0 l 6 {u)=0, de outro mcdo,
Nota-se na expressao (2.4.20) que,
Al-z) = A (2) 2.4.23
~ deduzindo-se, portanto, que:
M(-2z) = M(z) 2.4.24

Siewert e Shieh /39/ publicaram o nimero e os tipos de
raizes da fungdo de dispersfo; havendo a possibilidade de -

exigtir um par de raizec (+v;) ou dois pares de ralzes (+ v,

et v;) reais e/ou imaginidrias (possibilidade de duas ralzes

no infinito tembém). O nimero e tipo das raizes dependem de

o e dos elementos da matriz C.
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Essas ralzes sao denotadas , neste trabalho, por
v k=1,2,..., K.

Caso 2 - vei{-1,1)

£ conveniente definir-se inicialmente:

Regido () =+ vel- l/0 , 1/0)

Regiao (:) + ve(~1,-1/0) U (/0 ,1)

Foi verificado que os autovetores encontrados para

este caso sao:

rD = ostvm+ed o) sl 01 ,0e1,25ve regtio®

2.4.25
2(2)(v,u)-{v§(v.u)+w(2)(v) Q(v.u)]gg(z)(v)g%regiio @
z.‘-.z&
onde,
Pv{ 1 ) 0 ]
Klvsp) = ov- u 2.4.27
0 Py ( 1 )
v o=

€,
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§ (ov- u) 0
, 2.4.28

§{v,u) = 0 (v~ u)

e w(v) & um parfmetro determinado pela insercio das eguagoes

(2.4.25) e (2.4.26) na equagao (2.4.15), isto &, da condicdo:

det.[ A(v) —w (v) ¥ (v) 1= 0, 2.4.29
1 du '
onde’ L(\)) e “_g 4+ v Pv ! 1 \b(u)._...... 2.4.30
‘ -l & u- v

A equagao (2.4.29) fornece uma solucao w(z)(v) para
ve regiao (Z) e duas solugdes para ve regiao 1). Para a re-
glao (:) a equacao € quadratica e portanto, as solugoes en

volvem radicais, sendo fungdes complicadas.

Foi provado que & solugao geral completa dz equacio de
transporte pode ser escrita em termos destes autovetores
F (v,u), mas, pelo fato da forma complicada dos autovotores
na regiao (i) » como citado no pardgrafo anterior, estes au-
tovetores nao sao muito convenientes. Siewert e 2weifel/40/

{1) e gél)

introduziram combinacSes lineares de F para a ob -
tencao de novos autovetores mais simples para a regido (i) '
podendo assim, ser estabelecida 2 sequinte solugao geral:

K
Q(X,u)wkil[A(vk)g(vk,u)exp(-x/vk)+h(~vk)@(—vk,u)exp( x/vk)]+

*}ﬁi)[Afl)(V)ﬁfl)(v.u)+Aél)(u)gél)(v,u)]axp(~x/v)dv +

. j}g A(z)(v) Q(Z)(v,u)axp(— x/v)dv, 2.4.31

onde, A(vyk), A(~vy), A{l)(v), Aél)(u) e A(z)(v) representam
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os coeficientes de expansio em autofungdes de Case, podendo
ser determinados com a aplicag@o das condigoes de contorno

especificas para cada problema considerado. Entretanto ,
estes coeficientes n3o sf#o necessarios na solugao de proble
mas através do método aproximado F

N

Estes novos autovetores £330 expressos como sendo:

1
- 4+ A (v)S{ov ~ )
(1) ~ cllvPJ;v~ " )+ 11
¢y (w,u) = ' , 2.4.32
| oy ) X2y (WIE( v =y )
\) -
VPJ 1 >+ A2 (V)& (ov- u )
(1) v.TH
¢ (\"u)gz y 2-4533
cypV "(\. )-Au(\))ﬁ(\:-u )
- "1
012\)
oV - 1
9(2)(v,u) - , 2.4.34
va(v)? )+‘ A{v)§{v-yu)
B v o~ u .
e,
: )
€12V
Sl v, w) = | oy + , k= 1,2,..., K, 2.4.35
ka(vk )
| Vi ¥ oy 1

onde foram utilizadas as fungoes,

A (E) = det.)(£) 2.4,36
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ou,

i
ME) = 1 = 201,810 gh— )= 20 BT (E)HACE T(E) Thgp— ), 2.4.37

para £ = ve regifo (2)

£(E)= c,y-2C ET(E%w), para £ = % v, ou ve regifio (2), 2.4.38

e Aij(a), i, = 1,2 gao os elementos de A(§), utilizados pa
ra £ = ve regiao (E) .

Nestas expressces as abreviegbes C = det. c e

1(£) = arctanh (£) foram introduzidas.

Uma propriedade imediata para os autovetores, conforme

‘expressio (2.4.32) a (2.4.35) &:

¢ (E,-w) = (=€) , 2.4.39

H-

para qualquer autovalor £,

Os autovetores ¢él)(v,v),m = 1,2 530 combinagdes linea

res de Eél)(v,u), a = 1,2. 0Os autovetorce ﬁtz)( v,u } e
¢ (+ Vi 1 1 ) s3o os autovetores g‘z){v,u) e {(ivk,u) ¢ Tespec

tivamente, com normalizacio particular.

A solucao geral expresse por (2.4.31) & a que serd uti

lizada neste trabalho.

BRs condicoes de contorno dependem do tipo de problema,
podendo ser classificadas como sendo de intervalo completo -

ou de melo intervalo. Em ambas, fol provado gque a solugao



40

(2.4.31) forma um conjunto completo de autofuncoes /40/.

Similarmente ao modelo de um grupo; & solugi@o de pro-
blemas através do mé&todo eproximado Fyy no modelo de dois

grupos, requer apenas as relacoes de ortogonalidade de in -

tervalo completo.

- Ortogonalidade e Normalizacdo dos Autovetores de

Intervalo Completo

(1) ¢,

0s autovetores ﬁa (u), a = 1,2, embora mais conci-

BEOS que o0s autovetores gél)(v,u), n&o s&o ortogonals para
v = y', Entretanto, como foi discutido por Siewert e Zwei-

fel/40/, utiliza~se vetores adjuntos oonvenientes,assim:
1 -
[Zi2Gv e (v wudy = & N(v), k = 1,2,..., K 2.4.40

ffl§é})(v‘,u)§él)(v.u)udu = N(l)(v)ﬁ(v-v')ﬁae: o = 1,2;

g = 1,2; v,v'e reqiio (D

2.4,.41
1 (2 y
]_15( )(v',u)@(z)(v,u)udu = N(z)(v)ﬁ(v~ v');
v,v'c reglao (é) 2.4.,42
onde,
X(+ vk,u) = ¢ (+ vk,u) 2.4.43

(1) o ' '
Xy ' (v PHY=N,, (v )g{l)(v ,u)wmlz(d) g;l)(v',u) 2.4.44

(1) (s ' '
X7 vhu)= Nyq (v )@él)(v PH) =N,y (') 9{1)(v‘.u)

2.4.45
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x(z)(v‘,u)z @(2)(v',u), 2.4.46

tambdm, os fatores de ortogonalidade sao os seguintes :

]

2 2 2 :
Nygv)y =1 - 4011v1(au)+4v2[c111 (0v)+ €,Chy T2 (v )] +

+ ."2\,2 (cil + 012021) ’ 2.4.47

2.2 () -
Nij(v) = 4 [4c11 vit2(ov) + 4S,, vit?(v)-2vT(oV)

-2vt(v) + w?vi(C,y, + 01, 1 # 3, 2.4.48

2 ,
Nyp (V) = 1-4S,,vT(v) + 4v’[¢22T2(v)+ 0120211=(ov)] +

142 (2 2.4.49
+ nty (c22 + Clzczl) '
oV
2 k 1 2
N (vy ) =2v2 {c [ ———= 1t ( — ] +
k k 12 2_
(ovk) l OV
| 2 . vy 2.4.50
+[622~2Cvk1(—£~)J. [ zk T( L )J }
. Vg vk“J‘ Vi
NPy = wAf (vIaT v, ve regigo(1) , - 2.4.51
N2 () = At AT, ve regido(3) , 2.4.52

onde, Ai(v) denota os valores dos cortes dos ramos de A(2z)

quando este tende pelo semiplano superior (+) ou inferior(-)

em relacao ao eixo real.

Das expressoes (2.4.47) a (2.4.49) verifica-se a se-

guinte propriedade imediata:
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Nygv) = Nyo (-v), 1= 1,2 e 3= 1,2, ve regifo (Ij 2.4.53

Das expressdes (2.4.50) a (2.4.52) tem-se que:

N(-E) = - N(E), 2.4,54

para qualquer autovalor £,
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3. FUNDAMENTOS DA TEORIA DO METODO FN

»

NI
te introduzido por Siewert e Benoist /37/ para resolver apro

O método F,,, como eitado no Capitulo 1, foi recentemen

ximadamente problemas da teoria de transporte.

Primeiramente, o método foi aplicado aos problemas pa-
droes nos modelos simples tais como, problemas de semi-espa-
¢o de meios homogéneos na teoria de um grupo com espalhamen-—

to isotrdpico, e problemas de placa plana no mesmo modelo.

Mais recentemente, o método foi aplicado a problemas -

de multi-regices /35/.

Nestes problemas foram mostrados os seguintes méritos
do método Fy @
1. Anidlise basica e estabelecimento das equagoes funda
mentais, sio sinples em comparacao com a teoria de
difusao e o método aproximado P

ne €specialmente, pa

ra os problemas de multi-regioes /35/.

2. Calculos necessirios para se resolver as equagoes =
finais, sao muito menores do que se precisa para a
solucao exata e, s&o compariveis aos dos ocutros mé-

todos aproximados.

3. Pode-se ter boa precisao numérica com relativamente
baixa ordem de aproximacio, por exemplo: 3 a ¢ digi

gitos com aproximagao de ordem 5.
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0 método FN estd ainda em fase de desenvolvimento e
as pesquisas vém sendo feitas em varios aspectos tals como:
aplicagao do método a problemas com meio multiplicador, ex-
tensdo do método para outras geometrias, e desenvolvimento
da teoria do FN no modelo de dois grupos.

Neste trabalho serao abordados dols desses problemas:
aplicacao do Fy para o problema de criticalidade em geone -
tria plana usando-se medelo de um grupo, e desenvolvimento
da teoria do Fy e a sua aplicacac a problemas padrées no mo
delo de dois grupos em geometria plena. O desenvolvimento

do método Fy no modelo de dois grupos seré considerado no

Capitulo 4.
Basicamente, o método FN congiste das seguintes fases:

1. A solugao da equagao de transporte & escrita pela
expansao em autofungoee singulares, isto &, a solu
cao de Case.

2, Um sistema de equagoes integrais, exatas, acopla -

das & derivado, usando-se as propriedades dac auto

fungoes para os fluxos angulares nas interfaces.

3. Os fluxos anqulares nas interfaces siZo aproximados

por expansgoces polincmiais , com os coeficientes “x

bitrarios.

4, Substituindo-se estas expansdes no sistema de equa
¢oes exatas, citado na fase 2, & deduzido um siste
ma de eguagles 1inea:es algébricar para os coefi -

cientes das equagdes da fase 3.
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5. Este sistema de equagdes € resolvide por um método

padrao.

Neste Capitulo, o método basico de aproximagdo F, &
apresentado considerando-se dois problemas simples, no mode

lo de um grupo.

O primeiro problema consiste basicamente, em se deter

minar o fluxo refletido na interface situsada em x = —a1 e

o fluxo transmitido na safda situada 3 direita ( x = a, ),
sob as seguintes condi¢des fisicas impostas.
- Fluxo incidente em x = - ay do tipo:
P (- ul M) = U6 (ue(0,1), 8 = 0,1,2,... 3.1
- Inexisténcia de fluxo incidente em x = ay .
p (ay,~ u) =0, e (0,1) 3.2

A equacio de transporte homogénea (2.3.5) juntamente
com a respectiva solugao geral (2.3,22) sio reescritas, a

sequir, para a regido - a) € X <oy .

1
ufﬁ— Yi{x,u)+ Pplx,n)= E;/,lw(x,u')du', xc(-ul,al) 3.3
ax 2

yx,u)= A(vo)¢(v°.u)exp(~x/v°)+ A(—vo)¢(-v0.u)exp(x/vo)+

1
+f L BT s vanlexpl-x/v)dv, we(-1,1), xe(-ay,0y)

3.4



Na expressdc (3.4), para x = + @y, tem-se: .

v (+ al,u)=A(v0)¢(vo,u)exp(i al/vo)+A(-vo,u)exp(¥ ul/vo)+

+jilA(v)¢(v,u)@xp(+4 ay/ vidv, ue(-1,1) 3.5

Nota-se que estas espressoes repregentam duas expan-
soes tipicas de intervalo completo em termos das autofun -
_goes de Case. ?ode»se aplicar, ent&o, as relagces de ortogo
nalidade de intervalo completo ( 2.3.25) a (2.3.27), isto &,
multiplicando-se a expressao (3.5) por ug(-&£,u) e pélE,u) ,

= vé ou v elo,l) e integrando-se sobre ue(-1,1), obtém-ge:

1 -
S He(-E,m¥(F o ulau= A(-EIN(-E)exp(F a/E ), E€P , 3.6

1
J_peEm e oy wan= MEINE exp(T o) /8), EeP, 3.7

onde P representa o conjunto de autovalores positivos £

tal que, £ = v, ou ve (0,1).

Eliminando-se A(~LIN(-E) dasz duas equagﬁes representa
das pela expressao (3.6) e A(E)N(f) das duas equagbes repre

sentadas por (3.7), obtém-se as sequintes equacgcdes:

1
El(E )j,1u¢l*51u) ‘Mui ' U )dU" f},lu¢("£lu)¢’("alru)dugor 3.8

1
E 1
1“’]-1M(£.u)w-al.u)du -f_lu«b(ﬁ.u)w(al,u)du = 0, 3.9

onde , E, (£) = exp(~2al/6).
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Desdobrando~se cada intearal das equacoes (3.8) e (3.9)
em outras duas com limites de definicao para a variavel p en-
tre (-1,0) e (0,1) , efetuando-se alqgumas manipulagdes algé-
bricas nas integrais com limites (-1,0) de modo que estas £i
quem definidas entre os limites (0,1), fazendo-se uso da pro-
priedade (2.3.21) e finalmente aplicando-se as condicoes de
fronteira (3.1) e (3.2), obtém-se as seguintes equagdes expres
sas numa forma mails conveniente.

1
[Tvote v tcagmans &y ) fiutb(-&. WU lay )dy =
B & ] ~

1
=~[°u¢(~€,u)u°¢u. EeP, | 3.10

;[1u¢(5.u)w( al,u)du+31(2) {1u¢(~£,u)w(—u,,—u)du =
(o) < O .

= £, (0) fouetgamnlan, cer 3.11

Nota-se que estas equagoes representam o sistema de equa
¢oes integrais acopladas exatas para os fluxos das interfaces.

Na aproximacao FN' propoe~-se a substituicio dos fluxos
angulares nas interfaces pelas expansoes em série dos

sequin-
tes tipos.
N
Yleay,-w) = I a u%, we(0,1), 3.12
o =0 ¢
3 a2 y° 3.13
\Mal.U) = z da w o, ue(0,1), .

a® o

onde N e a ordem de expansao dos polindmios , ou seja, a sé-

rie € truncada no termo de ordem ( N + 1 ).
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Substituindo-se (3.12) e (3.13) nas equagoes (3.10) e
(3.11) e invertendo-se a ordem das somatdrias com as integrails,

obtém-se as eeguintes equagoes:

N 1 4
2 al [ho ™ + 50 3 & 2t et-ean®tay
=0 o=0
1 B+1 3.14
“jo ¢$(~E,u)u” “du, T €P :

a4+l

N : N .
2 f1 a+l 1ft, . oy _
s al foemnan 4 3 a [reerm v ay

a=0 =0

= £y (0 [o et lan, £ oer 3.15

Nas equacgoes (3.14) e (3.15) pode-se introduzir as

sequintes definicoes:

h(E) = jl ¢ (-, p tay, 3.16

4] cg
2 1 a+l

B = e ’ d N

a () o jo ¢ (E,u)n H 3.17

As funcoes AG(E),e Ba(g) sio dadas por (*):

1

A‘a(‘g)'= ';:;1‘ - x Aa_l(g)r 3.18
S
B = v en @, 3.19

Para a = 0, as fungbes A (E) e BO(E) s2o0 obtidas efe-
tuando-se a integracido nas definicdées (2.16) e (3.17), re -

sultando:

(*) Alguns detalhee nas dedugoes dectas funcoes sao apresentas

dos no Apendice A.



A(E) = 1 - E fn (1 +£)/E, (3.20)
- 2. 3.21)
Bo(g) " 2+ A, (£) (

Substituindo-ge estas funcoes (3.18) a (3.21), nas

equacdes (3.14) e (3.15) , tem-ce:

T [ad ’ 2 - (3.22)
r [al B (e)+ By ()82 A ()] = Ry(E), Ecp, .22
a=0

Y[ a2 1 _

p [ a2 B (6)+ m (0)al 2 (8)[= B, (©)B,(5), £e (3.23)
a=0

Nota=-se que os coeficientes di @ dg constituem 2(N+1)
valores desconhecidos (incognitas) que devem ser determina-
das para os céalculos dos fluxos .iLogo, h& necessidade en se
conciderar 2(N+l) eguacows para a solucac do sictema linear-
mente independente, o que pode ser feito selecionando-se -

(N+1) valores de £, ou seija, gj sy 3 =0,1,...,N.

O esquema adotado pars a selecao dos antovalores Ej -
exerce influéncia na precisa@o dos resultados, uma vez que o

método Fyy € um nétodo aproximado.

0 esquema de selegao adotado neste trabalho & o mesmo
esgquemz Otimo estabelecido por P. Grandjean e C.E. Sie -

wert /14/, apds alguns resultados preliminares, que consis~

te no seguinte: 50u Vo ,51 = ) e 08 restantes autovalores -

eelecionados no intervalo (0,1), igualmente €spacados entre



si, ou seja:

E,jm "j“':"‘i"" jc: 2,3'—0-,N 3.24
N -

Dessa forma das equacoes (3.22) e (3.23), obtém - se
o segquinte sistema com 2(N+l) equagdes a 2 (N+1) incdgni-
tas:
N

at 2, = 2 .25
EACENATENCILE NN RNy 3

J'f

2 IR
T laf g D+ Ej(E)a 2 (E) )= EJ (B (ELY, 3.26
a%o{ a “a ) 1'°3"%a o] J 17577873

onde, eP, § =0,1,2,...,N

&
Este sistema de equacoes & resolvido, determinando-
se assim os coeficientes d; e di , que determinam, por sua
vez, 03 polindmios que representam os fluxos w(—arwu) e
w(ul,u), respectivamente ( os polindmice sao apenas fungces
aproximadas que representam os fluxos eéxstos, pois a cé -

rie foi truncada no termo de ordem W 4+ 1 ).

Estes fluxos possibilitam & computaciZo do albedo /10/
na interface ay s definido como sendo a razzo entre corren-
te refletida de néutrons e corrente de néutrons que incide

na interface , isto &:

ji‘, P'p(""alr"U)dU N dé
N = (B+2) & — 3.27
fouw(__al'u)du =0 a 4+ 2

Pede-ge ainda calcular o fator de transmissio / 8/
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na interface a,, definido como sendo a razac entre & corren

te de néutrons gue sal pela corrente de néutrons que entra,

ou seja:
L yite,ma 2
fo i (o, 1) dy N a2
1 = (R+2) T o 3.28
;’ ut(—alyu)du o =0 a+ 2
o ‘

Como citado anteriormente, a solugdo do método F, foi
considerada npenas nas interfaces do melo. Entretanto, &
possivel determinar-se o comportamento da funcao Y(x,u) pa-
ra qualquer ponto no interior do meio através do conhecinen
to do fluxo em uma das interfaces, iscto &, ¢ (ai,u) ou

l:’(-allu) -

De fato, os coeficientes da expansio podem ser deter-
minados por meio da aplicacio das relacoes de ortogonalida-
de (2.3.25) a (2.3,27). Como isto ja& foi efetuado na deriva
cao das expressodes (3.6) e (3.7), obtém-se das mesmas as

sequintes expressoes:

A-0) = NN -Bexp oy /8) 1 uo (-E,m)¢(Fay w)an, Eep

3.29

- -— 1 -
A(E) =N l(+€)exp(+u1/£) f_1u¢(6.u)W(+ ay,uide , EeP
3.30

onde as fungdes N(L £) sio dadas por (2.3.28) e (2.3.29),

As eutofungoes sZo conhecidsms, conforme (2.3.15) e
(2.3.17). Portante a sclugdo geral para o interior do maie,

-
! : AT . s

N RSO R A Tl T o SO RRTS
i Lo, M



de acordo com (2.3.22), & determinada pela expresséo:

yix,p) = A(vo) ¢ (vo,u)exp(wx/vo)#ﬁ(~v0f¢(wug,u)exp(+x/v0)+

+ fi A(v)é(v,u)exp(-x/v)dv 3.31

Para o segundo problema considera-se um sistema tipo
placa constituida de um material homogéneo e multiplicador -
{(c > 1). O problema em questio consiste em se determinar o
valor de a; para que o sistema seja critico (meia espessura
critica da placa @) € o8 fluxos de néutrong que saem pe-

las interfaces.
As novas condigoes fisicas gao:

- +
- Inexistencila de fluxeos incidentes enm 3 = - Gy

\Hi” Oy + w)= 0, pe(0,l) ' 3.32

~ Simetria em relag2o ao plano x = 0, pols o material

da placa € homoaéneo.

gx,uw) =p(-x,-n), uve (-1,1) 3.33

Portanto, da condicao (3,33) , tem-se que os fluxos -

nas interfaces ay e -ay, dados pelas expressoes (3.12) e

{3.13) respectivamente, devem ser iguais. Disto resulta:

a o e ' O&F 0,%,..., N, 3.34

reduzindo assim, o nimero de coaficientes & metade.
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Logo , aplicando-se as duas condicoes fisicas,(3.32)
e (3.33), diretamente em uma das equagdes (3.25) ou (3.26),
obtén-se o seguinte sistema homogéneo de equagdes lineares
algébricas:
N

o~ i . .m 3 3 o= -ou'r' 3' 5
af.;gdﬂ[ By (E4)4E) (E)A (E5) = 0, £ye,5 = 0,0,..000 3

Este sistema possul (N+1) equagdes e (N+l) cosficien-
tes ﬂa e serem determinados, além de Oy OU seja, o nime-
ro de incdgnitas excede o nimero de equagdes de uma unidade.

Logo, o sistena € indeterminado.

Entretanto, deseja-ge encontrar uma solugido nzo tri -
vial para o fluxo, o que implica que ot coeficientes nao po
dem ser todos nulos para um determinado valor de meia espes

» =
sura critica a, Ce -
Para a solucao nao trivial, & necessirio gque o deter-

minante da matriz desses coeficientes seja nulo.

Esta condlcdo possibilita a determinacao de o En-

lec °

tretanto, este procedimento néo é conveniente na pratica
pois os cadlculos enveolvidos sdo, de modo geral), muito traba
lhogos. Dessa forma, prefere-se empregar outro procedimento,

que, & descrito a sequir,

Primeiramente, nota-se que a magnitude da solucdo (flu
¥o) para o reator depende da sua poténcia de operacio, o que
introduz um grau de liberdade no sistema. Portanto, pode~ se

normalizar arbitrariamente um dos coeficientes.



N

I, [B,(6) + By Ea (B = = [B (€48, (BB ED ]
gjﬁp,j = ) ,2,404,N
3.36

@

N

£ oa, [B tv) + Byt )A (v )] = 0 3.37
a = O

Pa ecquacao {3.37) explicita-se Gy s resultande na seguin

~

te expressao:

N
v, Eﬁdaa (v
0, = - -2 2n - & L, 3.38
1 ” N
rd h (v )
. a=o -
[ N ]
v, exp (wi)awo Ba(v )
Gy = = in 3.3%
1l 5 N
T da A { vo)
| a=0 ]

Como ¢ > 1, decorre que o autovalor Vg & imaginério ,

portanto,
\Y Er |
que introduzido. na expressio (3.39) e apds algumas passagens

algébricas chega-se, finalmente, & seguinte CXPressao:



hY
= Xy ] - O g 822 3.41

18]
]
*.

Um proceeso iterativo entre o sistema de equagtes

(3.36) e 6y € efetuado, entdo, parz & determinaczo da nmeia

espegsura critica O *



4. DESENVOLVIMENTO DA TEORIA DO METODO 1?‘1‘ PARA O MODELO DE

-
4

DOIS GRUPOS

-

Como citado anteriormente, o método Fm zinda esti em
fase de desenvolvimento e a teoria deste método para o mo-
deleo de dois grupos € um dos campos em aberto para pesqui-

E&.

Neste Caﬁftulo a teoria biésica do método'FN no mode~-

lo de dois grupos € desenvolvida.

Os conceitos bisicos da teoria pera o modele de dois
grupos ¢3o semelhantes dqueles estabelecidos no modelo de
um grupo. Entretanto, no modelo de doie grupos, a complexi

dade é maior, devido aos saguintes motivos:

1. O0s fluxos das interfaces sdo vetores, logo hié unm
malior nuimero de incOgnitas para uma dada ordem de aproxima
¢a30, o que implica na selec@o de malor guantidade de auto-

valores £j -

2. 0 critério de selecdo dos autovalores gj € mais
complicado do qgue aguele para o modelo de um grupo, deven-
do-se distinguir dois intervalos (0, 1/¢) e (1/0,1), para

a escolha dos autovalores.

3. Como mostrado no Capftulo 3, para o modelo de um
grupo, obtém-se um sistema de equacdes lineares algébricas,
cujos coeficientes s3o funcoes de Ej' nas quais estido con-

tidas as expressoes logaritmicas d@.Aa(Ej)e Batgj). Ag fun
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coes AG(E) e Bu(g) sao continuas em todo o intervalo E£€(0,1).

Analogamente, no modelo de dois grupos, chega-se tam -
bém a equagdes lineares algébricas, cujos coeficientes  sao
funcdes de E, nas quais estZo contides termos logaritmicos .
A partir dessas equagOes um sistemz de equagoes lineares al-
gébricas & montado, escolhendo-se autovalores no interva
lo (0,1) ( além dos autovalores discretos). Entretanto, es -
tas funcoes sao expressas por formas analiticas diferentes
para os intervalos (0, 1/0 )} e (1/0, 1), salientando-se que
sao descontinuas para £ = 1/0 . Além disso, algumas das fun-
coes referentes ao intervalo (1/c ,l) tornam-se singulares -
no limite de £ » l/0 , pela direita. Logo, neste intervealo,
(L/o ,1), o autovalor & =1/0 e os gue lhe sejam muito pré -

ximes devem ser exclufdos da selegao.

A seguir um problemz sirmpler € considerado, através do
qual a teoria do método FN no modelo de dols grupos de enexr-

gia é desenvolvida.

Para isto, o sistema dado nc segundc problema do Capi -
tulo 3, &€ considerado novamente neste Capitulo, ou seja, de -
terminacao da meia espessura critica %5 c de uma placa plana

infinita constituida de um material homogZ®neo e multiplicador.

Considera-se que as propriedades fisicas desse material
sejam dadas e que o mesmo preencha a regiaonu: <X <a, .

A equagao de transporte no modelo de dois grupos (2.4.11)

& reescrita como sendo:



w2yl L owtxw = ¢ Jlueunan 4.1
9 x 7 '

para -o, < X < a_ .

b

L

As condicdes fisicas que a solugao I(x,u)= g-lg(x,u)

deve obedecer sao:

- Inexisténcia de fluxo incidente¢ em x =+ a,.

Pt o, 7 0) =0, ue (0,1) £.2

- Simetria em relagao ao plano x = 0, pois o material

da placa & homogéneo.

Q(x,u) &= _‘{-’("’xr"U)r pe(-1,1), 4.3
logo, y(O,u) =¢ (0,-u), wne(-1,1) 4.4
Tendo-se em vista a condigéo de simetria, pode-se con

giderar apcnas o semi-espago x > 0 para se encontrar a so

lugaoc do problema.

A sclugao geral dada por (2.4.31) é escrita novamente

para a placa:
K
?"‘f”)“knf [A(Vk)f(\’ko)exP("X/\’k)'ﬂh("vk)ﬁ(*vk,u?exp(x/vk)]+

+.!(:)[ﬁ{l)(v)g{l)(v.u)+ Aél)(v)gél)(v,u)]exp(—x/v)dv +

: 2 ‘ 2
4,](:)5( )(v)f( )(V;v)exp(~x/v)dv, pe (~1,1) 4.5

Incorporando-se a condicdo de simetria (4.4) na
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expressao (4.5) para x = OJe utilizando-se a propriedade pa

ra autofuncgoes (2.4.39), tem-se:

¥ 1/0’ 1
L [A(vk)f(vk,u)+A(-vk)g(-vk.u)]fjo [hil)(V)Q{ Vv, ¢
k=1 -

+ Aél)(v)gél)(v.u)} dv +
/0
+‘/ [A(l)( v)¢ll)(-V.u)+A§l)‘“”)$él)(“Vru)3dv +

*.Ii/aﬁ(z)(v)f(Z)(V,u)dv +
X

1
+ jl/o (2’( v)¢(2’(—v.u)dv' z

(Ao )¢ (v 4R 0=y e lv ) ]t
k=1

(1)

1/
(1) (1) (1)
+ jo A et v+ AT ) g

-v,u) ] dv.  +

v JYonV v)¢‘1’<v.u) + 2l neY v JTav
0

(2) (2) 1 (2) (2)
+ A (V)¢ (=v,u)dv+ A (-Vv)¢ (v,u)dv, pe(-1,1)
J1/o - ’ Il/“ =

4.6

Aplicando-se as relagoes de ortogonalidade de interva-
lo completo , (2.4.40) a (2.4.42), na equacgio (4.6) , ou se-
ja , multiplicando-se cada termo por ug(iyu) ou ugt—ﬁ.u) pa-
ra £ = v, ou ve(0,1), e integrando~-sc sobre uwe(-1,1), ob -

tém-se:

A{(E) = A(~E), E = v, ou ve{0,1) 4,7

Portanto, aplicando-se a expressao (4.7) na solugio da

da>pe1a expressao (4.5), obtém-se para x = a, .



60

K

I Ay, ) [¢ vy smdexpl-a /v )44 (-vy mwexplag/v) |+

‘b(m; Ju) =
~ k=1

+ fi/ A(z)(v)[g(z)(v,u)exp(“ax/v)*g(Z)(*v.u)exp(mﬁ/V)]ﬁ“ +
o

l/c
+.j° A{l)(v)ff{l)(v,u)axp(~u,/v) + f{l)(~v,u)@xp(ml/v)ldu +

/o |
+f A ) [64D wareplmar/v) + 451 =y mexp o, /) ]av

4.8

A meia espessura critica Lo é agora procurada através

do método Fy -
Aplicando-se as relacdes de ortogonalidzde de interva-

lo completo (2.4.40) a (2.4.42) na equagdo (4.8) , obtém -se:

SHxE,wyte, ,wan = AE) 1 (5) exp (-u,/E) 4.9
JIIRE,0Y (/1) au = A(-=E)N(-Eexpla,/E) 4.10

onde os simbolos X(&,u), A(E) e N(f) representam generaliza
¢oes dos autovetores, coeficientes de expansdo e fztores de
normalizagao, respectivamente, daqueles representados para

E = Vi e £ = ve(0,1/0)e £ = ve{l/o,l).

Como A(E) = A(-§) , conforme (4.7) , e N{=E) = =-N(f) ,

conforme (2.4.54), das equacgdes (4.9) e (4.10) obtém-se:
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JEuXE ) plar wdu + Ey (8) JEuE(-E,mgtar wap = 0, 4.12

onde novamente , E,(£) = exp(=2a;/E) .

Desdobrando-se cada integral em duas com intervalo de
integracao para u igual a (0,1) , e incorporando-se a condi-
gio fisica (4.2) chega-se ds seguintes equagoes para £ = Vo

£ = ve(0,1/0) e &= ve(l/o,l).

-~ 1 - r'A
Jé ng(vk.u)g(ux.u)du + El(vk),]@u§(~vk,u)$(a,.u)du =
4,12

- 1 (1 . .
Jor wowpe wans By 0 Jlux g -vimg(r wau=0,0= 1,2

4.13

(2)(_

jiug(z)(v,v)gtax.u)du + Eltv)]iu§ Vo lar,p)de = 0

4.14

£ conveniente exprimir-se as eguacgoes (4.12) a (4.14)
em termos dos autovetores ¢ (£,u) em todo o desenvolvimento
que geque, Para isto , substitul-se nessas equacdtes as
expresadse dos autovetores ortogonais (2.4.43) a (2.4.46),

gue s8o escritas a seguir:

X+ Viok) = ¢ (2 vy, 4.15

M = w00 o - Ny, e v 416

(1) 1
50 = et v - ny 01e P vy a1
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x@ v, = ¢ v, 2.18

Dessa maneira, substituindo-se (4.16) e (4.17) nas equa
¢oes dadas por (4.13) para a = 1 e a = 2 respectivamente, ob-

tém-se:
Ny ([ ue M ww g er @iy ) o 81 (v, g tar o an] -

12(v)£f u¢§1)(v,u)y(a;,u)au4E (v)!1¢(l)(~v'u)9(ax.u)du]“ 0,
vel0, 1/0) 4.19

(l)(v S (1)

-N 1(v)[]0u¢ .u)w(ax,u)du+ﬂl(v)j uey (-v,u)y(u,.u)dﬁ]+

gy O[3 68 vond g ten s aurey 01 f2ug M (v 00y (o wraud=o,

ve(0,1/0) 4.20

Nota-se que estas duas expressdoes podem ser representa

das na seguinte forma matricilal:

- 1 .
Nyq (v} =Ny, (V) f1u¢11’(v,u)i(a;,u)du+n1(v)j ugl ) (=v g ley 1) du 0
(1
“Nyjp (v) gy ) fiugzl)(v.u)g(u:.u)du+31(v)]1uﬁl )(~v.u)§(ax.u)du 0
.. -
4.2}

CEARE
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0 determinante da matriz gque contém os elewmentoc
Nij(v), i= 1,2,3=1,2, de modo geral, nao & nulo. Logo -

seque que:

]lu;(l) (v,u) g (o ,u)du+El(v)Jlu¢u) (=v,u) ¢ (e, ,n)du=0,a=1,2
o +a < o ta

4.22
Esta expressao representa as duas equagoes validas pa
ra £ =ve(0,1/0).

De forma an&loga, substituindo-se (4,15) e (4.18) nas

equacoes (4.12) e (4.14), respectivamente, obtém-se:

féu@(vk:ﬁ)ﬁ(ux:U)ﬂu+El(Vk)féu§(~vk;u)§(m;,u)du = 4,23
Jgu;(z)(v.u)@(a;,u)du+El(v)]ig(2)(~v,u)$(a;,u)du = 0 4,24

Estas equacOes s&o validas para £ = v, e £=ve(l/o,1 )

respectivamente,

As equagoes (4.22) a (4.24) constituem as equagbes ba-

sicas do método FNvdeﬂenvolviﬂo para o modelo de dois grupos.

A sequir, & proposto neste modelo, representar-se apro-
ximadamente, o fluxo angular na interface o, como sendo:
N 'i
E(alpﬂ) = I Qiu . 4.25
i=0

onde,
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sendo di e di os coeficientes da expans&o nos grupos 1 e 2,

respectivamente,

Tem-se de (2.4.10) que y(a;,u) = P I{a,,u), ou seja:

N 1
W(al 'u) = P L Diu 4,27

i=0

-

A expressao (4.27) & substituida nas equagdes (4.22) a
(4.24) , das quais , apds algumas manipulagoes algébricas,re

sultam as seguintes equagoes:

N - .
[ (v )R + Ej (v) > mwp Ip, =0 , 4.28
Z B0 k) BB (IR 1A

N ~

(1) (1)
IB (V)P + E;(v) I A" (V)P |Dy= 0, 4.29
[iao P 4 i=o~1,a .- )"‘i
[ £ 52 (e + £, (0) B e |p,= o, 4.30

i=o0" i=0

onde foram introduzidas as seguintes definigoes:

Ry (E)
208= 1p2¢gy | = §~ s g -eman 4.31
l
B ()
By = 27 = 21y, man, 4.32
2 EYo
EHGE

Para 1 = 0, B (E) e B, (E) 580 calculadas dirctamente
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efetuando-se as integrais nas definicoes (4.31) e (4.32) res
pectivamente. Para 1 > 1, éi(ﬁ) e gi(g) sao obtidas através

de A, _,(E) e By ,(E).

Esses cdlculos sao efetuados, considerando-se os dois
grupos de energia e as trés regices possiveis para a selecao
dos autovalores, £ =V o £ = vel0,l/o)e £ = vel)l/a,l). As ex
pressoes resultantes possuem estruturas analiticas diferen -
tes , de modo geral. Um formuldrio completo das expressoes fi

nais € fornecido no Apéndice A.

As equagOes (4.28) a (4.30) podem ser representadas nu

ma forma genérica através da seguinte equacao:

N - N ~

[ I B, () P+ E,(E) ¢ A _(E)P ]D = 0 ‘ 4.33
=g ~1 - T A L

Efetuando-se o produto matricial de cada termo -

gi(i)g Dy e 2,(8)P D, , obtém-se o seguinte tipo de equagao
linear algébrica:

N N
p =z B} (&) + £j0) aloy}al + zo[ni(g)-t-zlts;mi(e)}di = 0

i
4.34

p ,..\/ qzl/q ', 4.35

12

conforme definjcao de P em (2.4.9).
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Nota-se na equagao (4.34) que existem 2 (N+1l) coefi-
cientes di a serem determinados ( o dobro do nimero de coe
ficientes considerados no modelo de um grupo para o resmoO
reator), que juntamente com a;{implicita na exponencial )

formam 2(N+1)+1 incdgnitas.

O processo numérico de solugao € totalmente anidlogo -
ao considerado para o modelo de um grupo,no Capitulo 3, ou
seja, consideram~-se 2(N+1l) equagoes selecionando-se 2(N+1 )
autovalores £j , desmembra-se a primeira equaqéo . da queal
explicita-se a; e em seguida efetua~-se uma iterag@o entre .,
e o sistema de equagces remanescente, determinando-se, assim
Ty e

O nimero e os valores dos autovalres selecionados nos
intervalos (0,1/0) e (1/0, 1) sac arbitrarios. Entretanto ,
analogamente ao modelo de um grupo, o critéric de escolha -
exerce influéncia sobre os resultados numéricos obtidos. Al-
gumas opgoes de escolha s&o discutidas na seccao de resulta-

dos numéricos do modelo de dois grupos, no Capitulo 7.

Em principio, os nimeros de autovalores escolhidoe nos

intervalos (0, 1/0) e (1/0,1l) satisfazem a seguinte relagio

de igualdade:

Numero de equagdes = 2(N+1) = K + 2my + m, 4.36
onde,

K = nimero de autovalores discretos { 1 ou 2) (que de-

vem ser considerados com primazia sobre os autova-

lores centinuos);
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m, = nimero arbitrarilo de auvtovalores selccionedos no
1l

intervalo (0,1/0);

m2 = numero arbitririo de autovalores selecionados no

intervalo (1/0,1).

O niimero m, aparece duplicado em (4.36) devido a
existéncia de duas equagdes distintas para um mesmo autova-

lor selecionado no intervalo (0, 1/0).
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5. O PROBLEMA DE CRITICALIDADE PARA SISTEMAS COM TRES REGIGES

NO MODELO DE UM GRUPO

.

O objetivo deste Capitulo é aplicar o método aproximado

F,., no modelo de um grupo, para a solu¢%o do problema de cri

N
ticalidade do sistema tipo placa plana, composto por trés re

gices distintas: um cerne multiplicador, um "blanket® e um

refletor.

Dois casos distintos foram considerados para este proble
ma no gque concerne as dimenedes da regizo refletora. Os ca-

sos considerados sao:

1) A espessura do refletor & finita.

2) A espessura do refletor & infinita.

A formulagao matemdtica do problema € elaborada inicial-
mente para o primeiro caso, uma vez que a segunda configura-
¢330 & um caso particular, podendo ser derivado do primeiro
fazendo-se, no limite, a espessura do refletor tender ao in-

finito.
5.1 -~ Sistema Critico com Refletor Finito

Considera-se aqui o sistema constituido de uma placa de
material multiplicador (meio 1, ¢, > 1) ocupando a re -

gldo - a; < X< @3 , um "blanket" de espessura a;( meio 2 ,

€, £ 1 ) ocupando a regido ay < |x li B ¢ um material refle-

tor de espessu :
p ra as; (rneio 3, Cy < 1) - ocupando a regiao
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B< | x| <y, conforme mostra a Figura 5.1.1, sendo os

trés materiais homogéneos.

O problema em questao consiste em se determinar o va-
lor da meia espessura da placa multiplicadora para que exig
ta uma solugao estacion@iria nao trivial, ou seja, deseja-
se, determinar o valor de a,, para o qual o sistema seja

critico.

A equacio de transporte (2.3.5) & reescrita para os

trés meios como sendo:

3 Cg l 3 ] %
W—— ¥ (x,u)+ ¥, (x,u) = f by (x,u')du’, 5.1.1
ax ’ , 2 T -1
onde:
L =2, o, <X < 8B
L = 3, B < x < ¥
As condicgoes fisicas que asolugaogm(x.u) deve obede-

cer sao:
- Condicac de simetria em relacdo ao plano x = 0
Yy (Xou) = ¢, (=x,-n) pe (-1,1) 5.1.2

Portanto, pode-se considerar apenas o semi-espaco -

x > 0 para se encontrar a solucao do problema. Em x = 0,

de (5.1.2), tem-se que:
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6, (0,u) = ¢, (0,~u) , pe(-1,1) 5.1.3

- Condicao de continuidade dos fluxos nas interfaces

entre dois meios materiais.
‘i’, (al :U) = \pz (a;pu) 2 Ue("l;l) 5.1.4

‘\bz(e"u ) = wa(elu ) ’ ut‘:("lgl) 5-1.5

- Inexistencia de fluxo incidente na interface vy.

Vol y,~ v) =0, wue(0,l) 5.1.6

A solugao geral para a equaééo de transporte (5.1.1)
pode ser reescrita da equaqéo (2.3.22), para cada regiao &,

como sendo:

Yo (xoud=Ry (vy) oy (v u)exp(~x/vy)+a,(=v )b, (-vy,ulexp(x/vy)+
+ §18, () 6, (v, mlexp(-x/vg)dv, 2 = 1,2,3, 5.1.7
onde, v, = 1 |v;| e v, e v, sao reais.

A solucao para o meio 1 deve satisfazer a condicao
de simetria (5.1.3). Logo substituindo-se a solucao (5.1.7)
em (5.1.3) e aplicando4se, em sequida as relacoes de ortogo
nalidade de intervalo completo (2.3.25) a (2.3.27), resul -

ta:
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Al(vl) = By (-vy) 5.1.8

e,

fi

Al( v) Al(—v), ve (0,1) 5.1.9

Assim a solugcao, para a reglao do meio 1, € dada por :

wl(x,u)mAl(vl)[¢,(v;,u)exp(“x/v;)+¢,(“V1ru)ex?(x/vx)] +

+'Ji Al(v)[¢1(v,u)exp(~x/v)+¢;(—v.u)exp(x/v)] dv
5.1.10

As solucOes para as regides dos meios 2 e 3 sao dadas

pela equagao (5.1.7) com & = 2 e 3, respectivamente.

2 meia espessura critica do cerne & agora procurada -

atraves do método Fy*

Aplicando-se as relacoes de ortogonalidade de interva
lo completo (2.3.25) a (2.3.27) na equaczo (5.1.10), para

X = 0; , obtém-se:
fi1u¢1(€,u)¢;(a;.U)dumhl(E)Nl(ﬁ)exp(~a;/5),Ee Py oo 5.1.11
jEIU¢f’EtU)¢l(.al :u)‘dU“‘Al(F,)Nl(*ﬁ)ft}(p(m/‘é) ,EEPl p 5.1.12

onde PL representa o conjunto de autovalores positivos £,

tal que, ¢ = vV, ou ve (0,1).
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Como pode ser observado de (2.3.28) e (2.3.29},
N1(~E) = = N(£), logo obtém-se de (5.1.11) = ( 5.1.12) a

sequinte equacao.

[10e, €m0y ter wams ) € [ e (6w bata, wdn = 0
5.1.13

onde, E, ()= exp(~-2a,/E) , conforme concsiderado no Capitu-

lo 3.

De forma analoga ao que fol efetuado nas equagdes -
(3.8) e (3.9) do Capitulo 3, desdobra-se cada integral en
outras duas com intervalos de integragao definidos pelos 11

mites (0,1) , obtendo-se:
1l 1l
]0 uoy (£, ¢, (o, du =f ud, (=09 (ay,~1) dp +

+ By () fue, (6,00, oy cuhdu= Eq ()] Suey (£, ¢ (o ,=1) du=0
5.1.14

gue & a equagao para o cerne do sistena,
Pelo fato dos fluxos angulares serem continuos nas in

terfaces, omite~se de ora em diante, o Iindice representa -~

tivo dos mesmos, assim:

vla, ,u) = ¢ (a,,u) = ¢, (a,,u) 5.1.15

WA, ) = ¢, (B,u ) = Yy (B,u ) 5.1.16

Aplicando-se agora as relacoes de ortogonalidade na
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equacao (5.1.7) com ¢ = 2 , para cada interface x = a, e

x = f, obtém-se:

]iln¢2(ﬁxv)¢(al,u)dum Az(g)Nz(ﬁ)exp(~ul/§),£e Py 5.1.17
Flive teomwie,wan = y(E)N, (S)exp(-p/E), EePy ,  5.1.18

fLiue, (CEa V(e mrdu =Ry (-E)N, (-E)exp (o /E) EcP,,  5.1.19

fLiue (=B, W81 au= Ry =EIN, (-E)exp(R/E) ,E€ P,,  5.1.20

Das equagoes (5.1.17) e (5.1.18) e das equagdes (5.1.19)

e (5.1.20) resultam , respectiwamente, as duas sequintes e-

quagoes:

By (€) fliw6 (Eawla o) an - Jliue € £,m)u(8,mau=0,
5.1.21

f}1u¢z(~€.u)w(a1.u)du - Ez(i)f}1u¢z(-E.u)w(B;u)duaO 5.1.22

onda,Ez(g):exp[w(B - a1)/E].
De maneira anéloga aos procedimentos analiticos ante-

riores, das equagoes (5.1.21) e (5.1.22) , obtém-se res -

pectivamente:
Ey(E) Jgub, (£,1)0(a ,w)du-Ey(5) [Lub, (=€,1)0 (arm)an -

- fiu¢2(5'v)w(8.u)du+ fiu¢z(-£,u)$(6,"u)du = 0, 5.1.23
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j;u¢z(—5,u)w(a1.u)du - jéu¢z(5rﬂ)w(“z'““)d“ -

- By () ] uoa =€ ) ¥ (B dut By () {uos (£,m)¥(B,mp)an = O
o
5.1.24
que sao as duas eguactes para a regido do "blanket ".
Através de tratamento matematico anilogo ao efetuado pa

ra as regides do cerne e do "blanket", obtém-se as seguin -
tes equacoes para a regiao do material refletor:

. 1 , 1

By (€) foue (E,mu(B,u)dn — Ex(E) ] ue (=€, u) 9 (8, wldu ~

- I3 we Eawvty,man = o, 5.1.25

1 1

Jope, (=gmyeB,wdu = foue (£,u) (B, u)dy -

-E3(£)]é we (=E,n) v y,u) du , 5.1.26

onde a condicdo (5.1.6) j& fol incorporada , e EB(E) =

= exp[’(Y"B) /E].

Os fluxos angulares nas interfaces oL £ ey sao re-

presentados pelas seguintes expansoes em série:

N
v (e ,u )= alu® , ue (0,1) 5.1.27
! a=o °
N s
L a o
v (¢ ,=u) = I ad"u , ue (0,1) 5.1.28
1 = O o
N 3 o
¢ (B,u}y = L dTu , ne (0,1) 5.1.29
(41
a=o0
N 1 o
¥ (B,-w)= L dau , re (0,1) 5.1.30
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N
P =3 @, ue (0,1) 5.1.31
a0

Estas expansoes substituldas nas equacoces (5.1.14) e
(5.1.23) a (5.1.26), e através de desenvolvimento analiti-
co andlogo ao efetuado no Capitulo 3, fornecem o seguinte

sistema de 5(N+1) equagbes lineares algébricas:

N N
1.1 1 201 , 1, 1o
== =0
a=o 5.1.32

' gjepl, j =0,1,..., N,

N
1
LalE (Ei)m (£4) -] z d °E (gjzgf(r - ¥ a3 B~(g )+

o=0 O
=0
N,

+ I dGAG(Fj) = 0, E4€ Pye 3 = 0,1,.. N, 5.1.33

a=Q0

N N N

22 2 3 2
b3 (£,) - T a; B (£.) = % &7 B.(ER(E,) +
a=o R 3 a=0 j a=o & 2 3 a3
N4
+ az;od E (ﬁj)B (Ej = 0, E.jE' le j=0,1,..., N
5.1.34

N3 N4

vd E - - E

24y 3 (&) nh(sj) miod Ey(E )R> o (640 g a’ (Ej)ﬁ (&)=

r o=

€5 €P3, 3 =0,1,...,N 5.1.35%
N JERE N 5

L (E - I d (F ) B ( )~ z d B A = 0,8,
a=0 Ct a =0 Ej B(Ej} (5 ) }3€p3l

= 0,1,..., N
] sRree 5.1.36
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.

Nestas equacoes, Ai(ﬁj) e Bi(gj) foram obtidas pelas ex

pressoes (3.18)a (3.21) para as regides £ = 1,2 e 3.

Tal como no sequndo problema do Capitulo 3, este siste-
ma possui uma incdgnita a mais que o nimero de eguacdes, ou
seja, 5(N+1) coeficientes e a mela espessura o, que torna o
sistema critico. De forma anZloga ao considerado naquele Ca
pitulo, um coeficiente é normalizado. Escolhendo-se o coefl
ciente dé , ao gual & atribuido valor unitﬁrim; o primeiro
termo de cada equagao  torna-se conhecido, o qual é leva-
do ao sequndo membro da equacao como termo nzo homogéneo. A
primeira equacao do sistema & destacada do mesmo. A ordem da
matriz principal do sistema fica, assim, reduzida, a ordem -

imediatamente inferior.

A meia espessura o; & explicitada da equaci3o desmembrada

do sistema original. Esta equagao & expressa por:

N N '
17,1 1 2¢.1 1 .
aioda[sa(vl>+El w2 ()] - % al [ (v +E (v B (v = 0
= a=o
5.1.37
Como vy = 1|v,]|( cy > 1), e aplsg as mesmas passagens al-

gébricas consideradas no Capltulo 3, obtém-se:

) B!

N
[ 7 @ 2l - 1 oalnlien
Vi N | o oo !
w oEe NI
My = ..-2 I\)x;- o st En) N . ra -
2 e al g 2.1
A - >
: L aioua G (va) agodaﬁu(x‘{'

5.1.38
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2ssim a solugao numérica do problema (meia distancia
critica a; = a1, ¢ os cocficlentes das expansoes dos flu
xos anqgulares das interfaces) & encontrada através de  um
procedimento iterativo entre a; dado por (5.1.38) e o sis-
tema remanescente, transcorrendo da seguinte maneira:

- Um wvalor inicial ay = af°) é assumido, sendo intro
duzido no sistema de equagoes remanescente, Este sistema de

equagoes lineares algébricas & colocado na forma matricial

e resolvido numericamente, obtendo-se os coeficientes déo).

- Estes coeficientes sao utilizados na equacao ($,1.38),

calculando-se a, = afl) .

- Este valor a; = ufl) substitui a; = afo) , sendo -

reintroduzido no sistema de equagoes , completando o primei

ro ciclo.

0 processo prosseque até que a diferenca entre duas
iteracoes sucessivas, para a meia distancia critica e todos

os coeficientes da, seja menor que & precisao preestabeleci
da.

Alguns detalhes do procedimento computacional utiliza-

do neste trabalho sao fornecidos no Ap@ndice B.

5,2 - Sistema Critico com Refletor Infinito

Para este sistema, que & um caso particular daquele -
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considerado na seccao anterior, tem-se a seguinte condigéo

de contorno adicional:

Lim w’(Y.u) =0, pe (-1,1) 5.2.1

y+o

Incorporando-se esta condiggo nas equagoes (5.1.25) e
(5.1.26) e levando-se em conta o fato da espessura do re -

fletor @3 + =, obtém-se a sequinte equagao:

N

3 .3 4 3 - .-
a=0 a=o
5.2.2
Os conjuntos de equagoes expressos por (5.1.32) a

(5.1.34) juntos com (5.2.2) formam o sistema de equagdes
valido para este caso em que o refletor € infinito. A or-
‘dem da matriz principeal do sistema de eguacoes j& reduzi -
da & ordem imediatamente inferior (apds desmembrar-se a

primeira equagéao e normalizar-se dé ) € 4(N+1)-1 .

0 procedimento iterativo & andlogo ao do caso ante -

rior.
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6. PROBLEMAS CONSIDERADOS NO MODELO DE DOIS GRUPGS

0 método aproximado no modelo de dois grupos de energia,
cujo desenvolvimento foi feito no Capitulo 4, & agui emprega

do em dois problemas simples que S&0:

1 - Problema classico de Milne.

2 - Problema de Criticalidade.

Ha solucao do problema de criticalidade considera-se o
sistema tivo placa plana composto por duas reagioes preenchi
das com diferentes materiais que sho: um cerne multiplicador

e um refletor.

Tal como no problema de criticalidade no modelo de um gru
po de energia considerado no Capitulo 5, dois casos distintos
sao considerados, dependendo da espescsura do refletor ser fi-

nita ov infinita.

O desenvolvimento analitico para cada problema & apresen-

tado a sequir:
6.1 - 0 Problema de Milne

Este problema consiste na determinacio da distribuicio de
néutrons em um material homogéneo nZc multiplicador que ocupa
o semi-espago X > 0, onde existe uma fonte implicita de neu-

trons localizada no infinito,responsével pelo fluxo de néutrons.

INSTITUTO DF PESCU CLSENERIETICPS E NUCLEARES
[ TSI < Y

A . -~ ~

e R




81

- - - !’
O outro semi-espaco € vacuo e € destituide de fontes.

Para este problema procura-se uma solugao divergente
(para x +» =) da equagﬁo de transporte (2.4.11) reescrita -

a seguir:

w2yt Ty ) = € 1 v 6.1.1
X ~

hs condicoes fisicas que a solugao Y(x,u)deve obede-

cer sao:
£im Yix, ulexp(-x/vi1) = valor finito, ' 6.1.2
pIS 2 -

~onde v, € o autovalor dominante, 1sto &, vy > vg no caso de
k = 2-

Condicao de fluxeo nulo, incidente no melo material em x = 0

(0, u ) =0 , ue(0,l) €.1.3

A solucao do problema de Milne & escrita de (2.4.31)

como sendos:

K
?(X.u) = f(-— vl,u)exp(x/vlw E Ay ) o (v ulexp(-x/v,) +
k=1 -

1/07, (1) :
+ fo [Al (vifil)(v,u)+Aél)v)§él)(v,u)}exp(-x/v)dv +

(2)

(2)
Ji, P ePvamexplex/v dav, x > 0, we (6,1),  6.1.4
o ¢

onde o termo A("Vl) foi normalizado & unidade e
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(1)

Az (-v), A(*g), A{l)(-v), A(z)(~v) dever ser nulos para

satisfazer a condicao (6.1.2).

Aplicando-se a relacao de ortogonalidade de intervalo
completo (2.4.40), com k¥ = 1, na expressac (6.1.4) para -

x = 0 , obtém-se:

JLuE- v W 0, W) A = Ny, 6.1.5

Desdobrando—-se esta integral em outras duas definidas
pelos intervalos de integracao (0,1) e ( -1,0), efetuando-se
inversao de sinal da varifivel p na Gltima integral para que

a mesma fique definida também no intervalo (0,1), obtém-se:

JY we vy w0, -man = m(v,), 6.1.6
O . -
onde a condicao fisica (6.1.3) ja fol incorporada , e a

propriedade de autofuncoes (2.4.43) foi utilizada.

Analogamente, aplicando-se (2.4,40) com k = 2, (2.4.4])
e (2.4.42) na mesma expressao (6.1.4) para » = ¢ e incorpo -
rando-se a condicao fisica (6.1.3), obtém-sec:

Ji ud ( vz ,u) ${0,-u)dp = 0 €.1.7

1 "~
JE R (w18 (0,~mdu = 0, ve(0,1/0), a=l,2 6.1.8
O

’1 ﬁg(z) (v, u)y(0,-u)dp = 0, ve (1/0,1) 6.1.9
[} O i "~
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0 fluxo angular , para x = 0, pode ser representado

pela expansao em série:

T o A

1(0,-y) = Dy, ue(0,1) 6.1.10

i=0

Substituindo-se a expressao (6.1.10) nas equagoes -
(6.1.6) a (6.1.9) e efetuando~se manipulacoes algébricas -

andlogas as do Capitulo 4, obtém-se:

N

N
I Bl(v,)pd} + I B2 (vi)d} = N(v)) 6.1.11
i=0o iao.
N4 1, ¥ o 2 4 |
I B} (va)pdj + I B (vs)d; = 0 , (quando K=2) 6.1.12
{=0 i=o

" 1, Y oom2 o2
rB(L)l(v)pa; + £ B ;'7(v)d] = 0, a=1,2, ve(0,1/0) 6.1.13
ol i=o ©

i=o
e -

N H .

r BB (vypa; 4+ 1 822 (vyaZ=0, vel1/o,1) 6.1.14
i=g i=o

Tem-me , aqui, 5 equacoes com 2(N+1) incdgnitas, que
sao os coeficientes de expansio do fluxo angular (6.1.10 ),
© qual se deseja determinar . Selecionando-se 2(N+1) autova
lores ( entre os quais o autovalor vi,e v, se K =2), cbtém-

se um sistema de 2 (N+1l) equacgOes lineares algébricas a
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2 (N+1)incdgnitas, o gual solucionado fornece os coeficientes
di e di , 1 =0,1,...,4, O nimero de auvtovalores seleciona -
dos em cada intervalo, (0,1/0) e (1/o, 1), segue, a princi -
pio, a expressio de igualdade (4.36). Os autovalores podem -
ser escolhldos iqualmente espacados entre si, dentro de cada
intervalo. Devido i dificuldade de obtencao de resultados sa
tisfaﬁérios, outros esquemas de selegdo também foram testa -

dos, os quals sao discutidos no Capitulo 7 (Secgao de Resul-

tados Numéricos do Modelo de Dois Grupos).

6.2 Problema de Criticalidade

Como citado na introducao deste Capitule, dois casos di
ferentes sao considerados para o problema da criticalidade |,
que dependem da espessura da regiao refletora ser finita ou

infinita.

A formulagao matemdtica € inlcialmente elaborada para o
primeiro caso, uma vez que a sequnda configuracao pode ser

obtida fazendo-se, no limite, a espessura tender ao infinito.

A sequir s3ao apresentados os desenvolvimentos analiticos

para esses doieg casos.
6.2.1- Sistema Critico com Refletoyr Finito

Considera-se agui o sistema composto por uma placa
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de material multiplicador (meio 1) ocupando a regiao
(~ay, € x < o,) e material refletor (meio 2) ocupando a
regiao (a; < x < B ), conforme mostra a Figura (6.2.1.1) ,

sendo amhos materiais homogéeneos .

O problema em gquestac consiste em se determinar o va
lor da meia espessura da placa para que exista uma solucao
estacionaria nao trivial , ou seja, deseja-se determinar o
valor de a, para o qual o sistema € critico, sendo conheci

dos os materiais que constituem os meios e a espessura do

refletor az .

A equacao de transporte (2.4.11) & reescrita para os

dois meios como:

3 1
u %l(x,u)+ El wg(x,u) = 92‘]_1w1(x,u')du', 6.2.1.1
3 x - -
onde,
2 =1, -0 < x < q
1 - - 1
L =2, l x| > «

As condicoes fisicas que a solucao zz(x,u)=P;1Q£(x,u)

deve obedecer sao:
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- Condicdo de simetria em relacdo ao plano x = 0

*R’(XHJ) = \PQ’("X',-‘ u o, pe (-1,1) 6.2.1.2
~ Condicao de continuidade(*) em x = e .

-1 R | -
El Yiux'U) = 22 Qz(al,u), we (=1,1) 6€.2.1.3

- Inexisténcia de fluxo incidente na interface B.

A condicao de simetria permite que seja considerado
apenas o semi-espago x > 0 para se encontrar a solucao do
problema , éendo a solugéo em x < 0 construida com o uso
dessa condicao. Para isto, a condicdo (6.2.1.2) pode ser -

considerada no plano x = 0,

-

(*) A continuidade é valida somente para I(x,u), que & solu
¢ao da equagao de transporte, pois a transformacao -
}(x,u) = P-lw(x,u) foi considerada, conforme (2.4.10) para
se obter ; matriz simétrica C. Como P & diferente para dois

meios diferentes, W(x, B) e descontinusa.
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Portanto, mediante tratamento andlogo ao considerado no

-

Caplitulo 4, a soidqéo geral (2.4.31) é reescrita para o meilo
1, na interface o,, como sendo:

R

y (o )= AV [0 vy ) exp (o /v )+ (v ) exp (a /vy ) [+

k=1

+ !1 A(z)(v [9(2)(v,u)exp(—al/v)+@(2)(-v,u)exp(a‘/v)jdv +

+ jl/cA{l)(v)[gfl)(v,u)exp(~a /v)+¢11)( v,u)expla /v)]dv +
o |

1/0
+ Jo Aél)(v)[gél)(V.u)eXP(“a /v)+¢§1)(-v,u)exp(ax/V)JdV '

6.2.1.5

onde fol incorporado a condicac (6.2.1.2).

Analogamente aplicando-se as relacoes de ortogonalida
de de intervalo completo (2.4.40) a (2.4.42) e efetuando-se
o mesmo tratamento analitico considerado no Capituloc 4, ob -
tém-se a seguinte equacgdo valida para a regi&o -ag <x<o; (*):

~’i“§1(5'“)21(“"“’d”".Ii“?l(”ﬁ'“)ﬁl(al"u)du +

+E (F)]lu¢l( £,y (o ,u)du-E (E{] u¢1(€,u)wl(ul,-u)du =0,

£ePy 6.2.1.6

TWY - Neste Capitulo, as autofuncoes e coeficientes de expan
sao, quando forem expressos em sua forms generica (em termos da
variavel £),ficam representados como sendo ¢,(+E,u) e A, (€ ),
£=1,2, onde £ denota o meio material, sendo Ew Vv, ou ve(O 1/0)
U(l/c,l) se =1 (cerne) e Eﬂnk ou ne(O 1/0)u(1/o, 1) se 1-2 -
(refletor). Quando as autofungoes e coeficientea de expancso -
vierem descritos especificamente em termos de Vv sNy sV Oou mn, o
indice % seraomitido dos mesmos a fim de se evitar uso excessi
vo de Indices nas suas represeuntagoes. -
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onde, El(g)zexp(*2a,/£) e Pl € o conjunto de todos os auto

valores £, tal que, § =V, ou ve{0,1/0}U(1/0,1).
Esta & a equacgdo valida para o meio multiplicador.

A solucado geral (2.4.31) & novamente escrita para o

melio 2 como sendo:

K
by xa= T [Ay) 8 (ny ju)exp(=x/n ) 4A L =ny) o (-my ) exp (/my) |+
k=1

+'](:)[A{l)(n)?{l)(n,u)+A£l)(n)?él)(n,u)]exp(—x/n)dn +

+]@A(Z)(n)f(z)(n,u)exp(-—x/n)dn 6.2.1.7

Aplicando-se as relacoces de ortogonalidade de inter-

it

valo completo na equagao (6.2,1.7), obtém-se para X = a, e

x = B, respectivamente as sequintes expressoes:
jilu{(z(iﬁ.u)?z(u,,u)du=A2(;tF,)N;;(;l:E)exp(;m/E),ESPZ 6.2.1.8
ji1u§2(t€:u)wz(B,u)du=hz(tg)Nz(tE)exp(;B /E), EeP,, 6.2.1.9

onde P2 & o conjunto de todos autovalores £, tal que Ennk

oun {0, 1/0)U(1/0,1).

Das equac¢oes dadas por (6.2.1.8) e (6.2,1,9) , & in-
corporando-se a condicao fisica (6.2.1.4), obtém-se as se~
qguintes equacoes (apds substituic@o dos autovetores orto -

gonalis 52(€,u) pelas combinacoes lineares em termos de

% (B8 )):



96

EZ(E)]cl)u%(E,u)ga (ay ,u)du-E, (E)]iug@z(-&.u)fz (o, ,~u)du -
= Lo, te mua(8,mdn = 0, ge Py, 6.2.1.10
onde , Ez(g) =  exp [—(B* a1)/ € ].

1L ue, =€ W petar,wau= flue, (5, m v tan,mwan -

~

~E,(E) JTué,(~E,u)p2(B,m)du = 0, Ee P, 6.2.1.11

As equacoes (6.2.1.10) e (6.2.1.11) sao as duas equa-

coes vilidas para a reqiao refletora.

Em sequida procede-se & Substituicd@o dos fluxos nas -

interfaces pelas respectivas expansoes em série dos sequin-

tes tipos:

Ny
I(oy,u) = I Diu ' ve{0,1) 6.2.1.12
i=o0"
N ooy
I(cy,~p) = I Qiu , uwe(0,l) 6.2.1.13
i=o
N3y
I(B,u) = X Dy u, ue(0,1) 6.2.1.14
i=o ~

Substituindo-se estas expansodes nas equacoes (6.2.1.6),
(6.2.1.10) e (6.2.1.11) e efetuando-se desenvolvimento ana -
1litico , para cada equacao, anilogo ao considerado no Capi -

tulo 4, obtém-se as sequintes equacoes:
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Para o meio multiplicador ( regiao 1):

N N

1 1 1 1 1 2
L |BI(E)+E, (E)AL(E) [P, D= & [AV(E)+E, (E)BI(E) |P,D/=0, E€P
ixo[ui ) AR | ]~1~1 1zo[~1 1 i } 1-1 1

6.2.1.15
Para o refletor ( regizo 2 ):
N, 1 Y B2(eyp.n3e0, ¢
E,(E) £ B{(E)P,D,~E,(E) z A ()P, D p2- 1 B{(E)P,Dy=0, EeP
2 i=0~1 ~22% T2 j=0~ ~2=~1 {=o" 2
6.2.1.16
N N N
2 b 2 2 3
I ajg)p, Dy~ & B (E)B,Dy-E, (§) I AP,Dy = 0, EeP
RIS LT R S jeo-im2-4 2
6.2.1.17
Nestas equacoes as definicoes (4.31) e (4.32) foram
utilizadas para cada regiao, £ = 1,2 , ou seja, gi(g) e

RE(E) , 2 = 1,2,

Efetuando-se o produto matricial , ohtém-se tr@€s equa
coes alaébricas com 6(N+1) coeficlientes di & serem determi-
nados, além de a; . Selecionando-se 2(N+]1) autovalores gj
(entre os quais vi,e vy se K= 2 ) obtém-se o sequinte -

sistema de 6 (N+1l) equacoes lineares algébricas a 6(N+1)+ 1

incdanitas:
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2

1,1 1
¢ [62 (65048, (€81 1 e foyay 2

i=o

N N
2,1 1,2 1,2 2,2

imo i=0o

+ &y €P),3=0,1, -, 2N+]

6.2.1.18
E, (£, 2 [nz Yepppeytend 2 e ap ] -
-E(E)rgfz () p,a2rl & 2s (5)&2'2}—
2°537 oo By 37 P2y i 37 9
‘N .
-5 [ 'l(gj) p,d;'t 4 p2r2 (Ej)di'z | <o, E4€P503=0,1,. . 241,
i=0
6.2.1.19
N
2,1 alrd 2,2 1,2
z Ry " (E5)pod + AUTO(EL) a4yt -
oo [ 3P 1 37 9y ]

1 [ el g, grgdyt e ni? e al? |-

iro

d3,].

j)p2 i + (Fj)d

N [a21¢¢

3,2
- Ez(aj)iio . ]

zol gjapzljmnflftoogzm";"ln
6.2.1.20

Nestas equacoes , o primeiro Indice superior das fungoes
Ai(Ej) e Bi(Ej) denota a regiao do meio material £ = 1,2 , e o
segundo denota o grupo de energia G = 1,2, ao gual a fungao ge

refere.

S

G |NST| TUITC DE PEEGU SASENEREETICYS E NUTLEARES ¢
& [ S

N 8 a3

e
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0 nimero de autovalores selecionados em cada inter-
valo, (0,1/0) e (1/0,l) ,obedece,em principio, a relagazo de
igualdade (4.36), para cada meio material (cerne multiplica
dor e refletor), ou seja:

2(N+1) = K, + 2my,  + Ty, 2=1,2 6.2.1.21

Para o problema de criticalidade considerado neste
trabalho, o nimero de autovalores discreto: para ambos‘meios
materiais & o mesmo (K; = K, = 2) . Além disso escolheu- se
Oos mesmos autovalores, pertencentes aos intervalos (0,1/0 )
e (/0 , 1), para os dois meios materiais. Assim, os nimeros

de autovalores,.discretos, pertencentes ao intervalo (0,1/0;

pertencentes ao intervalo (1/c,l), sdao denotados simplesmente
por K, my e my, respectivamente,

Alguns detalhes acerca do esquema de selecao serao -
considerados na secgao 7.2 ( Resultados Numéricos no Modelo

de Dois Grupos de Energia).

Apds a selecao de autovalores, o procedimento compu-
tacional , para a determinacao da meia distincia critica -
ux = a;c e dos coeficientes de expansao do fluxo angular ,
€ andlego ao descrito no Caplitulo 4.

6.2.2 - Sistema Critico com Refletor Infinito

Para este caso impoe-se,diretamente nas equacoes

(6.2.1.10) e (6.2.1.11), a seqguinte condicao fisica:
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2im wz( B,u) =+ g 6.2.2.1

B » o

Com esta condigdo fisica incorporada obtém-se:

Jéug:_(-&.u)y(al,u)du - J;ug(éru)y(al.-—u)du =0 6.2.2.2

O tratamento analitico restante e o processo numé

rico de solucaoc sao totalmente anilogos aos do primeiro ca-

80.



7. RESULTADOS NUMERICOS

05 resultados numéricos para os problemas tratados nos
Capitulos 5 ¢ 6 foram obtidos em dupla precisac através do
computador IBM 370/155 do Instituto de Pesquisas Fnergéti-
cas e Nucleares, sendo que o programa fol feito em lingua-

gem Fortran IV-H,

Os fluxogramas e os procedimentos computacionais sao apre
sentados neos Ppéndices B e C, para os modelos de um e dois

grupos, respectivamente.

‘7.l~ Modelo de um Grupo

Para o problema de driticalidade de um sistema constitui-
do por trés regioes, cerne multiplicador (cl > 1),"blanket”
(c2 < 1) e refletor infinito ( Cqy< 1) , oz resultados forem
obtidos para um conjunto de doze combinacgdes de parametros

(cl, Cypr €y € a‘).

0 refinamento da mela distancia critica o dos coeficien -

- -8 ) )
tes foram obtidos atée 10 nos doze casos considerados,

Estes doze casos saoc apresentados na Tabela vVir.1l.1, e

Tabela VII.1l.2 contém os resultados obtidos para a meia -
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TARFLA VIYI.1.1 =~ Casos tstudados
CASO cl CZ 03 oz
1 1.01 0.90 0.80 1.00
2 1.01 G.90 0.80 2.00
3 1.01 0.90 0.80 3.00
4 1.01 0.90 0.60 2.00
:
5 1.01 0.80 ¢.90 2.00
6 1.01 0.80 0.60 2.00
7 | 1.0% 0.90 0.80 2.00
8 | 1.0% 0.80 0.90 2.00
|
g 1.10 0.90 0.80 2.00
10 1.10 0.80 0.90 2.00
11 1.20 ; 0.50 0.80 2.00
: z
! i
12 1.20 § 0.80 0.90 2.00
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TABELR VII.1.2- Meia Distancia Critica do Cerne Multiplica -

dor
TE— T -
caso | ExaTo Fy F, ’ Fy F, | Fg
1 h.389977 §.381313| 7.389173 7.389907 | 7.389929| 7.389965
2 7.277128 [71.269275] 7.275896 [7.277080 | 7.277085 7.27712%
3 [.236686 7.228624 7.235304 7.236644 | 7.236647 7.236679
&  7.331448 7.323137 7.330088 77.331371 | 7.331394 7.331442
5 7.671173 7.656446 7.668268 7.671111 | 7.671100 7.671158
|6  |7.712550 7.699643 7.710033 [7.712463 | 7.712473 7.71253¢
| : | |
7 12.414391 2.402835 2.412899 [2.414304 | 2.414336 2.414382
|
I
!
8  12.719504 [2.701214 2.716367 [2.719410 | 2.719419 2.719486
3 L
|
;9 1.371800?1.35668% 1.369168 1.371710 | 1.371737 1.371785
10 1.507859§l.58615l 1.60365) 1,607754 1.607767‘1.607837
: | :
11 |0.730527 0.711546 0.725009 0.730463 | 0.730467 0.730503
12 [0.890114 0.864563 0.882995 [0.5890064 | 0.850030 0.890074
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distancla critica (*) em cada ordem de expansac { 1 a 5) .
Nesta tabela os valores nas cince ordens de expansiio , para
cada caso, sao confrontados com o valor obtido pelo método
exato de Case/18/.Nota-se nesta tabela oue,para cada caso con
siderado,o valor obtido nelo método aproximado, rapidamen -
te tende para o valor dado pelec método exato, tomadc como
referéncia. Mesmo para a ordem de expansao 2, nota-se que a
diferenca € inferior a 10"2 em todos os casos considerados

e na ordem de expansac 5, a diferen¢a & observada apenas a
partir da quarta casa decimal. Os desvics percentuals dos
resultados para a meia distancia critica em relacao ac re -
sultado dado pelo método exato (para cada caso) sao apresen
tados na Tabela VII.1l.3. Os pequenos desviosc observados con

firmam a boa precisdo do método aproximado FN /14/.

Os tempos (C.P.U.) e os niimeros de iteracoes necessdrios
para se refinar os resultados até a oitava casa decimal ,nos
cases 3 e 12, sao apresentados na Tabela VII.1.4. Os tempos
e numeros de iteracoes sao bem pequenos (da ordem de sequn-
dos) , o que comprova o aspecto econdmico do método em ter -
mos computacionais, pois , o método exato regquer um tempo su
perior a 1l minutos para os cdlculos no mesmo sistema de

tres regioes aqui considerado [/33/.

Os fluxos angulares sao apresentados nas sequintes tabelas:

* » - » -
(*) A variavel espacial & sempre tratada em termos de livres

caninhos medios.
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TABELA VII.l.3~ Desvios Percentuais
g
:
CASO EXATO F.¢ Fo8 | Fat Fat F5t
1 | 7.389977 | 0.117 | 0.011 k 0,001 | < 0.001 | < 0.001

2 7.277128 {0,108 | 6.020 < 0.001 < 0.001 < 0.001

3 | 7.236686 | 0.111 | 0,019 < 0.001 | < 0.002 < §.001

, 0.001 | < 0,001 < 0.001

4 7.331448 | 0,113 { 0.019
i !

5 | 7.671173 | 0,192 | 0.038 < 0.001

M

0.001 < 0.001

6 7.712550 | 0,475 ] 0,033 0.001 < 0.001 < 0.001

7 7.414391 | 0.47% | 0.062 0.004 0.002 < 0,001

& | 2.719504 | 0.673 | 0.115 ©0.003 0.003 | < 0.001

9 | 1.371800| 1.102 | 0,192 0.007 0.005 0.001
| . ;

10 | 1.607859 | 1.350 | 0.262 | 0.007 0.006 0.001

11 0.730527  2.598 ) 0,755 0.009 0.008 0.003

12 0.890114 ] 2.871 O_EOOi 0.006 0.009 0.004
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TABELA VII.l.4~ Tempo de Computacdo e Nimero de Iteracoes
para os Casogs 3 e 12.

Ordem de Caso 3 Caso 12
Expansdo | Tempo deg Nimero_de Tenno de hrero de

| Computa-| Iteracoes Conpuia- Iteracoas

cdo(s) cao {s )

F, 15.32 | 3 15.42 3

F, 16.22 3 16.78 6

FB 16.14 3 18.28 6

|
F4 ! 17.01 3 21.08 6
[

Fg | 19.90 3 . 26.98 6
% | |
- | [ L
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Tabela VII.1l.5- Fluxo angular para o caso 3 - Interface a;

Tabela VII.l.6~ Fluxo angular para o casc 3 - Inferface 8
Tabela VII.1l.7- Fluxoc angular para o caso 12- Inferface @y

Tabela VII.1.8- Fluxc anqular para o caso 12~ Interface B.

O comportamento do fluxo angular em funcdo de p para og
casos 1, 3, 7 e 12 sao apresentados nas Filguras 7.1.1, 7.1.2,
7.1.3, e #.1.4, respectivamente, As curvas representamn o

fluxos nas aproximagoes F, e Fg.

As curvas obtidas para as aproximacoes Fy a Fg sao mui-
to préximas, sendo dificil ou impossivel distingui-las qrafi
camente, pois, como pode ser verificado nas Tabelas V1I.1l.5
a VII.l.8, para ordens superiores & 2 , as diferencas entre

os fluxos sao muito pequenas.

Nota~se nas Fiquras 7.1.1 a 7.1.4, que o método aproximado
FN descreve o comportamento descontinuo do fluxo anqular =
quando p = 0 . Em comparacao, no método Py » um método apro-

ximado tradicional, esta descontinuidade néo & observada.

Nao € possivel efetuar-se uma comparafao directa entre  os
fluxos angulares nas interfaces obtides pelo método aproxima
do com aqueles obtidos pelo método exato, polis a normaliza -
¢ao considerada nos dois métodos & diferente. Entretanto, os
fluxos obtidos através dos dois métodos devem manter aproxi=-

madamente a2 mesma proporcionalidade entre si (tanto mais va-
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lida quanto maior a ordem de expansao N ). A Tabela VII.1.9
apresenta os fluxos angulares na interface 0yr Para o caso
3, nas ordens de expansao Fl e FS , obtidos através do métg
do exato e aproximado. Aqul os fluxos (al (1 ) do método -
exato e do aproximado foram divididos pelos respectivos flu
xo8 (al, 0.5), ou seja, para v = 0.5, Og desviocs percen-
tuais dos fluxos também sao apresentados para ambos méto -
dos e ordens de expansao , os quais revelam uma boa concor
dancia entre os dois métodos , principalmente para a aproxi
macao Fe. Para mostrar efeitos do refletor finito, oz casos

3 e 12, da Tabela VII.1l.l, foram considerados.

Os cilculos foram efetuados para as aproximacoes F, e Fg ,

para as espessuras do refletor: 1.0, 4.0, 7.0 e 10.0.

Ag Tabelas VII.1l.1l0 e VII.1l.1ll contém os valores da meia
distancia critica, para os casos 3 & 12 , respectivamente ,
para as espessuras citadas no paragrafo anterior. O refina -
. mento para a obtencao da meia distBncia critica fol conside-

rado até a oitava casa decimal.

Para os dols casos, 3 e 12, na ordem de expansaoc 5, oS
tempos de computacac (C.P.U.) médics sdo da ordem de 22 e
31 sequndos, respectivemente. A variacio do tenpo de compu-

tacao em relac@o & espessura do refletor é nuito pequena.

A Tabela VII.1.12 aprecenta os valores dos fluxog angula-
res nas interfaces oy e B , para o caso 3, quando se con

sidera a espessura do refletor igqual a 10.0.
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TABELA VII.1.5- Fluxo Anqular para o Caso 3~ Interface o,
i Fl F2 FB F4 FS N
-1.00 0.519641 D.554622 | 0557660 | 0.557656 | 0.557773
-0.90 0.556786 p.575292 | 0.579553, 0,579218 | 0.579335
-0.80 % 0.593931 0.598846 | 0.6023821 0.602583 | 0,602472
-0.70 0.631076 D.625283 | 0.62689) 0.627673 | 0.627512
-0.60 0.668220 D.654604 | 0,653621 0.654632 | 0.654638
-0,50 0.705365 0.6686809 | 0.683118 0.683818 | 0.684042
-0.40 0.742510 p.721898 0.715922 0,715811 | 0.716072
-0.30 0.779655 0.759870 { 0.752579 0.751409 | 0.751377
-0.20 0.816800 0.800726 | 0.793630 0.791628 | 0.791058
-0.10 . 0.853944 p.844466 0.839619 0.837703 | 0.836814
0.00 % 0.891089 0.891089 | 0.89108% 0.821089 | 0.891089
0.00+ i 1,000000 1.000000 , 1.000000 1.000000 . 1.000000
0.10 ! 1.054967 1.060983 | 1.062669 1.063955 1 1,064736 |
0.20 ; 1.109933 1.120304 1.12293)) 1.124301 ! 1.,124803
0.30 E 1.164900 1.177964 | 1.180937 1.181787 | 1.181824
0.40 E 1,219866 1,233962 k1.23684q 1.237020 ! 1.236809
0.50 1.274833 1.288298 1.290792 1.250461  1.29029¢
0.6C é 1.329799 1.340972 1.342945 1.342428 + 1.342452
0.70 § 1.384766 1.391984 1.393450 1.393096 | 1.393264
0.80 i 1.439732 ﬁ.441334 1.442459 1.442495 | 1.442610
0.90 j 1.494699 (1,489023 | 1.490125 1.490511 ' 1.490421
1.00 i 1.549666 %1.535050 1.536886 . 1.536809
| ‘ !

|

1.536599
i
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TABELA VII.1l.6~ Fluxo Angular para o Caso 3 - Interface B

L

u Fy Fa F3 Fa Fg
- 1.00 | 0.066026 |0.071488 | 0.072117 | 0.072079 | 0.072094
- 0.90 | 0.072652 | 0.074517 | 0.075328 | 0.075274 | 0.075286
- 0.80 | 0.079278 {0.078111 |0.078754 | 0.078795| 0.078774
- 0.70 { 0.085905 | 0.082268 | 0.082509 | 0.062648 | 0.082621
| 0.60 | 0.092531  0.086989 | 0.086702 | 0,086876 | 0.086876
. 0.50 | 0.099157 | 0.092273 | 0.091448 | 0.091563 | 0.091595
- 0.40 | 0.105784 | 0.098121 | 0,096857 | 0.096829 | 0.096864
- 0.30 | 0.112410 |0.104533 | 0.103042 | 0.102833| 0.102820
- 6.20 | 0.119036 |0.111509 | 0.110114 | 0.109774 | 0.109674
- 0.10 | 0.125663 ' 0.119048 | 0.118186 | 0.117886 | 0.117734
0.007 0.132289 | 0,127151 | 0.127369 | 0.127445| 0.127428
0.00% 0.148825  0.143045 | 0.143290 | 0.143376| 0.143357
0.10 | 0.165373 | 0.152946 | 0.154511 | 0.155886 | 0.155776
0.20 | 0.181821 | 0.165014 | 0.167212 | 0.168577 | 0.168491
0.30 | 0.198469 | 0.179250 ' 0.181539 | 0.182262 | 0.182233
0.40 | 0.215017 é 0.195653 | 0.197634 | 0.197591 | 0.187607 |
0.50 | 0.231565 & 0.214224 i 0.215642 é 0.215049 | 0.215082
0.60| 0.248113 | 0.234962 50.235706 0.234957 | 0.234982
0.70| 0.264661 | 0.257869 | 0.257970 | 0.257468 | ©.257474
0.80| 0.281209 | 0,282942 | 0.282579 | 0.282572 | 0.262565
0.90 | 0.297757 | 0.310184 | 0.309675 | 0.310094 | 0.310089
1.00| 0.314305 | 0.339593 | 0.339403 | 0.339695| 0.339695

f




TABELA VII.1l.7-

Fluxo Angular para o Caso 12 -

Interface a;

M ! Fa F3 Fy Fg
-1.0 |0.319117 |0.355086 | 0.357790 | 0.357392 | 0.357768
-0.9 |0.353872 | 0.368652 | 0.373054 | 0.373452 | 0.372793
~0.8 |0.388627 {0.386127 | 0.388832 | 0.389467 | 0.389279
~0.7 |0.423382 | 0.407511 | 0.406233 | 0,408141 | 0.407879
-0.6 | 0.458137 | 0.432805 | 0,426366 | 0.428684 | 0.428871
-0.5 |0.492892 | 0.462009 | 0.450341 | 0.451811 , 0.452532
0.4 10.527647 | 0.495121 | 0.479267 | 0.478744 | 0.479500
-0.3 | 0.562402 | 0.532144 | 0.514253 | 0.511210 | 0.511149
~0.2 | 0.597157 | 0.573075 | 0.556409 | 0.551442 | 0.549956
~0.1 | 0.631912 | 0.641803 . 0.606844 | 0.602180 | 0.599866
-0.0 | 0.666667 | 0.666667 | 0.666667 | 0.666667  0.666667
+0.0 | 1.000000 | 1,000000 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000000
0.1 | 1.034755 | 1.072088 | 1.103292 | 1.107280 | 1.106263

0.2 | 1.069510 | 1.132030 . 1.176705 | 1.180447 | 1.180172

0.3 | 1.104265 | 1.179826 ' 1.224083 | 1.225657 | 1.226278

0.4 % 1.139020 | 1.215475 | 1.249272 | 1.248470 | 1.249452

0.5 | 1.173775 | 1.238978 | 1.256116 | 1.253852 | 1.254615

0.6 ; 1.208530 | 1.250335 | 1.248459 | 1.246174 | 1.246470

0.7 ; 1.243285 | 1.249546 | 1.230146 | 1.229210 | 1.229225

0.8 | 1.278040  1.236610 | 1.205021 | 1.206140 | 1.206348

0.9 f 1.312795 1.211528 | 1.176930 | 1.179549  1,180254

BN ' 1.347550 | 1.174300 | 1.149717 | 1.151426 1.152076
B |

e T—
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TABELA VII.l.8~ Fluxo Angular para o Caso 12 - Interface B
R
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u Fl F2 F3 F4 F5
-1.0 1 0.118391 0.118454 0.115402 | 0.115610 0.115679
-0.9 | 0,125581 | 0.122603 0.119445 | 0.119676 0.119749
-0.8 10.132770 0.12717% 0.123811 6.124009 0.124118
-0.7 | 0.139960 0.132180 0.128508 | 0.128672 0.128794
-0.6 | 0.147150 0.139607 0.133548 | 0.133714 0.133818
-0.5 | 0.154339° 0.143461 0.138940i 0.139163 0.139243
-0.4 ) 0.161529 0.149740 0.144695 | 0.145029 0.145114 |
-0.3 1/ 0.168718 0.156446 0.150823 { 0.151305 0.151450 |
-0.2 0,175908 0.163577 0.157335 1 0.157967 0.158218
-0.1 0.183097 0.171134 0.164241 | 0.164972 0.165321 :
~0.0 | 0.190287 0.179118 0.171551 | 0.172258 0.172571
+0.0 | 0.169144 0.159216 0.152490 | 0.153118 0.153397

0.1| 0.189019 0.173497 0.155112 | 0.158906 0.162016

0.2 0.208895 0.189343 0.165391 | 0.169550 0.171357

0.3} 0.228770 0.206756 0.182078 | 0.185107 0.185011

0.4) 0.238646 0.225735 0.203923 | 0,205336 0.204341

0.5] 0.268521 0.246279 0.229680 | 0.229697 0.22%031

0.6 0.288396 0.268390 0.258099 | 0,257354 0.257636

0.7, 0.308272 0.292066 0.2879325 0.287172 0.288130 E

0.8; 0.328147 0.317309 0.3179302 0.317717 0.318460 }

0.9| 0.348023 0.344117 0.346844; 0.347259 0.347090 ;

1.0} 0,367898| 0.372491 0.373427% 0.373771 0.373554 |

!
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TABELA VII.1.%9- Comparacao entre os Fluxos Angulares (Exato e
Aproximados) para o Caso 3- Interface o

U EXATO | Fy Fs Fp8 Fel
0,90/ 0.4490 | 0.4368 | 0.4450 2.700 < 0.001
.0.80| 0.4670 | 0.4659 | 0,4669 0.236 0.214
L0.70{ 0.4864 | 0.4350 | 0.4863 1.800 0.0G21
-0.60{ 0.5073 | 0.5242 | 0,5074 3.331 0.020
.0.50/ 0.5301 | 0.5533 | 0.5301 4.377 < 0.001
-0.40| 0.5550 | 0.5824 | 0.5550 4.937 < 0.001
-0.30{ 0.5824 | 0.6116 | 0.5823 5.014 0.017
~0.20/ 0.6130 | 0.6407 | 0.6131 4,519 0.016
-0.10| 0.6478 | 0.6698 | 0.6485 3.396 0.108

0.10 0.8259 | 0.8275 | 0.8252 0.194 0.085

0.200 0.8718 | 0.8706 | 0.8717 0.138 0.011

0.30 0.9158 | 0.9138 | 0.9159 0.218 0.011

0.40 0.9585| 0,9569 | 0.9586 0.167 0.010

0.50 1.0000; 1.0000 | 1.0000 - -

0.60 1.0404 | 1.0431 | 1.0404 ' 0.260 < 0.001

0.7¢ 1.0798 | 1.0862 | 1,0798 0.589 < 0.001

0.87 1.1181| 1.1294 | 1.1181 | 1.011 < 0.001

0.9¢ 1,1551| 1.1725 | 1.1551 i 1.506 < 0.001

; |




TABELA VII.1.10-
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Calculo da Mela Dist@ncia Critica a,- Caso 3

Espessura do
Refletor Fa Fg
1.0‘ 7.244883 7.246259
4.0 7.235433 7.236811
7.0 7.235306 7.236680
10.0 7.235304 7.236679

TABELA VII-1.11- Calculo da Meila Distancia Critica o;- Caso 12

Espessura do |
Refletor F2 F5
1.0 0.892528 0.899400
4.0 0.883387 0.890466
7.0 0.883011 0.890092
10.0 0.883000 . 850076
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TABELA VII.1l.12- Fluxos Angulares para o Caso 3
Intexface a3 Interface B
. F2 Fg ¥2 F5
-1.00 | 0.554622 0.557773 0.714885 0.072094
~0.90 | 0,575292 0.579335 0.745180 0.075287
~0.80 | 0.598846 0.602472 0.781112 0.078774
~0.70 | 0.625283 0.627512 0.822681 0.082621
~0,60 | 0.654604 0.654638 0.869888 0.086876
-0,50 | 0.686809 0.684042 0.922731 0.091595
~0.40 | 0,721898 0.716072 0.981213 0.096864
-0,30 ) 0.759870 0.751377 06.104533 0.102820
-0.20{ 0.800726 0.791058 0.111509 0.109674
~-0.10 | 0.844466 0.836814 0.119048 0.117734
0.00] 0.891089 0.891089 0.127151 0.127428
0.00+ 1.000000 1.000000 0.143045 0.143357
0.10 1.060983 1.064736 0.152946 0.15577¢6
0.201 1.120304 1.124803 0.165014 0.168491
0.301} 1.177964 1.181824 0.179250 10.182233
0.40) 1.233962 1.236809 0.195653 0.197607
0.50; 1.288298 1.2902990 0.214224 0.215082
0.60| 1.340972 1.342452 0.234962 0.234981 j
0.70] 1.391984 1.393264 0.257869 0.257474 é
0.80] 1.441334 1.442610 0.282942 0.282565 %
0.90{ 1.489023 1.490421 0.310184 0.31008% %
1.00| 1.535050 1.53680¢9 0.339593 0.339695 E
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Os valores sao representados até a sexta casa decimal, nas
ordens de expansao 2 e 5, Confrontando-se estes valores com
agueles do sistema com refletor infinito, dados pela Tabe -
la VII.1.5, verifica~se que as diferencas sao menores do que

10”8

. Nestas condicoes, os fluxos angulares, para o sistema
com refletor de espessura infinita ou igual a 10,0, sao pra-

ticamente ¢ mesmos.

Os fluxos totais e correntes nas interfaces podem ser obti

dos através das seguintes expressoes analiticas:

¢ o = fluex, w an 7.1.1

1
I (x) = [ uplx,u) Qu 7.1.2
As expansoes dos fluxos angulares, para x = ¢y +» B e

Y , sao dadas pelas expressoes (5.1.27) a {5.1.31). Quando -~

substituldas em (7.1.1) e (7.1.2) fornecem:

N (d; + di )
¢(al) = I 7.1.3
a=0o o + 1
N o(ad+ &t
¢(R ) = & 2 2 7.1.4
a=0 a + 1
N a>
¢y ) = ¢ o 7.1.5%
a=0 ot 1
N (al - a?)
J(ay) = I it a 7.1.6
' a=0 a + 2
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N @ -al )

J( B) = L 7.1.7
a=0 a + 2
N a2

J(y) = ¢ L 7.1.8

-

Os fluxos escalares e correntes para ¢ caso 3 (refletor
finito) sao apresentados na Tabela VII.1.1l3 e VII.1l.1l4, res
pectivamente, para as aproximagBes er FS' nas interfaces -
«y , B e y . Na Gltima linha da tabela sao inseridos os

valores obtidos para o sistema com refletor infinito.

Nota-se que os valores para espessuras do re-
fletor > 10.0 ou infinita s=3c muitos proximos, e
os fluxos na interface vy ge aproximam de zZero ra-

pidamente a medida que a espessura do refletor cres

ce.,
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TARELA VII.1.13- Fluxos Escalares para o Sistema com Refletor
Finito ¢ Infinito - Caso 3
Cspessu Interface o) Interface @ Interface vy
ra do F F F F F F.
Refletor 2 > 2 > 2 >
1.0 1,00661Y | 1.007647/0.157062{0.157397| 0,053995| 0.054223
4.0 1.006647 | 1.007677/0.170505{0.170736/0.006281| 0.006403
7.0 1.006648 | 1.007677,0.170677/0.170913|0,.000737;0.000758
10.0 1.006648 | 1.0076770.170679 0.170915. 0.000087. 0.000090
o 1.006648 | 1.0075%20{0.170679;0.170906 - -
TARBELA VII.l.l4~ Correntes para o Sistema com Fefletor Finito
e Infinito - Caso 3
Espessu Interface a, Interface B Interface y
ra do
Refletor Fa Fs Fa Fs Fa Fg
1.0 0.267106 0.267105 0.06826) 0.068287 0,040075 |0.040098
4.0 0.265567 0,265560 | 0.064396 0.064360 0.004797 |0.004787
7.0 0.265547 0,265539 0.064342 0,064304 0.000570 {0.000568&
{10.0 0.265547 0.265538 0.064341 0.064303 0,000068 [0.000067
© 0.265547 0,265538 0.064341 0.,064303 - -
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7.2~ Modelo de Dois Grupos

Nesta secgac sao apresentados alguns resultados obtidos
no modelo de dois grupos, para os problemas de Milne e de cri
ticalidade, cujos desenvolvimentos analiticos foram considera
dos no Capitulo 6. A variavel espacial & sempre tratada em

termos de livres caminhos médios dos neutrons do grupo dois.

Iniclialmente o esquema considerado (problema de Milne e
de criticalidade) na escolha dos autovalores, para cada meio,
fol feito tomando-se valbres iqualmente espacados entre si -
(além dos K autovalores discretos) nos intervalos (0,1/0) e

(1/0,1), de acordo com as seguintes expressoes.

1 (my*K-3) (1-1/0)
£, = + , K < 3§ < Km,~1, £.e(1/o0,1 )
3 5 m = =72 J
2

7.2.1

1 K+m, +m.,-1-3
Ej = 1 2 e Ktm

2 f_ j < K+m2+ mllgje(ofl/o)

7.2.2

assim, o nimero de autovalores considerados nos dois inter

valos, obedece a relagéo de iqualdade (4.36),
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Entretanto, devido a dificuldade em se encontrar resultados
satisfatorios, nos dois problemas , outros esquemas foram tenta-

dos, os quais sao descritos adiante, para cada problema.

7.2.1- Problema de Milne

Utilizou-se‘, neste problema, para a obtengcao de resultados
numéricos dois conjuntos diferentes de seccoes de choque /28/ pa
ra o material que preenche o semi-espaco x > 0, conforme tabela
VII.2.l.,l. En cada caso coneiderado a fungao de dispercac possul
apenas duas raizes reais t vy (k=1) /39/. O valor positivo para

cada caso & apresentado nessa Tabela VII.2.1.1.

Como neste problema K = 1, a condigao fisica (6.1.2) & alte-

rada para:

tim  y(x,p).e”F =0 7.2.1.1
Ko
Os resultados obtidos para o problema de Milne através do

mé&todo Fq (distribui@éo de néutrons na interface x = 0), sao con
frontados com os valores calculados através do método exato da
bibliografia /38/. Os resultados do método exato sao apresenta -
dos na Tabela VII.2.1.2, para os casos 1 e 2, onde se utiliza a

denotacao para o fluxo dpo grupo: Iglxm), G = 1,2 (%)

(*) Para o problema de Milne, o simbolo I_(x,u),6=1,2 serz utili
zado de ora em diante para denotar o5 elementos do iluxo -
I(x,u), simbologia diferente da que foi utilizada na defini~-
cz2o (2.4.6), onde I(x,w) vlwl (x, v)

_‘1’32 (X ’ U)*

.




TABELA VII.2.1.1- Secgdes de Choque llacroscopicas ( #+ )
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S _CONJUNTO
SECGOES D
CHOQUE E CASO (1) CASO (2)
AUTOVALOR
oy 4 ,8822 5.%220
02 2.2343 2.9738
O11 3,8180 3.6906
T2 0.3524 0.2164
02, 1.0326 1.0481
C22 02,8669 2.5341
v, 7.100978 1.926041
( » ) Expressos en cm~t
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TABELA VII.Z2.1.2 - Distribuicgdo de Saida do Problema de
Milne I (O, -y ).

4
CASO 1 CAGO 2
u I,(0y= uJ I5(0,= w) | I;(0,= w) 1,0, u )
- 0.05 0.004841 0.017021 0.008195 0.064905
C.1l0 0.005277 0.018736 0.008873 0.071267
0.20 0.006066 0.021900 0.010106 0.083413
0.%0 0.006803 0.024920 0.011272 0.095692
0.40 0.007515 0.027879 0.012419 0.108614
0.50 0.008210 0.030813 0.013%568 0.122564
0.60 0.008896 0.03%33739 0.014736 0.137934
0.70 0.009574 0.036672 0.015935 0.155190
0.80 0.01C249 0.0329620 0.017177 0.174927
0.90 0.010921 0.042590 0.018447 0.187947
1.00 0.011592 0.045588 0.019835 0.225%75
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Utilizando-se virias combinagdes de m; e m,, nas ordens de
expansao N = 2 a N = 4, obteve-se os resultados para os fluxos
angulares mostrados nas Tabelas VII.2.l.3 e VII.2.1.4, para oS
casos 1 e 2, respectivamente. Estes resultados sac insatisfato-
rios, ocorrendo mesmo valores negativos para certas combinacoes
de m, e m,. O aumento da ordem de expansao nao torna os resulta

dos mais precisos.

Entretanto, confrontando-tse estes valores (nos dois casos )
com aqueles da Tabela VII.2.1l.2 , verifica~-se que as discrepzn-
cias dos resultados decrescem a medida que se escolhe menos au
tovalores no intervalo (1/0,1). Nota-ce, para a ordem de ex -
pansab N = 3, por exemplo, que para a combilnacao (m;=0, m,=7)
resultam vérios valores negativos, nos dois casos considerados.
Para a combinagﬁo (ml = 3, m, = 1), os valores obtidos , embo-

ra ainda imprecisos aproximam-se dos valores da Tabela VII.2.l.2.

Este comportamento repete-se , de forma quase sistemitica
para outras ordens de expancao, ou seja, para uma dada ordem
de expansdo, quanto maior for o nimero de autovalores no in -
tervale ( 1/0 , 1), em relaqu ao numero de autovalores no in-

tervalo ( 0, 1/0 }, os resultados tornam-se mais discrepantes.

Até o momento da confecg¢do deste trabalho nao se encon -
trou o motivo da ocorréncia destes resultados negativos quan-
do se seleciona autovalores no intervalo (1/¢ ,1). Parcce, no
entanto, que o motivo desses resultados inesperados provém -
das fungoes giz)(v). As funcoes g;l)(v) e g;z)(v) sao descon-

tinuas no ponto 1/0 e além do mais as funcoes g;z)(v ) pos -



TABELA VIT.2.1.%~ Fluxos Anculares para o Caso 1

N=2, m1=0, o, = 5 =2, m1=2, Mo = 1
u I,(0,-w 1,(0,~w) 1,(0,-u) I,(0,- 1
0.05 -0.010059 0.0l9282 0.0045%96 0.016755
0.10 -0.007502 0. 020508 0.00%0CL% 0,013484
0.20 -0.002092 0.022%260 0.005816 0.021868
0.50 0.000829 0.025960 0.006576 0.025156
0.40 0.004171 | 0.0237C0C 0.007295 0.028348
0.50 0.006G34 0.031478 0.007971 0.031445
0.60 0.009117 0.0%4296 0.008605 0.0%24446
0.70 0.010722 0.037153% 0.002188 0.037551
0.80 0.011747 | 0.040049 0.009748 0.040160
.90 0.012194 0.042884 0.010256 0.042874
1.00 0.012061 0.045958 0.010722 0.0454902

TAEELA VII.2.1.3- Fluxos

Angulsres para o Caso 1 (continusagzo)

N=3%, mlno, m2x7 H=3%, mlsﬁ, = 1
I,(0, =) [1,(0,) 1,00,- | T5(0,-) |
0.05 -0.003370| 0.018018 0.004E04 0.015692
0.10 | -0.001282] 0.019465 | 0.005753 0.018470
0.20 0.002201| 0.02235% | 0,00621% 0.0217848
0.30 0.0048701 0.0252%6 1 0.007008 0.0248353
0.40 0.006855| 0.028119 |  0.007751 0.027701
0.50 0.008291! 0.0%1008 0.0084900 0,0%0466
0.60 0.009%08| 0.0%%907 0.000216 0.0%%211 1
0.70 0.0100401 0.036800 0.000960 0.03601N
0.80 0.010618! 0.,0%9758 0.019770 0.078958
0.90 0.011175 o.ongzgq 0.011576 0.042121
1.00 0.011844] 0.,045712 0.012490 0.045585

\ e nenm
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TABETA .2.1.%3 ~Fluxos Anguleres para o Cas ntinuacao
TABELA VII.2.1.3 =-Fl Anguleres para o Caso 1 (Continuacgao)

N=3, mlzl, m2:5 N=l4, m1:4, my, = 1

H I].(O,-u) 12<Os"'11) I]_(Oa"’ll) IECOQ"'U )

0.05 0.008195 0.016534 0.004616 0.01698%

0.10 0.007%97 ¢ 0.018132 0.005054 0.018791

0.20 0.000015% 0.021281 0.005845 0.022052

0.30 0.009784 0.024374 0.006555 0.025070

0.40 0.009943 0.027424 0.007220 0.0803%8

0.50 0.00973% | 0.030441 0.007861 0.031070

0.60 0.009304 0.02343%5 0.008482 0.034202

0.70 0.009166 0.0%6418 0.002079 0.027%92
!

0.80 0.009289 0.039400 0.000632 0.040518
i

0.90 0.010002 0.042303 C.010110 0.0435%87%

1.00 0.011546 | 0.045407 0.010467 0.045709
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TABELA V1T.2.1.4- Pluxce dngulares para o Caso 2
IHESEN myo= O, M, = 5 W=2, T 2y oy = 1

M 1 (O,"LO IZ(O,wu) 11(0,ﬁ1} Ig(os“u)
0.05 ~u.oRQQ;8 0.541146] 0.0043%62 0.06225
1 0.10 ~7 4367200 0.5136559 0.0049%6 0.069744
0.20 -5.,195087 0.40467%  0.005609 0.082260
0.%0 ~2.5107541 0.423672] 0,005843% 0.096471
0.40 -1.780561 0.%90655] 0.005658 0.111976
0.50 =0.606248 0.265624] 0.004992 0.128776
0.60 0.212599 0.3485771 _0.003908 0.146870
0.70 0.675979 0.329516| _0.00238% 0.166258
0.80 0.783892 0.3384%9] 0,000420 0.18694]
.90 0.536%258 0.2345%47 -0,001982 0.208918
1.00 -0.066682 0.350240! ~0.004825 0.2722190

TAEELA VIT.Z2.1.4-

Fluxoe Angulares parz ¢ Ceso 2 (CDI&IUUlfaO)

L=3, uy= O, QOT H=7%, m1=1 s To = 5
u 1,00~ w 1,(0,=w)|  I;(Cy-u) L (C,-u)

0.05 55.85123 ~0.796912| ~0.155¢42 0.057887
0.10 26, 255040 —0.72&48¢ =0.244058 0.071147
0.2 14, 508878 ~0.,003440 Q220877 0.092911
0.20 6.218520 -0.4875500] -0.31817%6 0.112728
0.40 1 277057 ~0.7200211] -0,240216 0.128847
0.50 1.202420 ~0.312560] -0,125682 0.143502
0.60 1.907028 -0.2459271 -0.005707 C.157954
0.70 1.525529 -0,188078! 0.091353 0.173446
0.80 0.758927 =0.1262021 0.12%2918 0.191227
0.90 0.240166 -0.0874711  0.092222 0.21254%
1.00 0.714188 ~0.039062] -0.062900 0.2%864%
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TABELA VII.2.l.4 - Fluxos Angulares para o Caso 2(Continuagao)

N=3, mlzi, Wy= 1 N=4, my = 4 o, = 1

u 1,€0,=w]  I,(0,=p) | L;(0,= u) T5(0,=u )
0.05 0.008336 | 0.064153 | 0.007083 0.064340
0.10 0.009059 |  0.070808 | 0.007696 0.070930
0.20 | 0.010412 | 0.083453 | 0.008762 0.083125
0.30 0.011676 | 0.095740 | 0.009704 0.095062
0.40 0.012898 | 0.108307 | 0.010584 0.107776
0.50 0.014123 | 0.121789 | 0.011416 0.122061
0.60 0.015296 | 0.136824 | 0.012164 0.128477
0.70 0.016764 | 0.154048 | 0.012745 0.157347
0.80 0.018270 | 0.174096 | 0.013026 0.178755
0.90 0.019960 | 0.197606 | 0.012825 0.2025/9
1.00 0.021881 | 0.225214 | 0.011911 0.228340
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suem um termo &n (ov - 1) que & singular no ponto v = 1/0 .

Entretanto, € necessario uma pesquisa mais aprofundada

neste sentido.

Pelo motivo exposto no paragrafo anterior, outros mo-
dos para a cobtencao dos resultados foram testados, que sao ci

tados a sequir:

1) Selecionar-se apenas os autovalores pertencentes ao

intervalor (0, 1/0 ) ( além do autovalor discreto).

2) Selecionar-se os autovalores continuos nos intervalos .
(0, 1/0 ) e(l/o, 1), nao utilizando-se, no entanto, as
funcgoes g;z)( v) , ainda que o autovalor pertenga  ao
intervalo (1/0 , 1), iste &, considera-se avenas as
equacoes para ve (0,1/0 ), indiferentemente se o auto-

valor pertence 2o intervalo (0, 1/0) ou ( /0, 1l).

3) As funcoes giz)(vr podem cer representadns cono sendo

expressoes do tipo: Bi( v} + 5, (v)2n{ov =~ 1), onde

Ry ( v) e 8, (v)tn (ov-1) sa@o functes linearmente inde

pendentes. Assim , nas equaqaes para os autovalores

pertencentes ao intervalo (1/0, 1), utiliza-se R,( v)

e/ou §i( v) , ao invés de §i( v) .

Para o esquema 1, m, = 0. Entretanto, como K = 1, a igual

-

dade (4.36) € modificada para:



2{N+1) = K + my + (ml - 1) 7.1.1.2

No intervale (0, 1/0), tem-se gue para cada autovalor se
lecionado existem 2 equagoes distintas , independentes, como -
citado anteriormente. Entretanto como o niimero total de equa-
goes & par, utiliza-se my equacoes de um tipo e my -1 equagoes

do outro tipo.

As Tabelas VII.2.1l.5 e VII.2.1.6 apresentam ot resultados
para os casos 1 e 2 respectivamente, nas ordens de expansao 3,
4 e 5, onde se considerou uma equagac a menos no conjunto de

equagoes em que a = 2 ( equagao do segundo tipo).

As Tabelas VII.2.1l.7 e VII.2.1l.8 apresentam os resultados
para os casos 1 e 2 respectivamente, nas ordens de expansao 3,

4 e 5, onde se considerou uma equacao a menos para o = 1.

Os resultados obticeos fazendo-se m, = 0, apresentados nas
Tabelas VIT.2.1.5 a VII.2.1.8,concordam mais com os resultados de
referéncia ( Tabela VII.2.1.2) do que quando existem autovzlo -
res no intervalo ( 1/0, 1). Entretanto, os valores ainda 830
imprecisos, e sua precisao nao aumenta quandc a ordem de expan-
sao do Fy & maior. Para N > 6 ( foi calculado até N = 8 nos

dois casos) os resultados divergem sensivelmente dos valores es

perados,

Para o sequndo modo de selecionar-se os autovalores, isto

b

;r“,!‘:"Tl‘ LRt E Eer Sopene ok e
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€, my autovalores igualmente espacados nos intervalos (0,1/0)
e (1/0, 1), utilizando-se apenas as equagoes para o intervalo
(0,1/0) e do primeiro tipo ( a = 1), os resultados foram obti-
dos até a ordem de expansao 8. Nas Tabelas VII.2.1.9. e
VvII.2.1.10, os resultados para os casos 1 e 2, respectivamen

te, e nas ordens de aproximacaoc 3, 4 e 5, s30 apresentados.

Os resultados apresentados nas tabelas sdo razoavelmente
satisfatérios e, de modo geral, concordam mais com os valores
da Tabela VII.2.1.2, conforme a ordem de expansao & elevada de
3 até S. Contudo, para as ordens de expansido N = 6 até N = 8 -
os resultados , embora se mantenham proximos dos valores espe
rados, nao convergem assimptoticamente para os mesmos & medida

em que a ordem de expansao & aumentada de & até 8.

Selecionando~se 0s autovalores da forma convencional, is-
to &€, iqualmente espacados nos intervalos ( 0,1/0) e (1/o0,1 ),
mas substituindo-se §;2)(v) por gi( v), 0s resultados para os
fluxos angulares nao sdoc precisos. Nas Tabelas VII.2.1.11 e
VII.2.1.12, alquns valores sdo apresentados para as ordens de
expansao N = 1 até N = 4 ( os cilculos foram feitos até N = B)
considerando-se m, = l, ou seja, apenas um autovalor no inter-
valo ( 1/0, 1). Observa~se que apesar de nao ocorreren valores
negativos, os resultados sac imprecisos e néo tendem aos va -
lores esperados da referéncia, dados pela Tabela VII.2.1.2

quando a ordem de expansao é elevada de N = 1 até 4., Verifi

cou-se que considerando-se mais autovalores no intervalo
(1/0, 1) ou para ordens de expansdo N > 4, a precisdo tende a

plorar , ocorrendo valores negativos &8s vezes.
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Quando §i2)(v) é substituido por §1(v), os resultados sao

totalmente desprovidos de significado.

7.2.2- Problema de Criticalidade

Para este problema utilizou-se dois conjuntos de seccoes de
choque, um para o meio multiplicador e o outro para o refletor,
conforme Tabela VII.Z.Z.l extralidos da bibliografia /17/, onde
foram considerados os sequintes intervalos de energia para 08

dois grupos.

Grupo 1 - 0.0 a 0.3 e V,

Grupo 2 - 0.3 eV a 15.0 Mev.

Os autovalores discretos positivos correspondentes a cada
conjunto de secgoes de choque saoc apresentados na Tabe~-
la VII.2.2.2, Nota-se que existem, para cada meio, 2 pares de
autovalores (K1=2 , £ = 1,2, ou simplesmente K = 2 ), Este nua-
mero de autovalores discretos decorre das propriedades fisi -

cas de ambos materiais.

Os autovalores foram selecionados (além dos autovalores
discretos , para cada.meio), nos intervalos (0,1/¢) e (1/0,l))
obedecendo a relacao de igualdade (6.2.1.21), considerando-se
0s mesmos autovalores para ambos os neios (mlmm11 = miz,



w

TABLTA VIT.2.201- Secgoms de Chogue

P

Macroscopices( « )

7\\\\\ Conjunto
\\\ |
Seccao de \\\\\\\\\ Cerne Nultiplicadori Refletor
choque . |
g
(o} 2-9727 E 2.9865
I .
%511 2.93% 2.9676
0.04635 i 0.04749
9s12
o 0.000767 0.000%36
s21
o 0.83892 0.83975
522
0.07:91 -
Vs19£1
Vg20 50 0.00209 i -
XI 0.0 } —
i
X2 1.0 | ~

(%) Exprecsas cm cm

TAPELA VIT.Z2.2.2 - Autovalores diescr

etos positivoo.

autovalores
Conjunto
Cerne Hul-% 1
tiplicador! i 4.72108596 f 1.15212848
j
Refletor | 2.60401996 1 2.1229793%0

i



Para este trabalho, a solucao numérica do problema de cri
ticalidade restringiu-se apenas i pesquisa da meia distancia -
critica, nao sendo considerado o fluxo de néutrons no sistema .
Como citado no Capitulo 6, doie casos distintos foram considera
dos : sistema com refletor finito e sistema com refletor infini

to.

Os resultados obtidos neste trabalho foram sempre confron-
tados com os resultados obtidos pelo método exato apresentados
na publicacao “Numerical Solutions of Two-Media Problems in Two
Group Neutron Transport Theory" por Yuji Ishiguro and Roberto
D.M. Garcia /17/. Esses resultados sao renroduzidos na Ta-

bela VII.2.2.3.

Os resultados para a meia distancia critica foram insatis
fatdrios quando se considerou autovalores no intervalo(l/c, 1),
analogamente ao que ocorreu para o problema de Milne qguando au-

tovalores nesse intervalo foram considerados.

Para a situacao particular em que somente sao considerados
autovalores no intervalo (0, 1/4) e (m, = 0 )}, os resultados ob
tidos se aproximam dos esperados, como se observa na Tabe-
la VII.2.2.4 para as ordens de expansao de 1 a 5. Confrontan -
do~se estes resultados com os valores da Tabela VI11.2.2.3, que
sao os valores esperados, nota-se que existe uma concordancia

razoavel, Entretanto, nao ocorre convergéncia assimptética com

o aumento na ordem de expansao.
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TARELA VII.2.2.5 - lieia Espessura Critica ( ay )
Espessura do ar (L.e.m D)
Refletor

1.0 | 5.94147

2.0 ' 5.22752

3.0 , 4.75065
:

5.0 4.31485 |

> 4.15767
|
]

( # ) Expressa em Livres Caminhos Medios do Grupo 2 no

jeio TMultiplicador.
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TABELA VTT1.0.0 .4~ lieia Lopessure Critice (wa )
Esspgssura Nl I\TE M., Nz; N‘S
0
Refletor K= 2 K =2 K= 2 K= 2 K= 2
[.'l-‘ = 1 ml = 2 mlf* 5 mlz: 4 ml:: 5
1.0 5.94123 5.94255 5.9%676 | 5.95327 5.91271
2.0 5,22852 5.2286% 5.22509 | 5.2%360| 5.21242
3.0 | 4.75215 4.75114 | 4.75013 | 4.75184] 4,75242
5.0 4.31661 4.31430 4.31635 | 4.30985] &4.33707;
| |
© £.15048 4.15661 4.1600% | 4.149611 4.18907

I
1
I
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Os tempos de computacao (C.P.U.) e o nimero de iteragoes
necessarios , para se obter um refinamento na meia distancia
critica ( a,) até a sexta casa decimal, sao apresentados na
Tabela VII.2.2.5, para as ordens de expansao 1 e 5 e espessu-

ras de refletor: 1.0, 5.0 e infinita.

Pela tabela, observa-se que o método Fy, no nodelo de dois
grupos, para problamas tipo placa plana, envolvendo variag -
veis complexas , & computacionalmente econdomlco guando compara
do ao método de Case, pois, este Giltimo reguer um tempo de com
putaqao da ordem de 53 a 60 minutos, conforme citado na refe-

réncia /17/, para o mesmo sistema com refletor infinito.
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TABELA VII.2.2.5- Tempo de Coumputecao e limero de Iteracdes

N ~ Ordem de 1 I
\\\\\;sxpansao
Espes . : A, b e ey ,
sura do C.P.U. Numexowdeg C.P.U. Lumtroude
Refletor ™ (geg.) | Iteracdes, (seg) Tteracoes
1.0 20.6 2 L 24.6 5
5.0 - 20.2 2 24.6 3
g ) |
;
g
‘ E
o 1 17.3 2 21.0 3
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8. CONCLUSOES ¥ SUGESTOES

Neste trabalho, o método Fy , que & um novo metodo aproxi-
mado para solugao de problemas da teoria de transporte e que
esta sendo desenvolvido, foi considerado nos modelos de um

- . ’ » s
e dois grupos cou espalhamento isotropico em georetria plana.

No modelo de um grupo, O metodo ja estabelecido anteriormen
te, foi aplicado na solugfo do problema de criticalidade do
reator com tres regides. Os resultados confirmaraw,para o caso
que envolve a variavel comnlexa,que as conclusoes das pesqul -
sas anteriores, isto &, que o método Fy ¢ facil de se usar nos
problemas de multi-regices , e que os resultados numéricos sfo
precisos bem como os calculos necessarios para a solugio atra-

&, -~ , - -
ves do computador s8o faceis e rapidos.

No modelo de dois grupoes, & teoria do método F foi desen -
volvida e aplicada na solugso de problemas padroes da  teoria
de transporte de neutrons. Os resultados mostram que a preci -
sao depende da seleg@o utilizada para os autovalores. Ls cau -
sas provaveis deste comportamento, foram discutidas, e as dire
¢oes de pesquisa para se eétabelecer o método FN no wodelo de
dois grupos, ficam assim sugeridas, ou seja, investigar-se um

esquena de selecao otimizado.



APENDICE A ~ DETALHES DEDUTIVOS DAS FUNCOES Aa(’é) E Ba(g)
E FORMULARIO DAS EXPRESSOES ANALITICAS DE

ACE) E BLED.

Neste Apéndice alguns detalhes para a obtencao
das expressdes analiticas de Am(gl e Ba(E), do modelo de um
grupo , sao considerados. Aqui também se inclui as expres -
soes finais das funcoes gi(i) e ?i(E), do modelo de dois gru

pos.
A.1- Modelo de um Grupo - Fungdes A (£) e B_(E)

As'expreSSSes para A_(£) e B_(£) sao derivadas -
partindo-se das definicoes dadas por (3.16) e (3.17), recs -

critas a sequir.

pte) = 2 g (-g u*May a.1.1
cE

B_(£) = ...z...]é'; ¢ (6,m w* ay A.1.2
C

Como o intervalo de integragao sobre u, nas defi-
nigoes (A.1.1) e (A.1.2) & positivo, as autofuncdes (2.3.15)

e (2,3.17), utilizadas no integrando sao dadas por.
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Cy 1
¢ (vo'u) = O ! Aolo3
2 Vy~ M
CV, 1
¢ ( ~vo.u) == R A.l.%
2 v, * H
c v
$(v,u)= -— Pv +A(v) &§(v=- ), v.> 0,u > 0,
V- U
A.l.s
c v
¢ (- v,u) = F vV > 0, u> 0 2.1.6
2 Vo+ U
onde, Ar(v ) = - PVE’il - du A.1.7
2 v - U

As expressoes (A.l.4) e (A.l.6) podem ser expressas

para todo £ = v, ou ve (0,1) como sendos

o (- £,u) =-S5 1 A.1.8

2 E + p

As expressoes para A (£) sao facilmente obtidas intro

duzindo-se (A.l1.8) na definigao (A.l.1). No integrando sem -~
a+l

pre ocorre © termo: H . Este termo é desdobrado em uma
ut+ £

o]
soma de dois termos , i.e., ua_ &y
n o+ £
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: - a
Para a > 0, o primeiro termo & integrado (1), o sequn
do termo permanece no integrando, e apds algumas manipulagoes

algébricas resulta:

1l
a + 1

A, (E)= ~ EA _1(8), E =v ou ve (0,1) 2.1.9

Para a = 0, a integral & efetuada , obtendo-se:

A ()=l - ean( 2EE ), £ oy ou ve(o,1)  A.l.10
:

As equagdes (A.1.9) e (A.1.10) simplificam o cdlculo

de todas as fungoes Aa(E) usando-se essa recorréncia.

As expressoes para Ba(E) sao derivadas em sequida sepa

radamente para § = ve(0,1) e ¢ = Vo

(1) & = ve (0,1)

Utilizando-se a expressao da (2.1.5) na definicao -

(A.1.2), obtém-se ( para § = v )3

B, (V) = 2 jé ua+l[ €V pv L
cv 2 vV - u

+ A(v) 6 (v -u)]du,

A.1.11

2 1 CcV
By (v) = Jo v®] — Py —E— s uav) 8 (v w0 e,
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Substituindo-se L por —_—e - l, no primeiro ter-
v ~u v -y

mo do integrando e u por Vv no termo ux{v) & (v - yu),que
nio altera a integral desse termo, obtém-se  apdés um arran
jo na expressao:

2_ |} u“[ S py Lot av)s(vm ]an,

2 v-Uu

2.1.12

e finalmente, de acordo com definicdo (A.l.2), obtém-se:

BG(\)) = T—:T + VBG_ l(V) ’ o 2_ 1l A.1.13

Para a = 0 , tem-se de ( A.l1.12)

B W =-1+ [lpov 2 —au+ 2 (v) A.1.14
° v - C

Introduzindo (A.1.7) na expressao (A.l.14) ,obtém=-se :

2 1 1
BO(V)z.E.- 1+ Pv fo Y gy - Pv !o —_— dp -

vV - V= U
-pv [0, 2 au A.1.15
Vo~U
Bt = 2 -1-4 |t L gy A.1.16
¢ ° v+ u
- 2 _ 3 _ vt 1
B, (v) — =1 -v n —= A.l.317

C v
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Utilizando-se a expressao (A.1.9) obtém-se:

- 2 .
Bo(v) = 2 + Ao(v) : A.l.18

C

Neste caso , introduzindo-se (A.l.3) na definicao (A.1l.2),

o+l o v, ue
e fazendo-se A = - % , obtén-se:
-u + vo - u + vo
\V cwv 1l
By(vy)= - fluau + —22 [2 . 0 du A.1.19
c v, 2 v, ~H

Para a > 1 resulta:

1l
a + 1

B v ))= + v, B _yv,)

Quando o = 0 , efetuando-se as integrais dos dois ter-

mos em (A.1.19) , resulta apds algumas passagens algébricas.

Bo(vo) =V, in Vo T Y in (vo-l) -1 A.1.20

Utilizando-se a fungao de dispersdo para z = v, s con-

forme 2.3.13°
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e vo + 1
AMv)=1=- v n —————= | A.l.21
0 o
2 v -1
o
2
gn{v ~1) = gtn{v + 1) - — r1.22
0 o .
o

Introduzindo-se (A.1.22) em (A.1.20), obtém-se:

2

2
ou Botvo) = o o= 2 4+ A (vo)

A.1.24

As expressoes analiticas de Au(i) e Ba(ﬁ), para £=0 ,
s3ao obtidas fazendo-se £im A (&) e %im BG(E). De (A.1.9 )
£E +» o0 E + o0
(A,1.10), (A.1.13) e (A.1.18), obtém-se :
A (0) = —2X A.1.25
a .1.
o+l
AO(O) = ] A.l.26
1l
o+ 1
2
BO(O) = < -] h.l.28
C

A.2 - Modelo de Dois Grupos - Fungdo A, (£ ) e By (£)

As expressoes éi(g) e gi(g) , Gerivadas a partir das

’

definigoes (4.31) e (4.32) , respectivamente sio apresenta-

das a sequir:
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(1) ¢ = Vi cu Ve (1/0,1)

1 _oS12 L (&) A.2.1
Ale) = e =0t Ay
2,0y . ECE) . pp2 A.2.
A2 (E) = e Er2_ (&) 2.2
aligy = - 12 4 o pl 6 A.2.3
i(’) = —Illmu L Piq 2.
2 = - £8) L p g2 r.2.4
Bpe) = - £ gl )
Aé(&) = o, (1 -0t n 1+ of A.2.5
of
AZ(g) = £(6) (1 - £ fn l~§~§ ) A.2.6
1l - gb-1
Bo(g) = Clz( 1 + of &n ~EE~—) A.2.7

As expressoes Bi(&) possuemn estruturas analfticas dife-
rentes para § = v e £ = ve(l/c,l), e as expressoes Sao da
dasg por:

2 \Jk - 1
BG(Vk) = o- f(vk) (1+Vk in y o ) pko2.8
k

B2 (y)e 1=f(v)- vo,, on NP1 eyuen XL A o0
e 11 ov = 1 \U

{2) &£ =ve (0,1/0)

Mediante a introdugao das autofuncdes 951’(v,u),a=1,2,

-

nas definigoes (4.31) e (4.32), obtém-se as funcoes  :
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(1) (1), oy = d e (i) s -
A ’a(v) e §i,a{v), a = 1,2, As fungoes @i,m(v) o 1,2 po
dem ser reunidas, sendo dadas para uma expressao matricial

(2 x2):

5;1)(V) = 1 C~ vi& éifi(v) r 12> 1 A.2.10

1+

Para 1 = 0:

1l - ov fn gvt 1 0 2211
SR ov e 2.
v o+
0 1- vin 5
Da mesma forma:
iV == o vy, 1 B.2.12
- i+1 ~ -
(1) N & § | |
By (v = -t v A.2.13
(1) 2 .
0 vetor Ai ( v} € dado por:
~ 'a
(1) . (1)
2 v = a7 vk, A.2.14
onde: k=111 ,cea=1 £.2.15
o e |
e k=1|%|, sea=2 A.2.16
i~ 1 -
0 vetor Bl (v) € dado na mesma maneira.

~ga



APENDICE B - PROCEDINEN

TC CONMPUTACIONAL

MODELO DE UM GRUFPO

Neste Apendice o flurograma e alguns detalhes refe-

rentes ao procedimento computacional no modelo de um grupo S&0

apresentados:

FLUXOGRANMA

- - —— m— -

£ N
! Inacio ‘

S —

ra do roiletor ( ay
refletor for finito )

Leitura de ¢ p, & espessu
1}\ )? 71

ra do "blanket"@; 5, _ecpessy
se o

Gos autovalores
08, pars cada
N
9 £ 0 =1,2,3 J
welecao dos autovalores perten

centes =o

intervalo (0,1 )

coeficientes

~ 1
Calculo dae funcgdes Aa(g )
2 \
e B*(
u L&
>
iterag¢ao para a; ¢

Determinagao dos
interfac

lreﬁ rag
]

fluxes ancu

r‘\ :.".‘

la}

{
|

res e correntos nag

peterminagao dos Tluxos cscala-

interfaces

Fim
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Os dados necessarios para z determiracdo de o, e dos
fluxos nas interfeces sao: Cia Cry Ci’az ¢ a3 sSe ¢ refle -
tor for finito. O autovalor discrcto para cade welo material
taubeén e lido, lemwbrando que para o uneio multiplicador, ~
c, > 1 e portauto Vi= 1| Wi . Os autovalores pertencen-
tes ao intervalo (0,1, sdo comuns aos tres meios materiais.
0 sutovalor nulo e escolhido e os restantes s8o seleciona -

dos de acordo com expressao (3.2.4).

Os valores de Au§ﬁj) e B,(£.) , para Ej # 0, sao obti-

[l

dos por intermedio das expressdes (3.18) a (3.21) . 4,(0 ) e
B 4. 0) sao calculados atravee de (A.1.25) a (A.1.28). Un va-
lfl‘o}

» . » v . - . A I £ .
lor inicial® e assumido para a meis dietancia critica,

-~ ’ ~ < .
ue € o expressio (5.1.%8) com o termo logaritmico anulado
q P )

A solucao do sictema de equagdes lineares foi descrita
no Capitulo 5. Na solugdo do sistema de equagbes lineesres
b - . - . . »
algebricas utilizou-se o metodo de eliminzgfo de Gauss -

Seidel /20/. O refinamento para o e os coeficientes foram

considerados até a oitava casa decimal.

Os fluxos angulares nas interfaces foram calculados

atraves das expressoes (5.1.27) a (5.1.31) e os fluxos to

tais e correntes foram obtidos pelas expressoes (7.1.3) a

(7.1.8).



155

APENDICE C - FROCEDIMENTO COMPUTACIONAL - MODELO DE DOIS GRUPOS

Neste Apendice os fluxogramas e alguns detalhes sobre
os procedinmentos computecionais referentes zos problemas de

Milne e da criticalidade =30 fornccidos.

Col - Problema de Milne

FLUXQGRANEA

inicico

Leitura das secgoes de

chogue ¢ co autovalor

discreto W

[~ Czlculo de atriz oiune-

2 1
trica G
o

|

Selegzo dos aubtovalores

rertencentes ao intervo-
N ; ~

lo (0, 1/ 0) c¢/ou (1/g,1)

p

5 dou o¢lenentos

Calculo dos fluxos an-
gularce nac interfacces

iTim




Lis expressoes dos elementos de Bi{g), necessarias para
a solugao do fluxo angular na interface eao fornecidas na -

secgao 2 do Apendice A.

o)

Neste problema os coeficientes d% e d; foram determina
dos mediante o método de eliminagBo de Gauss-Seidel /20/. O
tempo de computagdo (C.P.U.) necessario pera a solugdo & da

ordem de 8.0 a 9.0 segundos para & ordem de aproximagao S.

C.2 -~ Problema de Criticalidade

FLUXOGRANA

o — w— —

£ -
! Tnici

- F
Leitura das sccgoes de

chogue, espescurs do re-
I fletor e dos autovalores
rdiseretos do cerne e do

reflaetor.

»

* . . ’ . 4
Caleculo da Matriz Sinetrica C

celegao dos autevalores
pertencentes aos interva-
les (0,1/0 ) e/ou (1/0,1)

'
Calculo dos elenentos de

iteracac para o




Oes elementos de AiiE YV e de B.{ &) saov dados no formu-

lario da segpunda seccao do Apendice A.
G

. . . . ~ . 1 . - .
Tnicialmente a meia distancia critica foi assumida co-

mo sendo:

11
vy B 7(vy )
«{0) o Z I vy | - —— in ‘;1 C.2.1
B vy )

. - - o ~ N [ » N .
0 refinsmento da meia diztancia cratica ©®1 foi congi-

derado até a sexta cass decimal.
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