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RESUMO

-

Este trabalho apresenta um método de solugio da equagio de transporte em trés
dimenades. A componente angular & aproximada por Polinémios Asscciados de Legendre
enquanto que A componente espacial & uplicade & técnica de elementos finitos. O programa
decorrente do desenvolvimento analftico encontra—se em fase incial de testes e alguns
resultados sio apresentados.

ABSTRACT

This work presents a method to solve the neutron transport equation in thre space
dimensions. The angular flux is aproximated by spherical harmonics and the finite element
method is applied to the space component. The program originated by the analytical
development is being tested and some results are presented.
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1 Introduqfo

O sucesso alcangado pela aplicagio do método dos elementos finitos na solucio de
equagles diferenciais de interesse em diversos ramos da Fisica e da Engenharia [1] tem
despertado o interesse de aplicagio desta técnica na solugio de problemas matematicos de
interesse da Fisica de Reatores [2], quais zejam, & solugio da equagao de difusio de
neutrons que descreve o comportamentc destes no niicleo dos teatores 3-5] ¢ na solugio da
squacio de transporte linear que descreve o transporte de particulas neutras {fotons e
neutrons) através de meios materiais de interesse no projeto de blindagena de reatores
nucleares [6-10]. Este interemse se justifica pela necessidade do desenvolvimento de
poderoscs codigos computacionais que possam tratar de geomnetrias complexas e fornecer
precisio numérica dos resultados e economia em tempo computacional. Em particular, o
método doa elementos finitos tem sido extensivamente pesquisado na solugo da equagio de
transporte com o objetivo de se desenvolver programas computacionais capazes de
solucionar problemas em geometria tridimensional, os guais atualmente apenas permitem
solugko pelo método de ﬁonte Carlo, que ¢ reconhecidamente caro em termos de tempo
computacional.

Este trabalho tem por objetive o desenvolvimento de um programa computacional
para solugho da equagho de transporte dependente da energia em meios materiais
tridimensionais. A dependéncia energética serd tratads pela técnica de multigrupos,
enquanto que & dependénica angular serd aproximads por uma expansdo em harmdnicos
esfericoa e n dependéncia espacial sera tratada pelo método de slementos finitos. O estigio
atusl de trabalho & tal que o desenvolvimento analftico encontra—se em sua fase final
enquanto o desenvolvimento computacional encontra—se em fase inicial de programagio e
testes,

2. Equagio de Transporie

Seja & equaclio de transporte em geometria tridimensional {x—y—~z) e dependéncia
energética discretizada. A técnica usual de multigrupo permite que se monte um algoritmo
para solugio da equagio monoenergética e que o mesmo seja solucionado para os diverscs
grucha Desta forma, considere a equagio de transporie monoenergética, em geometria
tridim.

ensional dada abaixo:

QWD) + (D) -$rQ) = La.(:.ﬂ')-(b(:;ﬂ'—-ﬂ)dﬂ'+S(z,ﬂ) (1)

Se o fluxo neutrénico, a fonte total ¢ a secho de choque de espalhamento forem
expandidos em harménicos esférices, ou seja,

N 1
K@) = § (@+1)) PR [$1a(r) -cosmp + Tin(r) -sinmy] (@
I=¢ m=0
N )
S() = ) (2+1)) P(u)-[Sialx)-cosmep + Siy(r)-sinme] 3
1=0 n=(
L

w(eQ) = g-] @+1)0l(0)- [ P Bi(a) +
. I =0
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1 .
1
) -t %) P3(a) coom{ 9] .
pode—se obter a seguinte igualdade, apds conveni'ente manipulagho algébrica:

{2-H(-1}-(l-m)- 3; Vim + 24m+1}- 35‘1’141,. +
H(1~1}- [H(m—l)+61,.] '3;: ¥11,0e1 — [H{m=1}+610]- 'Biq"“""" +
(+m+2)-(14m+1)- B)?WM’“‘ = {l-m})- (l—m—l) -H(1-2)- -3;1'1-1,.41 -
H(-2)- H(m-Q) '5; Ti-tymet + H(m—2)- erollri +
(l4+m+2)-(14+m+1}: Wr"‘l"“_ H(1-2) - (l-m) - {-m—1) - Byrl-xml
+ 2 H(L—l) (2141) - 01 ¥1,0) -coBmp +

{ 2-H(1-1)-(l-m)- -6‘- Plym + 2A4+m+1) -&Fm.-
E(-1)- [E(m—1)+51,.] 3; Viegw1 = [B{m—1)+81.0] W‘I'I—l.--t
= (14+m+2)-(I+m+1}- -5; wlfhl‘l + (l-m}- (l—m—l) B(1-2) 'gy‘l’l-mu
+ H(-2)- H(m"?) '5,"‘ Ti-ymt = H(m—2}- 'g;rm.-—l +
(1+m+2)‘(1+m+1)'3; Thawa — H(-2)-(-m)(-m-1)- '3; Ti1mat
+ 2-H(L-1)-(2+1)-01.T)y }-sinmp =

= 2.{2+1)-{ 5, cosmp + S}, -mnmp } ,

onde Wy e I, sicos momentos da expansho do fluxo;
Sp e S}y sio os momentos da fonte externa;

L ¢ a ordem da expansio da segio de choque;
_{0,a<0 .

B(a) = {1,320 '

O’l = o= Oy -

A equagho acima ¢ valida para

1=0,12,..N
m=01,...1

Resumidamente, pode—se pensar a equagao {6) como sendo

A cosmp + B snmp = 0,
L] L]

e, desde que sinmy e coRmyp 880 linearmente independentes,
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- 1=012..N
A =0 [m= o011 @.
B =0 { 1= ?:;fj:;i‘N . ®

o que resulia nas equages para os momentos  ¥(r) e I'(r}:

2H(-1)-(m) & e + At )G Vi +
BO-D)-B -1+, -J Vst = (- +bal-Te Viogms +
(+m42)- (bt 1) o Frapmnt = (om)-(ome1) BE-2)-& #.1me
- H(-2)-B@-2)- Tt + B@2)-& Tiuses +

(m42)- (bt 1)- g Thapmet = B-2)-(1-m) (lomt)- G Thpis
+ 2H(L-1)-(241)-01-¥p,0 = 2-(241).5),0 ®)

2-B(H)-(m) -5 Tige + 204+m41) & i +
B1=1)- (1) 6§ Vit = (B8} runes =
(4m42)-(4m+ 1)-Fo Fratmas + (o) (1) B(-2) .
+ B-2) B(m-2)-&T1.y0s - H(m~2)- & Tiotns +
(+m42)- (bt 1) F Trorant = HO-2)-(om) - (o) -5 Tipns

+ 2.H(L-1)-(2141)-0.T),0 = 2:(2A4+1).8},. (10)

3. Equagio Tipo Difusio *

As equagGes (8) e (10) obtidas na segho anterior representam um conjunto de
equacles scopladas pars ot momentos resultantes da expansio do fluxo harménicos
esféricos. Para solucionar estas equasdes e, co entemente, a equacio de transporte, o
método propoato & a redugio deste conjunto ncopLdo de equacdes diferenciais de primeira
ordem para um conjunto acoplado de equagdes diferenciais de segunda ordem, o que redus o
nimero de equagdes a serem resclvidas iterativamente.

Para exemplificar o método, considere & aproximacio P—3. Neste caso, desesseis

momentos surgem da expaneic do fluxe (W, Wi, ¥y, Wi, Vo1, Yoz, Va0, ¥y, Wag, Vs,
Pag, Pay, Tag, Ty, T3, Tas) € ne equagses ficam:
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I=0, m=0 7
(11)

-g;‘ho + ?E‘hl + %Wu+ ot-¥gg = Spp

=1, m=0 ,
%‘l'oo + 2'%‘lm + -?E‘hl + 3-%1‘11 +
3.0%-%p = 3-8 , (12)
=1, m=1
3- 'a;wzi + '5;"00 - 'a;‘l'm + 6- E‘l‘n + 6 -8;1'3; +
3ol wll = 3. S“ ¥ (13)
35Tn+ Gvo - Fvn -6 vm + 65 Ta 4
(14)

. 3.otTy = 3-8,

¢ assim sucessivamente para os demais dose momentos da expansio [11]
Iuo]ando—u ¥yo na equagho (12), ¥yi na {13), Ty na (14) e substituindo em (11},

obtem—se:
- §9[[4] V0] + o900 = 1o (16)

De modo semelhante, as demais aquag5es tipo difusio podem ser obtidas
~E (L] - bR RG] - PR (G

5 (55 - P (A ) - i (55 v
+5:0%-¥m = S3 , ) (16)

S4 (2 hn) - 95 (g - Rlhk -
BRG] - 4555 -
10-02-%y = S§, , (17)
B [24n) - BA (L4 - 24 (L5 -
blhgm - 95 (L] +



10-02-¥y =-8iy , {18)

NG E) - E (L E ) -GN G -
LI R AET TR
10-62. Wy = S§y | (19)
- B (BEr) -k (L e - BE [Lhr -
45 (L5 - (54«
‘10.02.T5 = Sy (20)

Nestas equacGes, Lodos o8 momentos que diferem do especificado A esquerds do sinal
de igualdade, foram incorporades no termo fonte. Assim sendo, o termo fonte pode ser
explicitado por:

1
[
&Ta) (21)

e assim sucessivamente para os demais termos fonte. Noie que, mesmo no termo fonte,
apenas os seis momentos destacados nas equagGes {15)—(20) estio presentes.

3.1 Estratégia de Calculo

A estratégia proposta para solucionar estas equagdes acopladas pode ser resumida
nos seguintes passos:

1 estima~se o valor inicial dos momentos;

2. através de um algoritmo em elementos finitos soluciona—ee a primeirs equagio dos
mementos, levando em conta a estimativa inicial dos mesmos;

3. com o resultado obtido para este momento, calcula~se o termo fonte para a segunds
equagio;

4. repete—se o processo até que todos 0s momentos estejam calculados;

§. compara—se cada um dos momentos & estimativa enterior e verifica—se a convergéncia:
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B.a. convergiu ~ este grupo de energia esta solucionado;
&.b. nfo convergiu - 08 momentos 3o recalculados,

As equagbes dos momentos (15) a (20) s8o equagdes diferenciais de segunda ordem
que, considerando o termo fomte conheaido para cada uma das mesmas, podem ser
solucionadas pela técnica usual de elementos finitos. m detalhe importante & salientar é
que as mesmas sho muito semelhantes & equagBo de difuséo, sendo denominadas neste
trabalho por equagies ™ipo difuséa". O passo seguinte é montar um algoritmo que
sclucione este tipo de equagio. Para tanto, considere a equagso tipo difusko genérica dada

EloB] gl B) e Gln] roe=s. @

onde ¢ éum dos momento da expansdo do fluxc em harménicos esféricos; S & a fonte,
que inclui as fontes externas e todos o8 momentos da expansio, mence o momento b;e
a4, .84 8o fungdes relacionadas com a segio de choque.

Aproximando o momento pot um conjunto de fungdes base, subdividindo o dominio
em NE elementos tetraédricon, aplicando a técnica de Residuos Ponderados & equagio (22)
e mampulando a equagio resultante convenientemente {12,13,14], chega—se &:

j V-(W-A)Q + J 2 b Widf2 + j A(TWpdR =
v v v

= I S Wi | (23)
v

onde

e (g

Se as condicdes de contorno do problema dadas forem por [15,16,17]:
1} fluxo continuo nas interfaces,
i)n-V¥p= —3-A-0y-¥py , X arbitrarioe
Ya=0, 1#oum#d ,
para o caso de vacuo;
) ¥y, = 0, (l4m)par
n-V¥. = 0, (I4+m) impar,

para o caso de reflexéo;

o sistena matricial resultante da equagio (23}, para os diversos velores de | sera entio:
Kd=8, (24)

onde & matris dos coeficientes pode ser obtida por

Kl = Si(l48a):0" | (alalos + wififh + sin)-A

cr[(ng—ag)ny-ﬂﬁ -g (at-a)n,-on] & + C‘(1+6'L?E).,;l ‘)..JSI (25)
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e ainda

. — |xi!lh—5!!+!y! 2~z h)4+yh(sk—5;)
o= ) ]

g = Lxilmem)+x, ‘g :h—!i)+xh§si—ﬂ!

A® = duas vezes o volume do elemento tetraédrico definido peloe nés i,j,k,h
numerados de forma positiva [13] ,

@ = duas vezes a Area do clemento que pertence ao contorno que esté sendo
considerado |
{r = 1 para os elementos cuja condigio de contorno seja do tipo reflex&o e a ordem
do momento seja par ;
= 0 nos demais casos ;

{v= 1 para os elementos cuja condigio de contorno seja do tipo reflexio o o
momento seja (0,0) ;
= () noe demnais casos .

Para o termo fonte, um tratamento matematico semelhante deve ser realizado. Este
tratamento encontra—se em desenvolvimento. No caso mais mimples, pode—se considerar o.

termo fonte independente dos momentos (£ uma boa aproximagio para P1 e para a equagio
de difuso) e o resultado obtido sera:

st = Jgd (26)

4. O Programa ETEFEH

Para solucho destas equagBes, esta sendo desenvolvide o programa ETEFEH

%E uagiio de Transporte, Elementos Finitos, Esféricos Harménicos) em linguagem

ORTRAN-VS para computadores de grande porte. Para simplificar a entrada de dados,

um pré—procma.s:: (PREBROC) foi elaborado em linguagem PASCAL e é disponivel para
micro~computador compatfvel com IBM—PC,

-

4.1 PREFROC

Este pré—processador foi desenvolvido com o objetivo de representar uma interface
amigavel para o usuario na entrada de dados. O mesmo foi realizado tomando por base o
pré—processador do codigo ANSYS [18] (que nio pode ser utilizado diretamente pela
incompatibilidade de informagées geradas pao pré—processador e requeridas pelo programa.
ETEFEH), bem como as informacdes de entrada e salda de um pré—processador
desenvolvido por Wood {19,20]. Para demonstrar a versatilidade do mesmo, bem como sua
potencialidade grafica, a figura 1 representa um oitavo de esfera modelado com 162
elementon tetrasedricos.
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Figure 1. Uma esfera modelada por 162 elementos tetraédricos

4.2 ETEFEH

A estratégia de chlculo do programa ETEFEH pode ser resumida em seis Pass0s:

1— Partindo de cada elemento, montam—se as matrizes dos coeficientes para of diversos
momentos utilizando a topclogia do sistema,;

2- Aplicam—se as condigdes de contorno, alterando a matriz dos coeficientes;

3- Inverte—se a matriz para cads momento da expansiio e armazenam-—se as inversas em
memmoria secundaria;

4— calcula—se 0 novo termo—fonte levands em conta a iteragdo anterior do fluxo {caso o
termo fonte dependa do fluxo),

& calculam—se 0s novos momentos, comn as matrizes inversas correspondentes;,

§— verifica se todos o8 momentos convergiram:

fa sim — encerra ¢ imprime s resultados; *
6b. nio — seleciona o8 momentos que néo convergiram e retorna a 4-.
Is
Um primeirc teste que pode ser realizado tom o programa refere—se & sua

aproximacéo de difusdio. Para tante, substitui—se na equaghio {22) o8 valores convenientes
das fungdes a;. O problema teste proposto é um cubo com duas regides em que a segao de
choque € constante e vale ! conl. A regifio interna, um cubo de lado 3 cm, apresenta fonte
unitaria enquanto que a regido externa, um cubo de & cm, nio possui fonte (vide figura 2).
(O mesmo problema também foi solucionade pelo cddigo CITATION e os resultades
comparativos sdo apresentados na figura 3. Para o cédige CITATION tem—se 12x12x12
intervalos, enquanto que para o programa ETEFEH tem-te 6x6x6 intervalos. Os cortes
apreseniados na figura sio realizados sobre a diagonal principal do cubo (x=y=2}. Este
corte foi selecionado uma vez que o cédigo CITATION apresenta seus resultados no centro
do intervalo, ao passo que o programa ETEFEH apresenta seus resultados nos nos; desta
forma, sobre a linha escolhida tem—se resuitados dos dois programas, simplificando a
comparagao.
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Figura 2. Dominia do problema 1

No primeiro caso, tem—se reflexao em todas as faces do cubo. Para o segundo caso,
tréa faces 380 refletidas e trés faces apresentam contorno tipo vacuo.

L. 1.0y
g g
= S
< g
g \ E
™ ~—
N [2]
iy 2
% | CITATION —— % CITATION — —
pS ETEFEH ——— % ETEFER ——
c 0,9 0.6
E g
o
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2 —
: :
= =]
PDC 4]
=] e}
: :
-
0.8 0.2
0
- corte pela diagonal cm
o W s

corte pela diagenal (cm)

Figura 3. Cortes do fluxo para o problema 1, casos 1 e 2

Salienta~se que os resuliados apresentados acima referem—se a um primeiro teste
efetuado sobre o programa, nao servindo como base para testar o métode ¢como um todo,
mas apenas sua aproximagio mais simples, qual seja, a de difusda.
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5. Conclusdes

Os resuitados obtidos até o presente momento s&o muito animadores. Do trabalho
restante, qual seja, conclusBo do tratamenio do termo—fonte e sua incorporagio ao
programa, bem como o desenvolvimento de uma rotina para recalcular oe momentos
originais da expansio (através das equacdes (11-14)), a émica ditvida se encontra no tempo
que serd necessirio para que o termo fonte venha a convergir, sendo que algum tipo de
aceleragio talves se faga necessario com o intuito de aprimorar o processo.

Em trabalho futuro, pretende—se incluir o tratamento energético e também outras
ordens de aproximacio (o atual trabalho restringe—se s aproximagdes P1-P3). Um estudo
sobre outros tipos de elementos, além do tetraédrico, também poders ser incorporado ao
programa, sendo que estes poderdio inclusive nio se restringisr & aproximagao linear.
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