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1} Papina 8, 42 e 5B linhas.
onde se 1&:

e o & = &% 4 o & o w o.& o ow B W g o modulo da veloci-

dade vetorlal relativa do neutren e do nucleo do meio,

leia-sat

t c s w ses s s s 4 ¢ a0 « € SUa determinagao, onde
v & o modulo da velacidade do neutron relativa ap sistema do
Laboratorio, depende da consideragac da velecidade relativa

do neutron o dao= nGclEus do mein {1{]}“

2} Papina 23, na linha loge abaizs da.iltima eguagao do sistema (2,35).

onde se la:
0 desenvolvimento sucessivo da dependeneia emergética em uma
e meZirs e SETTRGTISE IS TERRIE RS T T T

laia—sa:

l ' [ |

0 desenvolvimente sucessivo da dependéveia epergética em poli
nomios gj{E) da energia, e da ﬂependgncia angular em uma 5=

vie de polinomlos de Lependre Pp(ude - « & « -

3} Pagina 72, 72 linha,

iy
onde 3e le:

Para" e (_.l_ . l—i, a matriz diagenal [u]. P
. BL EL
leigmsa:
1 1
Para  ve (- < , 53, a matriz dlagonal {u[*u,u}]. o
- BL E‘L
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CAPTTULO I

CONSIDERACOES GERAIS:

1.1 - Intrbdugau

A eqquzn de Boltzmann, no campo dqdfiaipq de Reatores, no ca-
sg da geometria plana, com ;chau de chogque dependente da energia, - ca—
S0 pnlirepergéticq -, tem recebldc especial atpngsu sam;nge nos nltilmos
anos, em conbraste cowm a Equagao mnnn—egergética que ten sido objete de

tratamento dos mais extensos e completos desde a déeada de 1930,

A equagap de Boltzmann ou de transporte de neutrong, a ger a-
presentada no item seguinte, & gue conslderaremeos neste trabalhe, @ a u-

(13}

sual no tratamento do compertamente espacilal & temporal de neutrcns

interaginde com as partfculas de meios materizis,

Apesa: de ser uma equagio integro-diferencial linear, em con-
Eraste com = nau linearidade da Fqugﬁﬁ mals geral quea governa oa EEBEmE
nos de tremsports em que intervam moléeulas ou atomos, a ohtengao de sow
lugaes exatas & extremamente dff{cil, a nao ser em certos casoa bastante

especiais.

Esta dificuldade de obtengza de solu;Ees exatas em casos de ip

bl F - -
teragge, leyou ao degsenvnlvimenta de meragdos dlverscs de aproximagao.

Ho casp da equagau_munﬂeqnerggtitd, up dos mEgudu& mais utili-
zados fol & cogtinua sendo o denqminadu_daste;férlpaﬁqharqanicaﬂa A sip
plicidade dEs_te_ m;Etudc allada a facilidade que apresenta para a preograms
gao com computadores digitais, tornou-o um dos maig importantes canto
nas aplicagaes tecnplopicas como nas pesquisas. Estas, em geral, se den
dicam a2 esclarecer a origem de discrepancias observadas entre reaulta-
dos experimentals e os tgﬁricos,‘uu visam obter uma gelhor cnmgreensgc
dos fenomenes ffsicos que determinam os comportamentos qhservﬁvais de pg

pulacoes de neutrons em interacac com sistemas materials diversos.

" . -

Neste trabalho, o método das astrian harmonicas & extendido

ag caso poli-energético, desenvolvenda-o de maneira a obter solucdes ge-



rals para a equagao de Boltzmann em anséncla de fontes externas e de fig
3a¢, € para um melo com caracteristicas de espalbamenkoe elistico isotzo—

pico.

_ Em particuiar, a equacao de Boltzramn que consideraremos sera

a adaptada ao estude do denominado fendmeno de teymalizagao: ou seja,se-

‘ta considerada uma forma adequada para descrever o compertamento de uma
pnpulagﬁn de neutions em um felo onde hﬁlpqss;hilidade de, em colisoes

" com oS nﬁcleog, o5 neutrons ganharem ou perderem energla. Em cutras pa-

lavras, nos problemas que considerarermos as enerpias cinéticas dos meu-

ttona S&c comparaveis rom 23 de agitaqﬁn téermica dos atomos ou meléculas

do meio com o qual interapem.

1,2 - Termalizagzu de neutrons: geometria plana @& reeime estacioni-
Ein .

[

Dentre o3 problemas gua apresentam especial }mpnrtﬁncia no eg—
tude da termaligagﬁc de neutrons, se enconcra o de determinar o aspectro
conpleto {espacial, angular a energeticn) des peutrons, em um dado melg,

no gual h& uma fonte externa de nosutroos, coostante no tem;':m.-

. - - . 3

- Parz precisar este problema, vamos cpu&idgrar‘a_Equagaﬂ linear
de Boltzmann, E, para facilitar a definigﬁq e iq;erprgtaggu f{sica das

grandezas gue ai_cn@parecem, descreveremos & populagac de neutroms atra-
vés de sua densidade n(;,v,ﬁ;t], Em Fisiea de Reatores, n(?,v,ﬁ;t} e de

finida como segue.

Consideremos um conjunto de N neutrons em um certo instante de
tempo E. A deqcri;ﬁa, elassiea, da evclu;ﬁn déste conjunto, nmecessita-
tia a determinagzn do moviments de um ponte representabivo num espaco A

6N dimensces. .

Lo .

Porém, em Fisica de Reatores (comp alils em Mecamica Escacisti
ca em geral} estamos usuzlmente interessados em valores mediog de certas

grandezas, tomados sobre os alementos do conjunto acima,

an =

. i - A et
Introduzamos uma fungae p(r,vic) tal gque

+
. plr,vie) . dx dy dz dvx 4:11'.|r:|‘r dvz (1.1}



represente o pﬁ@arc medio ~ no sentido de média sEhrelg conjunto = de
neutrons presentes, no instante £, no elemento de volume dx dy dz centra

-
do em r, com velocidades com componentes entre

v. v +tdv, v v +dv ev_ v+ dv
— X X —7F ¥ =z z

Em coordenadas polares mo espage das velocidades, {1.1) fica:
Df;iv,ﬁ;tjdx dy dz , v2 dv sen 0 d9 dé . f1.2)

- +"'. ) -
onde o versor § e definldoe atraves de:

+ -
¥ =v ., . (1.1
e d} = gen B dO dé

&2 0 elemento ﬂE_Engulﬂ snlido

A densidade de peutrons n(?,v,ﬁ;t} utilizads em Fisica de Rea-

tores ¢ definida como:
- >
n(z,v,i3t) = p(r,v,0;e)v? {L.4)

’ - N ) -
e portanto: n(r,v,Q;t) dx dy dz . dv . dD = numerc dg neutrons que, mo
) : . .
instante t, se encontram no elemanto de volume dx dy dz centrade em r,
zom veloeidade vétnrial de module entre ¥ gy ¥ + dv, contida ne angule

s5lido do centrado Em.ﬁq

Conaideranda, por simplicidade, meiss nag multiplicadores, a
Equag;g linear de Bolfzmann para nf;,v,a;t] s escreve imediatamente, ba
lanceands 2 var%agzn tetporal durante dt no alemento de wvolume hexadimen
siongl.dx dy dz .. dv . dg @

+ 4 & T + + -+
3o R(E,v,856)= = ¥ x grady n(r,v,8it)-F, (¥,v).v.nld,v,0;t) -
—fﬂ dv! l di’ Qﬁv,ﬁ+v',ﬁ'f;}v,n{;,v,ﬁ;t} +
™

o 1 > —+ -+
+f, dv‘{ dp'Eg (v’ v, /T (T, v A4S (T, v, RiE)  (L.5)
L



. 0.

pnde s

Ea(;,v} = probabilidade por unidade de percurso, para gque, na

vizinhanga do puntu.; do meio, um nevtren de velocidade v seja absoxvido

gs{v,ﬁfp‘,ﬁff;)ﬂv'dﬁ' = probabilidade, por unidade de percur-
s, para gua em neutron de veloeidade v§ _nas vizinhangas deo ponteo ; do
mefo, sofra um choque elﬁsticu*apﬁs a qual suza veloecidade final tenhy m§
dule comtido em wFf P_av'+d§' e diragﬁn dentro do amgulo solido dR' cen—

+'I
trada em §3'.

sz,v,ﬁ;t)dv dﬁ = pumero de neutrons emitidos por unidade de
tempo pela fonte, nas vizinhangas do pente ; do melo, com velocddades

com mpdulo entre hq_ﬂ vy e dif&gaﬂ dentro de dp centrada-EE;Ea

0 carater linear de (1.3} decorre de nao se considerarem as cg
lisoes nencron~neatron, aprnximagan esta que em Fislca de Reatores & ex—

celentes

-+ - e -
4 presenga de r come varlavel nas seccees de chogue macroscopl

) ol - - o~
cas e necessariz se se desejar uma equagao vallda para melos Inhomogene-

05

Ko rgggante_daste trabalho coneiderarsmos somente melos hnmﬂgé
ngos, eventualmente separados porx superficies de descencinuidade; assim,
25 sacgE&s de choque macruscapicas, em cada mein, nao dependeraa de ¥ e
esta variavel sera omitida cumn.argumEntu das fungaes QuE COmparecem em
{1.5),

Outra simplificagau impu:fante resulta da considera;ﬁn de med=-
- - + + -
o8 isotropicos, Neste caso, a dependencia anpular de Ec(v,ev’,a') =0
- + - -~
pode se dar atraves de Q*R', ou seja atraves do angulo de espalhamento,

e nao da orlentagac espaclial dog angulos Individuais,

Portanto, para meic homogéneo e lsotropico a egquacae linear de

Bolezmarm flca: : -

%E.n (%,?,E;t}=_—thgraﬁ§ n{i,vJﬁ;t)"Ea(v).vun(?-V.E;t) +
. :
+h- [ avt [ an' L (vtevidx RO alE, v, 80



2E £ avr [ " I Gev'E x BT, v, 048 (T, v,05t)
o ‘*Tr = ¥ - L Rl | LR Sl

tendo posta
-, e +*
Iov® B, 8)s g Eslvtrvil x B9,

A integragoes em relag¢ao a A" e dv" podew ser efetuadas, ob-

tendo-se
L aen [ a2 (e % B ven(r,v,05t) =
! 21T ':n h"lf - - - - [ -
m - -
N Io dv  Ig{wv"}.ven(r,v,i3t) =
= Esiv),v,nf;,v,ait) (1.7}
com

-
Eg (vav'h)= %;—{ dg" T {vrv";8 x B
et Yo " .
- -
Es{v)nfzdv"ﬂsfv+v“)=f:dv" { dfi" Ig{v, 2", 0").
- - r

Sendo assim, Zg(v) & a SECEED de choque macroscoplca usual paw-
ra espalhamento elascico, ) h )

L) = b

- -
Transpoode para o primeiro membro Egsfv}.v.ﬂ{r,v,ﬂ;ti] e notan

do que

La(v)+E {y)al (v) . (1.8)
pnde I(v) & a_seggze de choque macreseopica total, obtemos a forma da ew
quagﬁa de Boltzmann dependente do tempo, linear, para méios ndo multipii

cadores, lsotrdpicosz e homogéneos:

.. , -+
%E-n(;,v,ﬁ;t}='- ; ] grad: n(;,v,ﬁ;t}-ﬁfv},vnn{r,v,a;t} +

B [



+'%F fudv'{ dn'Es(v°+v;E X. E!}m‘ﬁn(§;y',ﬁ';t}+sfglv,ﬁ;t} (1.9}
T -

*

Koz caszpx E;tationsrius, independenres do tempo, o primeire mem

bro se anula e o termo de Eonte nao pode depender do tempa.

A (1.9} sze reduz a:

$ “ grﬂd'.,_f. ﬂ{;:vsﬁ)*‘:(‘f}v‘hn{;l?:ﬁ) =

= - i -~ . -~ -
= %E fadv“£ di 'Ig (wlevp) x ﬂ'}v‘an(r,v‘,95+ﬂ(r,v,ﬂ}
) . . .

{1.10)
.
Defininde um fluxe de neutroms J{r,v,2)
vt -+ - s -+
Flr,v,R) = vonlr,v,0) {1.11)
da equagao (1.10) obtemos:
- - + -+ - 4
Q% gradz 5(r,v,8)+ F(r,v,il} =
N Y SN TS ST ﬁ'ﬁf '._H)+5(_; 2
T oy glwrv; TV sV
{1.12)

Ag simp;ificaqaea necesgariaa para se obter solugoes - analfti

cas ou numericas - da equagﬁn {1.12) ~ sﬁc-essencialmﬂnte de tres tiposg:

a) as lipadas 3 geometria do melo: — em Beral, consideram-se
meios dotados de simetrias geomdtricas tais que reduzam o nimerc das va-
riavels espaclais envalvidas;.cama, por exemplo, welioz com simetris pla—
na, esfarica ou cilindrica.

A Utilizando sistem=s adequados de coordenadas espaeials, a equa

gac geral, rri~dimensional nas variaveis espaciaiz, se reduz a equagao
ou equagoes em uma ou duas varlivais, Em particular, o5 casos de gegme-
tria plana foram extensamente considerados; e, em menor escala, os de ge

ometria cilfndriea,

b) as ligadas a dependencia angular: o espectro angular das sg



W 4.

luqses de {1.12) & fortemence influencilado pelas condigaes de contorme

impostas nas su?erffcies de aap&ragﬁu do meio e também pela dependEncia
angulﬁr do nieles de espalhamentco Esiv+v';ﬁ x E'}, A siwmplificagac, ou
melhor, o tratamento aproximado que, em peral, se¢ adota nescte caso, con-
aiste em desenvolver EE(v+v';E % E'} cm uma série de esféricas harmoni-

+
cas em (4 % ') mantendo, posterlormente, somente o8 primeiros LETmOS .

Ll
Ra grande maleria das pesqulsas nesse campo, este desenvolvi-
- -~ - .
mente e truncade legn ne primeiro eu segunde termo, ouw seja, so se consi

dera o caso de cspalhamento isatrapicu ou anisotropico linear,

¢) as ligadas 3 dependencia energ&tica: a dapendgncia EnEtgét&

- + +
ca da solugac decorxe tanto da forma de Eg{v'»v;0 » 0') como da de E(v).

Cunsideraqaes fisicas relacionadas com problemas de interesse,

levam & se estudar, geparadamente, deis casos disgtintos importantes:

i) moieragao de neutrons: guande a emergia des neutrona & bem

superior a de agitaqﬁn térmica das mulEculgs do melo com 23 quais Intera
t

gem, a probabilidade de ocorrer um chogue elagtico neutron-nicleo com e-

nergia final do neutron malor que a indlelal, é praticamante nula,

~ + =+
Come consequéncia Ig(v'svid x 0°)=0 se viv'.

E, para vev', a formz do niicles de espalhaments & rarzoavelmente simples
(13

s pols neata aprnximaqaa & licito se desprezar a velocfdade de agita~

A -
gac termica dos neutrons do mele,

A depeadénein energérica que aparece atraves de L(v) &, nesta
reglao de ERErg@a_Caracter{stica da mederacan, bastante complexa, prinei
palnente s& considerdssemos meios multiplicadores, onde comparecem -
cleos pesados apresentando nlvels de ressonincias iwmportantes e numero-

509,

Deixamos de fazer outras observagoes a respeilto, pols o caso a
que se aplicari o métode a ser apresentado nesta tese € o de termaliza-
cag.,

11} termalizagao: na zona de energia dos neutrons caracteristi
ca -da termalizagza, a energla destes & comparavel a-de agltagao rérmlca

des nucless do melo, Assim, o nicles de espalbamento tem valores apreci



L E o

Avels tanto pafa v>v' como para v<v', acarretando complicagoes anallci-
cas sérlas para a obtencao de solugoes de (1.12), OQuante a 5{v), nesta
reglao de termali;aggo, & uma funqau bastante complexa, pols o movimento
das particulas do meio nao &, em geral, desPrez{vEl, g v & o mpdule da

valosldade wetprial relatdiva do neutron 2 do nacleo do mzia,

Varios tratamentos aproxiwados aao correntemente utilizades e

gerao sucintameate descritos logo mais,

£ oportunc neigr que um case especial gue recebeu um fratamen
to extenso, como ja citamos, 2o de neutrons mouu-anerggtiuns; ou seja,
considara-se qua Es(v'+v) a tal gue nao haja treca de energia nas ecoli-
sGes neutron-nicleo ¢ que I{v) indePEHda‘da energia, Alizs, basta eska
ulkima admissdo para que o problema pnli—enargatico 5& reduza 4 um mono-

(1;4)

energEticn

Neata teae, a= simplificaqaes que adotaremos serao expliclta—

das paulatinanente.

A primeira delas se refere 3 cunaideragso de melo com geome-—
tria plana, fatla plana, por exemple, sem fonfte externa. Lsto nos permi

te escrever, imediatamente, a equagac {l.l2) como:

W 00k, I ¢ (kv =

j %? f:df' [W&H'ES(V'+viuG}¢{x,v',u‘} {1.13}

coms p=fxl ;=01 | (1.14)
vo = B x BY, {1,15)

logo: Ho = cos B {1.16)

gendo & o angulo de eapalhamento do neutron e { o versor damormal 3s fa

ces cansideradas e orientando o3 eixos das coordenadae espaclais come



L g L

indicade na figura abalxo

A/
7 _ ;

hHl+

A solugao da equagac (1.11) com condigoes adequadas de contbre

(1) (5-9)

no , @6 fol obtida analiticamente para certas formas bastante es-
peclals tanto do nuclee da espalhamento Es{v'+v;p5} como da variaggn da

I{v) com a velocldade do neutron.

Em particular, mesme com formas simples para (¥}, a presenga
do arzumento Wy em Zg{v'sviuy) dificulta bastante a obtencao de uma solu
qEq exata; e padag as snlugaea exatas das referenclas citadas foram obtri

das para o casc de espalhamento isotropico, ou seja, independenciz de

Eg(v'sviug) de ng.

A dependencia de Ba & usualmente tratada, como 33 notamos, a-
traves de um desenvolvimento de Fglvlaving) em pulinamina de Legendre em

o

Pondo-se

an
+
Eg(v'aving) = I - gé—i'ﬂifv'+v}P£(un} {1.17)
E=qa

e utilizando o teorema da adigEu para os pﬂliﬂEEIDS de Lependre:

P, (o) =B, (WP, ()42 ELI ) POOF (") cos w (9-4")

orde $ & §' sao os dngulos azimuteis de 0 e §', e Pi(u] e P?(H'}

530 pulinamius associliados de Lependre, tem-sc:



plﬂ-

%— fﬁdv' f AR 'Eg (v sviug)®(x, v ,u') =
T o L

T

= f:dv” zgﬂggii E:(vbv}ffi du'PituJPL(u']¢(x,vau'} (1,18)

pois 2 integrzl em r?lagzu a d¢' da somatorla na expressio para PE(HD} 2
nula para o3 meles isotrdpicos comaiderados.

A equagao (1,13) fica portante:

4 3= (e, v, 104 (V)4 (x, v 0) =

T o281 L 1
- %EG":&_" j:dv.zs(‘-f'-W]PE(p)IHl dP'PE{H')lﬁ(x,v"ul} (1.19)

A sumatayia acima € wsualmente tTwmcada, mantendo-se o primeds
“TQ termn-aprﬂximagzn isﬂtrapica - ou o5 deols primeiros termos - aproxima

cac linear =.

Assim, ne caso de medlo homogeneo, isotropice e espalhamento i-

sntrapicn; tem—s38:
£* eyt 5. L2 (1.2
lvi+v) - 2o g (v'sv)} » 20}
e & equa;ﬁo {1.19) fica:
_a_c} . +T - n..I;IJ'ﬁd ] ld 13‘3 L] # t ¥ 1.21)
W g v, T e,y = 5f av' (Bt $ v (L

-

Para o case de espalhamento anisotroplco linear, consideram-se

o5 deds primeires t8rmos da somatoria gue comparece em (1.18) e chtem-se:

M %E-@{x,v,u}+£(v}¢{x,v,u}='%J:dv'I_idu'zgf?'+$)¢(x,vis"'};

3.°Tlltr1r LI |
+ Sufydv f_idu p'E (v dlx, vt u) (1.22)
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A dapendgncig ene:gatica tanto de ¥{x,v,H) como das dlversas
secéaes de choque, foi considerada até dgora atraves da velocidade esca-

lar relativa v dos neutrions.

Resta tese, entretanto, trazbalharemos com a encrgia FinEtina
do movimento relativo dos neutroms, E; A mudanga de variivel necessaria
para passar da variavel v parz a varlavel F & trivial, bastando apenas

notar, no case do nicleo de espalhamenta, gue se devecter:
Lo £, ,
Es[v +vidv = Lo {(E"+E}dE.

Obtem—se, assim, as seguintes equagaes correspondentes a(lly),
{1.21) e (1.22):

":_:;@(x,ﬁ,u]ﬂ{ﬁ.)ﬂx,ﬁ,u) ) Hﬂf dE'E (E'-+E)P (u}fﬂdu P, (n")d(x,EL0"
“E=n

(L.23}

3 = m
b G E AT, By e 5 [ BT [T IR e0E L0 (1.26)
-1
B o . 1 g 1, 40 .
U Eﬂx,E,u}+E(E)¢{x,E,u}=E I:dE“ f"ldwzs{E‘-»E}ﬂx,h',u'] +

- o«
+ %ﬂJGdE‘f ldu‘uu‘zi{E'-rE}w{x,E‘,u')0 {1.25)
1

Finalmente, uma nbsurva;ao subre o termo de fonte externa, due
fol amitida na passagem de {1.12} para {1.13}: notemos que a forma de
tal Fer@n & cargcterfstica.ﬂe cada problema e, em geral, a solugan Com-—-
pleta de vm problema equciﬁico_&xigi;E a dgterminagﬁu direta de uma so-
lugac particular da equagao inhomogénea, ou feja, da (1.24) ou {1.25) com

pletada com o termo de fonte adequado,

™

A Equa;Eo basica gue conslderaremos com detalhe neste trabalha
serda a (1,24); -masg esta especializagan somente sera feita no ¢apftula
ITI.
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1.3 — Motodos de golucae da equaqﬁn de Boltzmaon em peometria plana,

no_caso poli-enerpctico e espalhamento isotropice

NHa equagzn {1,19} aplicada a preoblemas de tErmalizaqzo, ne ca-
so geral, tem—se, tanto para I{v} como para E:{v'+v} fungEes bastante
complexas, De fato, mesmo se se considerar uma situacao ideal em que as
secpoes wleroscoplcas de chogue sao constantes, as formas para Z{v) =
E:(v4+v} sa0 matematicamente conplexas. Esta complexidade 2 introduzida

pela cnnsideragzn do movimento das particulas (Ztemos ou moléeulas) do
{10-~12)
mela -

Em consequencia, a consideragas de formas realistas para L(v)e
0 . -
para EE{V'+?}torna praticamente impnss{vel sé cbter sclugoes exatas para

a equarac homogtnea (1.24): e con malor razao para a equagao geral{l23).
A utilizagﬁn de métodos aproximados E, pertante, lwmperatiwva,

0s metodos aproximades podem scr classificados nas segulntes

categorias:

a) métodos polinomiais
b) metodos varlacionais
¢) métodos de oulti-grupo

(13-17) as dependencias de v e de u de

Nog metodos pelinomials,
d{x,v,1) de E{v) e da E;{v'w} s80 expressas através de expansoes em po-
linonios ortogonais convenienteg, Trunmcamentos das serles conslderadas,
tanto no desenvolvimento energﬁticn como no gngular, fornecem sistemas
finitos de equacoes alpabricas agarladas cuja solugao nae oferece difi-

culdade especial, mesmo em computadores de porte razoavel,

f claro gue, Com a cnnsideragﬁo de um nimere finito de tirmos
das séries, introduzimos aprnximagaes cujos efeltos 530 matemiticamente
dificeis de serem anallsados. No entanto, cnnsideragaes fisicas,muicas
vezas, permitem ter-sa razoavel certeza de que, em uma dada ordem de a-
proximagﬁu, ag sulu;Eea aproximadas devem descrever com precisas aceita-
vﬂincumpnrtamenﬁn do sistema fiasico considerade. 0 métado que eXpoOTEenos
nesta tese se enquadra nesta categoria,

{14,18-~20) ~

Nos metodos variselonals 580 construldos funcionails

que sao estacionarios em rElaggu a ofastamentos de fluxo de neutrons de
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seéu valor correto, W¥a wmaforla dos casqs, estes métodos tém sido uciliza
dos para calculeo de determinadas grandezas fisicas assocladas a um dade
problema e nio para a nhtengﬁn de Enlugaea anallcicas aproxlmadas que

descrevam a dependencia espacial, energética & angular do fluxo de nea-

ETons.

Sio metodos poderosos, gue se prestam bem a processos de itera
;50, ¢ que, desde que o5 funcionais adequados sejam encontrados, permi-

tem obter resultades com alta precisia,

A extensic dos diversos métodos variacionals para casas gerais,
apresenta dificuldades, de onde decorre que suas aplicagges mils impor=

tantes sao sempre a problemas especfficus.

(1)

Finalmente, nos metodes de multi-grupo o intervale de ener-
giz no qual =2 solugﬁo da equagﬁo (1.24) & prncur&da,_é dividida en um
certo nimerc de sub-intervalos. Em cada sub~intervale, a utilizagﬁu de
valores medios adequados para as sec¢oes de choque permite se obter um
sistema de equagoes Integro-diferenciais acopradas. A estrutura do sis—
tema & tal que sua solugao pode ser obtida utilizando ecdlculo digital e-
lettonice. E um método extensivamente usade, tendo sido aplicado mesmo
a casos bi e tridimensionais, O nitmero de sub-intervaleas consideradss
depende da procisic, ou melhor, do detalhe, egpecialmente em energia,que
.ge -desela para a sulu;ﬁa e do tipo de variagac com a energla das secgoes

(1}

de chaque que comparacem na equa;En basica'"’. Grandes computadores sao
geralmente necegssrins, os tempaz de cAleuls 330 langas e, mais importan
ta, diffeilmente os aspactos Flsicos dos problemas considerados podem

ser analisades a partir das solucoes num@ricas obtidas.

1.4 - Mnalldade déste trabalho

A mntivagan basica para s cbter, de uma maneira tzo complets
quanto possfv&l, solugoes gerais da Equaggu de tramspeorte em geometla
plana, utilizando consistentemente expansac em pulinamios energeticos e
angulares, método que indicaremos por PEA: polinomial energetico-angular,

repousa essenclalmente nos sepuintes fatos:
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a} Na denominada zona de energia de termalizagau, ¢ conhecinen
to do sspectro energsticu e espacial dos neutrons & da malor importincia
tanto para uma analise e compreensao malas cempleta das experiSnctas quan
ko para os cElcu%as precises exigides no projeto de reatores nucleares,
0 métedo que tem sido quase gue excluslvamenté utllizado para esta deter
n{l)

ninagao do espectro des neutians € o de "multi-grupo

Bste metodo, extremamente poderose como JA notamps, nae forne-

b a0 -~ - . - -

ce solugoes analiticas perais, nao se prestando assim, facilmente, & ana
-~ -

lise de influencia relativa dos diversos processos [Isicos responsaveis

pelas caracteristicas de uma determinada solugaoc,

Por cutyo lado, o métoda pelinomlial, em geral, permite a obten
gzu de solugaes analiticas numa dada ordem de aproximacio e, dentra do
formalismo que desenvclverEmﬁs, permite; em princfpiu, a nbten;ﬁa da par
te denpminada assintotica de sulu;Ees exatas quante a dependencia angu-

lar, através de um processo de passagem ao limite,

h) A ubtengsu de solugoes aproximadas em geometria plana, a-
traves do mdtade PEA,d primeira vista nac teria sentide desde que, em
trgbalhes regsenteg Farziger e LeunardizlJI obtiveram sclugoes exatas na
dependancia angular, para a mesma geomettia. No entanta, duas obsorva-

cass ze lmpoemd

: o método PEA apresenta boas perspectivas de poder ser exten
dido a autras geometrias, em especial a geometrias c¢ilindricas, da malor
impoytineia nos projetes de reatores nucleares, o qué TE0 pATeCE Ser pos

afvel com o mitedo de Ferziger e Leonard;

I1: a_aplicagao das sulugses exatas de Ferziger e Leonard a pro

(22)

blemas concIietes , nao & fﬁcil; de fato, a imposiggc de cnndigaes de
cnntarnn, mesmo em problemas sisples com geometria plana, Eorma neceasa-
rio resolver um sistema de ecquagoes integrais do tipo de Fredhelm. Ne
método PEA, as condigoes de contommo correspondentes sao satisfeitas a-

traves da sulugao de um slstema de ﬂquagaes algébricas lingares,

Parece-nos assim, que o estudo aiqtqmﬁtico‘do matode PEA ancon
tra amplz justificatdiva, sendo nossa intengzo explorar suas aplicagaes a

varios problemas de interesse de Flsica de TReatores. Pretendemos, em
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particular, concentrar nosscs esforges na extensac do metodo a geone-
trias cilfndricas, dada a importancia pratica dos problemas af encontra-

dos.

*

1,5 — Estrutura da Teze

A astrucura desca tese, baseads fundamentalmente na aplicagao
de um método polinomial para ¢ tratamentoc da dependEncia energettica, e

no das esferices harmonicas para o da dEpendEn&ia angular, 2 a seguinte.

No capfrulo IT, utilizandc desenvolvimentos em séries de poll
nomios da energia ¢ angulares - métado FEA -, colocaremos a Equaqan homo
genea (1.23) em uma forma adequada para 03 tratamentas que serzo apresen
tados nes eapftulos subsequentes,

No capfeulo III, obteremos wma sulugau geral, numa dada ordem
da aprnximagﬁn, do conjunto basico de equagEEs desenvolvido no capitule

1L, na aprnximagﬁn de espalhamento isutrapicon

No capitule IV, analisaremos o comportamento da solugde geral,
aproximada, para espalhamento isntrspi:ng (ohtida no capftuln 111) quan-—
do a ordem de aproximagao em esfericas harmﬁnicaﬁ tende para o infinits,
comparando-a com os resultados de Ferziger & Lecmard, que sae exatos

quanto as dependeéncias angular e espacial.

Ne capftulo V¥, apresentaremcs zlgumas cbservagoes e conelu-
sops sobre o metodo PE4A; em copecial serao citados alguns problemas deiw
xados em aberto, hem como faremos algumas conjecturas sobre o camps da

aplicagac do método que desenvolveremos,

No apendice A-1 apresentaremos um resumo dos trabalhos funda-

(22}

mentats de Ferziger e Leonard, especlalmente o da refereéncia "y visan-
Cdo facilitar a1compreen550 das comparacoes apresentadas no caplenle IV,
E, no apEndice A2, sera demonstrade que, para uma classe de problemas

fisicos, sao reals os auto—valores Ve introduzides no caplitule IL.
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1

g METODC PEA: POLINOMIAL EWERGETICO E ANGIILAR

2,1 - @ metodo polinomlial para a dEpendancia energetica

Consideramps a Equa;En bomogenea {1,23) para geometria plana,

melo isctropice com nucles de espalhamento gemerlico:

y % ${x,E, ) +E (B) (x, E, )=

_E 2.?,']'1 J' E‘E {E._FE}P (]l))r*v d!.l'P (u'}@(ij'.],.] } (2:1)
=0

1

Para ;plicar o metodo pelinomial pa—a a dePEHdEncia energEtica,
& canveniente como juatificaremaﬁ no capItulo 111, simetrizar antes os
nhclecs de espalhamento E {E‘+E}- a, Paraﬂfac{litar a anilise matemati-
ca, tomaremos o valor mfnimu de 1/P(E)comp unidade de comprimento, tar-

tanda adimansionais asg sacqnes de choque em {2 1.

Considerando p nucleo de espalhamenta Ty (E'Eju,), pode=se de-

(25)

monstrar que 2 necessirin se ter para todo miclea de espalhamento f1

gicamente aceitivel:
H(E')ES(E‘+E;u0}iH(E}ES{E+E‘;uo) {2.2)

onde H(E}=EeﬁE; E = enerpia em unidadesz kT, cam T a temperaturz absoluta

do meioc e k a constante de Boltzmann {2,3)

Esta igualdada, que decurra du princ{piu de balangoe detalha<:

{2& 25} agsegura que, num uelo infinito, sem absurgau, s pasafvel ge

estabelecer uma diatyihuicao namvelliana de equilibrie & temparatura T,

Introduzamos ums fungao ¥(x,E,u) bal que:

&(x, B, u)=\[HE o ¥(x,E,n) (2.4)
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A eguacas (1.13) apds passar da vartavel v para a variavel E, nos forne-
ces

B A @k, B, uHE(E) 0 (x, By ) =

k)
- %ﬂ“(odE‘ Idﬂ‘zs(E"’E;“u}d’(me!,ﬂ {2.5)
' h
T

Levando (2,4) em (2.5} e dividindo ambos os membros por NH{E)' 1

W ¥R, B, WHE(E) ¥z, Eyn) =
= %hjde'f Rty JHEETS! . I (E™E;u )¥(%,B',u") (2.6)
° by M(F) :

ou ainda:

W ¥, B ISRV (x, By ) =

“']é'uf:dE'ffid“' fjﬁ*f“ HEED . E_(E™E3u0)¥(x,E',u")

M(E}
(2.7)
f fiell Be ver que o nove nucleo de espalhamento
I (E-E;ug)=\ [I{E"D « B _(E"E;u,} (2.5
a8 H(E) ?

serz simétrico se E_(E™Ejug) satisfizer (2.2)

Desenvolvendo EEE(E'*E;HD} em sErig de polinomics de Legendre em Wg, utl
lizande o teorema da adigﬁﬂ, obtemos de (2.7) a equagEn sepuinte, corres

pondente a (1,23}

Mo B0, B, WHEE) (i, E, u)=

=E ZLEIJ:dEf E:S(E'+E}FE(H)I+1dH'ngul}?{xlE‘qu) (2.5)
&= -
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f.- - ]
com EEE{Et+E) nuclegs aimetrices satlsfazendo a:

vy g T . = & I
- Ess(E ~+E) EES{E+E ) {2.10)

f utll notar que a expressao para o fluxe ?(x,E,u) sera obtida, a partir
de ¥{x,E,n), utillzando a (2,4}

.
Conslderemos agora um conjunte completo e ortonormal de poaline

mics na cnergla, g, (E):

f:dE gy (B)gy (Ed=b (2,11)
| § gy (E) gy (E7)=8(E-E"} (2,12}
=0 -

Desenvolvendo ¥{x,E,u)em série de polinomios gj(E}:

r &
Ji Y(x,E,u)= } £, (2, 1) g () S (2.13)
Jeo
levando em (2.%), multinlicando ambos ps membres por Bl {E) & inteprando

am relagan a E entre 0 e =, obtemez, utllizande (2.11):

1 =

L)

%éjl‘u GGt ] . e g (BT Eey @)=

j=o
HE%EE-;I ';z:uf:;ggk{ﬁ} f:dE'i::s (E'+E)g,{(E"}. P, (i) J‘_iPE(u "y (x,u’ 19(12 :_1:;}
Pondos
?kjmf:dE 2 (E)S (B g3 (E) (2.15)
mij=f:dEf:dE‘gk{E}Egs(E‘+E}gj(E'),1 (2.16)

ve~se logo que:
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com E:H{E‘*E} nucleos simétrices satisfazende a:
oozt @y« toEn (2.10)
-1 a5 *

E it11 notar que a expressao para o fluxo ?(x,E,n} serd cbtida, a partir
de Y{x,E,u), utilizando a (2.4).

Conslderemos agora um conjunto completn e ortonormal de pnlin§

wios na energia, gj{E};

[4aE gy (R) g (E)=d (2.11)
I gy (B)g (E")=6(E-E") (2.12)
3=o ©

Degenvolvende Y{x, E,ulem série de pnlinEminB gj{E):

¥(x,E,u)= L £, (x5 (B) (2.13)
i=0

levando em {2.2), multiplicando ambes os membros por g, (E) e integrande

emlrelagan a F entre 0 g », pbtenos, utilizande (2.11):

o v = £ G ;m £50e,0) S dB g (EYI(E)gy(B) =

@™ 2241 s !l = e Ly =T 1 e .
=§=D—2 ;jwfgdlzgk{E)IDdE E o lETEIE (ET). Bplk) f_lPitu YE(x, 1) (2.14)

Popdos

Vies=/ 438 i (EVE(ED 84 CE) (2.15)
gy B HR g (D) B, (B 1B gy (BT, (2.16)

~
ye-3a lopp qua?

Vs = Vik ' (2.17)



kj ik (2,18}

A igualdade (2 17y ¢ Ehvia, enquanta que a (2.18) decorre do

carater simétrico de E [E'*E]u

4 (2.14) se escreve, utilizando {2.15) e (2.18)

Ez“ fj {:{*H} 4 k + I ‘Uk f ('J'I tl=
=0 T G

- 22y o) LR T ey £y Geut) (2.19)
Lwp j=a

Sa agora cruncarmes o desenvolvimento (Z.13), mantendo somente
os primeirea {(L+1) térmos, obteremos uma aproxima;ﬁn para a dependencia

energética de ¥(x,E,u}, aproximagac eata que denonminaremos "aproximagdo

de prdem LY,

No momente, tal truncamenta e arbitririe, Mas, em problemas es
pecificos, h3, as veres, argumentos fisicos que nos levam a esperar que
um valor razeavelmente pequeno para L fornega aulugaes que descrevan com

boa aproximacHe os fenomenos fisicos reals.

E apraximagﬁn de ordem L, a (2.19) flea:

L
3
£, (x, u}ﬁ Veq £9 (x,u} =
EED F §=0 ki ]
P R {u‘)? ar, £ (e, (2.20)
Fao 20 Loy TR LK jleat)s

cﬂmkéﬂjliaaoLo
Finzalmente, defininds as seguintes'matrizes:

[V]+ matriz quadrada, de ordem (L+l),simétrica, de elementos

USE
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[uR] + matriz quadrada, de ordem (L+1), simétrica, de elemenw
tos ok, |

[I} > anriz identidade, de ordem (L+l} de elementos ﬁkj:
& un yetor (matriz de uma coluna)

]f(xiﬁ)> = yator (matriz ceoluna} de ordem (L41) de elementos

fj{xiu], podenss ascrevar a (2.20) sob a forma matricial seguinte:

u %; |£¢x,udo+(V] [E(x, 0} =

E 1
=1 g%il PE(U) IE dH'PA(Ng){uE]|f(x,u')> (2.21)

=0

A utilizaggn do desenvolvimento em polincmios da energla pé:—
mitiv-nos, assim, substituir a equacao integro-diferencial (2.9} pelo
zigstema (2.21) de (L41} EquagEES, ainda Integro-diferencials, mas ja in-

dependentes da energia.

NQEEmug desde 13 que a presenga das matrizes nao diagonais ﬁﬂ
g [nl} acopla as diversas coupomentes do vetor |£{x,u)>. E, certawente,
a ﬂbtangao de sulugaes para {(2.21) 53:51facilitada se uz dJdesacoplamento
total ou parcial for conseguido; e se o sistema de equagoes integru-difg
renclais puder ser tranzformade em um 2istena de equagaes alpébricas, Pa
ra o case de espalhamente isotropirco, a (2.21) foi considerada por Ferzi

(21)

gar e Leonard que pbtiveram uma sulugau exats numa dada grdem de a-
prnximagao enargética. Mo apEndice 4-1 apresentamos um resumc des traba
lhos fundamentals dagueles autores, pelas razoes jE indicadas nos JItens

l.4 e 1.5,

2.2 ~ 0 método das esféricas harmonicas (polindmios anpulares)

A trausfurma;ﬁo dp sistema Intepgro-diferencial (2,21) em um

‘sigtema de Equagaes diferencials, pode ser conseguide utilizapdo-se um
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desenvolvimente de fj{x,u} em uma série de polindmios de Legendre na va-

riavel anpular:

£y o= |2 00z 0
m=d

au

FICRREES) E%iL-Pm(ullﬂP{x}>

m=e

(2.22)

(2.23)

onde cada |ﬁP(x}>'(mID,l,E,.,oaaem) & uma matriz celuna de (1+l) elemen-

tos ﬁ?[x] e os polinomios de Legendre sao normalizadoes de modo ques

1 .2 '
I_l B, (WEL(0) = T Sy

Levande (2.23) em (2.21), multlplicande ambos o3 membros

Pn{u] e integrandn em relagac a W, obtemas:

o=

+1 > 2 L e py(0 e

m=o

¥ 5 ,m 2mil ¢ 1
) I |47 (x)> 2 f_l B (U)o uaB_(m)du +

(2.24)

poT

] o} - l l
-1 1 &N B B L ar aor, 0 [ aw' taz ) (2029)

Lea m=a

Urilizande (2.24), o segundo membro de (2.25) se escreve:

? f {uz}[ﬁF(x)}éﬂn 8

L=0 m~o b

(") 1a%Go>

(2.26}

0 primeiro membro serd simplificado utilizando ainda (2.24) e

a relagﬁh da recorrencia entre os pali o G gerrd Tt

CASTITUTO DF PHIAGLA ATSHEA

i
1
—rd
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'n 3
{n+1}Pn+1(u} +n?1 {u} (Zo+l)u P (u} (2.27)
Obtemos:
A fl P () on P (nyans ZEL | Lo E:n+1}fl B, (OB, (W)di +
" +oft e (mp {u]du:l (2.28)
-1 n=1 w
200y (0du = e | (o1 @ 6. dnb (2.29)
a1 n MM e = o T Y Tatl,n n-l,m *
2oty (e (uydn = 6 ‘ (2.30)
2 L4'n m T I ’

A (2,25} sa ascreve entact

R T VIR N PR
E Extﬁ (x}>2n+i E}+1]Gn+l,nﬁn5n—k,;J+

m=g

+ ] [‘EFJIAm(x}-‘-En,m-[l{n]Eﬂn(xJ?; (ne0,1,00000m) (2.31)

mEeg
& regulta o seguinte sistema de um nﬁmaru Infinito de Equagaes diferen~
clals acopladas, equivalente so sisctema de Equaqses {ntegro-diferenciais
{2.21):

(n+1) —| Al +n :—xlin'lfx)> +(2a+l) (v) |4 (x) > =

= (2n#1) (o) [A" > 3 (0,1, 00000} (2.32)

Pur analngia com o que se faz no netodo dag esfericas harmuni-

(1)

C3aE ng casn'mnuufenergeticn , Subatituimos agora, na denominada aproxil

magao de ordem N, o sistema (2,32), com um niwero infinite de equagoes, ?



\por ua sistema obtide mantende as {BE+L) primniras,equaqses de (2.32)e ag
pesme tempo lgnorande tante os |An(x}> para os quals n*H ceomo as demais ‘

equaqgesm“ SRR

Obtemos ,assim;

(n+1) i—x | A% s 4 : |a% (x> +(20+1) (v} |4 (x)>=
, e (2nkD) (™) ARG > (ne0,1, 000000 K135 | (2033)
N i—x |4t (s +emn) (v )] AV e =) (o) AN )

Finalmente, considerande 3 invarianga translacional do sistema,

ponhamas, tenta. ivamence:

|45¢x)> = &9 [a%), (2.34)
0 sistema (2,33) fornece imediataments, o seguinte siatema ba-
sico de egpagaas watricials algéhricaﬁs

ntl

( +l}| (u}:-l + n|An_1(u}> - nr)v (V]| At vy

(2,35)

-

e - w(2ntl) [a7) A" (W) 5 (n=0,1,.,..,8-2)

Ma L wys - 2w (V)N = - v (@) 18 ep.

- W

o deaenvulviﬂﬁntu sucessivo da dependennia energEticﬂ em uma
aerie de pnlinumics de Legendre F (u} truncada com (I} termus, Junta-
mente com o ansatz (2,34), forneceu-ngs, assim, o sistema homogeneo
(2,15} de (H+}}_equag5&a matriciais algebricas, acopladas pela matriz
(v)e pelas (W+1) macrizes ("),

0 sistema {2.35) tem, agora, uma estrutura andloga & do encon-
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trado quando se aplica, para chter a solugac de (2.1), o métode de mul-
tl-grupoc energet1c0 assoclado a0 das esféricas harmunicas ou seja, a de

nominada ' apruximagau de multi-grupu - " (26)

anmalmente a snlu;an do slstema (2.35) pode ser cobtlda; mas
a presenga das matrizes nao diagonals [?] e [un] tem duas conseguencias
importantes. & primeira se refere a ordem do sigtems obtido, para cuja
snlu;ﬁu Sgrﬁ neEEEBEriu se determinar as raizes de un decerminante de or
dem (L+1) (H+l). Assim, devemas calealar {{I41) (#+l}}2elementos e arma

- -
zena-los na memdria de um computador.

Come exempleo, tomemos a aprnxima;aa L=4, N=4; o numero de ele-
mentos serd 625; e na aprnximagao L=4, N=5 tal nimers ja seria 25300, com
dificuldades computacignals impotrtantes.

_ Situaggc angluga s¢ apresenta oo metodo de wulci-grupo-Fy, mas
um desacoplamﬂntn parclal & cbtido ao cariter diagunal da matriz corres—

pnndente 3 [?] do sistema (2, 35}u

4 segunda consequencia importante da nao diagnnalizagan de [v]
=1 [un] e gue a sﬂ;ugau formal que se obtem & tal que a analise da passa—

gem ac limite quande N+« & extremamente dificil de mer feita.

L

Eztas q;ficulﬁadﬂs foram, até agora, impecilhos sérlos na ex-
plnragaﬂ ampla do mérode PEA. E, cope foi Indicado, a raiz de tais difi

culdades reside précipuamente no ceriter nao diagonal das marrizes [U} =

(s").

A parte central desta tese repows2 ne reconhecimento deata si-
tnacan; e na repquu dag dificuldades apontadas atraves do emprego de
uma transfurmag&u de similitude que diagonaliza (?} trans%nrmagﬁn esta
introduzida por Ferziger e Leonard en seus trabtalhos basicos ja clca= .
dos 1y {vide fapendice A=1).  Em particular, apds ‘tal transformacac, a
estrutura do sistema chtlde a partir de {2.35), tornar-se-i identica a

do que cumparece no método multi-gruPD-P (26, 3?)

o A diagunalizaqan simultanea de [;j e das Iun}! présqrvandu ain
da as ?atrézestqiagqnais identidade [I} que comparecem em (2,33), nasc &
possivel. A escolha da diagunalizagao de {?} & gbvia, pols, no casc ge=
ral, ha (N+l) matrizes (an] e 8d seria pussfvel diagenalizar uma delas,
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manktends as [I] comp tals,

Sendo (V) wma matrlz simtrica, existird uma watriz artogonal

{SJ tal que & transformagzn de similitvde

(s (%) [s)

[ ]
o

(1) (2.36)

formece uma matriz [U] diagonal. E o carater artogonal de [S] assogura
ainda que {I} seja preservada e que a matriz simetrica [un] seja trans-

formada, atraves de

670 (@) (8) = (v (2.37)

Il
em vma marriz (Y} rambém simdtrica.

Definindo novos vetores |En{u}>, atraves de
-1
()™ [a%(w> = [B°(v)  (@=0,1,.....,N), (2.38)

o sistema basice (2.35) se transforma em:

n+l

(u42) |37 (o 4n BV (v) > v (2ot (U] [BR (o) =

= - w(2n41) (¥7) | B"(u)> (n=0,1,40,.,1-1)

{2.39)
n|E L ewds - veame) (@l 25> =~ veamn (V) 18 (o

Coma, apgora, [U} & diagsnel, a estrutura deste sistema @ ldan-
tica a do que compatece no método de multi-prupo-Fy, estabelecendo assim
uma 1133;50 formal entre tal motedo e o polinomial enerpgéties assoeiado

- -~
a0 dad esfericas harmoniecas,

Ho capitulo seguinte vamos apresentar, com certo decalhe, a
solugaa de (2.39) para o caso mals simples de espalhamento isotropico; o
case de espalhamento anisetrapice linear poderia ser tratado, sem difi-

culdade, uwtillzando um metoda geral, desenvelvide por Travelli (2?}.



A ginq}§dade da nbtcngﬁu completa da galugaﬂ aproximada de
(2.39), no caso de eapalhamente igatrSPicp,1£‘a'dglcnmpﬂparla com a solu
Q;E obtida purlf;;ziger & Leéparg, le)_ utllizande a FEtn@g polinomial
truncade para a §3pen35ncia gnergéﬁica1mas tFaFapda de manelra exata a
dﬂpﬂnd%n¢iﬁ_angplar de G{x,E,u], conforme Esti detalhado neo ﬁpgndice A~1,
Esta comparagau f;rnecer—nusﬁg alguns resultadas interessantes aos quais

referlr-nos—emos na capftuln 1.
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-

CAPETULO IIX

SOLUCAD GERAL, NO MPTODG BEA, PARA O CASC DE

GEOMETRTA PLANA E ESPALHAMENTO ISOTROPICO

4 - -

3.1 - Sistema basice de equaceoes marrielals alpébricas

Conalderemos o gistama_pﬁgicp (2.39) de,gquggaes makriciais
algébricas, obtlide pela aplicacac do métode pelinomial gnergéticq e de

Eﬁﬁﬁricaﬁ harmonicas anpular - metodo PEA =, a0 caso de peometrla plana:

(n+1}iB“+1{uj>+n|B““l{u)>-u(zn+1){u}ln“(u)>= -

= —v{Znt]) [y"] [B™¢w)>  (n=0,1,...,0-1); | €2.39)

AL eo)> - vz (0) (8o e —u o) () [ ()

-

Da equagao {2.1¢) resulta que, e o picleo de espalhamento for isotropi-

eo, (a*) serd da forma:

(1. = (=) 5, (3.1)

~ o o -
ou seja, somente as matrizas [u ] 2 {7 ] terao elementos dilferentes de

2aro,

0 siasrema (2,39) e reduz, assim, ao seguinte:

{n+1} |33““'le (v)>tn [B”“l (v)»-v{2etl) fu) |B° (vi>=

—f

= _u[T“}[u°(u)>, 8,, (r=0,15...,8-1}; (3.2}

N|11H"1{u}>—u{2m1} (1) |BH{u)b =0

A 1sotropia do nficleo de espalhamento introduz um acoplamento
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unicamente entre as componentes do vetor iBﬂ(v}>; as compouentes dos de-
mals vetnrgsilﬁn(u)> {n=1,2,...,) nao sao acopladas entre si, dado o ca
rater diagenal di marriz {U] e ao fato de serem macrizes nulas as {nn]

para n:o.

" parEmetEu ¥ — arbitrario GFE‘G momento — serd determinado
pela condigaa de o sistana humgganen {3.2) admicir solugoes nao trivias
Isto 2, pela condigap de apulaments do determinante A{v) dos coeficien-

tes do siastema considerade,

Tal detoarminante sari de ordem {{t413. (1)} e da forma:

WO
ng ﬂi(v] ng 0
D; aé(ﬁ) g
alv) = uq,,..,.ggqq,uau,.q
° %Jfl“} Pn-2
© ' S Lo
Ui}_l &ﬁ(v)

ande ﬂi(u} e DL

L sao determinantes de ordem (L+1) definidos por:

82wy = || e () - (s ]

= | (1) |



ou seia, ﬂi(v) & o determinante da matriz quadrada [21+1}([u71}-{uU]) a

Di 8 o detarninante da matriz diagonal [i],

As ralzes da equagau:

ﬂl:"-") = ﬂ', [31'3'.}

serac os ¥ permitidos, e cam cles se poderia construir a salugah geral
de (3.2). .

Mas, tanto sob us pontos de vista copputacional e de possibl-
lidade de anilise de comportamento da solugao guande N+, quase nada te-
riamos ganho com a diagnnalizagﬁu de fv}. De fato, apesar de um numero
slgnificativo de elementos de A{v) serem nulos, continvariamos a ter que
armazenar na mgmariﬂ do computador [{L+1) (N-i-l}}2 valares; e o8 resulba-
dos continuariam sendo abtidos sob uma forma que difieilmente se presta-~

ria & analise de scu comportamento quando N+,

Ha, no entanto, dois metados de nbtengﬁﬂ de uma snlugau geral
para (3.2} que apresentam vantagens computacicnals slenificarivas quando
camparadgs cogm o mE;ada direto acima esquematizado, e que fornecem resul
tados que permitem a analize do comportamenta da suluqsu e dos wvalores

caracterizticos quande Nre Sao:

a) o metodo de Kﬂfiﬂktzg}
b} o metodo de Travelli(Z?].

, extendido ao case poli-enerpetico;

Notemos que a aplicabilidade eficaz de um ou outro método &
decorréncia da astrutura matemﬁtiua_do sistema (3.2) e, em particular,ds
carater diagonal de [U], Esta observagao, em relagac ao métode de Ke-

fink, serz cornada mais clara ne ftem 3.3,

Heaca tese, adotaremss, para obtar a salugﬁn geral de {3.2),

uma extengao, por nds desenvolvida, do método de Kofink.

Poderiamos ter adotado o método de Travelll que, sendo mala
gseral que o da Wofink, permite o tratamento de cases de espalhanente nao

isokrdpleo de qualquer ordem. Nze ¢ fizemos por duas razoes!

1) a extensaa do mekede de Kofink & simples, para o caso lso-

tropleo que estamos Etratando.,

i1) somente na fase de redagae desta tese & gue tomamos conhe-



cimente do trabalho completo de Trav311i(2?], de diflcil ubtenqauu

Jo2 - Snluqan gzral do sistema basico mo casa isutrapicu

0 sistema basico que tempa que resolver € o ceonatituido pelas

(N+1) cquagoes matrieiais (3.2).

Por anelogla com o caso mpno-energéticp consideremcs um siste
ma matricial, ainda de (H+1) equagoes mas de (N+2) incﬁgnitqst ohtide de
(3.2) apba acrescentar, 8 ultima equa;ﬁn, o Cermo (N+l}[BE+1(u}> gue ha-
viamos omitide na apruximagzu de "ordem N; ou =eja, conslderemns o siste-
masz

n+l

{n+l}|E ju]>+ﬁiﬂn_l(u}>-u[2n+l}{U]|Bn{u]; -

= —u{Yu]]Bﬂ(u}>.6nﬁ s para n=0,1....,N-1.K. (3.4

Kotemos que sa -

W ys = 0 (3.5

o siztema {3.4) se torna idéntieo as (3.2),

Se pudarmos efetivaments copstrulr, sem restrigzn sobre v,uma
Bnlu;En nao trivial para (3.4}, entac a equaan (3.5) determinara os v
para os guals o sistema coriginal (3.2) admite Eulqgggﬁ nag triviats. A
condigao (3.5) sera, assim, equivalente a equagac (3.2}, em estreita ana

L
lopgla con o caso mono-enzrtgeblca.

. Para construir uma solugac nao trivial pars o sistema (3.4}
aderavemos, como ja 2xpllcamos, uma extenaae de métade de Kofink desen=

volvido paraz o caso mone—energético.

Para isso, consideremos os polinomios de Legendre de primeira
eapécie P_(x)} e as fungoes de Legendre de segunda &spEciE (x}(zgju Am~
o <

bos satisfazem a seguinte relacdo de racorréncia:

(RPL)K L (40K () ~ (2n#l) x K (x) = O (3.6)



onde Kn{x} indica Pn(x) ou Qn(x)g Hotemos que eata rela;Ec de recorran-
cia tem uma estrutura similar a satisfeita pelas componentes do  vetor
[Bl:l('u)}:l Para n=112 [ H-n

Conslderemos ainda os polinomics Wy(x) constituides pela par-

te nao sinpular das Qu(x). A& relagde entre Wo(x), Pu(x) e Qu(x) & (29}:

W (0 = P (x) ~ Q (%) (3.7)
corl
Hﬁl{x) = {3.8)
Os pnlinamias Wai{x) satisfazem a sepulnte Ielagﬁn de recnrrEE
cia

{n+l}wn{xj + nHu_ x) = (2n+ldx Wn_lix} = Q (3.9)

2{

consequencia imediata de (3.7) e (3.6).

Hotemos, Iinicialmente, que, para n=1,2 ... N, o.sistema (3.4)

& identicamente satisfeito por um lEF{U}> da forma:

[B°(v)> = p_cu)) s - w__ ([vu]) B> (3,10)

com lA> e |B>» vetores arbiltrariocs independentes de m, de v ou dos ele-

mentos de {U] .

A presenga da matriz (?U] como argumento das pnlinEmins em
{3.10) nac introduz dificuldade alpuma ¢ a execugﬁn, &m Elgehra,matrici—
al, das aperaqaes ai indicadas formaimente, tapbem & perfeitamente unIvE
ca. TPodera, a vordade, haver eventuais dificuldades com operagocs matri

ciais s& conafderarmes a definigEu {3.7) de Hn_l{x}a

Para evitar egtas eventuais dificuldades podemes congide-

rar os T-In(x] definldos a partir de:
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n
(x)} = E %‘Pmﬂl(x} Pn_m(x} para nzl
m=l

W

n-1

(3.11)
W{x) =0 para n=0

defini;Eu eata que & equivalente a (ﬂq?}{zg) para x numerc real,

Levando {3,10) ne sistema (3.4}, teremos como consequencia de
(3.6) e (3.9) para n=2,3 ... M-1,N:

_{n—l—l}l‘n ¢ (vuly] AP ( (wu)) [ 47- (2L} {wU) P ( (v0)) Imzl—

-_fﬁﬂmﬁhﬂ}mﬂﬂgaiﬁﬂ}hhﬂﬁﬁnbmﬁgdﬁhﬂ}hﬂfﬂ543

&4 arbicraricedade de escolha de |ﬁ> =1 IB> gera utillzada para
que {3.10} satisfaga a (3.4) para n=0 e para n=l.

De (3.4) e {3.10) obtemos, para n=0:

P ((vu)y [ao-[vu)+ ()] p_clou)y o> +

+ w_fvu)y [3o- [ +{n®) Tu_ ¢y s> = 0 C(3.13)

Ou como:
Pl([uu]) = [uu]
Pu([uu}] = [1) {3.14}
W_y v}y =0

wo () = (1
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a (3.13) Eica:

w{u] ja=- Euu}+[w°ztjae+|3:nu (3.15)

B () (3.16)

Congiderando a equacdo para n=l, do sistema (3.4) e vtilizan~
da a (3,10}

EPE( (vu)y a4 ((vu)) [az=3{vu)p, ([vU]) IA{I- _

- Ewl([uu])IB>-w_l{{uU]){B>-3 (uu]wa{(uu.]}is:} 0 (3,17)

As relagaes de recorrencia (3.6) e (3.9} satisfeitas par %Jk}
€ W;{x} asseguram que (3.17) seri tdeaticemente satisfeita. Assim, um
dos wverores, |ﬁ? por exemple, & arbltrario, enquanto que o segundo |E7
£ determinada por (3.16).

Fica, assim, provado que:

IB“(u}hEH{ (vu)y-m__, cler]3 {w“]] | 4>, (3.18)

e solugao de (3.4), com [&> arbitrarie para todo n=0,1,...,N.

Hotemos que, tomo [U] & {ng 5ap matrizes gue, em geral, nao
G
comutam entre 51, a ordem de Wh_I{{UU}} e} {v? } em {3.18) deve ger cbser

vade com ¢uldado.

Para n=0, a (3.1B) forneca

IO ECH FE (3.19)

ou seja, o vetor a:bit;EriD 4> coincide com [pnfv}>. Emn outras palawvras,
a egcolha de particular camhinagEo Inear (3.10) equivale a tomar, c¢omo

vetor arbitririo, o vetar [B°(v)>, escolha esta que, fisicamente, & in-
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teressante, Sem entrar em detalhes, podemos adiancar que a arbitrarieda
de de [BD(UJP permite, nas aplica;Ees especificas, satisfazer cmndigaes
ffa1cas relacionadas com ¢ fluxo escalar de nentrons, como, por exemplo,

a sua nprmalizagao a um dado wvalor.

3.3 - Determinacac dos auto~valores do parGmetro v

Coma,vimos, o8 ¥ que permitem que o sistema basico (3.2) admpi
ta snlugEcs nao triviais, ou seja, os auto-valores do parﬁmntrn v, 5anas
ralzes da equagﬁn {32.5), equagEm esta, equivalente a {3.3), ou seja, ao

anulamento do determinante dos coeficientes do sistema (3.2).

Para faeilikar a notacae, introduzamos uma matriz {Hn(u]} de-

fFinida par:
(R (v)) = Pn(['uU}] - wn_lﬂ[uu]) [vv®] {3.20)

Em termos desta macriz, a (3.18) e a (3.19) ficam;

"B = (1) 3%y {3.21)

a.equagau {3.5), conslderando a {3.21) se escreve;

(L 0y |B(v)> = 0 (3.22)

0 sistema de equagaea algebricas acima s0 admitiza sulugges

nioc trivials se o determinante da metriz (B U(v)) for nule:

N+l

™oy =0 (3.23)

o

]JPH+lf[vU}} - H (v} (»v°)]] =0 {3.24)

A equagdo (3.24) € a equagao caracterIstica gue nos fornecera



os {L+1) (M+1) auto-valgres para ¥ w, ac mesmo tempon, climinari a ark’-
trariedade, até agul, total, de vetor iBG{v‘>: Iestar-nes—a somepte  uma
componente arblEraria ou a possibilidade de introduzir uma condigao ex—
tra entre tals componentes, por cxemplo, sua nurmallzagau a um dado va-
ior. De fato, PH+1([UU]} e HN{{VU}]{vTD] sao pelinomios matriciais de
ordem (1) e [UU] e {uvﬂ} sao matrizes de ordem {I+l), e portanto, a e-
quagan (3.24) sera de ordem (N+1} (L#+l) em v,

Pode-se demonstrar que, considerando sowente ¥ Impar, nan te=
remos rafizes aulas para {3.23), nuer L seja par ou Impar. Como & presen
na da raizes nulas intreoduz, jE o caso muna—energética, cumplicagﬁes EE

(1,28}

rias "', suporemns sempre K impar,

Como tanto PN_!_I[['IJU]} como T.«.TH(I:\ILT] {\JTG} sao polindnics de or
{4}

dem par cm v, as {N+L) (141} rajzes de (3.23) apareceras aos pares e

para cada raiz +|v_|(s=~ 1,,..,%-{N+1) (LFL})}, existira a rale simétrica
"luslm

-~ . - -
No apenddice A-2, demoastramos que Lados o5 ¥, 5as reais, para

B
uma classe appla de problomas fisicos.

Notemas que o métods ubilizade para reselver o sistema {3.2),
atraves do ansatz (3.10), leva ao caoleulo das raizes de um determinanto
de ordem {l+1) sémente, Ha, assim, em relagao ao meztods direto de solu-
;qgs de 3.2}, tma econcmla realmento apreciavel em capacidade de mEmo—

rla de computadores digitais ukilizades no calaulo de tals railzea,

0 numero tetal de raizes, evidenkemenke, contioua sendo

(LtLl) o {H+L)

Finalmente, algumas observacoes sip necessarias para Justifi-
car, de maneira mais objetiva, a2 enfase QuUE puUZEenps nd vankagem computa—
cional decorzente do vaso da transformagag (2.36} que dlagonalizou a ma-
triz [v]. .

Para isso, conslderemos ¢ equa;En caracteristica (3.24) e va-
mos remescreve-la explicitando os elementos das matrizes que al compare-

cem, tonando um excnplo especifico: L4 ; N=4,

Tenos
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ps((vu)) = 5 Ea([uu]}-" - 70¢(vu)y? + 15[vﬂ]]

w ((ou)) = 8 (Gt - L2 (o2« £ (1)

Se [U] nao fosse diapgonal, teriamos que efetuar, num calculo

numérice, todas &s poténcias indicadas de {U}, e mals a multiplicagﬁa

par (UTO},

Senda {U] diaganal, temos simplesmente qua, em geral,

onde p € um expoente
nals da matriz {U].

)

Loga:

el {vu])=

a2

Py (v81)

genédrico e os ﬁi (i=1,:..,5) Bac os elementos diago

ﬁs{‘ﬂﬂz} a
] PE(UEE}

P5 (Vﬂ'u} a
» PE(VEEJ
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Expressoes analogas poderlam ser obtidas para wq{[uﬂ]}u E,
imediztamente, sa obtem, para 3 Equagaﬂ caracterfstica, nesse caso L=4,
K=4x

5.
| [p5(oBg)8, . - 1E;=1 Wy (B O M = 0 (4,371,2,00.0,5)

4 ouséncia de multipliqagﬁu de matrizes para obter oz elemen-—
tos do determinente da equaghc caracteristica & élmento impartante de aim

plificagsu des caleulos nunericos e de tempoe de computador.

E talvez mails lmportante ainda, ¢ aparcéimentc de polinomios
em variﬁveis algahripag vai nos permitlr anallsar o comportamente da e-
qua;Eu caracterfsti:a_quando, numa dada ordem de aprnxima;ﬁu energetica,
a ordem de aproximagcao angular ¥ tende para infinito.. Sem diagonalizar
f?], talvez fosse poasivel tal anflise, mas somente atraves da teoria

des determinantes de ordem infinica.

3.4 - Suluqﬁc peral em uma aproximacac de ordem L~N

Congslderandn os resultadoes fundamentais do capitulo I e dos

{tens anteriores deste cap{tuluﬁ podamas resuni-log como segue:

Da equagEn peral (1,23) em geametria plana e com nucleo e

espalhamento generico, sem fonte:

i
E v d{x,E,p) + L{E)¥{x,E,u) =

To2eRl SR 1 |
= §=ﬂ n fndE ESfL'*E}FLfUJf_l du'B, ()9 0GE, 1Y (1.23)

obrivemas, transfermande &#{x,E,u) em ¥(x,E,u) através de

o (x,E,u) =\ME)'. ¥(x,E,1) (2,4)
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a Equﬂ;Ea (2.8 onde agora os niicleos de eapalhamento sac simétrices:

v
W (5,E,) + ECE)Y(x,E, ) =

- 2L+1 Pl "ty 1., ' 1,1
P b KRG IO UG ez )

Desenvelvendo ¥(x,E,u) em uma série de polinomlos ortoncrmais

e qompletpy da energia E, ou seja, pondo

-

FGEW =) £ilmg; (B) (2.18)
=0

reduzimas a equa;ﬁo fntegro-diferencial (2!1'3 a: um sistema (2.24) de
{1+L) EquagEea ainda fnteErn—diferencigis, tendo mantido aomente um Ou-
mera finlto {L+L} de térmos no desenvolvimento {2.13) - aprnximagzn ener

getica de ordem L -3

n g—x |£Ce,uy> + (V] | £¢x,1)>=

-1 '_2?.1 Pliﬂ}f_idu'?g(u'} [ui} HEN' (2,24
L=o -

Utilizando agora um desenvolvimente da dependencia angular de

| E¢x,m)> em polinomios de Legendre

|£(x,uy>= | Z?_ﬂ p_(w) [4" (x)> (2,2%)
m=a

e mantendo somente {H+1) termos — apruximagﬁu de ordem ¥ —~ reduzimos

(2,29 ag sistema {2.33) de (W) equagEEE diferenciais matriciais



(0 >+ 2= 471 () >+ (2n01) (V) |47 ) >

o+l
A 5

()5 |
= (2041) (a) |4 () > (ml, 1,0, 0. -1}

N %lAN"l{x} >+ {28+1) (V) iAH{x)> =

= (231) (o) |AVexy >

Tendo postor

-

8% > = e %V ]a%(vy>

.39 .

{2.33)

(2.34)

o sistema diferencial {2,33) formeceu o sistema algébrico matriclal

+1
Jlefl

{u+%}E ] (“}>+ﬂ|ﬂF“1{“]>HF(2nfl}EFIIAF{u}b:

a = v(zwrly (o) 14" () > (0=0,1,..., ,8-1)

H|AN-J"(U}7"‘J{2H+1) v) 1870y =

a — w{2N+1} [uN] A% vy s

0 desacoplamento parclal desac sistema foi eonseguido atraves

de uma transfarmagﬁu de gimilitude determinada para diagonalizar fv}:

5) 7 (W) (s) = (W)

(2.36)
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(s}~ A" uy>e [B7(v)> (2,38}

E, a {2,353} se transformou no sistema parcialmente desacoplade (2,39):

2L yydn (1) ]n’f’lqv):»- v(2a+1) (U] [BR(v)> = -

(n+l][I]l?

= —v(2n+l) (Y7 B2 (v)> (n=0,1,...,Hn1)

(2.39)
B3N (vy-v 2ran) 1) (2N ) =

= ~veamk1y (YN (BN oy

Finalmente, a sclugzu geral desse iistema, no caso de espalha

mento isotrépleo foi mestrado ser

|8™ (w)»= E“( ()=, (fvo)) [w"j:l IO (3.18)

-

desde que v assumlsse um dos (F+1) (L+1) wvalores c&racterfstiCGs *U dar

¥ dos pelas raizes do.determinante de ordem (L+1):
m([vﬂ]} 0 (v (vr°) || = 0 (3.24)

Em cnnsequgncia do cartater linear da Equggﬁu baslica e das
transfurmagaes efetvadas, a snlugEo geral, na apruximagﬁu de ordem L

{N Iimpar} e caso de espalhamento 1sotrapice, sem fonte, Sera:

A (Hugde ""S+c§“)a;‘(-ﬁ5:rax‘["ﬂ.

L (H+l}{1&1}
8(x, E, 1)y =\[FCEY" |} % ["”

j=a mn=¢ g=

ALy {p]gj{E}:r (1.26)!
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(-}

e Gg gao (M+1) {L+1} constantes arbitrarias, a se

rem determlhadas pelas cnndigaes de contorno do problema fisico especffé

Lo & o8 AF{*uS} - componentes de |An{u5}: - gerao determinadas pela apll

cagap de [S} a [Bn(¢?5)> :

ou

COth

&%) > = (8] |87 (2vg)> - (3.2D
A% (ug)> = (5] 0] [B°(2ug) (3.28)
@)= 2 (o)) - w (v (v¢°) (3.29)

Ea{3.26) se escreve:

L N
$(x,E,0)AME] [

i=¢ n=g s=1 I, m=0

+(H1) (L+1) L

c$pe v ye ¥ "s], AN (3.30)

Sendo, entaa, ¢(x,E,u) sclugcac geral da equacac de transporte

sem fonte, no caso de geometria plana, niiclee de espalhamente Isotkopi-

co, na apraximagsu energEtica de erdem L e angular de ardem N,
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capfiTULO IV

COMPORTAMENTO ASSINTOTICD ANGULAR NA APROXIMACAD L=N

4,1 - Analise dos valores caracteristicos, na aproximacas L-N, quan—

dey Mre

Mo capitule III mostrames que os valores caracteristicos ou au
to—valoras iua[é=l’2,nnn¢’%{L+l} (H+1EJ na aproximagac L-N do metode PEA

com K {mpar ¢ case de espalhamento isotropice, ecram as ralzes da equagac:
+
| 1p e (- (U] (°) | = 0 (3.29)

Senda_[U] uma matriz dlagonal de ordem (L+l}, seus elementos

serao da forma:
[U] ij=Ejﬁij ; (iljnﬂpl’hudb,L) ':'{I'pl)

Com 2 eseolha de f%]min para a unldade de comprimentn, as Sec—

gaes de choque sae adimensionais e, em particular, E(E), adimensional ,8a

tisfaz a:
E (E)zl (4.2)
P (22)
Negtas condigoes, pode-se demonstrar que
B .zl {(3=0,1,:..,LJ {4.3)

1

& nH que sapgue, serdo ordenados em ordem decrescente:

1 (4.4)

Bﬂ}Blb “rua >EL,
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Focrevames 2 (3.24) como

[

L
12y B30 = I B8 0™ Hi0 G, §=0,1,00.00 (4.5)

I=0 3

Nesso problema € analisar o compoxtamento das solugoes de{4.5)
quando k=,

Dols casos disrintos sc aprescntan ecorrespondentes a arpgumen—
tos dos polinomins maiares ou menores do que 1.

Ordenemos © conjunko dos ius, golugoes de {(4.5), numa dada or-
dem de aptnximaqﬁu L-§, de manciza que:

i 1
“54(‘ E; ’ E: )} para s=1,2,...,5, ; (6.6)

1
vgef—

- 3~ para s=5,+1, 542,000 SO (141, (A7)
L L

"

Conforme anzlise apresemtaca no Apéndice A=2, ewdste uma clas-
se de problemas fisiecos para a qual:

AR (4.8)

cu sejar todos v sap reais. No que segue consideravemos (4.8) como va-
lida,

0z v, que satisfazen (4.0} diremos serem auto-valores perten~
centes ap espectro discreto puro, e iudic%—l@}em&s por UE(dJ

;e a8 Vv, que
satiafizerem (4,7} dlremos seyem auto-valores pertencentes ap espectro

misto{discrets superpesto a um continue) ¢ indlci-los-enmos pot vs(ch
A razio dessa classlficagao ficara clara guando compararmes

nossos Tesultados assintoticos com os do espectTo de FL-I]Z,(T‘E:II citados
o ApEndice &1,

Como os Bj foram ordenados em uma sequencia desrrescente
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Bhvio qua:

- (d
iijE( )!?l para s-l,...,ﬂl £4.9)

& para qualquer Ej (3J=0,1,40:,L).

. Consideremos agora as formas gssintaticaa para PH+1{xJ quando

obtidas imediatamente das expressces de  Jahnke~Emde (29 e, por

tanto, aplicavels quando os ¥ que comparecem em (4.3) pertencerem an es-
pectro discrets purn e satisfizerem a (4,8):

1KH}11

tdy (d), N¥1 R
EH+1[BjuS }u(ZBjus 3 ﬁJn(M+l]', H>>1 (4.10)
(d) (&) N1 | -1 (d). -1
wH(ﬁjus }-Ezﬂjvs ) LTSS ']:gh [Ejus )
(d) 2044
—\[n!(mll'(zsjvs ) i N=>1, {4.11)

A equagao caracteristica (4.5) fica, para N»>»1, apds aimplifi-
cagoes lmedlatas:

L

I8, - Lo Esh’ltajuafdjrl - nftzajus(d})zb’*ﬂv;d}ajiﬁj|=ﬂ

{j.k=0,1,...,L). {4.12)
Ho limdite H+=, {5.12) fornece:

L
g =1 D™ 8

o " {d}]_lﬁ
iwg =

] jiT;n“=u 3(3,k=0,1,...,L).  (4.13)
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Comparando (4,13) com (A-1.23), vemos que os usid) dades por
(4,13} coincidenm com as vy dadas por {A-1.23), provando gue oy valores

caracteristices teals de espectre diserebe puro us(d}tendem para os va-

lores caracteristicos reais do espectro discreto puro de FL-TI,
He,

quando

Una indicagac da rapidez dessa convergencia pode ser obtida
observando os valeores constantes dos quadros abaixo, onde apresentamos
o5 valores para |vsfd]] caleulados para o exemplo tratade em FL-IT (refe
rencia 22), HNeste trabalho, Ferziger e Leonard cunsidtram.ﬂ dencminado
"miodélo do gas pesade” para o meic moderador; supoen espalhamento elisti
co independente da energia do neutron {ES(E}-cunstante], e uma leli de

absarqﬁu 1fv. TIntroduzem um parametro de absnrgzn e deflinido por
E = EE(IJIES

onde Ea(l] & o valor da seccao de choque macroscopica de absorgdo para

neutrons de energla 1 kTj e consideram tres valores distiotos para e:
e=0,005; £=0,05; e=0,5.

Os valores para lus{d)i foram caleulades pels método PEA, nas
aproximagaes energEticas de ardem L=2,3,4, utilizandoe para os g.{E) poll
nomios de Tapuarre de primeira espéeie muitiplicados por \[H(E)',

Todo o processo de caleculo - esquematizado no item 3.4 - foi
autematizado attaves de uma serie de programas dipivais sequenciais, as-

eritos em Fortran-IT-D, para o computador IBM=1620 = modelo I1-D do Ims-

titutp de Enerpgia Atomica, Dades o3 valores de vjk e ujk’ o conjunto
de programas formece todzs as (M+1) (L+1) raizes caracteristicas. Mos

-
quadros seguintes apresentamos somente as correspondentes ao espectro

diecreto, ou sz2ja, aquelas que satisfazem a {4.%) = que, no exemplo, par
ticular considerado, ;Eo todas reais.
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TABELA I
e = 0,005
= (dy d d d
: 5,0 | 19| 15 ] 1
1 8,6612 | 1,2762 . e . . e e
3 8,6765- { 1,3905 | 1,0781 .
5 8,6765 | 1,2934 { 1,0938 . e s
|Exato(FL-11}i{| 3,6907 | 1,3935 | 1,0966 . o s
1 It 8,907 | 1,2762 s e .
3 "8,7060 | 1,3906 | 1,0782 .o
5 8,7059 | 1,3935 | 1,0939 o o s
Exato(FL~I1) || 8,6907 | 1,3948 - | 1,0066 | 1,0109
1 8,6703 |.1,2763 . e
3 8,6856 | .1,3906 | 1,0782 “ue
5 8,6857 | 1,3935 | 1,093% . .
_&6 . . ]
Exato(FL-T1) || 8,6907 | 1,3948 | 1,0966 | 1,0111
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TABELA 11
¢ = 0,05
' (d} d} (d) (d)
P P, 00 1 o ) ) 1,0 1@
1 2,7323 1,1600 e R
3 2,7784 1,2801 | 1,0259 . e
5 2 7785 1,2841 | 1,0428 C e
Exato(FL-1I) | | 2,7788 1,283 | 1,0663
1 2,7342 1,1618 e e C e
3 2,7603 1,281t | 1,0314 C e
5 2,7804 1,2851 { 1,048% { . ..
Exato(FL-II}|| 2,7799 1,2852 1,0527 e s o
1 2,7351 1,1622 e . c e .
3 2,781%2 1,2815  1,0322 - e
5 2,7812 | 1,2854 | 1,0497 - e
Exato{FL-XI}|{ 2,7810 1,2856 | 1,0536 | 0,896




TAEELA 113

e = 0.5
X e D1 ] 19,
"1 0,8767 s s o
3 0, 5880 0,8475
5 04,9939 | 90,8619

Exato(FL-LI) 0,9945 0,8653

1 0,8767 |- . . .
3 0,9880 | 0,2642
5 0,9939 | @,8837

Exato(FL-II) || ©0,9945 | 0,8905

1 ¢,B768 I
3 0,9380 | 0,644
5 0,993% | 0,8849

Exato{FL-I1) 0,9945 0,8941
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Certas flutuagoes observadas no moedo de converpgéncia dos }usfdjl
para o8 valores exatos tde FL-II} quando Y cresce, sao pnsszvelmentei de
vidas a erres de arredondamento em caleules numericos.. Sem entyay em de
talhe, crewmos que a malor fonte de erros se enconkra ne metodo adotade
para o cileulo final das raeizes, ou seja, na determinaqﬁo dos zercs da
equagae (3.24) ou (4.5). £ um problema de cizlecule numerice digital que

esta sendo analiszado.

A cnnsidgragaﬂ de {4.12} mostra ainda que a cunvergﬁncia no
_-campu real de FE{d} para 9% Vv, discrecas puros de FL-IT sera, numa dada
ordem de aprﬂximﬂgau W, tanto mals rﬁpi@a guando maiqr o valor de
|Ejvs(d}|. Podemos, assim, esperar que o formaliswo PEA nos formega ra-
_dzes caracterfsticas discretas mais proximas das raizes exatas - no sen-
tido da TFL-IT - para os auto-valores reais malores. Estas cunsideragaes
justificam a sepuinte nbserqa;gn feita em FL-II (referencla 22, pap.l79:
MEm geral, ve-sc gue a teorla de difusio prediz os comprimentos de difu-

- - - - e
san com preclsac somente para peguena absorcas e somente para o primeiro

modo" . {prifo nussni, Para izso basta notar:

al a tenri; de difusao citada nao passa da aprﬂximaqﬁu de or-

dem =1 {&prnxima;ﬁn angular Pl} etn nosso fermallsmo;

b) que uma -pequend abgorgic do meio implica em pequena dister

- - - *
¢ao do espectro energetico em relagao a um maxwellianc;l )

¢} que o primeiro mode corresponde ao maler aute-valor zezl

| (dJ-
L]

_ Notemns ainda que todo o raciocinie degenvolvide para demons-

trar que, guande N>=; a {4.5) tende para a (4.12) ou paraz a (A=1.23), se
baseiz na ccndigEﬂ de os arpumentos dos pelinomics PH+1{E usid}] &

UN(E ustd}ﬁ geren maiores que 1, para qualquer-BZ,

] k|

-

(*)Com uma eseolha eonveniente de poliﬁamins ortogonais na energla - co-
e oS pqlinamius de Laguerre de primeira espéecie multiplicados por
3“?&?51 -~ un espectre pouce destorecido em relagEo 4 um espectro max—
welliano . necessitarz poucas componentes (L pequeno) para ser bem a-

aproximade.
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Para as raizes do espectro que denominames misto, isto &, para

- c [ -

os v (2}, o comportamento assintotico de P, (B.v ( ]} e W {8, v ( ))sera
g - (6) Ntl j's H*"]"s
radicalmente diferente °, De fato, havera raizes para as quais

[Ejus{nj|<1 & para argumentos |x|<1ltaqto P {x} como HH[x) apresentam,

i+1
assintaticamente, un earater oscilante que Impede biremos conclusoes se-

welhantes as apresentadas quando da anilise dos autos~valores us{d}q

"

Fm particular, naoc parece haver convergencla nem para os valo-
i . = .

res discretos que se apresentam quande os v, de FL-II pertencem a intaer-

L
valos indicados em A-1 como do tipe Ip,. Podemes antecipar, no eatanto,

(e no método PEA, que satisfazem a (4.7)

que guande N»>>1, as ralzes v _

C
fnrnacarﬁp termos para o fluxe de neutrons que tenderao, possivelmente,
a representar og efeltos dos ESrmes gue correspondem ao eapectro misto

de FL-1I, conforme analisaremos no item 4.2,

4,9 = Comportamento das sclucoes na aproximacao L-N quando b

Mo capituls 111 mostrames que a solugde geral de (1.23) para o

caso de espalhamento isotropico era dada por:

-
1 r3a =
L ®§ L {3+1) (L+1)
Zz n [ {(+}_ a v
7, E, ul=x M{E} & H [ B {4y e a =
' §=u £=n E,m=n 52; ik km[_; no®
\ !
- +
- B0y de s]%% P, (W)g, (B (3.30)
Coma ﬁﬂ & diagonai, podemns escrever “im como s
B =P (B8, — W (B v)vary, (4.14}

Separemos a solugie (3.30) em duas partes @a(x,E;u} e ¢c{x,E,u}:
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(B, W)=, (%, E, 03+ G, B 1) (4.15)

X
L 5t =5 (d)
2, (x,EB,1)= JH(E) E E ) 7. Sy £ e |:(+}B (+uid))E Va©

j=o n=o K,m=o 3=l

o $d
¢ e )e v ﬂ e N OTHE! (4.16)

L R0l (L)

-rE
¢ (x,E,u)= JH(E)® E E ¥ =¥ S I{LE;_HB?HH\JE{E}}e OA

j=¢ n=o0 k,meo s=0 +1

(o)
v 6B (v (ye Vs :lz‘“’l 2, (10g () (4o17)

Demonstremns qted

‘a) lim, 24{x,E,1) coincide com a parte discreta pura de FL-II;
i
) ¢¢(x,E,p) para N>>1, parcce nao converglr para a parte cone

tinua de FL-1I, mas, possivelmente, descreve os efeitos de tal parte,

¢

4.3 - Comportamento de &5(x,E,u) para N+

Considerando{a-1.38) e {(4.16} deaejamros provar que:

b, o)
M -3
lim  ¥,(x, E, by M({E) E ) (EY|a, £, (v ,ule ° +
. ju0 s=o B3 {+?s i''s
A
W
tays [V F (4.18)

coms
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L ‘l.?
1
£ (tv W)= 5 E m=n(st P Yy 9 (9) {4-1.27)

sando W as raizes do determinance {(A-1.23) nao pertencentes ao inkerva-

1 1
la {.'_ BL ] ‘EE}; .

{d)

Continuando a supor valldas as candigaes de realldadae dus‘&

vimas no Irem 4.1 que:

1im W (d}+u
5

M=

5 (4.19)

A valldade de (4.18) ficard provads ge demonstrarmos gque:

W
2n+1
lin | (S5O Bo(5v )P, {u}'i-——ﬁ—'r wo(v) {4.20)
W n=n 2 km B.LU + T

ou utilizando = (4.14) e considerandc somente o caso f+u$}e eliminande o

indice s, que:

N~ 2n+.L
lim h E (B w6, - W (B v)v, *rkn] B ( y=5—Pp_(u)>
h+m =0
> L2 0 L) (6,21)
2 Eku—u Tem ¥t e ?

A expressao (3,7) para Hn_lix) nos permlce egscraver o primeirp

membro da expresaae acima como:

N Zn+l
lim ) [2 B (e (B VI v (B V). *rk )E (v +
Q



+ 3R, (0,0, (BB 01 o o (836D (80,

S )= I e nr (o0, (8, -0 (8 9.1 n (v

=0

62 (s, e | Eznu}? (o, (B uﬂ. v.1% B2 ().

n=n

« 33,

(4.22)

{4.23)

{4,24)

Como JBRU|}1 e|HI‘1 para o caso de espectro discreto, que esta

mas analisendo, o desenvolvimento de Heine para Eki—u em série de pnlina—

(20} -

tmios de Legendre & valido e, portante:

o1 (4,25)
I_ (20H1)P_ (B _V}Q OB oy ]
n=o
(2) I S .
ka (Bk’u) 2 EkV“U 'Tkm"Bm(u) (4.26)
Para analisar o terme Gél} {Ek.ﬂ} consideremios 2 formula de so
magdo de Christoffel—ﬂarboux{Blj:

H

=g

Pondo Ph+l (ﬁku} em evidencia (*), podemos escraver:
M (B, v)
(1) _ _BHL Entfy
6 (B )= {lin 121 3,0 (- AT Pey (0]

(B B8 = VR (Bvd g (Bvd ey ] B;(”{l

H+1
¥ {2n+l}Pn(P)Pn(Bk“)='EE;:E [§H+1(Bkvth{uj-fhtﬁku]PH+1{u{J

(4.27)

(4.28)

{#) Supomosa que as ralzes da equagac caracteristica (3.23) nde coincidam

com as de P (x)



Mas, de (3.21) escrita, em termos de clementos de matrizes,

ohtemns:
BO(v) = E B (B, v) (6 (B v).vayy )BY (¥} +
k |:'I:'l k7 e Qo BV Ve V! By
m=a
0 L0
+ QB )verl B0 (4.29)
Cowo, para as raizes caracteristicas, sepundo {3,5).
B ) = o (4,30
segue que

L
] [ ]
IEH Emlmk‘*”km - “Pu+1fﬁk"’ma(5k”}""’kn]Bm(”) B

L

== @ O (B oveyy JBD(9) (4.31)
=0

Podemos escrever, coneiderandc (4.28) e (4.31):

L L I P, (8 V)
_ {13 - =+l .
nz'r—o Y 1% 1%-:0 rrlqig gnu BV 2y 0 Pre1 (B™) i 021
s L+
g By 93,800 | (4.32)
(29)

Conaiderands zs expreasoes assintdticas para QH+l{Bku} =)

} gquando |Bku|>1, & imediato se mostrar quel

L

£=o 6 (B = o (4.33)

Fren By
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Coletandn o5 resultados expressoes por (4.26) e (4.33), vemos

gue, conzgiderando implicitament& o efeito da somatorlia scbre mt

N
Un L [ByBnsi =i Gorme ] 300, e -
= pug -

2 Ty BO) ¢a.34)

ﬂkv-u

Para provar a valldade de {4.2]) resta-nos mostrar que E;(u} 2

_Wm{u) sao proporcionais, no limite de Fr=

Para isso, lembremos gue as E;(u} eram determinadas - o menaos
de uma componente arbitraria ou uma condig¢ao de nurmalizagau - p2la equa

;En (3.23):

@ )) 158 o =0 (3.23)

Quantn a5 wm{u) eram determinadas, com 0 mesmo tipo de indeter

minagﬁc das E;{u}, pela equagﬁa (A-1.23)
(1) - (2eY(EH [wvr>=o (A-1,23)
& (3.23) pode ser escrlca como:

s (v oY 1eOrens .
([1] - E;;I?T;ﬁTT ,v.(T N vy >=0 {4.35)

Conforme (4.10) e (4.11):

W, (8, ¥}
1im —-v-—-_PH IEB ) = arcrpgh ('E'} v (4.38)
Wre  HHLYR k
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e, asaim, comncluimos ques

tim (172)) =(1) - (1v)) (4°) (4.37)
:N'—bm

ficando demomstrado que fBD(U]? 2 ]H(U}? sio vetores proporcfonais e cor
pletando a prova da validade de (4.18), para os problemas fisicos onde

(d}

50 comparecem V_ & ¥  reals,

L

Esta igualdade, ne limite de b=, entre o espectro discreto e-
Xato {no sentido de TL-II) e o espectro discreto no metodo PEA, permite-
03 esperar que o comportanento assintatice do fluxo de neutron seja bew
descrito em uma aproximagao razozvel de ordem N. Por comportamentc as-
sintﬁticn, estamos nos referindo ao comportamento do fluxo ¢(x,E,u) lon-

ge de regices de descontinuidade.

MNas wvizinhangas de tals regiEes de descontineidade, havera in-
Fluencia grande de espectre continuo e, como varemas, nas poderemns es-
perar que o método PEA ofereqa resultados satisfatérius, salvo para pro-
blemas - impnttantes_pliés - onde haja predominancia do comportamento mé
dio do fluxo de neutrons, Eata situa;Eu 3e apresenta {3 no caso mono-e-
nergéti:n{z} e, evidentemente, nao poderiamss esperar que houvesse melho

. o
ra o caso poli-energetico,

f.4 -~ Comportamento de wE{x,E,u) quando M=

Dese] amos anﬁlisar a relagao entre ¢={x,E.u} dada par (4.17) e
a parte correspondenie ao espectro misto {cnntfnun e disgcrete) de FL-IT.
Considerande a {4-1.38) e {A-1.39), trata-se de relacicnar, ne limdite de
peo ou melher, parg Ha»l:

N3 QWD) (L)

o_(x,E,1) = [F(B" Frorort S5 Mo

1=0 k,m=0 n=o0 5=5,+1

[cﬂﬂ (+U(C})e s(cnﬂt 520y ﬂfci:[ B (gy® (4D
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(FL-II) {FL~1I) {FL=11)
0 0GB & @ (B ¢¢2{x,E.u}

cami

1
{FL-IT). E_ T%
RCN AN ER TR Y Z . ) u_p Tom G I (e dves (8)
'3_
] (4.38)
. L. -
(FL-1T) L B, x
oy aBa)= NP(EY E Posg c (WA (V6B v dve g, (B) (4.39)
J=0 k=0 1 1

-l
"B

onde, conforme detalhamos no apendice A-l:

£) se tﬁkujc Iﬂk, as wm{u} de (4,39) sao determinados por
[ﬁrl.35},.a infﬁgral ge reduz 4 uma soma e ué 11(UJ g2 tornam coeflcienc:
tes, como as attfus} da parte discreta pura, a serem determdnados pelas

condigoes de contorno;

b

b) e (B, v) ¢ IT, , lk[u} & detarminada por [(A-1,37)eom ox
14 By
{El(U}wm{v]} que compatecem em (4.38) e os Cliv}lk(u) de (4.39) fungoes

arbitrardias, a serem determinades palas condigoes de contdrno,

o Lo -t - , R . N {c_}

Como 12 notames no Item 4,1, quanda M=, os Vg nao con-

Assim, nao podemos esperar

*3 (-
que haja convergencia de & (x E,») para o ¥ (x E,u} quando Hew,

vergem siquer para os V que pertencem a L

Wo entanto, pcr enalogia com o que oCOTTE O CaAS0 WMOTG—G—

(32,33)

nergﬂtico ﬁudeﬁué eéperar que a‘¢cfk,ﬁ;h} descreva aproximadamente
. . EFL—II} .
o comportanente da componenkte ¢c %yEy1) do fluxo de meutrons,
Considerando a (4.17), substituinde HEm pela sua expressao

{4.14) e urilizendo (3.7),podemos escrever:
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o (1D
1

9 0B = 0 P gEw + (2, E, 1) (5.40)

aoms

L H m+ﬂﬁiﬂ
(I o8, B a) \CE) E ;o7 k?n[Bkugiﬁ[Ek {dh ofi’s )Ykéj

j=o k,m=q n=o s-S +1

X _X_ -
(=) {c)

{+) n® {c) W 3
. {+U je 5 {=Y_o (c) s 2ol
’: +'CS Em(-*‘-’s Ja = E_‘n{ll)gj {E} {4.41)

l..
L N (5L} (L+1)
@II(H, ’u)_ N H(E E E E 2 E Sjk%(ﬁkustc)}uvsfc) ‘Tll'.l]{ a

j=0 k,m=0 n=o EE% +1

-3 X
(e} {c;

W
t0, 5l Dy o 8 e m h2)

W

{+ 5

e Mg 4y &
5 m ]

Je

Yamos mostrar que @é{I}(x,E,u} & ¢EII(E,E,u)dad&5 pelas equa-

{FL-II}E {FL~TI1)

goes (4.41) e (4.42) sao aproximagoes para ¢ - ,

dadas
respectivamente, pelas squacoes (4,38) e {4,39),
Considerdnde (4.38) e (4,39), muleciplicando ambos os membros

por Pn(u] e interrando em rela;gu a’y entre ~1 e +1, obtemas:

1 {FL-II} {FL-I1)
Ll Pﬂ(u}ﬁhﬂ (x,E,uldp = ﬂ'.lcl (. E} (4,43)
1 (IL-IT} (FL-IL)
) [—1 Pn(u}¢cg“fx,E,u}du =% (B (4.44)
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COms

1
(FL-11) B -x
6, x,B) = {N(E E E 841 dv.vﬂkmcl{u}wm(v)e g (B -
j=c k,m=0 -1
EL
1 g i
o P {1)de (4.45}
2 )y B K
1 -
{FL-11} L L By f 1
b, B =NMEY I L Sy b ave, 3 e g, (E}J' §(3, BB dv,
j=c km=p -1_ 1-1 '
By

{4.46)

tendo tomade o valor prinecipal da integral em rela;ﬁa a 1 onde comparece

1
(Bi{‘-‘—u} no integranda.

Como se pode demenstrar quet

1
ls.?J' ﬂkl Pn{u}du =-Q (B Wy (4.47)

obtemnos:

1
(FL-LL) L L B, ES
SRR o R B AR RS A O L Y YQ, (B)
j=o k,m=o0 -1
Bl
(4 .58)
1
(FL-IT) L L B ;"__—
by COE =\HU(E 1 1 S L qu.c LR (e gy (YR (B V) {6.49)
0 4=0 k=p 7 -1
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Fodemns par, portanin:

2 -x

{FL-II) L L T 4 ﬂL
IENAYVSIE) §=n E - H“li‘_sjk L VY GO, (Ve TR0, GBIR (1)
| B

{(4.50)

=X

1
{FL-11) L = ﬂ
, (5, w= (Y P oo sij .80 (e Vg (B)P_(8 0P, (),

j=o k=0 n=o

r-““I

(4.51)

tendo eliminado a i_ndicagﬁo que deveriamos tomar a parte principal da in-

tegral aobre dy, desde que a cnntribuigﬁn do eventusal ponto singular Ekuw

fal congiderada quando da integragac que definiu qn(Bk‘u}.
i__

[ ~k E T oo
=&y | ] 5 Sy L.m-ufl (B v)Tk]E (w (V).

jeo k,m=o n=o -1
E-

(FL-II) =
?cz':xsﬁru) & .gi(E).F_{# VIP () para |Ek*~‘[fl (4.,52)
=g para ]ELu]>|Eku]>l {4.53)
De fato, para ]Bku|<1, a (A-1.37) nos permite escraver:
{4.,.54)

L
i L [Bg - V0, B[ w, ()

m=a



(29,

bastands notar que

Ogix)=arctgh x, para lxlfl (4.55)

Portanto, nesse caso, (%4.51) colncide com a (4,52)
(FL-II)

Para |Ekﬂl>l, a demonstragac de que QEE(K,E,H} dada por (4.51)

ge anula & imediara, pois

T 2L p (B2 (1) = 8(R v-u)

u=0

. (FL-11)
Suponhamog agora que @cz(x,E,u] sela aproximada consideranda,.

tanto para |Ekv|<1 COm} para |ﬁLu|>IBkv!>l, a expressac {4.52), com um né
mero suficlentenente grande de termes da somatoria sobre n.
Ou seja que:

L

mll-

{FL-EI)

L Nl
e \ﬁfE' E . %ﬂjk[

i=0 k,mwo n=n

L o
B v [8, v, (8 v vy ] €3 () ()

B

I

& .gj(E)Pn{Eku}Pn(uJ {4.56)

para todo [B U|5]E U!
(1) {TL-T1)
A rela;au entre @ (=, E,u) dada por (ﬁ 411 a a ¢ {x, ) a-

proximada por (4.56) pode ser wvista se, para HHN1>>1, aprnximarmns a sema

toria scbre oz 8 em (4,41) por uma iategral.

Teremos entao, para tode 1Bku|x
1

!
Y e 5
“,utﬁwﬁli 1 TTEIEQELMEh“mﬁﬁHHE

=0 ¥*,m=0 n=o

. EL
\ L0(v) .BO(v) e ”ngj(E}Pn(akp}Pn(u), (4.57
4 Vo
H / HETTUTE TE LHILGLA A Tl



(2)

tendo re-arranjade os termos de (4.4)) e eliminado os Indices de Vg v
(FL-1IT}
A equivaléncia entre L {x E,u), aproximada por (4,56}, e a

& {I}{x E,H), aproximada por (4. 5?}, rArece nao poder ser demonstrada em
geral. Podemos, no entanto, esperar, dada a semelhanga de estrutura mate
matica das duas expressoes, gue a d&scri;ﬁu da parcela do fluxo de neu-
trons deserita por (4.57) nao se afaste muito da que seria cobrida ucili-

zando {&.56),
(FL=-IT)

Reata analisar a relacao entre ¢E1{x,E,u} e

(L)

(%,E,n), ou se

a, a relagﬁo entre {4.50) e {4.42).
{FL-I1) 11
Ueilizande, tants para ¢E2{x,E,u}cumu para ¢E {x,E,n), as mes-

mas aprcximagaes feitas na analise anterior, obtemns imediatamente as se-

gulntes equagaes aproximadas:

1
::n.- L B ~Z
o1 (%5 E,F) = YH(E) Z ! Z 2“+1 Sjk[ . Lav.v, Ykm C, (Ww_(v)e gj(E}

j=o k%,tt=0 D=0 -1
B

e

“%(BkujPﬂ{P) (ﬁ'nSB}

X

1
L L Ny B,
¢ ToEa--YEB ] ) ] A st dv.vaypy CONBI(DYe ¥ .

j=o k,m=0 n=o -1_
",
U-gj {E} “%{Bku)yn(u} (ﬁaSQ}

para v tal quelﬁkufﬁlﬂLu| para qualquer ﬂk‘

Novamente encontramos .uma senelhanga de estrutura matematica,

mas a equivalZncia entre (4.58) e (4,59) cambém nao consepguimos provar,

Resumlindc: a exprussga para o espectro de neutrons corresponden
C - -
te aos UE( ) do metode PEA, numa aproximacac L-N, apresenta uma estrutura

patemitica semelhante ac de espectro miste de FL-TI; mas a equivaléncia



entre ampos nac conseguimos demonstrar, ag contrario do que ocorre quan—

do se considera o empectro discreto pura,

Esta sityagau, come havféqpsinutﬂdu, se apresenta 13 no caso
mnnufeuergéti;u, E seria intereésanye gua fosse felta uma anﬁlise mals
completa dessa eqqigglancia atravEs,*pur exemplo, do estudo comparatiwve
de um problema onde a componente continuz do fluxo desempenhe papel im-

(1)

portante, como & o caso de problema de Milne™ .
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CAPITULD ¥

OBSERVACOES £ CONCLUSOES SOBRE A APROXIMACAO L-N No METODO PEA

-

5.1 - Observarses Garals

0 métede PEA desenvolvide principalmente nos capftulos IIT e
IV consbtitue uma extensao, ac caso poli-energétice, do formalismo clas-
sico das esféricas harmanicas, corrente ¢ intensamente utiiizado na obten

¢ao de solugdes da equagan de rransporte mono-energetica,

Desejamos netar que os resultades do capItula IV dificilmente
poderiam ter sido obtidos sem a diagnnalizagaa de {ﬁ] efetuada no capftg
lo III. Tal diaggnalizagao permitiu-nes desenvolver um formalismo que,
quande aplicado a prablemas concretos, envolve upera;Eea em {Jque Compare-—
cem funqags algEbripas ~ CQmC M0 Ccaso muno—energéticu - & nao funqaes ma
tricials como pcorreria se tal diagonalizacao amo fosse efetuada. Espe-
ramod que esta simplificagan importante nos permiia extender o formalis-—
ma desenvplj;du & outras geometrias, em especlal 23 com simetria cilin-
drica, e 1sto sem cqmplexidadﬁs matemiticas que possiv&lmﬂnte tomariam
quase impraticavel sev usc em problemas de interesse para a Fisica de Re

atores.

Por outro lade, a estrelta analogia existente entre o metedo
BEA ¢ o das asférlcas harmonicas classieo, levava-nos a esparar que Lo-
das as dificuldades e peculiaridades déate Ultimo se apresentassem, at-
weptadas mesmo, uo método PEA; em particular, o3 problemas associades a

deserigfo de espectro contfnue persistiram, como era previsivel.

[

Por outro lado, cremos que esta mesma analogia estraita sera
um Gtil gula para tentarmos extender ag casc puliuenergéticq certas va-
riantes modernas do metede das ngErLcas harmanicas, em particular as re
lacionadas com ¢ novo esgquema de truncamento desenvelvido por Pomrazin -
ning‘aﬂ_gﬁ} e ne qual enfase especial @ dada as dificuldades relaciona-
das com o comportamento da snlugEn aproximada nas vizinhangas da superfi

cles de separagan,

Varios problemas foram, nesta tese, delxados em aberto. FEntre
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eles, desejamos citar dois que nos parecem mals Lmportantes:

I} o cariter cempleto das auto-fungaes, do metodo PEA, gara as variavels
angular e espacial, n3o fol demonstrado, ae contrarie do que ocorre
noe formalismo de Ferziger e Leonard. Esta situagzu nag & caracteris-

(23)

tica do metoda PEA mas, conforme observa Wipgner , Se apresenta pa-—

ra todos a3 metodos de aproxiwagao.

IT)e carater real dos y fol demongtrade, no Apendice A-2, para uma certa
classe de problemas, Se as condigoes fisicas forem tais que existanm
Vv complexos, tada_a analise feita no capituls IV nao se aplica., E
uma situagﬁn nada satisfatéria que, certamente, necessltara ser agrla
recida, atraves de uma analise minuclosa das implicagoes fisicas das

cnndi;Ees que levam a ¥ complexos,

5.1 - Conclusces

N8ste trabalho ucilizames consiatentements o metodo das esferd
cas harmonlcas para o tratamento da dependencla anpular das sclugoes da
equacan de transporte pali-energética, no case de geometria plana e ni-

cleo de espalhamgnto isotrspicnu

A consideragdo de niicleo de espalhamento anisotropico nac in-
trodduz cumplicagaes sErias, desde que utilizemos o wnecodo peral desenvol

vido porx Trayelli{zj};

A utilidade inediata gque vemos no metado que apresentamos Ie—
pousa na possibilldade de tratar problemas cencretos sem as complicagoes
matematicas que decorreciam da utilizagao da tegrla exataz (angular)} de
Ferziger e Leonard. Esta conjectura pode ser qualltatlivamente justificg
da Se notarmos gue, nos problemas de maior interesse para a Fisica de Re
atores, compareceﬁ sempre mEdiasxde grandezas ffs;cas; e em tais mEdiaa,
o fluxe de neutrons degempenha um papel de Fator de péso. Assim, en ge-
ral, ha uma preponderﬁncia grande dos valores do £luxzo em regiaes BEDA-
clais afastadas das superffeies de descontinuidade (ou de separagaa en-
tre melos). Ora, come em tals regloes afastadas, a componente associada

{4
&

ans v 2 que & domlnanre, & esta @ bem descrita no formalismo PEA,jus
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tiflca-se nossa conjecture da vtilidade de tal formalismo no canpe dos

problemas reais de Fisica da Reateres. Alias, a corre;gn desta conjectu
ra poderia ser baseada ne propric sucesso do método das esfericas harﬁ;—
nicas nos problenmas mono—encrecticos, pnde aguela prepunderﬁnnia do £lu-

x0 associado aos v discretos fol werlficada,

Partinde dessa canstatagde do caso mono-energético, a corregan
de sua extensdo ao caso pnli-energaticn dependeria tio 5amente da descri
gEn adequada, por um nﬂmara finito de térmos, da dependéncia energéti:a
de fluxe de neutrons, Que tal descrigﬁurapruximada no metedo PEA seja a
dequada, nag podaremos provar: tas certamente serid melhor que uma deseri
gAge drasticamente simplificada como ¢ & 2 da aproximagso mono-energeti-

Cda

Finalizando, o campo de aplicagﬁn do matodo PEA poda cer gran-
de; mas, como todo metodo de aprnximagﬁu, gomente a nnmparagEn entre os
resultados de sua aplicagdo a cases especificas e os resuletados ou teori
cos exatos ot experimentais, poderi determinar suas vantagens ¢ limita-

Goes,



APENDICE A-1

0 METODO DE FPERZIGER E LEONARD

4=1.1 - Introdugao
0 preblema da obtenggn de solgaaes aproximadas da equa;Eu de
transporte puli-en;:gétipa, em geometyiz plana e com nucleo de espalhamen
to lsotropico, fol recentemente tzatado, entze gutros autoxes, por Ferzi-
ger ¢ Leonard, em uma série de tres trabalhos indicados a segult por:
{4)

(21) {3?}‘

rL-1'*; FL-TT FL-III

No primeiro trabaihe —TFL-I-— a equagaoc {2,1) especializada pa

ra espalhamento isutrﬁpicu & com

Z(EY = constante

(aprﬂximagﬁu da sethn de choque Independente da energia) foi resolvida

=
atraves de:

a) uma expansac de ¥(x,E,¥) em uma séris convenlente de poling-
mios ortogonals na variavel E;

) snlugﬁn do slstema de equagﬁes Integre~diferencials para os
coeflelantes da e;panaﬁc acima, por um metodo exato desenvolvide por Ca-
52{33} para a egua;ﬁn de transporte mono-energética em geometria plana e

gspalhamento isotropico,

A possibilidade de aplicar ¢ metodo de Case ao elstema de equa-
;Ees obtido apds a expansdo em pulinamiha da energla, decorreu do fato de
que em tal sistemahnau havia termos de acoplamento entre as diversas equi
gGesy em putras palavras: apds o desenvolvimento, em série de polinomios
en E, o sistema de equagoes resultante era constituldo de um conjunto nac

acoplade de equgqaes de transperte mona-energéticas.

Hotemoa que a auséncia de acoplamento entre as equagaes do sig~

tema era consequéncia direta da admisszo de constincia da secgas de che-
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que tpotal expressa por (4.1).

A eliminagan da restrigau acima fol conseguida por Ferziger e

Leonard nos dols trabalhos subsequeptes) FL-IT & FL-TIT.

En FL-1TI, apos uma expansao em polinomios ortogonais na varia-
vel E, o sistema de equagoes Integro-dfferenciais, agora acopladas, fol
resolvido depols de um desaceplamento parclal efetuado atravas de uma
transformagzn de similitude, As soluqaes formais foram obtldas e seu ca—

rater completo & prtogonal fol provade.

Finalmente, em FL-IIX, fol tratado um problema especial, de in-
teresge para as aplicagaes: o de provar o carater cempleto em relagao a u
das solugges formails cbtidas em FL-II parxa w nos iIntervalas of—sl o
-ly=——fp ; & prova da completabilidade para p ne intervala =-l+—t+l fora
feita em FL~-II.

Q trabalko FL-IT, tratando de caso de secgdo de chogue dependen
te da enerpia, 2o que mais nos interessa. E, neste Apendice, apresenta-
remes, com razoavel detalhe, um resume do trabalho FL-II, com o intuito
de fdcilitar a compreensac de cnmparaqEEE desenvolvidas essencialmente no

capitulo IV desta tese,

A=1.2 - Auto-valores e autn-fungaes no metodo FL

Congiderando a equagzn (2.21) e espaclalizando-a para ¢ caso de

espalhamento isotraplco, obtemns a Equagan basica tratada em FL-II;

1
K %; £0x,w) >+ (V) | £{x, 1) 2= % J du'{u®) |G, ut)> (A=1.1)

A invariinela translacional de (4-1.l) sugere que se ponha:

[£Cc,m)> =& _“f”If(u,u]> . {4-1.2)

A equagao (414 fornece entaoct
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-2 D+ | ev,m> = 3 (%) eer> (A-1.3)
1

con [£¢v)> = I du'l£Qu,u")> ., {a=1.4)
-1

No sistepa (A-l.4) B3 acoplamento total entre as componentes de
F£(v,1)> introduzide tanto pela matriz [U] come pela [BD}, Como OCOETEN

para o sistema basiece (2.35) ne métoda PEA,

Como ja notames, um desacoplamente total nac é possivel da ser
cbtldo; e Perziger & Leomard - em FL-IT - incroduziram uma transformagan
de similitude induzida por uma matriz ortogonal [S] (2 meama que utiliza-
mos em {2.36)) tal que a matriz simatrica [?} & transformasse numa ma-

triz diagonal (U}:

()™ (%) (s) - () (4-1.6)

U

Jk = Ekﬁjk (A—l.i"}_

Como E(E) 21, rclembremos que os elementos By da matriz diocgoe-

nal (U] ado todes mafores de 1; e continuarao a ser., ordenados de maneira

tal que:
B,7By?B, sas B2l (A-1.8)
Multiplicando a equagio (A-1.3) por (5] obtem-se:
= 2(1) + @) (bwtv,5) =5 (%) [ (4-1.9)
com

[wlv,uy= = [5}“1 |e¢u, 1y ;lw(wyz = {S]"llf{u)ﬁ (A-1.10)


http://maiores.de

portantes

SCgE ue {I'I.'IE

-
teTa seus
Hao Eeri,

elenentos

. 70,

) = {s) 7 () (5) (A-1.11)

Fara prossegulr sua anElise, FL chgerva gque ha duas regiEes im-

para v.
al v tal que an pertenga ao Iintervala (- %— . F %—ﬁ : (A=1.12)
‘ L L
h) v tal que‘perten;a ac intervala (= %ﬂ . + %—ﬁ » (A=1.13})
L L
Se v gatisfizer a (4-1.12}, ou seja, se
1 1
vh(- 5 3
L L
a matrlz diagonal
{vv, ) = -3 (1} + (W) {A~1,14)

elementos diferentes de zero para todo u no intervals {-1,1}),
assim, singular e existira uma matriz diagenal [U(u,u}]_l

com
dados pol:
. -1 _ 1 .
{L(u’”j]j:k‘: E_ + E lsjk L] {A 1015]
-3 i
A solugao de (A-~1.9) sera dada por
EICROERT %{va,uﬂ*l{*fu} fwiuy» {4~1,16)

Integrando ambos of membros em relaqEn a \U, entre -1 e +1,0bte-

1
|y = %J \ du{u(u,u)]"l . (r°) [wevye {4=1.17)
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Oz
1 L
1 quev Q
wy(v) = EJ ij ik E:a i %Y (A-1,18)
1 L O
wj(u} = vy arctgh Eﬁgaﬂ - Enc Tjk wk{u} (4~1.19)

Introduzindo uma matriz (T(v)) de elementos definidos por:
T{v}jk o ij,vaarctgh {E " (A-1.20)
a {A-1.19) pode scr ascrita:
< lwtvre = (1)) Y)evd> (4-1,21)
((1)-(r)) (7)) fww)> = o (A-1,22)

& equagac matricial (4-1.22) so tera solugees neo triviais se w
for sulugsu da equacao caracteriscicat

r

()= {2) G ] = o (4-1,2%)

Haverd, assim, um conjunto {vE] de auqn-valures{zlj aos quais

-

estATao assnciadas_autn—fungaes [w(uE)>. Na resgiidade, como o dererminan
te E uma Eungﬁu par de v, ge (+v ] for um auto-valor, (-v } tombam ge-—lo-

A} e ap par estarao assocladas duas auta—fungaes 1w(+ul)b G |w(—v I=.
f

Determinadas as auto—funques [w(iﬁeb 8 (A-1.18} fornece ag au-

by

to-fungoes 1w{iuk,u}> 2, atraves da aplicagao do nperadnrq[ﬂ], abtemos os

auto-vetores (f(iuk,ulg solugoes de (A-1.3)%



.72,
ey, uy> = 3 (Vv 0] Y et ) (A=1.24)

|£¢v,,u)> u% (s) (UGv, )] it [w(tv,}> (A-1.25)

As componentes de if{’vﬂ.u)> seraot

W

1 L
£ (w0 -—E-E 54k

w (‘J } (..‘.!‘-.-l. 26}
g m- R
,T=n k .

-]
ultu Tkm

Ha, assim, para U¢(— %—-, %Eﬁ - teal ou complexo -~ um espectro
1 L )

discreto de auto-valores e auto-vétores assoclado 3 equagac hasica(A-1.3%

_ Para vel- %E-l %Eﬁ,_a matriz diagenal (U] definida por{i-1.14)
serd singular, A solugao formal adotada par 7L & uma extenazo da solugio

{38)

formal propesta per Case PAra o caso munc—enargética,

De fato, FL prepoe como solucio formal da equagac (4-1.9) a se

sulntes

|, u)> “% @[“(“,u}]"ﬂ A wed] + [tee,m) (A-1,27)

oude indicamos por E?afﬂ{u,u}]_€] que deve spY tomade ¢ valor principal
de cada elemente da matriz dlagonal {U{v,u)]; e[fﬁqﬁi}g uma matriz coluna

de elementos dados por:

Tﬁ%ﬂg = lj(u) Giﬂju-u} {A-1,28)

onde A, (V) & uma fﬁngsu no momento arbitriria,

i i
- l l ' = -
5 veg(- a (A-1.27) e reduz a (A-1.16) cuja solucac
> *-( 'BI § 'ﬂ::'s ( ) 3 5
Explfcita ja fol obtida.

Se va(—-%— s %—i, integrando em relagao a4 U ambas o5 membros
L
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de {&=~1.27) enctre {-1, +1), obtemos:

1
|w{u}> =-% [ . [H(u,u}}_ldu.[ﬂﬁ|w(u}>+|rl{u}> (A-1,29%

cam

FIONERY (v)H(L-) B4 B (A=, 30)

e H(x) a fung;u de Heaviside:

a pafa ¥in
R{x} = {a~1.31)
1 para #%=l -

Para analisar a estrutura da Equagﬁu {h~1.29] VAMOS escreve-~la

COmo s

TEEHk[u}+1j(u]H{l-1ﬂju|] {a-1.32)

Recordando gue oS Bj foram ordenados numa sequencla dacrescens

te, conslderemos a fipura abaixo:

i
|
)
':
: +leD +1KE-£

2 R

+1fﬂj

|
—
] . !
Lis3

WeXXd. intervalo que indlcaremos per tipo I

1
o
fi;ﬁ?;é intervalo que indicaremos por tipe IX

By



Para um dade B,, haverd dois intervalos de interlsse patra W

j:l
reals
IE +|-EL\J|:IBiu]}1
b
Gu fA-1.33)
ol ol
L ] -
]
I, | Eju|<l (Aw1.34)
3 .. )
Ko intervalo IB R H(1—|Ejvl) =0 & 05 wj[u} devem satiafazer a
1 <
1 L
w,(v) = arctgh (E'_T” szc. Yy % (a-1.135)

- ' n

que colncide formalmente cem a {A-1.19), Qe autn—valargg v, que ainda sa
tigfa?émia equaggp ;a;acte;istica;(ﬁrLelﬂl:mgsIque caem np‘intcjvglg Ia
definide por (A~l.33}, pertencarﬁc a um nove intervale diserete foraecen-
do autn—fungges d%?cr?tas ﬁj{ﬂlj perfeltamente detgrminadas {a menoa de

uma constanteal,

CF: - . v e g

He incervalo IIﬂ s no entanto, teros uma situagﬁn diferente,

De fako, como agora, para um daduﬂﬂjh_tEmrsp lﬂjﬂlfl, a {4-1.32) nos da:

1, .
[n]
wj{u)= v,arectgh {Eju} . ij wk(v) + lj{u}g (A=1.,36)

Escrevendo:

L
3 (¥)= w (v) - v arcrgh (B,v) ]

‘D
1 ™oL Yt wk(v) {A~1,37)
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e notando gue ag WR(U] 230 dagoara fungEEH arbitrarias de v desde gue Azte

pertanga zo intervalo IIE , conclua-ge gue existe um aespectro continuo.

As autﬂ-quEEEH dgssq espectra cuntfnuu saraot

Ejk [E U—U]Tkm wm(u)+z Sjkhk{v)ﬁ(ﬁ u-l)

pT=0

Y L
£,00)= EE
{A-1,38)

Desejamos ainda acrescentar q@e, para satisfazer condicces de
contorno esp%cffiéas, & necessario decerminar as fungaes arbitrarias Wé“}
que comparecem em (A-1.38), Isto leva a problemas analirleos que nao sao
51mp125,£3?).0 que tira do método de FL muite do seu walor nas aplicagoes
concretas. Como exemple, podemos cifar que no calculo do fator de desvan

tapem para o caso de 2zpalbamento isotropico e geomatria plane, a determi

“nagae das fungons wmfv) & feica atravas de solugoes de um sistema de equa

coes Integrais tipo Fredhelm; e iste apas um extenso calculo de desacopla

mento de equagoes integrais singulares acupladasfzz}.

Estas dificuldades analfticas constitulram poderoso incentivo
para o desenvolvimento do metado gue apregantamps, nesta tese, Nos capftg

loz II & TIT,

A solugao geral da equagao basiea (A-1,1), utilizando o metodo

de FL-II serﬁ, coletando o resultados parciais obtidos:

L oon X
¥ (21, E, 1) = \(E) E I og®(ag,, £0gm0 e 754
=0 B=0
-X
3(oys Eyivgrvle s} o+
1
L EI: ’;J*E
+ 7 g ® £ (v,ude 5 dv (A-1,39)
. 8§ ;3
-+ ‘



entendendo-se que a Integral deve ser considerada como uma somatoria das
eventuals autn—fungaes do espectro discreto pera v no Intervalo tipo IE
(eq. 4.37). J

Esta apregeptaqic, razodvelmente extensa, do wttodo de Ferzi-
ger e Leonard pareceu-nos ucil para tornar mals compreensivel a analise
feita no c;p{tuln IV, do comportamento das solugags obtidas pelo método
PE4 quando o nomere de termos dos desenvelvimento em polincmios de Legen-
dre tende para infiunito.



APENDICE A-2

ANALISE DO CARATER REAL DAS RAIZES DE &%) = 0 feg.3.3)

Degejamos anallsar 23 condines fisicas em que a5 raizes da

aquagao

Afv)] =D (3.3)

gan reals.

Para isso, comnsideremos o aistema (2,39} escrito como:

(1) | B (v B2 (v)5 = v (201) Eu]- f‘rﬂﬂ |87 (v)> (=0, L, .. N-Diio0

Y Ny

(%39}
o -NlEH"l{u)bﬂ(Elﬂl)EU]-[TH]] [8¢u)>
Intr;duéindo dugs matrizes (4) e &) da forma @n,
1
- 0)-|-0) O |
() |.) | )
@ | @ | -

I[A] ﬂl L] L3 L] P.‘l : L] - o, {E-zﬂl}

&) | (9)
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- | (@
(o) 300~ (34)2
(c} s{{u)-?)} (A-2.2)

o
L]
13
u
L]
m a @ © o
c
3
o
o
"

pade-se ver imediatamente que o aistema (2,39) pode ser escrita scb &

forma segulnte:

M 3]
= _2=~
(a)le > = v{c) >, (4-2.3)
onde ¢
- ﬁﬂ o {C} sao matrizes quadradas de ordem (L) (T41);
[Bi‘ & um vetor (matriz coluna) de {81} (L+1) elementos da
forma )

|8°(v)>
2l = | |3ty (A-2.4)

PO

com og |Bn{u)>{n=ﬂ,l,uuuﬂ} matrizes coluna de {I+1l)} elementos.

E

As matrizes gue copparscem comp elementos da nacrlz [&}, poT
exemplo, [2], sac matrizes dlagonals, de ordem (I4l), com elementos da-
dos por [zlij = 2644 (1,3=0,1,...L), e sac também matrizes quadradas as

que comparecem tomo elementos cde. (€],

Hotemos inicialmente qute, no formalismo PCA, as matrizes ﬁ[]
ha ' - -~ -
e [3 j (n=0,1,.,.8) szo todas simétricas e reals, conforme notamos no ca
pftulc II.

’
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-t ]
Introduzindo o vekor <B§ ]— matriz linha de ocrdem (H1){L+1}-

definldo como a matxiz conjugada transposta de |BE?, obtemos de {A-2,3):

N*l

; (c) | 8> (A-2,5)

{Bg*l[ﬁ}lﬂi} = y<B v

Tomando o complexo conjugade de cada térmo de {2,3) obtemos,

poX racioefnic anfloge ao desenvelvido, a ceguinte equagao:

fBEJ Y o £ (o - S (A-2.6)

Subtfaindu (E—Eﬂﬁ) de (.I.!.L_2|5}=

N*

<B 1A 1) > < en F{a) Iy > = verp 1 (€] 2> - ven] | (€} 18> (a-2.7)

Como [4) e [C) sBo wmatrizes hermitianas (reals e simetricas),

segue quet

- * * *
a1 (a) B> = <y | (4] }e) > (4-2.8)
* 1 | Wk
(8> = <l () |z (A-2.9)
Portanto:
o-vy<en He) (B> = o (4-2,10)

-
Logo v sera real se:

<" (g} 2> # 0 (A-2,11)



« B0 .

o que sera vardadeiro se [E] for uma matriz positiva definidatag}ﬁ

Como a condigEo necessaria e suficiente para que uma matriz
geja positiva dafinida & que seus auto-valores sejam positivos, os v gem
rag reais para a classe de problemas fisicos onde a condigas acima for

satlsfalta,

4

) Hesmg*gﬁra melos puramente moderadores, nao parece ser poasi-
vel deronstrar que (€] sefa positiva definida, em geral, E, conforme in
dizamos no capf;u{u ¥, se existirem v complexos, encontramo-nos em face
de uma situagap.baﬁtanta diffcilq‘ logo, & admissdo feitz no capitule IV,
dﬁ gerem todos os v reals, & uma hipdtese que necessita um estudo mals

completo, para precisar seu campeo de valildada,

TIHETC B ENERGL, A VOIS
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