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O PROBLEMA DA CRITICALIDADE PARA REATORES TIPO PLACA
REFLETIDA NA TEORIA DE TRANSPORTE EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA

Roberto David Martinez Garcia

RESUMO

0 p de criticali pera resiores . o plxa rafietids ¢ resolvido pela primeira ver no modelo de dois
grupos de ia o espalh i Opi om teoria de transporte, utilizando-ee 0 método de expsmilio em
sutofuncles singulares.

As integrais singuiares que s obtém com s aplicagio da digdo de inuidade de distribuiclo angular ne
intertace slo regularizades por meio de um mitod: P resultendo num si Pl de
squaces integrais reguleves pers os coetic ds axpansio, que ¢ resolvido por uma técnica iterative comum.

Apressntam-se resuitedos numdricos Qque podem Rrvir como pedrio em comperacdes com resuitedos de
métodos eproximados.

1 - INTRODUGAO

1.1 — Métodos Aplicados na Teoria de Transports

A teoria de transporte teve suas origens ligadas aos primeiros sstudos sobre transferdncia de
rediscBo luminosa, no fim do século passado. Com 0 advento dos reatores nucieares, a teoria aplicada na
Astroffsica foi reformulada pera o estudo da distribuicio de néutrons em meios materiais, pois 0
conhecimento do comportamento neutrdnico é bésico para o projeto de reatores.

O fendmeno de transporte de néutrons é descrito por uma equagdo fundsmental denominada
equaciio de transporte ou de Boltzmann, deduzida a partir de consideracdes de conserveco do nimero
de néutrons em um elemento de volume, de maneira semeihante a outros fendmenos, como cenduglio de
calrr, transferdncis de massa etc, A grandeza bésica dessa equacdo & a densidade angular de ndutrons
que, no caso mais geral, & funclo de

posiclo (r)*

diregdo de movimento do néutron (S2)

energia do ndutron (E)

tempo (t)

A equacio de Boltzmann descrove o comportamento médio da populagdo de néutrons num
meio material, fazendo uso de pardmetros conhecidos como seccles de choque, para caracterizar as

* Noteclo: Neste trabaiho, © til colocado embeixo da repressntacio de uma dads grendezs, signitics que ema grandeie &
um vetor ou matriz. O til colocado em cime reprasents & operaclio de tremsposiciio.



probabilidades de ocorréncia de determinados tipos de interagaa entre us néutrons € o meio. As secgdes
de choque dependentes da energia s30 usualmente determinadas por processos experimentais e corrigidas,
quando necessdrio, com métodos tebdricos desenvolvidos pela Fisica Nuclear. Portanto, a teoria e
transporte utiliza estes pardmetros para prever o resultado liquido ou macroscopico de um numero
extremamente grande de interaches que ocorrem no meio material, a nfvel nuclear.

Limitou-se o presente estudo 3 situagdo estaciondria em geometria plana com simetria azimutal,
portanto considerar-se-d a densidade angular N = N{z,,E}, onde ;1 =cosf e ¢ é o dnguio compreendido
entre o eixo 2 e a diregio de movimento do néutron.

Para tratar a dependéncia energética, dado que as secgdes de choque que caracterizam O meio
exibem geralmente um comportamento complicado com a energia, o método mais comum & proceder-se
a uma particdo do intervalo de energia de interesse em um certu nimero de sub-intervalos, denominados
grupos de energia, sendo os termos dependentes da energia tomados como valores médios em cada
grupo. Evidentemente, em principio, quanto maior o nimero de grupos escolhidos, maior a identidade
entre modelo e realidade fisica; no entanto, & importante estabelecer-se um certo critério na escolha,
para fins computacionais. Melhor dizendo, ndo & necessdrio tomar-se muitos grupos quando se sabe que
o3 parimetros ndo variam muito com a energia em determinada regido. Além deste modelo, denominado
modelo de multigrupos, hd outro, o madelo contfnuo de energia, em gue, como o nome diz, a enemgia é
tratada como varidvel continua. Normalmente, ou 2 dependéncia energética é aproximada por funges
simples, quando possivel, ou & expandida em polindmios com intervalo de definicdo conveniente (de
zero a infinito), como é o caso dos polindmios de Chebyshev-Laguerre.

Dado ainda que o fendmeno de espalhamento exibe anisotropia, costuma-se expandir a
dependéncia angulas das seccdes de choque em polindmios de Legendre, truncando-se a série num certo
termo. Por exemplo, tomando-se somente o termo de ordem zero corresponde ao emprego do modelo de
espalhamento isotrépico;, tomando-se em adigdo o termo de ordem um 3o emprego do modelo de
espalhamento linearmente anisotropico e assim por diante.

Solugdes exatas da equacdo de transporte, mesmo com limitagdes que reduzem o nimero de
varidveis em jogo, s podem ser obtidas para problemas idealizados. Portanto, no infciec do
desenvolvimento dos reatores nucleares, optou-se por uma vers3o simplificada da teoria de trar.sporte, a
chamada teoria da difusdo, que, apesar de n3o fornecer a mesma exatiddo, simplifica bastante as
solughes, ignorando a dependéncia angular do fluxo de néutrons e impondo uma dire¢do preferencial
para 0 movimento dos néutrons, através da lei de Fick!2"),

A principal limitagdo da teoria de difusdo & que, em virtude de suas hipoteses simplificadoras,
ndo oferece bons resultados proximo a contornos f(sicos, interfaces e fontes. Para reatores pequenos
como os reatores de pesquisa, por exemplo, este ponto & crucial.

Atualmente, em problemas praticos, principalmente cAlculos de células, onde as limitagdes de
teoria da difusio ficam evidenciadas, vem sendo empregadas solucdes aproximadas da teoria Ae
transporte, como o método de ordenadas discretas (SN) e 0 método de expansdo em polindmios de
Legendre (PN). Estas solugdes visam aproximar a dependéncia anguler do tluxo de ndutrons.

No método PN, desenvolvido por Mark‘z‘), a dependéncia angular é expandida em polindmios
de Legendre (no caso de geometria plana com simetria azimutal) e truncada apds o termo de ordem N,
pera fins computacionais.

0O método SN, devido a Caflson(s', utifiza um nGmero N de diregdes discretas para aproximar a
dependéncia angular, transformando em somatérias as integrais angulares que aparacem na equagio de
transporte e em diferencas as derivadas espaciais.

A vantagem destes métodos reside no fato de seu poder de splicacdo ser bastante vasto em
problemas préticos. A importancia principal das solugdes exatas da teoria de transporte estd, portanto,
em servirem d padrfo para comparagao com solugdes aproximadas, uma vez que sua aplicacdo em
problemas reais : limitada.



O primerro MAOJo  GLHIGIO e obfengas cde wnieaes eaabay b problemas na teofia de
transporte fo1 0 da tramstormada de Foune . Comiste em se aplicat J transtormaca nas varidveis espaciais
do fluxo angular. Apds mampuligdes alybbricds, a solugdo é encontrada por meio da anti-transformada.
A desvantagem do métcde estd na dificuldade de se calowlar as anti-transtormadas, limitando assim o
método a uma ciasse reduzida de problemas.

Outro método, largamente empregadc na obtengdo de solugdes exatas, & conhecido como
método de expansdo em autofungdes singulares ou método de Case, sendo assim chamado em virtude de
ter sido desenvolvido no inicio principalimente por K M. Case‘S). A esséncia do método consiste numa
separacdo de varidveis conveniente, resultande rum conjunto completo de autofuncdes ortonormais que
expandem o fluxo arigular. Assim, a solucdo ¢ dada por uma expansado em termos das autofungdes, com
coeficientes a determinar através da aplicagac das condicdes de con*orno e com a utilizag3o das
propriedades de ortogonalidade e nermalizagdo dessas autofungdes.

A vantagem adicional deste método, portanto, & a maneira cldssica e sistemdtica com que
solugbes de problemas de contorno sdo construidas, permitindo a aplicacdo da mesma teoria
matemém:a(28 em outros campes, como fisica do plasma, propagagao do som etc.

O trabathc inicial de Case e virios outros que se seguiram ficaram limitados ao modelo de um
grupo de energia. Em 1961 surgiu o primeiro trabalho publicado sobre o modelo de dois grupos de
energia e em 1968 sobre o modelo de multigruposm”, itilizanda 0 método de Case.

Uma abordagern difecente da teoria de transporte foi introduzida por Ambaizumian na
Astrofisica'?!. 0 método empregadc ¢ conhecido como método da invaranga {”invariant imbedding’’)
por formular equagdes inteyrais para fungdes gue descrevem a reflexdo e transmissio de radiagdo,
utilizando princfpios de invarnianga, os quais foram gosteriormente sistematizados numa teoria geral por
Chandrasekhar 9!, 0 métado for a seguif apiicado na teoria de transporte de néutrons.

Além dos métodos mencicnados, existem outivs que ndo serdo citados, por fugirem do escopo
deste trabalho.

1.2 — Histbrico

No que se refere aos métodos aproximados SN e PN, o desenvolvimento anal(tico bdsico foi
estabelecido nos prime’ros trabalhios'®-24) e, portanta, todo o esforgo foi colocado em aplicagdes
prdticas e no aperfeicoamento az tAcnicas numéricas utilizadas.

Quanto a0 método de Case e da imvarianga, a par do progressivo aumento no nUmero Je
problemas solucionados, o desenvolvimento analitico vem ainda sendo canstruldo no decorrer dos anos.
Por isto, punsou-se em apresentar aqui um breve resumo historico do desenvolvimento destes métodos
Com a publicacdo do trabalho de Case(ﬁ’, varios foram os problemas solucionados no modelo
de um grupo de energia e geometria plana, wtilizando 0 novo método. Pode-se citar, entre outros, o
problema do reator tipo placa, sem refietores, resolvido por Zglazny(:’m @ 0 mesmo problema, com a
placa constituida por vérias camadas de materiais diferentes e com refletores, resolvido por K uszeit20),
A0 mesmo ternpo, a consisténcia matemdtica foi plenamente estabelecida, com a demonstracdo dos
teoremas da existdncia e unicidade das soiucoes por Case e Zweitet'?!,

Todos os trabalhos acima referidos fazem uso de proprisdades de ortogonalidade de intervalo
completo, isto 4, para ue( 1,1), 0 que tornava a sua aplicagio para problemas de um meio semi-infinito
e problemas de dois ou mais meus adjacentes bastante trabaltiosa. O desenvolvimento de propriedades
de semi-intervalo, pera ue(0,1), por Kuscer et al 19 ornou mais simples as solucdes desses problemas,
Assim, os autores solucionaram n problema de umn semiespago infinito e, entre autros, McCormick e



Mendelson(z:” resolveram problemas de meios uutos, (.'umo(‘b)2 prou)blcma do ulbedo. Varios foram os
problemas resolvidos cunsiderando espalhamento anisolropico ~ , conmu também surgiram solugbes
para problemas em geometria cilindrica e esfe’rica“o'zn.

No modelo de dois grupos de energia, o método de Case foi utitizado primeiramente por
Zelazny e Kuszellng). Posteriormente, Siewert e Shieh!u) deram um tratamento matemndtico mais
eiaborado ao modelo, ao discutir o teorema da completividade das autofuncGes para expansdes de
intervalo completo, bem como propriedades de ortogonalidade e normalizagdo, ainda que festrito a
problemas de meios infinitos.

Para problemas de meios semi-infinitos e finitos, uma abordagem diferente surgia com a idéia de
Pahor e Zweifel!29! , a0 empregarem uma combinagdo do método de Case com principios de invarianga
desenvolvidos por Chandrasekhar para obter a distribuicdo de néutrons emergente da superficie de um
meio semi-;finito, conhecendo-se a incidente. Siewert e lshiguwma’, indo além, conseguiram obter a
solucao completa no interior de um meio semi-infinito, utilizando propriedades de ortogonalidade de
meio intervalo ~~m a matriz-peso escrita em termos de uma matriz H, relacionada com a matriz de
expathamento S, sendo a sua existéncia e unicidade provada por Siewert et a|'(32)' e Burniston et al'!.
Anteriormente, Metcalf e Zweifel'2%-28) haviam obtido solugfes para problemas de meios sem.-infinitos,
purém, no método por eles utilizado, os coeficientes da expansio obtidos com o uso de propriedades de
ortogonalidade das autofungdes de Case sjo dados por um sistema acoplado de equagdes integrais
singulares, que requer tratamento especial r.. andlise numérica. O mérito do método de Siewert e
Ishiguro foi obter equacoes integrais regulares para os coeficientes da expansdo. Problemas de um meio
semi-infinito e da placa critica, sem refletores, foram soluionados com este método, no modelo de
espalhamento isonépico“a'u) e linearmente anisotrépico““. Foi feita uma compara¢io numérica
entre resultados obtidos em ambos os modelos por Ishiguro e Jorge‘lﬁ).

Uma classe de problemas de dificil solu¢do no modelo de dois grupos é a de problemas de dois

ou mais meios adjacentes. Jahuo e Rajamaki(”) consideraram problemas de dais meios dependentes da
energia, mas ndo reportaram resultados numéricos. Solugdes qQue recaem em sistemas de equagies
integrais singulares foram obtidas‘“), porém, como ji foi dito, a andlise numérica € trabalhosa.
Ishiguro e Maiorino'"®' resolveram o problema de Milne em dois semi-espacos adjacentes,
combinando 0 método de Case com o principio da invarianga, no modelo de dois grupos. No entanto, o
método nao obteve sucesso em problemas envolvendo meios finitos, apesar de ter sido aplicado por
Siewert e Burkart‘a" na solugdo do problema da criticalidade para reatores tipo placa refletida, no
madelo de um grupo.

Porém, com um novo método de aplicacdo de condicdes de contorno e regularizacdo de
singularidades proposto por lshiguro“z"?" foi possivel obter equagDes integrais regulares para os
coeficientes da expansdo em autofungdes de Case, tanto no modelo de um como no de dois grupos, para
problemas envolvendo dois ou mais meios ddjacentes, Hirmtos ou niao

1.3 — Objetivo

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar a solugdo de um problema cléssico da teoria da difusdo,
anteriormente sem solugdo exata na teoria de transporte, o problema da placa critica com refletores de
extensdo infinita, no modelo de dois grupos de energia e espalhamento isotrépico, mostrando a
viabilidade do nuvo método referido anteriormente para 0 problema em questdo.

S30 apresentados ainda, no Caprtulo 4, resultados numéricos que podem ser utilizados como
padrio em comparacdes com resuitados de métodos aproximados.



2 — FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capftulo sio expostos os fundamentos tedricos necessdrios, numa forma resumida, para o
modelo de dois grupos, j4 que os detalhes podem ser encontrados em virios trabalhos citados nas
Referincias Bibliogrificas. Para o modelo de um grupo, o detalhamento & encontrado na bibliografia

&sical 38!,

2.1 —A Equagio de Transporte am Geometria Plana no Modelo de Dois Grupos de Energis o
Espalhamento Isotrbpico

A equagdo geral de transporte, deduzida a partir de consideragdes de conservagdo do namero de
ndutrons num elemento de volume localizado numa posicdo [, é escrita como

]
I (. QEt + Qgrad ¥(LQ.EN + olt.E) ¥ (rLQED -

f J’Q o(rE 1) f {0 E" > QLE) W (r,Q € 1) dQ'dE’ + QIr,22E0) 2.1.1)
e Los & ¢ ¢ 2t

onde

\P(L,S},E,tl ~ Fluxo anguiar de néutrons, definido como o produio du velocilade de escaiar pela
densidede angular loca! (nGmero médio de néutrons na posicdo ¢, com velocidade na
diregio 2 » snergiaE no tempot, por unidade de volume, anyiilo sdlido e energia).
Portanto: ¥(r.Q.E.1) =vN{r,Q.E1).

olr, €t} — Seccdo de choque macroscOpica total, gue representa a probabilidade de interagBo entre um
ndutron ¢ 0 meio, por unidade de comprimento de deslocamento do néutron.

fl;§).E'»$E) - Funglo transferéncia, definida de modo que ofr,E" tf{r;2,E’ +Q E)d2dE descreve a
probabilidade por unidade de comprimento de um ndutron com direcio ' e
energia E' a0 sofrer uma colisio com um nicleo em [, emerja com direc3o entre §] e
§1+dSQ e energia entre E e E + dE.

Q(r,Q.E) — Nomero de néutrons introduzidos na posiclo 1 por fontes externas, por unidade de volume,
dngulo sdlido, energia e tempo.

A equacBo de transporte, na forma da Equacdo (2.1.1), ndo leva em conta os seguintes efeitos:

— Flutuagdes estat(sticas na densidads angular de néutrons. Este estudo pode ser feito
utilizando-se outras teorias, como a andlise de Fourier.

— Colisdes ndutron-ndutron. N3o s3o relevantes, devido ds baixas densidades relativas de
néutrons normalmente presentes nos reatores.

— CorrecBes ralativisticas. Nos caios de inteéresse para a engenharia nuclear no hé
necessidade de se considerar os ndutrons de energia muito aita, onde ss correcSes
relativisticas seriam importantes.



— Néutrons atrasados. Importante no estudo do comportamento temporal dos reatores
nucleares.”

— Dependéncia angular das seceoes de chogue, que ocorre em Casos Muilo faros, cOMo
alguns cristais.

— Tempo de colisdo entre o néutron e o nicleo.

— Comportamento ondulatério. O néutron é considerado como uma particula pontual,
descrita completamente por sua posicdo e velocidade.

— Efeitos de polarizagdo, oriundos do '‘spin” e momento magnético do néutron, que s30
desprezados devido 3 sua pequena magnitude.

Pode-se portanto, afirmar que, principalmente para 0 caso estaciondrio, onde os néutrons
atrasados n3o desempenham papel importante, a equagdo de transporte traduz bem a realidade fisica.
Porém, solugOes exatas dessa equacdo sdo dificeis, n3o s6 pelos métodos matemdticos que devem ser
aplicados, como também por dificuldades de cardter fisico, como a complicada dependéncia energética
das secgOes de choque e a estreita correlagdo que existe entre secgbes de choque e fluxo angular.

Considerando-se 0 caso estacionério, em geometria plana com simetria azimutal (simetria na
superficie de qualquer cone gerado em torno do eixo z), a equacdo de transporte reduz-se a

0
u-—WlzuE) + gl2,E) ¥ (zuE) = [ J’Q olz,E) f(zQ' E »QE) ¥ (zu' E") dQ' dE’ +
B £ o L A L

+ Qfe,pE) (21.2)

onde 4 = k.2 = cos 0, sendo k o versor na direcdo z.

Considerando que as secgGes de choque ndo variam com a posigdo num meio uniforme e que a
tuncdo transferdncia depende somente do coseno do dngulo de espalhamento u 0 = 2., em termos
anyalares, pode-se expandir o termo de transferéncia em polinomios de Legendre. Assim

(E')f(E~Ew ) ; 2
o +E: =
o L=0 4n

OQ(E' + E) Pe (yo)

Retendo-se apenas o termo de ordem £ =0 (espalhamento isotrépico), a Equacdo (2.1.2) pode
ser escrita como

'}
o -a— WizuE) + olEY W (ZuE) ==f | ao(E"E) ¥ (zu' E')du' dE’ + Q(z.u,E) .
z Ty

E 2.1.3)

NI-

* Alguns estudos de equaclio de transporis dependents do tempo foram feitos, porém as custas de uma falhc desovigdo
sspacial. Além disto, como a axisténcie dos ndutrons atrasados deve ser conmderada, frabelha-se simuitanssments com
as squagdes Jos precursorey, o que complics o problema



O intevvalo 1012l de enesgia ¢ dividido em dois gupus. Integrando 2 Equagdo (2.1.3) nos
dois sub-intervalos de energia, obtém-se.

9 1 1 o o
H—Wlz,) v oWlzy) = 2§ o Yz dp ¢
oz 27

vl uy Ml s (2.1.4)

[} 1 v (0 .
na—‘i,(z.u) + oW,z = 5! o,, Wilzu)dpy +
F 4 -1

e T LT 12.1.5)
2,

onde, por defini¢lo

Wz} = [ ¥lzpE) dE

Ii ofE) Wiz,u,E) dE

0 =
f; Wiz u,E) dE
S0 _ gor S YIS, O €7+ E) dEaE
ij (3] f‘ Wiz’ E’) dE’

q,(1u) = f, Qzp E) SE

pan i =12 e j=12 .

As seccdes de chogue médies de grupo o, e ot:", seguindo as definigdes acima, deveriam ser

eucritas como funcies de 2 # u. No entanto, evita-se, sempre que possivel, trabalhar com secgdes de
choqus dependentes de 2 & ., pera simplificar 0 problema. A maneira usual & assumir a separabilidade do
fluxo anguler em funcles de z, u e E, 0 que muitas vezes ndo & uma boa suposiclo. Métodas melhores
slo apresentados na literstura'>’.



A secgio de choque de transferdncia a‘i?) é dada por

{(1]] (0}
= + X.vo0,
0.} oaii X.vlo"

0 . . R
onde o' ,.) representa a secgio de choque macroschpica de transferéncia do grupo j para o grupoi por

upulhau'#emo isotrépico, 9 € a secgo de choque macroscOpica de fissio do grupo j, Y é 0 nimero
médio de néutrons emitidos por fissio gerada por néutrons do grupo j e X, & definido como a fraclo de
ndutrons de fissdio que aparecem no grupo i.

Com uma escolhs adequada dos grupos de energis, tem-se sempre o, > 0;. Dividindo as
EquagBes (2.1.4) e (2.1.5), com o3 termos de fontes externas iguais a zero, por o,,, obtém-se as equacles
escritas em termos de uma varidvel adimensional x=g,2, medida em livres caminhos médios entre
colisdes do grupo 2 e denominada varidvel Otica.

9
B ¥l + o ) = @i £t de,+ an 1) ¥ o) 2.1.6)
a ] ’ ’ 1 » ’
P;x—‘l’z o) + W lou) =y [ Watep'hdu’ + Qaa S ) Walxat') dp 2.1.7
onde
(0)
0= _U—l > e qil =._‘j_
03 20,
Estas squagOes podem ser escritas na forma matricial
9 )
s a—',l_(x,y) + Llap) = QM) du’ (2.1.8)
x
onde
Wi (x.u)
xul =
i L 7} (l,ﬂ’J
(¢ 0]
g =
;o ! J




Supondo que a matriz Q rdo teja diagonal ou triangular (g, . a3y # 0), define-se uma matriz

]

AT

Q12

o
it

0 1
."azendo a transformagdo |{xu) = E" W(x,un), a equacdo (2.1.8) tarna-se

M= B W) ¢ SE W) = QUL B Wi ' (21.9)

Multiplicando pela esquerda por P se obtém

S+ Wb = c s, winu dp' {2.1.10)
x

onde C = PQP~' ¢simétrica

O caso em que 8 matriz Q ¢ triangular pode ser resolvido em termos da teoria de um yrupo,
enquanto que o caso especial det Q =0 foi resolvido por Siewert e Zweifel'35)

2.2 - Soluglio pelo Método de Expansdio em Autofungdes Singuleres (Método de Case)

A soluclio da Equagdo (2.1.10) pelo método de Case tem sido empregada em vérios trabalhos,
conforme exposto no Capitulo 1, podendo ser escrita genericamente na forma‘:' :34)

K
Wixu) = |§1 [Al) 2vu) expl=xiv,) + Al-p) w -v,4) axpix/v)) +

1 (A" 01 g, i+ A 1" explonit v +

, fm Am ) '._"2, {v,) exp( x/v) dv (2.2.1)
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onde x ¢ o nUmero de pares de autovalores discretos * v, podendo ser igual a 1 ou 2, dependendo das

propriedades fisicas do meio! 34!

, @ regido (1) de integracdo é o intervalo dos autovalores continuos

ve(-1/0, 1/0}, a regido (2) corresponde a ve(-1, - 1/0)U{1/0,1) ¢ as autofuncDes de Case $30 escritas

como
Pl = v K, CUb)
m _ - (1)
by ) = [vKvpl G + S A ] U, )
vEregido (1) , a = 1.2
]
¢ i) = ek € + B )] U W)
vE regido (2)
Nestas fdrmulas, definem-se as matrizes
— . -
= 0
w3
Kiv, zy) =
o =
L Vite
b -
- 0
o -l
Kivy) =
P
(' —
L e
S{ov-p) O
Slo) =
0 stw-u
L
']

P
AR =)+ v g ——du ¢
u-v

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

{2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)



n

onde P indica que as integrais devem ser avaliadas em termos do valor principal de Cauchy, § indica a

distribuicao delta de Dirac, | & a mawriz-unidade de ordem 2 e {/{u) é definida como

0{u) 01 1, ue regido (1)

Olu) = , 0w =
e 0 1J W =1 0, ue regido (2)

Os vetores de normalizagdo s3o dados por

-Au(”i)
uly) =
l A
" a ) 1‘07
U, w = U, ) = i
- 0 R
L LJ
A, 00|
AL
_(2' W) = . ve regido (2}
An(")
L -

onde Amn"’ sdo elementos da matriz de dispersio

-1 ~ 4

MI=1-27 8w —auc , 2¢tLn
2.

(2.2.9)

(2.2.10)

{2211

(2.2.12)

Ainda ne Equaclio (2.2.1), Alr), Al-v), A:“’ v, A,“’ (v) e P (v} representam o3
coeficientes da expansio em autofungBes de Case, sendo determinados com a aplicacdo das condigOes de

contorno especificas de cads problema,

Apesar da solucdo dada pela Equagdo (2.2.1) ter sido utilizada em diversos trabalhos
pode-se escrevi-la numa forma mais compacta, introduzida na Referéncia 13:

K
Yixu) = ‘321 [A) Blvp) expl-x/v) + Al-v) bi-v,4) explx/v)] +

+ I; D) A (V) expl-x/v) dv + fo' (- vu) A (-v) explx/v) dv

(16.18,33)

(2.2.13)



onde os autovetores e coeficientes discretos sio os mesmos da Equacio (2.2.1), o autovetor continuo ¢
redefinido como a matriz 2x 2

Pl = vKivud C + ) Alv) . wel-1,1) (2.2.14)

e A(t v) & o vetor dos coeficientes continuos definido por

[—A:” (»)

.
Ay (2w

Al ») o) + A7 ey wmr-am) . (2218

A solugio 6ol expressa pela Equago (2.2.13) € a forma que serd utilizada. Os coeficientes,
como j4 dissemos, sdo determinados a partir das condigOes de contorno, as quais d2pendem do tipo de
problema, podendo ser classificados como

— Des intervalo completo

Resultam numa expans3o do tipo de
K
flu) = _§1 [ Al) bt} + AlLwv) bl-p )] +
i=

s A A , pe-1n (2.2.16)

Resultam numa expansdo do tipo de
K 1
olu) = 21 Alv) biv k) + Io bivu) A dy ., uel0,9) (2.2.17)
4 i= - - -

onde f{u) e giu) s#o vetores conhecidos.

Foi provado que a expansdo (2.2.16) é vilida para qualquer vetor de Holder f(u), sendo
também deduzidas propriedades de ortogonalidade e normalizacdo de intervalo completo“m. No
sntanto, a splicagdo prética dessas propriedades é muito limitada, pois, exceto para problemas de meio
infinito, condicdes de contorno de intervalo completo podem ser divididas em duas condicdes de meio
intervalo, tornando possivel assim a utilizagdo de propriedades de ortogonalidade e normalizagdo de meio
intervalo, unicamente! 2},
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No que concerne a3 expamsdes de‘ Sql‘f'o intervalo, foi provado que a expansdo (2...t7: &
complets pars qualquer vetor continuo giu) . Adota-se aqui a linha desenvolvida a purtir do méte .~
da invarianga, que exprime as propriedades de ortogonalidade e normalizagdo com auxilio de uma matriz
H, sendo a demonstracao da existéncia e unicidade desta matriz equivalente 3 prova da completividace
das autofuncbes para expansdes do tipo da Equacio (2.2.17), conforme analisado na Referéncia 32. Apds
uma breve descricio do método da invarianga, serdo apresentadas as relaches de ortogonalidade e
normalizac3o de meio intervalo necessirias a este trabalho e desenvolvidas na Referéncia 33.

2.3 - O Método ds invarianga {“Inveriant Imbedding”) ¢ a Matriz H
No método da invarianga, estabeiece-se uma relagdo entre o fluxo angular emergente & ©

incidente no contorno de um semi-espago homogéneo (x > 0] e ndo muitiplicador, por meio da matriz
de espaihamento S{u.u'), assim definida:

»
(0, ) = o j: Slug) WO dy . uelD,1) {2.3.1)
i

O principio da invarianca assegura que a distribuicdo angilar emergente de um semi-espago
plano & inveriante pela adicao ou subtragdo de camadac de espessura arbitrdria do mesmo material.
Portanto, como a Equacidio {2.3.1) ¢ vdlida em gualquer posicdo x no material, tem-se que

1
Wix, -pu) =— [ ! Sluu) W) du' ,  uelD,1)
w0
x>0 {2.3.2)

A distribuicio angular W(x, t L) deve satisfazer a equacio de Boltzmann, portanto, usando as
Equacdes (2.3.2) e (2.1.10) e o teorema da reciprocidads aplicado 3 matriz §, obtém-se

S, o, p'le) S, {ulo, 1)
Sl = 23.3)
83, kui'/ol AT

onde S;i sJo os slementos da matriz

2 .
S (ua’) = —= W) CH W) 2.3.4)
uti

A metriz W ¢ definida por



.

y 10 di
Hig) =1 + 2 08 ) . (2.3.5)
(1 u

portanto, introduzindo a Equagio (2.3.4) no integrando da Equacdo (2.3.5) & obtida a equagdo irtegral
pera a matriz l_-j,

- du’
Bl = 1+ aH G At W= keI (2.3.6)
I

que pode ser resolvida por um método numérico-iterativo de ripida convergéncia.

O procedimento apresentado foi limitado a meios nfo multiplicadores. Porém, desde gue
Siewert et 21.!32) ¢ Burniston et al.!¥ provaram a existéncia e unicidade da matriz H para 10dos os
possiveis meios fisicos e desde que a 'Equado {2.2.13) é uma expansiio vélida para qualquer meio, as
mesmas expressies e propriedades ser§o utilizadas para caracterizar a matriz H em meios multiplicadores.

A matriz H satisfaz as equagGes integrais

~ d
b [ A0 ——CUW) = UW) |, i=1,..K 237
o - ~ y‘—” jadiiad -
L]
- s %
HRA@ =1+ 2f BWgw —C €01 . 2.38)
w2

Tomando z+ » t i 0 na Equacdo (2.3.8) obtemos
- - P
HiviA ) = | + vfo H{u) () —du C , » €(01) {2.3.9)
AL - Al ald4 §-v >

A mauriz de dispersio A(2) pode ser escrita combinada com a matriz H como
H-CH A =C , 2€( 1) (2.310)

Estas equacdes serfo aplicadas livremente na solugdo de vdrias integrais deste trabaiho, as quais
—estho listadas no Apéndice A. Por exemplo, usando @ Equacdo (2.3.8) pode-se escrever
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du

Kt+z

k=C'k-C'H YAk , z€(-10) 23.11

1}: »}tmg ()
e usando a Equacio (2.3.9)
-~ P -
[ B ——duk =CT k-HMAWIC kK . ¥EWD (2.3.12)
L

onde k & qualquer matriz quadrads de ordem 2.

2.4 — Propriededes de Ortogonalidede de Meic intervaio dos Autovetores de Case e integrais de
Normalizagio .
As propriedades de ortogonalidade de meio intervalo dos autovetores da solucdo geral dada pels
Equaclo (2.2.1) sfo apresentadss na Referéncis 32 Porém, como a solugdo serd utilizads na forma da
Equaclio (2.2.13), deve-se redefinir as funcdes-peso, também chamadas adjuntos.

O vetor adjumto discreto & o mesmo da Referéncis 33.
B = K b WK™ ) CUy) , j=1,...K, (24.1)
onde h{u) é dads sm termos dos elementos da matriz H por

H,, o) M., (ula)"

hu) =

H,, (1) Hy,lu) !
M

Definess a matriz adjunta continus como
v = [vKlru) b H™" ) C + vl A WIJWDY, »E(0.1) 2.4.2)

onde & matriz simdtrica W(s) ¢ dads por

N, (v)  -N,(v) ]
wor = | H 06 + Y2 ) 92w (1-00) (2.4.3)
SN N )
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sando
N, =1-4¢  priov) + 47 [c}lrz(w) +¢,5, 2 ()]
+atl e, by, 0))
N, = cu[k“v’r’(w) + anv'f’(v)-Zm(av) -
=) + 1t e, ey, )] L i#i
e

N, = 1-dc, vrl) + &2 [, T b) +e ¢y, T How)] +

+ A, vey, )

onde 7(x) ¢ abrevisclo de tanh™" (x).

As propriedades de ortogonalidade ¢ normalizacBo sdo dadas por

o

B @) i = Nv) 8,

B0 Sbu) it = Q

o

' B @i pdu =0

o

' Blva) D) AW ) pdy = N A WIB =),

o

onde A() na Férmula (2.4.10) ¢ um vetor arbitrério 2 x 1 e

NI) = 22 (&, [—— - 5 ()] +
: R T A v,
+ 2@(1)|'|v 11)]}
- L L
“3 i’ oy, v:—l v,

13

24.4)

(2.4.5)

(24.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

24.11)
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Nw) = N wro ) + NP 10w (2.8.12)
ocom

N =vAmIA ®) . veE©/0) 124.13)
e

N0 =vAmAaw . vt {2.4.14)

onde At {») sBo os valores limites do determinante da matriz de dispersio conforme a linha de
singularidade ¢ atingida por cima ou por baixo. S3o dados por''4!

Af) = 1-c, 7'l - ey, T +
+ 4”2 Cr’lo ) ~n2¥ COW) ¢

timvfc, 6 + e, ~WCTl)6 (v} ~

-Criov)] , vEWONH {2.4.15)
onde
'lov) = r{ov) , vE€(0,1/0)
r'lov) = r(Vew) , »E(i/a1)
C=det C

Nas aplicacBes préticas em problemas de dois meios, surgem vériss integrais de produtos de
lbjumos transpostos com autovetores pertencentss ou nlo 30 mesmo meio, no processo de isolar os
coeficientes. Todss as integreis o regulares, com exceclo ds que envolve o produta interno
(9 (&) »dglE' )], onde a @ § reterem-se a meios distintos @ £, £ €(0,1). Esta integral spresents dupi
singuleridade removivei com a aplicacdo do método introduzido na Referdncia 13.

Na avalisclo dms integrais, as propriedades da matriz H relacionsdas no fim de Secclo 2.3
desempenham importénciz fundsmental. Por convenidncia, sio spresentados todos os resultados de
integrais necessiriss neste trabalho no Apdndice A.
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3 - O PROSLEMA DA CRITICALIDADE

Considersse aqui o sistema composto por uma placa de material multiplicador (meio 1)
ocupando a regiio -0 < x <a e material refletor (meio 2) compietando o espaco restante {Ix I >a),
conforme a Figura 3.1, sendo ambos materiais homogés..os.

O problema em questio consiste em se determinar o valor da meia espessura da placa pers que
oxista uma soluclio estaciondria nio trivial e a distribuigio de néutrons resultante em todo o espago,
tendo conhecidos os materiais que constituem 0s meios. Em outras palavras, deseja-se determinar o +alor

de a pera o qual o sistema ¢ critico e os fluxos angulares e totais.

A equacBo de transporte, Equacio (2.1.10), ¢ reescrita para os dois meios camo

?
n—¥ixp + L) = Cf W ) 3.0.1)
ax ~) ~ ) 'l 3

ande

i=1, -a€x<¢a

-
L}

2, Ixl>a

As condic3es fisicas que a soluclo ), (x.) =P;' ¥, {x.u) deve obedecer sio:

—~ CondicSo de simetria em relac#o ao plano x = 0.
\fi(l,#) = \_I.'il-x,-p) ., ME-1,1) . (3.1.2)

—~ Condiglio de nBo divergéncia para x = oo.
f',"l Y,ixp) =0 , pEFLY . (31.3)
-- Condigio de continuidade 8, x = a.
P W, lap) = P W ey . pELLY {3.1.49)

A condiglio de simetris permite que seja considerado apenas o semi-espaco x 20 para e
encontrar 8 soluclio do problems, sendo a soluglio sm x € 0 contruida com o uso desse condicho.

As soluges gerais podem ser escritas, incorporando # conuiLoes {3.1.2) ¢ (3.1.3), como
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KI
¥, xp) = i§‘ A, (v;) & v,u) expl-(x +a)iv;] +

K
+ |§1 A, (ui)?‘ (-u‘,y) exd—(a—x)lv‘] +

1
), v AW exp{- (x + a)v]dv +

+ fo' b (-va) A, @) expl-la~xvjdv , 0<x<a (3.15)

X
3
Vo) = T A, ) 4, in ) exsl-(x—alin)] +
i=
+ I': ¢,(11.u)-A1(11) expl-ix—al/ngldp ., x>a (3.1.6)

Resta aplicar a condi¢do (3.1.4) Dividindn-se em dois semi-intervalos, obtém-se as equagdes
Pl lasp) = P, e ) HE01) 3.4.7)

P, (au) = P, (o) HE(0,1) 3.1.8)

Ou, apds substituicdo da: expressdes (3.1.5) e (3.1.6) e manipulacdes algébrices,

Kl
A0S B ¢ [ v A, ) dv =

K,
=T .._2.:1 A )b (o E ) -

=L Bva A WIE DIy +
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x

2
+ T A)G a0 ¢

¢ 6L Blnw A mdn . WEQ

(3.1.9)
e
K, .
iE‘ A, (m) b in.u) + Io b, (na) A, (n) oy =
Ky
= i§1 Al(l’i) g-' .!x' (p.,u) E |v') +
Kl
' i!=:1 At) 671 B v +
$ G B w AW EB)db +
+ G fo' «pl(—v,u) AI(P' d , u€(0Mn {3.1.10)

onde E(f) = expl-2a/t)e G = P, P, -, supondo que 0s grupos sdo ordenados ds mesms forms nos dois

meios, 0 que é verdade em todos os conjuntos de dados que serdo utilizados pars obtengdo de resuitados
nuMéricos.

O lado esquerdo da Equacio (3.1.9) ¢ uma expansdo tipica de meio imervalo pers o meio
multiplicador e, portanto, é possivel utilizar as propriedades de wtogomlidodn_do meio intervalo para

isolar os coeficientes A (v)) & A(r). Multiplica-se entdo a Equacdo (3.1.9) por :Q|l£,u), [ =y, ou€(0,1)
e integra-se sobre u € (0,1).

As integrais que envolvem pfodutos'de adjuntos transpostos com autovetores do meio 1 slo

relativamente simples, enquanto as que envolvem adjuntos do meio 1 com autovetores do meio 2 podem
ser efetuadds, utilizando-se decomposicdes do tipo

K, (3.1.91)



e usando as equacdes satisfeitas pela matriz H. Como todos os resuitados de integrais de interesse estlo
listados no Apéndice A, sio apresentadas aqui apenas as equacles finals que se obtém:

V -
A ) {1 +-; NCT ) X W H G UV E ) ) =

- [ 4
v N ) X ) (Y ) - -1 ”—J; H ) G, U, 0, )EW)A )},
1 3
- {3.1.12)

K 1%
A0 =N WK, 6) (Y, 00- 2 = WG, U B EB ALY ) (@113
- i

e,nocasoKl=2

A By) (1420 N0y 50,040, €0, ) E ) =

-~ v
=N ) X ) (Y, ) 'Tf,_ H'0, ) C U, v JEW A, (b))} (3.0.14)
2 1

onde
X,l0) = U, w)C, W W) €} (3.1.16)
X0 W, mC! (3.1.16)
L]
v 2 e s D et ) 66, s (A, i) ¢
s Cameat o, % YR R RA LR AL AL
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] 0|1,
+ ———— — l k {n)dn -
J; {oﬂﬁat -, (01 '” ln’ ,}-~1A1 n, "
«_fn' . H' ) C A (MEM dv 13.1.12)

Analogamente, o lado esquerdo da Equagdo (3.1.10) ¢ uma expensdo tipica de meio intervalo
para o meio refletor, portanto utilizam-se as propriedades de ortogonalidade de meio intervalo para isolar
os coeficientes A,(n) e A,(n). Muhiplicase a Equagdo (3.1.10) por uf, (ku).t=n, ou €01} e
integra-se sobre 4S(0,1). Da mesma maneira que para os coeficientes do meio multiplicador, as integrais
cruzadas podem ser efetuadas usando-se decomposicies convenientes e equacGes satisfeitas pela matriz H.
Porém, hd um termo em integral singular dupla na expressio para o coeficiente A_L, (n). O termo enwolve
" o produto interno [8,{n.L), w, (vu)]. Apds a integragio em u, aparecem no resultado desse termo

P [
integrais singulares simples, sendo as singularidades do tipo -——E E ), £ =7 au—* 5. Um srtificio para
v—

|
remover essas singularidades foi apresentado na Referéncia 13. Cansiste na multiplicacio da
Equacdo (3.1.9) por

9,
E{— n) 0
. 9,
K0, (nu) G™' , nE,) ,
0 E(n)

e integracdo sobre u€(0,1). Do lado esquerdo da equacdo resultante, obtém-se, além de integrais
regulares, integrais singulares semelhantes 3s anteriores, apenas com exponenciais diferentes nos

p 0,
integrandos, ou seja, termos do tipo ——E{¢), =1 ou ——n Assim, somando membro 8 membro esta

equacdo com a outra anteriormente obtu‘fa para 0 eoehcuer\te A, (n), obtém-se a seguinte equa¢io com

singularidades removidas, j4 qus a soma dos termos singulares daaxa nos integrandos termos do tipo
Ew ~ E'E) 9,
—— {=nou—n

v—§ 9,

Ayln) = NS inh X, (n) (Y, () + C,Y,m} +

- K, 01
+ aNZ ) X, () Z

H; ' (n)E(n) C, Y, (n)A, (n) (3.1.18)

Na expresso obtids inicislments pers os coeficientes discretos A, (n) ndo permanecem
singularidades, porém o procedimentc acima é repetido, nffo 86 porque squacSes com forma semelhante
4 ds Equaclo (3.1,18), como também porque s experidncia mostrou que, em termos
numéricos-iterativos, esss8 forma & mais favordvel. Temse, sssim
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A, ln,) {1——21 N;'(m,) X, tn,) H;' (n))Eln, ) C,U, tn)) =
= m Nptimy) X, in,) (Y, tn) + Gy Y im0} +
+ ] -1 X . _n_’_ -1
K, =1, N7 () X, (n,) - H'(n,) Eln)) C U, (m)A, (n,)  (3.1.19)
1 3

e, no oo K, =2

ﬂ, ~ ‘
A,ln,) “__2— NI (ny) X, (ny) H7' (n, )Elm,) €, U, (n, ) } =

= Nyt in,) X, (ny) (Y, tm) + Y, )} +

- n
+ 0, N; tn,) X, (n, ) :n H;' (n, )Ein,) C,U, (n, ) A, (n,) (3.1.20)
1

Bt ]

Nas Equacdes (3.1.18) a (3.1.20) »s matrizes i, {n) e ):(, {n) sBo definides de maneira andlogs 8
{3.1.16) e (3.1.16), spenas substituindo o subscrito 1 por 2. Define-se também

[+
B—p 0
9y
M = (3.1.21)
0 E(E)
v()-';:' { 2y (1Bl 1+
M= T o tot "’ ,v' k (1-E, a.‘
%
e H ') k(1 -EWIER]} GTIC U, WA, (v) +
t

‘| ) U’l‘l o 0’
+ L (— _;'(-—- vk, [EW) —E(— B) +
=1 o, A 9, 9,



Vi) = [ {——— iyl
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1 4
i
T ) IEW) BRI 67 C U, b)A, ) +
a 0.
=2 = ik (- EWE— B ¢
o ow+to k" o, ~ 9,

1 4
o H;' ) &, [1 - EWIEE)]} G, A, ) dv +

n
+f Py H;' (MIE(E) C, A, (n) dn (3.1.22)

0y a0 (]
Hyl— 01 C' Ml — v K [EW) —E(— £ )] +
Qv +ok 03 03 0

vtﬁ' Ha ) G5 1 0 ) K [E0) — €8] G Ca Av W) O +

+

s = D o (- B )+
% ot-oyv 9 ay

v ?"—- Hy ) K, [EW) — E(B)]} G™' 8, W) A, ) A, (0) O (3.1.23)
i

A procura de uma solucdo ndo trivial permite a normalizaglo A;{v;) = expla/v;), portanto,
com o aux(lio da Equacdo (3.1.12} s meia espessura critica & dada por

v N
a=2lp | 4=t g0 (=) (3.1.24)
2 2 D

=2 N 1 -1
N =3 NL ) )X, )T )G W )
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D = 1-»,N;' )X 01) expl-a/y ) { Yy (v, ) =

»:
- Ky - 1) —

H;' [129] g| 9] 3)E(r;3)A, (v, )}
Vit

As EquacBes (3.1.13), (3.1.14), (3.1.18), (3.1.19), (3.1.20) e (3.1.24) constituem um sistema
acoplado de equac¢Oes integrais regulares, cuja solugdo numérico-iterativa fornece o valor ds meia
espessura cr ftica e oz coeficientes da expansdo em autovetores de Case nos dois meios considerados.

O vetor fluxo angular é dado, para x @ 0, por

Lixg) = P'¥ixu) , 0K x<a (3.1.25)

laixu) = P;'\Pz(x,p) , XPa {3.1.26)

onde ¥, {xu) e ¥;(xu) s3o dados pelas expansdes (3.1.5} e (3.1.6) respectivaments. Pars x < 0, 3
solucdo é encontrada com a condicdo (3.1.2).

O vetor fluxo total & dado por
px) = f Kxu o @3.1.27)
Introduzindo as expressGes (3.1.25) e (3.1.26) na definico (3.1.27) obtém-se
K

Bl = B L A Ualoy) exel - (x sl ] +

Ky
+ .)_J, A.(v') g.(u.) exp[-(a-x)/v.] +

+ fo‘ Aylv) exp| - (x +a)v]dv +

+ ;o' A,y () exp| - la— x}fv] dv} (3.1.28)
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K
2

g, tx) = P! (E, Aqtm) Usin) expf - bx - e/ +
2

+ £ A o) expf - x - ad/n] dn)} (3.1.29)

4 — RESULTADOS NUMERICOS

Wtilizouse, para obtencio de resultados numéricos, dois conjuntos de seccies de choque para
meio muhtiplicador e um conjunto para meio refletor, conforme as Tabelas IV.1 e 1V.2, gerados com
auxflio do cbdigo de computagao XSDRN''?). Os meios toram considerados de extensdo infinita e
tomados 4 temperatura ambiente de 294,6 K.

Tabels IV.1

Conjuntos de Secgdes de Choque

Conjunto Material Propriedade Intervalo de Energia
Grupo 1 Grupo2 |
c, U?3% + H;0; U/H = 1/500 Multiplicador 0-03evV 0,3eV — 156MeV
C, U??% 4 1,0 ; U/H = 1/1000 Multiplicador 0-023ev 0,3eV — 15MeV
Ry H,0 Espalhador 0 -0,3eV 0,3eV — 16MeV
Tabels 1V.2
Seccdes de Choque Macroscopices®
‘ Conjunto
Seccio de c, C, R,
choque
R N 2,9628 29727 2,9865
03 0,88655 0,88721 0,88798
og®! 2,8761 2,9183 29676
0g :f; } 0,04536 0,04635 0,04749
og ;3’ ) 0,00116 0,000767 0,000336
og ;c; ) 0,83807 0,83892 0,83976
¥y 0' 1 0,1 4324 0,07391 -
V30,3 0,00412 0,00209 -
! X1 0,0 0,0 -
boxa 10 1.0 -
i,

.
— Expressas em cm™'
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Dois casos foram estudados, simulando reatores térmicos; o Cawo 1 € a combinagio dos
conjuntos C, — R; e o Caso 2 a combinacdo C; — Ry

Para cada conjunto de dados foram calculados os autovalores discretos e a matriz H, para
utilizacio posterior. O procedimento numérico detalhado estd apresentado no Apéndice B. Na
Tabela IV.3 mostra-se os autovalores discretos positivos de £ada conjunto, bem como o parametro "BMS'
introduzido na Referéncia 4, que caracteriza uma espécie de fator de multiplicagao infinito na teoria de
multigrupos. '

Tabela IV.3

Autovalores Discretos Positivos e Fator de Multiplicagio Infinito

junt
Conjunto Autovalores . kgms
41 4]
C, i3,43768081 - 1,0112
Cy i4,72108596 1,15212848 1,0048
Ry 2,60401996 2,12297930 0,9938

Resolvendo-se o sistema acoplado de equacdes integrais referido no fim do Capitulo 4, com uma
técnica iterativa, obtém-se 0s coeficientes e 2 meia espesswa critica para os dois casos, conforme
resultados nas Tabelas IV.4 e IV.5. Na Figura 4.1 estdo apresentados os coeficientes continuos para 0
Caso 1, sendo A, e A; as componentes do vetor A, (v) e By ¢ B; as componentes do vetor A, (n).

Tabels 1V.4

Coeficientes Discretos

Caso A,y (¥) . A ) Ay (my) Ay ing)

1 0,80512 — i0,59311 - 19,251 C -18777
2 0,636642 - i0.771159 0,404927 9,85111 — 794372




Figure 4.1 - Coeficientes Continuos - Caso 1

10 -t
o' -10°
Ay} 8y
I."J -
6’ -
e’ . ) - T v T
00 o & M & WY W -unu'uuuvuuu
" "
s w'
a? w1
- A.(V, »° 9 H"‘
-’ [l
wt b e e e e e e [ 2R SR oy A ot - ey
ws:uJ;uuu‘uvuu u-urvuuvv L]
ve =



0O esyuema iterativo estd apresentado no Apéndice B. As integrais foram calculadas
numericamente pelo método de quadraturas de Gaussm'g’ que expressa integrais como somatdrias, de
modo que '

N
1
J'_lﬂx) dx = ii w, fi"‘s) +Ry

para uma escoltha conveniente dos nos (xi) e pesos (w'), ¢ uma foérmula exata (ou seja, Ry =0) se f(x)
puder ser expressa por um polindmio de ordem até (2N — 1). Os n6s e pesos s3o tabelados em manuais
de funcGes matemdticas, para diversas ordens de quadralura“ )

Os céliculos foram feitos em dupla precisdo no computador IBM370/155 do Instituto de
Energia Atdmica, S3o Paulo, sendo o programa escrito em linguagem Fortran IV-H.

Para a precisio apresentada na Tabela 1V.5 foram necessirias 39 iteragdes no Caso 1 e 51
iteracbes no Caso 2. Usou-se, no célculo numérico de integrais no intervalo {0,1), 20 pontos de
quadratura (nds) para o sub-intervalo (0,1/0) e 40 pontos para o sub-intervaio (1/0,1), em virtude dos
picos apresentados neste sub-intervalo pelos coeficientes continuos, nos casos em que K = 1.

Nas Figuras 4.2 a 4.5 sdo apresentadas as distribuicGes angulares de néutrons resultantes na
interface {x =a) e em dois pontos préximos, para dentro e para fora de interface, em ambos os casos
rstudados. Pode-se observar a Uescontinuidade dos fluxos angulares na interface, originada pela
Adescontinuidade fisica dos meios'3).

Desde que um dos propdsitos do trabalho é fornecer resultados que possam ser usados como
padr3o, apresenta-se na Tabela |V.6 a distribuicdo angular de néutrons do grupo 1 para o Caso 1.

Nas Figuras 4.6 e 4.7 sjo apresentados 03 fluxos totais até x = 3a, tendo sido o fluxo do
grupo 1 normalizado como 1 para x=0. As unidades dos fluxos sdo néutrons por unidade de
comprimento 8o quadrado por unidade de tempo. As Tabelas V.7 & 1V.8 relacionam alguns valores dos
fluxos totais, para os dois casos.

Tabela IV.5

Meia Espessurs Critics {a)

Caso a{fem” a (em)
1 2,1828 2,4619
2 4,16787 4,68623

* — Expressa em livres caminhos médios do grupo 2 no meio multiplicador.



Tabela 1V.6

Fluxo Angular {(Grupo 1) pars o Caso 1

3

Wy ()

u x=0,75a x=a" x=a x=1,25a
0,95 0,018029 0,020187 0,020186 0,020875
09 0,017980 0,020166 0,020165 0,020888
08 0,017879 0,020119 0,020118 0,020910
07? 0,017776 0,020063 0,020062 0,020927
06 0,017675 0,019998 0,019997 0,020939
05 0,017578 0,019924 0,019923 0,020946
0,4 0,017488 0,019838 0,019837 0,020947
0,3 0,017410 0,019740 0,019740 0,020942
0,2 0,017342 0,019628 0,019627 0,020930
0.1 0,017284 0,019497 0,019496 0,020911
0,09 0,017257 0,019421 0,019421 0,020898
0,05 0,017208 0,018781 0,018781 0,020867
0,1 0,017186 0,018707 0,018707 0,020848
02 0,017145 0,018578 0,018578 0,020802
03 0,017108 0,018466 0,018466 0,020745
04 0,017075 0,018366 0,018366 0,020674
0,5 0,01704% ~ 0,018276 0,018276 0,020591
0,6 0,017018 0,018194 0,018194 0,020499
J4,7 0,016994 0,018119 0,018119 0,020401
08 0,016972 0,018050 0,018050 0,020301
09 0,016951 0,017987 0,017987 0,020199
085 0,016842 0,017957 0,017957 0,020149

Tabela V.7
Fluxo Totsl ~ Caso 1

x x/a oy (x) pa (x)
00 0,0 1,0000 19112
043652 0,2 1,0010 1,8924
0,87305 04 1,0080 1,8350
1,3008 08 1,0216 1,7362
1,7461 0.8 1,0604 1,6879
2,1828" 1,0 1,1540 1,3506
2,1826* 10 1,163 1,3505
28101 1,2 1,2437 1,0081
3,0657 1.4 1,2622 0,91600
3,4022 1,8 1,2379 0,76817
3,9287 18 1,1654 0,64560
4,3662 20 1,151 0,64341
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Tabels {V.8

Fluxo Total — Caso 2

x x/a P, x) P, {x)
0,0 0,0 1,00000 1,24151
0,831535 0,2 0,987786 1,22128
1,66307 04 0,953323 1,16061
2,49460 0,6 0,9041M 1,05899
3,32614 0,8 0,856477 0,913133
4,15767" 10 0,848039 0,638087
4,15767* 10 0,848038 0,698097
4,98921 1,2 0,825891 0,486900
5,82074 14 0,739104 0,349459
6,65228 1,6 0,630788 0,251922
7,48381 1.8 0,521646 0,181912
8,3153% 2,0 0,421808 0,13147N

5 — CONCLUSOES, COMENTARIOS E SUGESTOES

Problemas envolvendo dois meios, no modelo de dois grupos, permaneceram insoliveis durante
longo tempo, em virtude de Gertas dificuldades na regularizagio das equages integrais para 0$
coeficientes da expansio em autofuncOes de Case.

Particularmente, foi mostrado aqui que para o problema da criticatidade para reatores tipo
placa refletida em dois grupos, um problema tldssico na teoria da difusdo e anteriormente sem
solugdo na teoria de transporte, @ reqularizacdo poda ser efetuada, usando-se 0 método proposto na
Reteréncia 13.

Em termos de padrio numérico, pode-se afirmar que os resultados do Caso 2 sio melhores,
visto apresentarem maior namero de algarismos significativos. Esta diferenca em relagdo ao Caso 1 &
origindria do fato do meio muitiplicador do Caso 2 possuir dois pares de autovalores discretos e,
portanto os coeficientes contfnuos ndo apresentarem picos na regido (1/0,1). Assim, para melhorar
a precisio do Caso 1, se desejado, o procedimento recomendbvel seria aumentar o numero de
pontos de quadratura, nessa regido, Para integragdo numérica, com 0 inconveniente do aumento
consequente no tempo de computagdo.

Como continuidade natural deste inbalho, encontra-se o caso dos refletores finitos, que
poders fornecer resultados interessantes num estudo de efetividade de refletores para reatores com
nicleo pequeno, inclusive podendo ser facilmente reduzido a0 caso da placa simples, isto & sem
refietores.

Sugere-se também um estudo levando em conts o espalhamento #nisotrépico,
principalimente em virtude dos meios considerados conterem hidrogénio, materis| espelhador bastante
snisotrdpico. Conforme comentado no Capftulo 1, j§ foi realizado este tipo de estudo'!® ’, porém seris
interessante repeti-lo pera um problems de dois meios. Na Tabels V.1 o spresentades as partes
linearments snisotrépicas das seccdes de choque pars os meios considerados, pars que possam ler
utitizados como subs(dio a esse estudo.



0,020

0,019

0,010 +

s

0017 4
101,8370
1e2,1828
sa g, 7208
op1e v v
“L0 0,0 o
A

Figura 4.2 - Distribuicko Anguler Grupo 1 — Caso 1



0,040
I!(l'/‘ )
0,030
0,020 -
0.010-‘

@ %= 1,6370

@ ss 2,1626

@ s 2,7283

0,0 .
3,0 0,0

Figura 4.3 — Distribuicko Angulsr Grupo 2 ~ Caso 1

M

v )



0,0140 1
1t -./A)'
0.,0135 - @
® ®
\—__/
00,0130 4
©,0120 -
@ 1 3,27046
(@) xsa10707
(®) x=8,0a4808
7:,0120 L ]
1,0 0,0 /‘ 1,0

Figura 4.4 — DistribuicBo Anguler Grupo 1 - Caso 2



36

0,02 4

I.(x,/f-)

0,015 -

0,01 A

0,008 -

0,0

@ x s 3,27046
@ is4,18767
(3) x28,04488

\x\

-1,0

M

Figurs 46 ~ Distribuicio Anguler Grupo 2 -~ Caso 2



. 2,0 1

j‘(l)

1,0 o

1,0 1

0,8

°.° T L
o ol gl
2 om livres ceminhes médios

Figura 4.6 — Fluxo Totel ~ Caso 1

1 L8

37



1‘1

5’(-)

0,0 9

00 ’ Y
o o . 8ol 174
s om livres caminhes midies

Figura 4.7 — Fluxo Total — Caso 2



Tabela V.1

Secgdes de Choque Macroschpicas Linearmente Anisotrépicas

Conjunto
Secgdo de C, C . R,
chogue
(1)
%511 0.0 0,0 00
of\), 0,00391 0,00398 0,00401
(1) 0,0
953y 0,0 0,0
(1) 1,3782
9g22 1,3778 1,378

“ — Expressas em c¢cm~’,

APENDICE A

TABELA DE INTEGRAIS

Neste apéndice s§0 apresentados todos os resultados das integrais necessiriss pers se isolar os
coeficientes da expansdo, servindo, inclusive, pers futuras aplicagdes.

Define-se, como no Capituio 3,

Xt) = iy, iCH™" (w)C~!

X(v) = WiICH™! ()G

1) Adjuntos e Autofuncies Referentes so Mesmo Meio

nwyoo
Xv)H~* ey
Y

£} 80, ) v i = r

. "Wy .
[} 8y, - waludu = vr X471 (¢

A1)

(A.2)

(A3)

(A.4)




v
£ B v v adudy = X~ (v)CUlv,) (A.5)
(] v+vi
[}
re , w - -1y,
[ Q) b(-v' pudy = —~—— XEIH™" 1C | (A.B)
L] PR

onde v, v, sio positivos e »,»° €(0,1).

2) Adjuntos e Autofung3es Referentes a Meios Distintos

Nas férmulas abaixo, F representa uma matriz diagonal 2 x 2 arbitréria, sendo que neste caso,
F=G ou Q" e ['(§), um vetor arbitrério 2 x 1, incorpora um cosficiente cont/nuo Alt) & ums funcin
exponencial E{}).

1 8o E Sgltm mdudi = %, W)l .o PP
v, 9 =p X (v
o Say i IPEIAMI T BiZa ogn, ¥ o ~° o

-1
ﬂi v, t'd (Iﬂ')!: lf(}al_.!a(nl) (A7)

‘- _ o,n - 9 . %
8 v u)F b inuhpdu = p.X )€ |———H_ (— pC '\ (— nkFCq +
fo-a HIE _orwu = p X )C ! P _a(% nCy '°‘oa ki ECq

n - -
HalniCy' Aginika FCg +
n-v, a(MCq' Agfniks {]

+

ogn to. og
+ == Hyl—— 1k FgimAgin) +
Og¥; ~9gN Oy
+—— Hylnks Egglmgin)] . (A.8)
i
oM

0 0B
'.‘a { n’k' +
on + 0, Oa

1 Balv ME gyl natud = v X, 0]
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n
+—— ' inlka | FC (A.9)
n+y, '
_ . 9., _ oa
8w E dylin.ududu = v X i Hy'F—ndk, +
°ﬂ"i +o.¥ %%
n; .
+ P Hy' 1Fn)ka JECgUglm,) (A.10)
' - - %l s
F dp(-nuudy = “N—
0w IE dpl-nududu = v X )| o o H'( o nk, +
+—— W i ] EC (A1)
ntp ~a T 1EG ’

' GaWwaE [ dpina) Cinidn udys =

- - %
Hol— W G5 A (— Ky +
% O

X, e, (' L
=¥ v (/)
TaTTRa ol OBTI'Ud’

P - -
+ 1 == Banigy' gtnika) ECqTtnien +

o
- °B
Ba"—" ﬂ)k| +

1
+J laﬁﬂ__
o o, -aan Oy

P -
M e Hylnlks 1F 8gtn) Agind [inldn} +
- ) Oa R aa
+ W, IC 8,0 7 ((-; vk, f(_:ar(-;ﬂ_ b} +
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o, 0, [

~ o~ a (; (]
+ vW, I, 018, ) -;- Kk, El‘ﬂ (o—vl r(a—vl +
B [ ]
+k Ea TN . (A.12)

onde todos os autovalores representados s3o positivos.

Nots: Somente @ integral (A.12) & singular.
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APENDICE 8

PROCEDIMENTOD COMPUTACIONAL

Iniciaimente, foram calculados os autovalores discretos dos conjuntos de dados, usando-se o
método do passo, seguido de uma refinacBo com a técnica iterativa de Newton-Raphson, que encontra as
rafzes da fungdo de dispersdo A(z), por meio de

_ At
p‘(,lﬂ) _ v:', -

(8.1)
Al

onde i indica 8 ordem da iteragio e A’ @ derivada de A. A expressBo acima & repetids tantas veres
quantas necessrias para obtengdo da precisdo desejada em by No presente cas0, apds localizer as raizes
dentro de 10°? de erro com o método do passo, obtiveram-se os autovalores com precislo de 10°'?,
usando-se uma média de S iteragGes na técnica de Newton-Raphson.

Para o célculo da matriz H, utilizou-se @ Equagdo (2.3.6) modificada para

N oy = . O
H'w =1 Fgfob(y)g(ﬂ’“’u, , HE(-10) (8.2)

combinada com o vinculo

- d
b1 AW B —— CU) = Uiy) 8.3)
() y' -p

conforme procedimento spresentado na Referéncia 14,

Apds manipulacdes algébricas, a Equaclo (B.2) pode ser escrits, incorporando o vinculo,
Equaclo (8.3), como ’

e L uClS Mg Zi) + PLOIRIW 3.4)

IR g’s

onde

Z) = YAlw .51



v, -1 v, -1
Pl) =—— (U} 0] +ik -1 —— [0 Utw,)]
+u vy

n

Rlw) = 8" {my™!

sendo, para K = |

e, para K =2

vy {1+p)

vyt

—
Vi "’}1)
vy
Alp) =
0
L
Y = [ (o U(l’l)

Y = {-cutv,p [?El

vait+u)

o

vyt

C U(P’) '

(B.6)

(8.7)

{8.8)

(8.9)

(8.10)

8.11)

A EQuacio‘ {B.4) foi solucionada iterativamente, aproximando-e as integrais pelo método de
quadraturas de Gauss (80 pontos). Para uma precisio de 10°-'°, foram necessdrias por volts de 30 iteragles

por conjumo.

Conhecendo-se as matrizes M, procedeu-se § solucio do sistema acoplado de equacdes que
fornece 0s coeficientes ¢ a meia espessura critica, iterativamente.

O valor inicial da meia espessura critica foi tirado de uma soluclo P, de baixs ordem (N = 3),
o coeliciente A{v,) com e normalizaclo expla/v;) @ os demais cosficientss postos arbitrerisments igusis

@ zer0. O ciclo foi repetido 8té que nenhum dos pardmetros variasse mais de 10°° entre iteregBes.

11 esquema adotado foi o smquinte



VALORES
INICIAIS
Av ) | A ) Ay )
B ( n) B(ni )
- B(nz )

Alébm dos dois casos para os quais foram apresentados resultados numéricos no Capitulo 3,
tentou-se resolver um sistema modelando um reator ripido, no entanto a convergéncia revelou-se muito
lenta, reaimente proibitiva em termos de tempo de computagio, mesmo realizando-se certas inversdes no
esquema iterativo apresentado.

Para conhecer a3 precisio dos resultados obtidos, testouse numericamente a condigio de

continuidade na interface, Equacdo (3.1.4) em duas formas. A primeira, conhecida como ‘‘teste dos
momentos’’ verifica a igualdade

f-'| bylas) gk du = f_'ll, fap)tdu , k=012,... (8.12)

e a outra, 0 chamado ‘‘teste ponto a ponto”, verifica se
h(a.ui) =y (a.pil {8.13)

para qualquer K, € (-1,1).

O teste dos momentos foi aplicado até a ordem k = 20, fornecendo um minimo de 5 digitos de
precisio no Caso 1 e 8 digitos no Caso 2,

Na verificacdo dos resultados do teste ponto a ponto, observou-se particularmente que &
precisSo obtida & geralmente igual 3 fornecida pelo teste dos momentos, exceto pera valores de /u |
proximo a 1. Isto é causado pelo comportamento numérico de certas fungdes mmemiticas como

14 .
Rn(i—_—:ﬂ que estho embutidas na expressdo final do fluxo enguler. O teste dos momentos
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também tem problemas deste tipo, porém atenuados p»'i integracao sobre u€{-1,1) e portanto, é
mais apropriado para indicar a precisdo geral obtida na meia espessura crftica e fluxo total, uma vez que
mede a precisdo média no intervalo angular e nao influéncias locais como 0 teste ponto a ponto.
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