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O PROBLEMA DA CRITICALIOADE PARA REATORES TIPO PLACA

REFLETIDA NA TEORIA DE TRANSPORTE EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA

Roberto David Martinez Garcia

RESUMO

O proclama da criticalidada para raatom . o placa raflatida é rnolvido pala primeira vai no modelo da dou
grupo» da energia e eepalhamento iaotrópico em teoria da tranaporte, utilizando-se o método de expantlo am
auiofunçoat singulares.

At integrai» singulares que se obtém com a aplicacio da condito da continuidade da distribuído angular na
interface sfo regularizadas por maio de um método racentamente propoito. resultando num (istema acoplado de
equecòes imegrait regularei para oa coaficiente» da axpantio. qua é resolvido por uma técnica itarativa comum.

Apranntam-M resultados numérico» que podam nrvir como pedrio em comparações com rewltedos da
métodos aproximados.

1 - INTRODUÇÃO

1.1 - Métodos Aplicados na Teoria de Transporta

A teoria de transporte teve suas origens ligadas aos primeiro* estudos sobre transferência de
radiação luminosa, no fim do século passado. Com o advento dos reatores nucleares, a teoria aplicada na
Astrofísica foi reformulada para o estudo da distribuição de neutrons em meios materiais, pois o
conhecimento do comportamento neutroníco é básico para o projeto de reator»».

0 fenômeno de transporte de neutrons é descrito por uma equacáo fundamental denominada
equaçío de transporte ou d* Boltzmann, deduzida a partir de considerações de conservação do número
de neutron* em um elemento de volume, de maneira semelhante a outros fenômenos, como conduclo de
calr-r, transferência de massa etc. A grandeza básica dessa equação é a densidade angular de neutrons
qua, no caso mais geral, é funçío de

- posição (r)#

- direção de movimento do nêutron (S2I

- energia do neutron (E)

- tempo (t)

A equação de Boltzmann descreve o comportamento médio da população de neutrons num
meio material, fazendo uso de parâmetros conhecidos como seccSes de choque, para caracterizar as

' Notacfo: Neste trabalho, o til colocado embaixo da rapraiantaçlo de uma dada grandeza, •ignifica que ean grandeza é
um votor ou matriz. O til colocado em cima riprnenta • oparaçfo de transpoiício.



probabilidades de ocorrência de determinados tipos de interação entre us neutrons e o meio. As secções
de choque dependentes da energia são usualmente determinadas por processos experimentais e corrigidas,
quando necessário, com métodos teóricos desenvolvidos pela Física Nuclear. Portanto, a teoria de
transporte utiliza estes parâmetros para prever o resultado líquido ou macroscópico de um número
extremamente grande de interações que ocorrem no meio material, a nível nuclear.

Limitou-se o presente estudo à situação estacionaria em geometria plana com simetria azimutal,
portanto considerar-se-á a densidade angular N - N(z^i,E), onde 11 = cos tf e tf é o ângulo compreendido
entre o eixo t e a direção de movimento do nêutron.

Para tratar a dependência energética, dado que as secções de choque que caracterizam o meio
exibem geralmente um comportamento complicado com a energia, o método mais comum é proceder-se
a uma partição do intervalo de energia de interesse em u-n cert J número de sub-intervalos, denominados
grupos de energia, sendo os termos dependentes da energia tomados como valores médios em cada
grupo. Evidentemente, em princípio, quanto maior o número de grupos escolhidos, maior a identidade
entre modelo e realidade física; no entanto, 6 importante estabelecer-se um certo critério na escolha,
para fins computacionais. Melhor dizendo, não é necessário tomar-se muitos grupos quando se sabe que
os parâmetros não variam muito com a energia em determinada região. Além deste modelo, denominado
modelo de multigrupos, há outro, o modelo contínuo de energia, em que, como o nome diz, a energia é
tratada como variável contínua. Normalmente, ou a dependência energética é aproximada por funções
simples, quando possível, ou ê expandida em polinõmios com intervalo de definição conveniente (de
zero a infinito), como é o caso dos polinõmios de ChebyshevLaguerre.

Dado ainda que o fenômeno de espalhamento exibe anísotropia, costuma-se expandir a
dependência angulas das secções de choque em polinõmios de Legendre, truncando-se a série num certo
termo. Por exemplo, tomando-se somente o termo de ordem zero corresponde ao emprego do modelo de
espalhamento Isotrópico; tomando-se em adição o termo de ordem um ao emprego do modelo de
espalhamento linearmente anisotrópico e assim por diante.

Soluções exatas da equação de transporte, mesmo com limitações que reduzem o número de
variáveis em jogo, só podem ser obtidas para problemas idealizados. Portanto, no inicio do
desenvolvimento dos reatores nucleares, optou-se por uma versão simplificada da teoria de transporte, a
chamada teoria da difusão, que, apesar de não fornecer a mesma exatidão, simplifica bastante as
soluções, ignorando a dependência angular do fluxo de neutrons e impondo uma direção preferencial
para o movimento dos neutrons, através da lei de F ick ' 2 " .

A principal limitação da teoria de difusão é que, em virtude de suas hipóteses simplificadoras,
nâo oferece bons resultados próximo a contornos físicos, interfaces e fontes. Para reatores pequenos
como os reatores de pesquisa, por exemplo, este ponto é crucial.

Atualmente, em problemas prálicos, principalmente cálculos de células, onde as limitações tia
teoria da difusão ficam evidenciadas, vem sendo empregadas soluções aproximadas da teoria <\e
transporte, como o método de ordenadas discretas (SN) e o método de expansão em polinõmios de
Legendre (PN). Estas soluções visam aproximar a dependência angular do fluxo de neutrons.

No método PN, desenvolvido por Mark'2 4 ' , a dependência angular é expandida em polinõmios
de Lagendre (no caso de geometria plana com simetria azimutal) e truncada apôs o termo de ordem N,
para fins computacionais.

0 método S N , devido a Carlson161, utiliza um número N de direções discretas para aproximar a
dependência angular, transformando em somatórias as integrais angulares que aparecem na equação de
transporte e em diferenças as derivadas espaciais.

A vantagem destes métodos reside no fato de seu poder de aplicação <er bastante vasto em
problemas práticos. A importância principal das soluções exatas da teoria de transporte está, portanto,
•m servirem d padrão para comparação com soluções aproximadas, uma vez que sua aplicação em
problemas reais i limitada



O primeiro método utili.-jc!<> IUI ..(•r-iii,.!»; I- -.i.n.ar. tr.,i!,i> .!>• piublemas na teoria de
transporte foi o (ia trdiistormddd ile fuui ivi CMMMSIK em st.' jjiliCui J trdnítoi macia nas variáveis espaciais
do fluxo angulai. Após manipuljições jlijôbr ic^. J so<uçát) é enconti jdíj por meio da antí-transformada.
A desvantagem do método está n<i dificuldade de se calcular ÜS ami transformadas, limitando assim o
método a uma classe reduzida de problemas.

Outro método, largamente empreyadc. na obtenção de soluções exatas, é conhecido como
método de expansão em autofunções singulares ou método de Case, sendo assim chamado em virtude de
tef sido desenvolvido no início principalmente per K M. Case . A essência do método consiste numa
separação de variáveis conveniente, resultando num conjunto completo de autofunções ortonormais que
expandem o fluxo arvgjlar. Assim, a solução é dada por uma expansão em termos das autofunções, com
coeficientes a determinar através da aplicação das condições de con'orno e com a utilização das
propriedades de ortogonal idade e normalização dessas autofunções.

A vantagem adicional deste método, portanto, é a maneira clássica e sistemática com que
soluções de problemas de contorno são construídas, permitindo a aplicação da mesma teoria
matemática em outros campes, como física do plasma, propagação do som etc.

O trabalho inicial de Case e vários outros que sa seguiram ficaram limitados ao modelo de um
grupo de energia. Em 1961 surgiu o primeiro trabalho publicado sobre o modelo de dois grupos de
energia e em 1968 sobre o modelo de multigrupos , ijtilizando o métooo de Case.

Uma abordagem diferente da t«oria de transporte foi introduzida por Ambai zumian na
Astrofísica'21. O método empregado é conhecido como método da invarianca ("invariant imbedding")
por formular equações inteyrais para funções que descrevem a reflexão e transmissão de radiação,
utilizando princípios de invariança, o i quais foram posteriormente sistematizados numa teoria geral por
Ghandrasekhar . 0 inétodo foi a seguir aplicado na teoria de transporte de neutrons.

Além dos métodos mencionados, existem outios que não serão citados, por fugirem do escopo
deste trabalho.

1.2-Histór ico

No que se refere aos métodos aproximados S N e PN, o desenvolvimento analítico básico foi
estabelecido nos prime-os trabalhos'6 '24 ' e, portanto, todo o esforço foi colocado em aplicações
práticas e no aperfeiçoamento frti íécnicas numéricas utilizadas.

Quanto ao método de Case e da mvariança, a par do progressivo aumento no número Je
problemas solucionados, o desenvolvimento analítico vem ainda sendo construído nodecotret dos anos.
Por isto, ptnsou-se em apresentar aqui um breve resumo histórico do desenvolvimento destes métodos

Com a publicação do tiabalho de Case'6 ', vários foram os problemas solucionados no modelo
da um grupo de energia e geometria plana, utilizando o novo método. Pode-se citar, entre outros, o
problema do reator tipo placo, sem reftutores, resolvido por Zslazny'381 e o mesmo problema, com a
placa constituída por várias camadas de materiais diferentes e com refletores, resolvido por Kuszell .
Ao mesmo tempo, a consistência matemática foi plenamente estabelecida, com a demonstração doi
tacremas da existência e umeidade das soluções por Case e Zweifel '7 ' .

Todos os trabalhos acima referidos fa/em uso de propriedades de ortogonalidado de intervalo

completo, isto i, puta ^e( 1,1), o que tomava a >ua aplicação para problemas de um meio semi-infinito

a problemas de dois ou mais meius adjacentes bastante trabalhosa. 0 desenvolvimento d« propriedadts

da t«mi intervalo, para Hf(0,1), (w Knscer et ai ' l y l tornou mais simples as soluções desses problema*,

Assim, o i autores solucionaram o prnblema de um semi espnço infinito e, entre antros, McCormick a



Mendelson resolveram problemas de meios limtus, como o problema do .ilbedo Vários foram os
problemas resolvidos considerando espalhamento anisotrópico ' , como também surgiram soluções
para problemas em geometria cilíndrica e esférica'10271.

No modelo de dois grupos de energia, o método de Case foi utilizado primeiramente por
Zelazny e Kuszell . Posteriormente, Siewert e Shieh deram um tratamento matemático mais
eiaborado ao modelo, ao discutir o teorema da completívidade das autofunções para expansões de
intervalo completo, bem como propriedades de ortogonalidade e normaliz.içáo. ainda que restrito a
problemas de meios infinitos.

Para problemas de meios semiinf initos e finitos, uma abordagem diferente surgia com a idéia de
Pahor e Zweifel ' , ao empregarem uma combinação do método de Case com princípios de invariança
desenvolvidos por Chandrasekhar para obter a distribuição de neutrons emergente da superfície de um
meio semi.ifinito, conhecendo-se a incidente. Siewert e Ishiguro'33', indo além, conseguiram obter a
solução completa no interior de um meio semiinfinito, utilizando propriedades de ortogonalidade de
meio intervalo r~m a matriz peso escrita em termos de uma matriz H, relacionada com a matriz de
espalhamento S, sendo a sua existência e unicidade provada por Siewert et ai. , e Bumiston et ai' .
Anteriormente, Metcalf e Zweifel '2 5-3 6 1 haviam obtido soluções para problemas de meios sem,-infinitos,
porém, no método por eles utilizado, os coeficientes da expansão obtidos com o uso de propriedades de
or togonalidade das autofunções de Case são dados por um sistema acoplado de equações integrais
singulares, que requer tratamento especial n análise numérica. 0 mérito do método de Siewert e
Ishiguro foi obter equações integrais regulares para os coeficientes da expansão. Problemas de um meio
semiinfinito e da placa crítica, sem refletores, foram soluionados com este método, no modelo de
espalhamento isotrópico ' e linearmente anisotrópico . Foi feita uma comparação numérica
entre resultados obtidos em ambos os modelos por Ishiguro e Jorge .

Uma classe de problemas de difícil solução no modelo de dois grupos é a de problemas de dois

ou mais meios adjacentes. Jahuo e Rajamaki1171 consideraram problemas de dois meios dependentes da

energia, mas não reportaram resultados numéricos. Soluções que recaem em sistemas de equações

integrais singulares foram obtidas'36', porém, como já foi dito, a análise numérica é trabalhosa.

Ishiguro e Maiorino'161 resolveram o problema de Milne em dois semi-espaços adjacentes,

combinando o método de Case com o princípio da invariança, no modelo de dois grupos. No entanto, o

método não obteve sucesso em problemas envolvendo meios finitos, apesar de ter sido aplicado por

Siewert e Burkart' na solução do problema da criticai idade para reatores tipo placa refletida, no

modelo de um grupo.

Porém, com um novo método de aplicação de condições de contorno e regularização de

singularidades proposto por Ishiguro'12 '13 ' foi possível obter equações integrais regulares para os

coeficientes da expansão em autofunções de Case, tanto no modelo de um como no de dois grupos, para

problemas envolvendo dois ou mais meios adjacente:., I irmos mi não

1.3 - Objetivo

0 objetivo deste trabalho é apresentar a solução de um problema clássico da teoria da difusão,

anteriormente «em solução exata na teoria de transporte, o problema da placa crítica com refletores de

extensão infinita, no modelo de dois grupos de energia e espalhamento isotrópico, mostrando a

viabilidade do nuvo método referido anteriormente para o problema em questão.

São apresentados ainda, no Capítulo 4, resultados numéricos que podem ser utilizados como

padrio em comparações com resultados de métodos «(ír



2 - FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Neste capítulo são expostos os fundamentos teóricos necessários, numa forma resumida, para o
modelo de dois grupos, já que os detalhes podem ser encontrados em vários trabalhos citados nas
Referências Bibliográficas. Para o modelo de um grupo, o detalhamento é encontrado na bibliografia
básica1'"J3.8)

2.1 — A Equação de Transporte nm Geometria Plana no Modelo de Ooii Grupo» de Energia e
Etpalhamento Isotrópk»

A equação geral de transporte, deduzida a partir de considerações de conservação do número de
neutrons num elemento de volume localizado numa posição r, é escrita como

1 d
*(r,í2,E,t) + n.grad *|r,í2,E,t) + o(r.E,t) 4- (r,í2,E,t)

» 3t " '

= / / o(r,E',t)f ( r ; í í \E ' * ÍÍ.E) * (r,í2',E',t) dil'dE' + Q(r,S>,E,t) (2.1.1)

onde

+(r,n,E,t) — Fluxo angular de neutrons, definido como o produio da velocidade de escalar pela

densidade angular loca! (número médio de neutrons na (wsição i. com velocidade na

direção Q e energia E no tempo t, por unidade de volume, ãnyirio sólido e energia).

Portanto: *(r,n,E.t) =vN(r.í2.E,t).

ff!r,E,t) - Secção de choque macroscópica total, que representa a probabilidade de interação entre um
néutron e o meio, por unidade de comprimento de deslocamento do neutron.

%Q,E ' *Q ,E ) - Função transferência, definida de modo que a(r,E',t)f(r,fi,E'*n,E)dndE descreve a

probabilidade por unidade de comprimento de um nêutron com direção SI' e

energia E' ao sofrer uma colisão com um núcleo em r, emerja com direção entre íi e

Q + dO i energia entre E e E + dE.

O(r,Ç,E) - Número de neutrons introduzidos na posic-io r por fontes externas, por unidade dn volume.

Ingulo sólido, energia e tempo.

A equação de transporte, na forma da Equação (2.1.1), não leva em conta os seguintes eleitos:

- Flutuações estatísticas na densidade angular de neutrons. Este estudo pode ser feito

utilizando-ie outras teorias, como a análise de Fourier.

- Colisões neutron-neutron. Não são relevantes, devido is baixas densidades relativas dt

neutrons normalmente presentes nos reatores.

- Correções relativfsticas. Nos casos de interesse para a engenharia nuclear não há

necessidade de se considerar os neutrons de energia muito alta, onde as correções

relativística» seriam importantes.



— Neutrons atrasados. Importante no estudo do comportamento temporal dos reatores

nucleares.*

— Dependência angular das secções de choque, que ocorre em casos muito raros, como
alguns cristais.

— Tempo de colisão entre o neutron e o núcleo.

— Comportamento ondulatório. O nêutron é considerado como uma partícula pontual
descrita completamente por sua posição e velocidade.

— Efeitos de polarização, oriundos do "spin" e momento magnético do nèutron, que são
desprezados devido à sua pequena magnitude.

Pode-se portanto, afirmar que. principalmente para o caso estacionário, onde os neutrons
atrasados nSo desempenham papel importante, a equação de transporte traduz bem a realidade física.
Porém, soluções exatas dessa equação são difíceis, não só pelos métodos matemáticos que devem ser
aplicados, como também por dificuldades de caráter físico, como a complicada dependência energética
das secções de choque e a estreita correlação que existe entre secções de choque e fluxo angular.

Considerando-se o caso estacionário, em geometria plana com simetria azimutal (simetria na
superfície de qualquer cone gerado em torno do eixo z), a equação de transporte reduzse a

d
u — * U i i , E ) + o(z,E) + (zji,E) = / / o(z.E') f (z;í2'.E' * ÍZ.E) + (z^i'.E'l díí ' dE' +

E- sr

(2.1.2)

onde ix — k.SJ - cos 9, sendo k o versor na direção z.

Considerando que as secções de choque não variam com a posição num meio uniform» e que a
função transferência depende somente do coseno do ângulo de espalhamento u0 - fl. Í2', em termos
Hi'iul,ires, pode-se expandir o 'ermo de transferência em polinómios de Legendre. Assim

=• 22+1
o(E')f (E'*E^o) = £

Retendo-se apenas o termo de ordem S = 0 (espalhamento isotrópico), a Equação (2.1.2) pode
escrita como

u — * (z^ ,E ) + o(E) + <z,Ji,E) = -I- S S o <E' • E) * (zji'.E1) d>i' dE' + Q(Z,M,E)3 2 E' ' ° (2.1.3)

«quaçlo da irimpon» dtptndtm* do t»mpo foram faitoi, porém at cinta» d* um» falhe
••pacial. Além dlito, como a axlMéncIt dos niutront atiaiadot d«va ter con«id«rada, lrab*lha-«« iimuiianaanwnta com
ai aquaçflm doi pracuriom, o qua complica o problema



O intervalo total d» tnctgu ê dividido em dou ipupos. Intttpando a Equação (2.1.3) not
dois sub-inttrvatoi d* energia, obtém-se.

-
dz 1 ) ' o 1 0 ' • ,<

2 , "

12.1.4)

1 I IOI
r / o;,' • , •

* 2 f>

onde, por definiçio

jlzjty = /. •(zji.E) dE

St o(E) +U*.E) dE

,E) dE

o»' «í»»
/, •Uji'.El dE'

para 1,2 j = 1,2

A» Mcçdat da choqua mediai da grupo o. e o()°() taguindo as daliniçSM acima, dever um ser
•acritti como funo3«f da / • ti. No tntênto, aviu-sa, s»mf»t qua po»»(vel, trabalhar com secfdes de
choqua dapandantas da z • *. para simplificar o problema. A maneira usual e assumir a separabilidade do
fluxo angular am funções da z, n e E, o que muitas vazas nio é uma boa suposição. Método» melhorei
l io apresentados na literatura131.



A sftcção de choque de transferência a. é dada por

(01 <O> „o v = o . + Xvo .
i) ti) ' I •)

onde o . representa a seoçio de choque macroscópica de transferência do grupo j para o grupo i por
etpalhamento isotrópico, o ( j 6 a teccSo de choque macroscópica de fissão do grupo j , c. é o númeroo ( jj

médio de neutrons emitidos por fissáo gerada por neutrons do grupo i e X. ê definido como a fraçSo de

neutrons de fitsio que aparecem no grupo i.

Com uma escolha adequada dos grupos de energia, tem-se sempre o t >CTj. Dividindo as

Equações (2.1.4) e (2.1.5), com os termos de fontes externas iguais a zero, por o , , obtém-se as equações

escritas em termos de uma variável adimensional x = OjZ, medida em livres caminhos médios entre

colisões do grupo 2 e denominada variável ótica.

ox
= q,

i (2.1.6)

T
Ôx

í
/ . • (2.1.7)

onde

o = — > 1 e

(01
a

_ ü

2o,

Ef t í i equações podem ser escritas na forma matricial

2
3x "

= Q/., l (2.1.8)

onde

(7 0

0 1



t i n Q u j

Supondo que a matriz Q n5o «eja diagonal ou triangular (qi2 - q n ̂ 0 ) , define se uma matriz

^ 0

siendo a transformação Mxju) = P ' *(x,fi), a equação (2.1.8) torna-se

a i
u — P"1 tyfxji) + IP" «Hxji) = 0/ P"1 *(xji') d/i'3 x " " . . . . -i . . (2.1.9)

Multiplicando pela esquerda por P se obtém

Jf (2.1.10)

onde Ç = POP"1 é simétrica

0 caso em que a matriz Q é triangular pode ser resolvido em termos da teoria de um yrupo,
enquanto que o caso especial det Q = 0 foi resolvido por Siewert e Zweifel'35'.

2.2 - Soluçio pato Método de Expando «m Autof UDÇ3M Singular* (Método de C M )

A soluçio da Equação (2.1.10) pelo método de Case tem sido empregada em vários trabalhos,
conforme exposto no Capítulo 1, podendo ser escrita genericamente na forma '

K
Z

1=1

/
(," M * ,<

/ A*2' (V) '.>2' [v,n\ exp( x/c) d(/
I2I

(2.2.1)
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onde K é o número de pares de autovalores discretos ± v. podendo ser igual a 1 ou 2, dependendo das
propriedades ffsicas do meio , a região (1) de integração è o intervalo dos autovalores contínuos
v e M / a , l/o), a região (2) corresponde a vc(-1,-1/o)U{1/o.1) e as autofunções de Case $3o escritas
como

(2.2.2)

'

weregião (1) . a = 1,2 (2.2.3)

* ''2 ' Ç + 5(vji) X

ve região (2) (2.2.4I

Nestas fórmulas, definem-se as matrizes

MM =

o

1

a»-ti

v-v

8 lav ~n) O

O 6 (t- /;

(2.2.5)

(2.2.6)

12.27)

I + v f\ 0\u\ (2.2.8)
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onde P indica que as integrais devem ser avaliadas em termos do valor principal de Cauchy, 6 indica a
distribuição delta de Dirac, [é a matrii-uniáaàe de ordem 2 e HI/J) é definida como

Hn) 0~|

0 1
= {

1. PÉ região (1)

0. »e região (2)

Os vetores de normalização são dados por

A , , br.)
(2.2.9)

y(>> =
I 1 I

L J

(2.2.10)

região (2) (2.2.11)

onde Amt)(z) sío elementos da matri2 de dispersão

AU) = I - z [', B(n) — dn C , z í t - 1 . 1 ) (2.2.12)

Ainda na Equaçio (2.2.1), A)^), A ( -v t ) , A J 1 " M, A , 1 1 1 ^ ) e A121 M representam os

coeficientes da expansSo em autofunoSes de Case, sendo determinados com a aplicação das condições de

contorno específicas de cada problema.

Apesar da solução dada pela Equação (2.2.1) ter sido utilizada em diversos trabalhos'16-18 '331,
pode-se escrevê-la numa forma mais compacta, introduzida na Referência 13:

K

1 = 1
ju) exp|x/»< )|

,1
(2.2.13)
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onde os autovetores e coeficientes discretos são os mesmos da Equação 12.2.1), o autovetor contínuo é

redefinido como a matriz 2 x 2

= t>K{vji)Ç «1-1,1) 12.2.14)

e A|± i>)éo vetor dos coeficientes contínuos definido por

(2.2.15)

A solução r,**\ expressa pela Equaçso (2.2.13) é a forma que será utilizada. Os coeficientes,
como já dissemos, são determinados a partir das condições de contorno, as quais dependem do tipo de
problema, podendo ser classificados como

- De intervalo completo

Resultam numa expansão do tipo de

K
Hd) = 2 + A(

, íie(-1,1) (2.2.16)

- De maio intervalo

Resultam numa expansão do tipo de

(2.2.17)

onde Un) • g(p) slo vetores conhecidos.

Foi provado que a expansão (2.2.16) < válida para qualquer vetor de Holder (JM). sendo
também deduzidas propriedades de ortogonalidade e normalização de intervalo completo1341. No
entanto, a aplicação prática dessas propriedades é muito limitada, pois, exceto para problemas de meio
infinito, condições de contorno de intervalo completo podem ser divididas em duas condições de meio
intervalo, tornando possível assim a utilização de propriedades de ortogonalidade e normalização de meio
intervalo, unicamente1121.
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No que concerne a expansões de meio intervalo, foi provado que a expansão (2». t /< é

completa para qualquer vetor continuo gfp) . Adota-se aqui a linha desenvolvida a pj i t i r do mHr .?

da invariança, que exprime as propriedades de ortogonalidade e normalização com auxílio de uma matriz

H, sendo a demonstração da existência e unicidade desta matriz equivalente à prova da completiviuaúc

das autofunções para expansões do tipo da Equação (2.2.17), conforme analisado na Referência 32. Após

uma breve descrição do método da invariança, serão apresentadas as relações de ortogonalidade e

normalização de meio intervalo necessárias a este trabalho e desenvolvidas na Referência 33.

2.3 - O Método da Invartença ("Invertam Imbedding") e a Matriz H

No método da invariança, estabelece-se uma relação entre o fluxo angular emergente e o

incidente no contorno de um semi-espaço homogêneo (x > 01 e não multiplicador, por meio da matriz

de espalhamento S(vji'), assim definida:

*(0.-n) = — / ' S W ) • {Oji') dn' . íií(0,1) (2.3.1)
2n o -

O princípio da invariança assegura que a distribuição angular emergente de um semi-espaço

plano é invariant» pela adição ou subtração de camada: de espessura arbitrária do mesmo material.

Portanto, como a Equação (2.3.1) é válida em qualquer posição x no material, tem-se que

1 ,
— / S(M^r) * (xji'> dp' , H£(0,1)
2n o -

> 0 (2.3.2)

A distribuição angular 4Mx, ± p) deve satisfazer a equação de Boltzmann, portanto, usando as
Equações (2.3.2) e (2.1.10) a o teorema da reciprocidade aplicado á matriz S, obtém-se

s; j (
(2.3.3)

ond» STj t i o os elementos da matriz

HM C H (p') (2.3.4)
li*it' m

A matriz H é definida por



12.3.5)

portanto, introduzindo a Equação (2.3.4) no integrando da Equação (2.3.5) è obtida a equação integral
pera a matriz H,

d/''
(2.3.6)

que pode ser resolvida por um método numérico iter ativo de rápida convergência.

0 procedimento apresentado foi limitado a meios nio multiplicadores. Porém, desde que

Siewart et a i . ' 3 2 ' e Burniston et ai.141 provaram a existência e unicidade da matriz H para todos os

possíveis meios físicos e desde que a Equação (2.2.13) í uma expansão valida para qualquer meio. as

mesmas expressões e propriedades serão utilizadas para caracterizar a matriz H em meios multiplicadores.

A matriz H satisfaz as equações integrais

i = 1 K (2.3 7)

H(z)A(z) = I + z/' H[f)8M — C, z«(O,1t .
" - o - p-i ~

(2.3.8)

Tomando z • v ± i 0 na Equação (2.3.8) obtemos

\\\v)\ M = I + v(l H(M>fi (M) —àft C , v 6(0,1)
- - o - - p.»

(2.3.9)

A matriz de dispersão A(z| pode ser escrita combinada com a matriz H como

H( -z )ÇH Iz ) A (z) =• Ç , z « ( 1,1) (2.3.10)

Eitai equações serio aplicadas livremente na solução de vária» Integrais deste trabalho, as quais
. ettfo listadas no Apêndice A. Por exemplo, usando a Equacio (2.3.6) pode-se escrever
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* / ' H|/j) 9 Oi> k = C"1 k-C"1 H-'{i) k , z«(-1.0)
° " " u*z

12.3.111

e usando a Equaçio (2.3.9)

k = C"
- -

C"' k (2.3.12)

onde k é qualquer matriz quadrada de ordem 2.

2*4 ~ Propriedades oe OHOQOtialidaile1 da Meio
Normaiiuela

Intervalo dos Autovetoras de Casa e Integrai* de

As propriedades de ortogonalidade de meio intervalo dos autovetores da solução geral dada pela
Equaçio (2.2.1) t io apresentadas na Referência 33. Porém, como a soluçfo ser4 utilizada na forma da
Equação (2.2.13), deve-se redefinir as funções-peso, também chamadas adjuntos.

O vetor adjunto discreto é o mesmo da Referincia 33.

1 K, (2.4.1»

onde h(p) é dada em termos dos elementos da matriz H por

Define-se a matrii adjunta continua como

' [v)Ç + (2.4.2)

onde a matrix simétrica W(v) é dada por

Wlv) yt2V)yl2l|»')[1-<M»')J 12.4.3)



16

sendo

= 1 - 4 c , , »T(OK) + tf [ C J . T M W ) + c , 2 c , , T J (K)]

+ « V i e » , +C.JCJ.) . 12.4.4)

= 1 - 4 c , , m(v)

onda r(x) 4 abraviaçlo da tanh"1 (x).

Ai propriedade* da ortogonalidada a normalizaçSo sSo dadat por1131

J* iW^M)H»^)HÍH= Ni»-,)*,, ,

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

<2.4.8)

(2.4.9)

(f - e') , (2.4.10)

onda Mi) na Fórmula (2.4.10) é um vetor arbitrário 2 x 1 e

1 , "t 1
[c..-2O>.r[—)f (—: ri — ) ) } , ( 2 4 1 1 )

» fru u* — 1 i#
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Hiv) = N ( 1V)fl (w) + N (ZV)l1-ô(v»J (2.4.12)

'iv)\-[v) , i>e<0,1/o) Í2.4.13)

vA>) K'W) . v Ê l i / o . D (2.4.14)

onde A W) sio os valores limites do determinante da matriz de dispersão conform* 1 linha de
singularidade « atingida por cima ou ptfr baixo. S3o dados por'141

A1!»-) = 1 - 2v c, , T'(OT>) - 2»c,, T(K| +

+ 4c3 CT'(<v)T(e)

± i w [ c , , 8W) + CJ

, ce(0,1) , 12.4.15)

onde

r'\ov) - T\OV\ , v € (0,1/a)

T'(OV) = T O A W ) , ve H/o.1)

C = dat Ç.

Nas aplicações práticas em problemas da dois meios, surgem varias integrais de produtos d*
adjuntos transpostos com autovatores pertencente» ou nio ao mesmo meio, no processo d« isolar os
coeficientes Todas as integrais 1I0 ragulares, com exceção da que envolve o produto interno
l?a Ü4t), 4 b ( t » I , o"0» ° • 0 raferam-st a maios distintos e {, fe(0,1>. Esta imagril aprasanU dupla
singularidade removível com a aplicação do método introduzido n» Referencia 13.

Na avaliação das integrais, as propriedade» da matriz H relacionadas no fim da Secçfc 2.3
desempenhem importance fundamental. Por conveniência, tio apresentados todos os resultados d*
integrei* necessárias neste trabalho no Apêndice A.
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3 - 0 PROBLEMA DA CRITICALIDAOE

Considera-se aqui o sistema composto por uma placa de material multiplicador Imeiol)

ocupando a regiio a<x<a e material refletor (meio2) completando o «paço restante ( Ix l>a),

conforma a Figura 3.1, sendo ambos materiais homogèr -os

0 problema em questão consiste em se determinar o valor da meia espessura da placa para que

exista uma solução estacionaria nio trivial e a distribuição de neutrons resultante em todo o espaço,

sendo conhecidos os materiais que constituem os meios. Em outras palavras, deseja-se determinar o .ator

de d para o qual o sistema é crítico e os fluxos angulares e totais.

A equaçio de transporte. Equação (2.1.10). é reescríta para os dois mems como

H — ^ ( X J Í ) + S j+ i tx j i ) = Ç,f j f . W u ' l o V (3.1.1)

onde

i = 1 , -a<x<«

i = 2 . lxl>a .

As condições físicas que a solução j . ixji) = F f ' •» 1*^) deve obedecer são:

- Condiçio de simetria em relação ao plano x = 0.

- Condiçio de nio divergência para x -

íim VAxjt) = 0 , M^ t - I . t » . (3.1.3)
« • -

- CondiçSo de continuidade *, x a.

(-1.1) . (3.1.4)

A condiçio de simetria permite que seji considerado apenas o semi espaço x > 0 para se

encontrar • sohiçlo do problema, tendo • soluclo em x < 0 conuuiá» com o uso dessa condiçio.

A» «OIUCÔM gerais podem ser escritas, incorporando as conn, ,.>«$ (3.1.2) e (3.1.3). como
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• , (XJI) = 1 A, (i»,J ty^jt) expl- (x + at)/*,] +

| Z 1 A,

/o *, toji) A, (•>) txp(- (x + a)/v] do

, 0<x<a (3.1.5)

' X . x>a (3.1.8)

Resta aplicar a condição (3.1.4) Dividindo-se em dois sami-intervalos, obtém-** ai aquacSes

P;'*t{a,n) = Pí'*,lo,-P) ^e(0,1( (3.1.7)

Pj-'+jloui) = ^ ' + , ( 0 * ) *iG(0,D «3.1.8»

Ou, após substiturção da: expressões (3.1.5) e (3.1.6) • manipulações algébricM,

i
X A, (i-,) * , (K(JI) + /o +, WM) A, (K) df

/ 4>, (-PJI) A,
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. Í I € ( 0 . 1 ) (3.1.9)

K i
= £ A,<.<j)G-1'!'1<«'|Ji>Eu'|) •

(i>) áv *

' / ' 'M-KJJ) A.Wdi' , íie(O.I) . (3.1.10)

onde E(tl - exp(-2a/() e G = P, P ," ' , supondo que os grupos sio ordenados da mesma forma nos dois

meios, o que é verdade em todos os conjuntos de dados que serão utilizados para obtenção de resultados

numéricos.

O lado esquerdo da Equação (3.1.9) é uma expansão típica de meio intervalo para o meio

multiplicador e, portanto, é possfvel utilizar as propriedades de ortogonalided» de meio intervalo para

isolar os coeficientes A,!?,) e A,(cl. Multiplica-se enlio a Equação 13.1.9) por p?, ( { j i ) , { = », ouE(O.I)

e integra se sobre (iG (0,1).

As integrais que envolvem produtos de adjuntos transpostos com tutovetorts do mek> 1 i fc

relativamente simples, enquanto as que envolvem adjuntos do meio 1 com autovctores do meio 2 podem

ser efetuadas, utiliondose decomposições do tipo
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1 O

O O

O O

O 1

e usando as equações satisfeitas pela matriz H. Como todos os resultados de integrais de interesse estio

listados no Apêndice A, são apresentadas aqui apenas as equações finais que se obtém:

c, N-'(»'1>X1(V1) {?,(».,)-(*, - D

(3.1.12)

All ; 1 W) X, (e) { Y, (c| - I — — Ç, U, («»,) E(v() A, (•>,) } (3.1.13)

e, no caso K, = 2

• — H-' (»-, > Ç, U, {»-, )EJf, >A, (3.1.14)

onde

X,(v() = Ú,'•»;)<;, Hi ' (3.1.15)

(3.1.16)



23

! - H - ' ( —

H:1MC.A,WEMdc (3.1.17)

Analogamente, o lado esquerdo da Equação (3.1.10) é uma expansão típica de meio intervalo

para o meio refletor, portanto utilizam-se as propriedades de ortogonalidade de meio intervalo para isolar

os coeficientes A2 [rj.) e Aj(rj). Multiplica-se a Equação (3.1.10) por Í I 0 , U J J I , { = TJ, ou €(0,1) •

integra-se sobre /iG(0,1). Da mesma maneira que para os coeficientes do meio multiplicador, as integrais

cruzadas podem ser efetuadas usando-se decomposições convenientes e equações satisfeitas pela matriz H.

Porém, hi um termo em integral singular dupla na expressão para o coeficiente A , (T ; ) . O termo envolve

o produto interno [fljlr/j.), «P, leji)). Após a integração em (i, aparecem no resultado desse termo
p °i

. E W), f = tj ou—*- rj. Um artificio para
l o,

integrais singulares simples, sendo as singularidades do tipo

remover essas singularidades foi apresentado na Referência 13. Consiste na multiplicação da

Equação (3.1.91 por

Et— r,)
°Í

Elrj)

« integração sobre >ie(0,1). Do lado esquerdo da equação resultante, obtém-se, além de integrais
regulares, integrais singulares semelhantes as anteriores, apenas com exponenciais diferentes no*

p o3

integrandos, ou seja, termos do tipo E(£), £ = T) OU — T). Assim, somando membro a membro esta
t

E
~ t
tidaequação com a outra anteriormente obtida para o coeficiente A} (T)), obtém-se a seguinte equação com

singularidades removidas, já que a soma dos termos singulares daixa nos integrandos termos do tipo
E M - E : t > o.

rj.
' i

X,(i7) 2 (3.1.18)

Na expressío obtida inicialmente para o* coeficientes discretos Aj(rj() nao permanecem
singularidades, porém o procedimento acima é repetido, nfo so porque aquaçfles com forma lemalhinta
* d« Equiç lo (3 .1 .181 , como também porqua a experiência mostrou qua, em termo»
numericos-iterativos, essa forma é mais favorével. Tam-se, assim
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H;'(»},) E(n,» CjU^fj,) A, <t|,) (3.1.19)

e, no cato K, = 2

la

^ 13.1.20»

Nat Equaçdn 13.1.18) a (3.1.20) at matrizet X,(tj t) a X 3 ( I J ) tio definida» da maiwira análoga a

(3.1.16) a (3.1.16), «penai «ubstituindo o subscrito 1 por 2. Define-» Umbém

I (tl =

I — t ) 0

0 E(£)
(3.1.21)

.= £

> • « * '
- 1 Ç,

• I i-
1 = 1

H : ' ( — i-.dt.lE^-El— I» •
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0

H-'(p)kl[1-E|i')E(f)]}G-|ÇlAlHd» +

• /J - ^ - H, 1 (TJ)E(Í) Ç, A, (77) drj (3.1.22)

H,(- i-ICi'X,!- »)k|[EM-E(—

—

1 O\V - Ot O]

/ { ! H , ( — v1k[EMEi
0 "i{~0i" fi

, ( ) ,\M (Ç)|} G ' 1 9, |i>)X, (v) A, (f) dr (3.1.23)

A procura de uma solução nfo trivial permita a normalizaçlo b\{t>\) = axp(a/vl), portanto,
com o auxílio da Equacfo (3.1.12) a meia aspesiura crítica é dada por

o = — I»•, I • — & » { - } (3-1.24)
2 2 D

ornJe

=7 N-1 (
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D = 1 -v, N-'(»>, IX, (i»,) expl-a/v,HY

- I K . - 1 1 - "

As Equações (3.1.13). (3.1.14). 13.1.181. (3.1.19). (3.1.20) e (3.1.24) constituem um sistema
acoplado de equações integrais regularei, cuja solução numérico-iterativa fornece o valor da meia
espessura crítica e os coeficientes da expansão em autovetores de Case nos dois meios considerados.

O vetor fluxo angular é dado, para x > 0, por

Li(x^) = P - ' I ' . I X J J ) , 0 «S x < a (3.1.25)

I , ( X J Í ) = P : ' * , ( X . M ) , x > a (3.1.26)

onde ^,U+i) e + 3 (x j i ) s3o dados pelas expansões (3.1.5) e (3.1.6) respectivamente. Pan x < 0. a

solução é encontrada com a condição (3.1.2).

O vetor fluxo total é dado por

pU) - S Mx.Mld, (3.121)
1 o '

Introduzindo as expressões (3.1.25) e (3.1.26) na definiçSo (3.1.27) obtém-se

^(x) = f-1 { r A, d^U.l^lexp

+ / ' A, (c)exp[- (x+a) / i ' ]d i ' +

• / ' And-lexpf-lo-xl/xjdf} (3.1.28)
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(3.1.29)

4 - RESULTADOS NUMÉRICOS

Utilizou-se, para obtenção de resultados numéricos, dois conjuntos de secções de choque para
meio multiplicador e um conjunto para meio refletor, conforme as Tabelas IV.1 • IV.2, gerados com
auxílio do código de computação XSDRN1111. OS meios foram considerados de extensão infinita e
tomados à temperatura ambiente de 294,6 K.

Tabela IV.1

Conjuntos de Secções de Choque

Conjunto

c,
Ci

Ri

ylJ»

H,0

Material

+ H,0 ; U/H =
+ H,O;U/H =

1/50O
1/1000

Propriedade

Multiplicador
Multiplicador
Espalhador

Intervalo
Grupo 1

0 - 0,3eV
0 - 0,3eV
0 - 0,3eV

de Energia
Grupo 2

0,3eV - 15MeV
0,3eV - ISMeV
0,3eV-16M«V

Tabtla IV.2
Secçoes da Choque Macroscópicas"

Secçao de

choque

-sir
's!V
"sii( .

Xi

2,9628

0,88655

2,8751

0,04536

0,00116

0,83807

0,14324

0,00412

0,0

1,0

Conjunto

C J

2,9727

0,88721

2,9183

0,04635

0,000767

0,83892

0,07391

0,00209

0,0

1.0

R 1

2,9865

0,88798

2,9676

0,04749

0,000336

0,83976

-

-

-

-

— Exprraflf *m
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Dois casos foram estudados, simulando reatores térmicos; o Caso 1 4 a combinação dos

conjuntos Ci - Ri • o Caso 2 a combinação C 2 - R, •

Para cada conjunto de dados foram calculados os autovalores discretos e a matriz H, para

uti l ização posterior. 0 procedimento numérico detalhado está apresentado no ApêndiceB. Na

Tabela IV .3 mostra-se os autovalores discretos positivo: de cada conjunto, bem como o parâmetro k B M g .

introduzido na Referência 4, que caracteriza uma espécie de fator de multiplicação infinito na teoria de

multigrupos.

Tabela IV.3

Autovalores Discretos Positivos e Fator de Multiplicação Infinito

Conjunto Autovalores . fc.
BM S

C, 1/,

C, Í3.43768081 - 1,0112
Ci Í4.72108596 1.15212848 1,0048
Ri 2,60401996 2,12297930 0,9938

Resolvendo-se o sistema acoplado de equações integrais referido no fim do Capítulo 4, com uma

técnica iterativa, obtém-se os coeficientes e a meia espessura critica para os dois casos, conforme

resultados nas Tabelas IV.4 e IV.5. Na Figura 4.1 estão apresentados os coeficientes contínuos para o

Caso 1, sendo A, e A2 as componentes do vetor A, | r ) e Bi e Bj as componentes do vetor A2 (r/).

Tabela IV.4

Coeficientes Discretos

Caso

1
2

A, (

0,80512 -
0,636542 -

10,59311
iO.771159

. A, («a»

0,404927

A , (r»,|

19,251
9,65111

Ai (tJi)

- 16,777
- 7,94372
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O esquema iterativo está apresentado no Apêndice B. As integrais foram calculadas

numericamente pelo método de quadraturas de Gauss que expressa integrais como somatórias, de

modo que

/ f lx ldx = l co f
" * i—1

para uma escolha conveniente dos nós (x.) e pesos (co,), é uma fórmula exata (ou seja, R N = 0 ) se f(x)

puder ser expressa por um polinômio de ordem até (2N - 1). Os nós e pesos são tabelados em manuais

de funções matemáticas, para diversas ordens de quadratura .

Os cálculos foram feitos em dupla precisão no computador IBM370/155 do Instituto de

Energia Atônica, São Paulo, sendo o programa escrito em linguagem Fortran IV-H.

Para a precisão apresentada na Tabela IV.5 foram necessárias 39 iterações no Caso 1 e 51

iterações no Caso 2. Usou-se, no cálculo numérico de integrais no intervalo (0,1), 20 pontos de

quadratura (nós) para o sub-intervalo (0,1/o) e 40 pontos para o sub-intervalo (1/o,1), em virtude dos

picos apresentados neste sub-intervalo pelos coeficientes contfnuos, nos casos em que K = 1 .

Na? Figuras 4.2 a 4.5 são apresentadas as distribuições angulares de neutrons resultantes na

interface (x =a) e em dois pontos próximos, para dentro e para fora de interface, em ambos os casos

estudados. Pode-se observar a descontinuidade dos fluxos angulares na interface, originada pela

rtescontinuidade física dos meios .

Desde que um dos propósitos do trabalho é fornecer resultados que possam ser usados como

padrão, apresenta-se na Tabela IV.6 a distribuição angular de neutrons do grupo 1 para o Caso 1.

Nas Figuras 4.6 e 4.7 são apresentados os fluxos totais até x = 3a, tendo sido o fluxo do
grupo 1 normalizado como 1 para x = 0. As unidades dos fluxos são neutrons por unidade de
comprimento ao quadrado por unidade de tempo. As Tabelas IV.7 a IV.8 relacionam algum valores dos
fluxos totais, para os dois casos.

Tabela IV.S

Meia Espessura Crítica (a)

Ca«o a(e.c.m)" a (cm)

1 2,1826 2,4619
2 4,16767 4,68623

' - Expressa em livrei caminhos médloi do grupo 2 no melo multiplicador.
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Tabela IV.6

Fluxo Angular (Grupo 1) para o Cato 1

M

- 0,95
- 0,9
- 0,8
- 0,7
- 0,6
- 0,5
- 0,4
- 0,3
- 0,2
- 0,1
- 0,05

0.05
0,1
0,2
0.3
0.4
0,5
0.6
0,7
0,8
0,9
0,95

x = 0,75a

0,018029
0.017980
0,017879
0,017776
0,017675
0,017578
0,017488
0,017410
0,017342
0,017284
0,017257
0,017208
0,017186
0,017145
0,017108
0,017075
0,017045 *
0,017018
0,016994
0,016972
0,016951
0,016942

x = a~

0,020187
0,020166
0.020119
0,020063
0,019998
0,019924
0,019838
0,019740
0,019628
0,019497
0,019421
0,018781
0,018707
0,018578
0,018466
0,018366
0.01827?
0,018194
O.01B119
0,018050
0,017987
0,017957

txji)

x = <í

0,020186
0,020165
0,020118
0.020062
0.019997
0.019923 •
0,019837
0,019740
0,019627
0,019496
0,019421
0.018781
0,018707
0,018578
0.018466
0,018366
0,018276
0,018194
0,018119
0,018050
0,017987
0,017957

x= 1,25a

0.020875
0,020888
0,020910
0,020927
0.020939
0.020946
0,020947
0,020942
0,020930
0,020911
0,020898
0,020867
0,020848
0.020802
0,020745
0,020674 •
0,020591
0,020499
0,020401
0,020301
0,020199
0,020149

Tabela IV.7

Fluxo Total - Caio 1

X

0,0
0;43652
0,87305
1,3096
1,7461
2,1826'
2,1826*
2,6191
3,0657
3,4922
3,9287
4,3652

x/a

0,0
0,2
0,4

o.e
0,8
1.0
1,0
1,2
1,4
1,8
1,8
2,0

PiM

1.0000
1,0010
1,0060
1,0216
1,0604
1,1540
1,1539
1,2437
1,2622 (

PtM

1,9112
,8924
,8350

1,7362
1,5879
,3505
,3505

1,0981
),91600

1,2379 0,76817
1,1864 0,64660
1,1161 0,64341
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Tabei» I V 8

Fluxo Total — Caso 2

X

0,0
0,831535
1,66307
2,49460
3,32614
4.15767"
4,15767*
4,98921
5,82074
6,65228
7,48381
8,31535

x/a

0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,0
1,2
1.4
1,6
1,8
2,0

Pi (x)

1.00000
0,987786
0,953323
0,904111
0.856477
0,848039
0,848038
0.825891
0,739104
0,630788
0,521646
0,421808

Pi (X)

1,24151
1,22128
1,16061
1,05899
0,913133
0,698097
0,698097
0,486900
0,349459
0,251922
0,181912
0,131471

5 - CONCLUSÕES, COMENTÁRIOS E SUGESTÕES

Problemas envolvendo dois meios, no modelo de dois grupos, permaneceram insolúveís durante

longo tempo, em virtude de certas dificuldades na regularização das equações integrais para os

coeficientes da expansão em autofuncões de Case.

Particularmente, foi mostrado aqui que para o problema da criticalidade para reatores tipo

placa refletida em doií grupoí, um problema clássico na teoria da difusão e anteriormente sem

solução na teoria de transporte, a regularização poda ser efetuada, usando-se o método proposto na

Referência 13.

Em termos de padrão numérico, pode-se afirmar que os resultados do Caso 2 são melhores,

visto apresentarem maior número de algarismos significativos. Esta diferença em relação ao Caso 1 é

originária do fato do meio multiplicador do Caso 2 possuir dois pares de autovalores discretos e,

portanto os coeficientes contínuos nâo apresentarem picos na regifc (1/o,1). Assim, para melhorar

a precisão do Caso 1, se desejado, o procedimento recomendável seria aumentar o número de

pontos de quadratura, nessa regíSo, para integração numérica, com o inconvmiente do aumento

conseqüente no tempo de computação.

Como continuidade natural deste trabalho, encontra-se o ca» dos refletores finitos, que

poderá fornecer resultados interessante» num estudo de efetividade de refletores para reatores com

núcleo pequeno, inclusive podendo »er facilmente reduzido ao caso da placa simples, isto é, sem

refletores.

Sugere-se também um estudo levando em conta o espalhemento anisotrópico,

principalmente em virtude do» meio» conjiderado» conterem hidrogênio, material espalhador bastante

anitotrópico. Conforme comentado no Capítulo 1, já foi realizado este tipo de ettudo1 ', porém seria

intere»»ant» repeti-lo para om problema de dois meio». Na TabelaV.1 Ho apresentadas a» parte»

linearmente snlsotrópicas da* mccões d» choque para o» melo» eoMÍderado». para que pos»em ier

utilitário» como subsídio a etse estudo.
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Tabela V . I

Secções de Choque Macroscópicas Linearmente Anisottópieat

Seccão de
choque

o(1)
°S11

°S12

°S21

°S22

c,

0.0

0.00301

0.0

1,3778

Conjunto

c .

0.0

0,00396

0,0

1,3781

Ri

0,0

0,00401

0,0

1,3782

- Expressas em cm"

APÊNDICE A

TABELA DE INTEGRAIS

Neste apêndice sãó apresentados todos os resultados das integrais necessárias para te isolar os
coeficientes da expansão, servindo, inclusive, para futuras aplicaçSes.

Define-se, como no Capitulo 3,

X » (A.2I

í ) Adjumoi e Autofuncftn Referentes ao Meimo Meio

' • " l -
(A.3)

v,v

' . • "
(A.4I
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/ ' Ob'.fiH'l-v.jiljidji = — — Xd-tH-MftCUIr» (A.S)

v + v'
(A.6)

onde v., v. são positivos e v,v' € ( 0 , 1 ) .

2 ) Adjuntos e AutofunçSes Refarantei a Meios Distintm

Nas fórmulas abaixo, F representa uma matriz diagonal 2 x 2 arbitrária, tendo q u l neste caso,

F = G ou G" 1 e ["((), um vetor arbitrário 2 x 1 , incorpora um coeficiente contínuo A( { ) e uma funcSo

exponencial E ( | ! .

fo

"l

^0 ̂ .0 9a<7

(A.B)

^
°aP\ "a



••ft _

0

o - '

~ - Ha(T)IC-' X

1 p - "0

• n ~ H

41

(A.9)

ÍA.10»
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onde todos os autovalores representados são positivos.

•
Nota: Somente a integral (A.12) é singular.



APÊNDICE B

PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL

Inicialmente, foram calculados os autovalores discretos dos conjuntos de dados, usando-» o
método do passo,'seguido de uma refinação com a técnica iterativa de Newton-Raphson, que encontra as
raízes da função de dispersão Alz), por meio de

onde i indica a ordem da iteração e A' a derivada de A. A expressão acima 4 repetida tantts vezes
quantas necessárias para obtenção da precisão desejada em pQ. No presente caso, após localizar as raízes
dentro de 10"a de erro com o método do passo, obtiveram-se os autovalores com prccisio de 1 0 ~ " ,
usando-se uma média de 5 iterações na técnica de Newton-Raphson.

Para o cálculo da matriz H, utilizou-se a Equação (2.3.6) modificada para

i - du
/ HUi')fl(íO , MÍM.0) (S.2)
o - - '

combinada com o vínculo

tB.3)

conforme procedimento apresentado na Referência 14.

Após manipulações ilgébricai, a Equaçfo IB.2) pode ser esaita, incorporando o vínculo,
Equaçfo IB.3), como

(3.4)

onde
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[0 Ul (B.6)

(B.7)

sendo, para K

(B.8)

.r.CU(» lr (8.9)

e, para K = 2

(B.10)

Y = [ C Ulw,) 18.11)

A Equação (B.4) foi solucionada íterativamente, aproximando-se as integrais pelo método de

quadratures de Gauss (60 pontos). Para uma precisão de 10"' °, foram necessárias por volta de 30 itereoSes

por conjunto.

Conhecendo-»» as matrizes H, procedeu-se â solução do sistema acoplado de equações que
fornece os coeficientes e a meia espessura crítica, iterativamente.

O valor inicial da meia espessura crítica foi tirado de uma soluçio PN da baixa ordem (N - 3),
o coeficiente A|c,) com a normalização exp(o>,) e os demais coeficientes posto* arbitrariamente iguais
a zero. O ciclo foi repetido até que nenhum dos perímetros variasse mais d* 10"* entra iterações.

11 esquema adotado foi
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A(v, )

1I

B ( n ) •

VALORES

INICIAIS

A(v2 )

B(m )

B(n* )

A{ v )

Além dos dois casos para os quais foram apresentados resultados numéricos no Capítulo 4,
tentou-se resolver um sistema modelando um reator rápido, no entanto a convergência revelou-se muito
lenta, lealmente proibitiva em termos de tempo de computação, mesmo realizando se certas inversões no
esquema iterativo apresentado.

Para conhecer a precisão dos resultados obtidos, testou-se numericamente a condição de
continuidade na interface. Equação (3.1.4) em duas formas. A primeira, conhecida como "teste dos
momentos" verifica a igualdade

kàn = f' Ute. (B.12)

e a outra, o chamado "teste ponto a ponto", verifica se

(B.13)

para qualquer f i ( e (-1,1).

O teste dos momentos foi aplicado até a ordem k - 20, fornecendo um mínimo de S dígitos de

precisio no Caso 1 e 6 dígitos no Caso 2.

Na verificação dos resultados do teste ponto a ponto, observou-ie particularmente que •

precisJo obtida é geralmente igual â fornecida pelo teste dos momentos, exceto para valores de IJJ I

próximo l 1. Isto é causado pelo comportamento numérico de certas funções matemáticas como
\+p

í n ( — — ) que ntto embutidas na expressão final rio fluxo angular. O teste dos momentos
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também tem problemas deste tipo, porém atenuados p»<i integração sobre /i£(-1,1) • portanto, é
mais apropriado para indicar a precisão geral obtida na meia espessura crítica e fluxo total, uma vez que
mede a precisão média no intervala angular e não influências locais como o teste ponto a ponto.
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