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SUMARTIO

A solugdo iterativa de sistemas de equagOes lineares
tem ganho novamente interesse nos Gltimos anos. Isto justifi-

ca-se pela necessidade de tornar andlises n@o lineares mais

- -

0 . - . . - -
gconomicas, nas quais a solugao de varios sistemas € necessa-

e se utilizar novos recursos compita

-
1
i

ria, e Lu}]ﬂ. oportunic 1de

ciomais Ccomo sup -'1_-(:-".:’&-1][ adocres com calculo para'l::?().

Neste trabalho sao apresentados e comparados dols e
todos apropriados para sistemas com matrizes simétricas e posi
tivamente definidas: o método dos gradiesntes conjugados e O me
todo quase-Newton denominado BFGS.

A seguir s3o apresentadas varias T as de se pre-con
iicionar o sistema com o objetivo de se aceleyar a convergen =

ia dos métodos.

0 trabalho & concluido por alguns experimentos nume
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1. INTRODUGRO

Hoje pode—-se dizer que guase a totalidade dos programas com
putacionais de calculo estrutural utilizam alguma forma do méto-
do da eliminagdo na solugdo de sistemas de equagoes lineares. A-
posar de toda a pesquisa desenvolvida na implantacgao eficiente
deoste método em programas de grande porte os resultados ainda
nio sio satisfatérios. A andlise de problemas grandes (tridimen-
sionais por exemglo) e a analise ndo linear de estruturas (onde
um niamero grande de solugdes é requerida) sao na maioria das ve-
zes excessivamente caras, embora os computadores tenham se torna
do cada vez maiores e mais rdpidos. Pode-se afirmar que o método
da eliminagdo tem a sua eficiéncia prejudicada por duas razoes:
(i) no decorrer da eliminagdo a matriz de rigidez, que é origi =
nalmente bastante esparsa (grande numero de elementos nulos), fi
ca preenchida, requerendo grande capacidade de membria, mesmo con
siderando a caracteristica dela ser de banda; (ii) a ordem das
operagdes ndo facilita a utilizag3o de processamento em paralelo,
hoje a4 disposigdo nos supercomputadores como o CRAY.

Assim justifica-se a pesquisa de algoritmos de solugao de
sistemas de equagdes lineares. que possam ser mais eficientes que
os tradicionais atualmente utilizados em calculo estrutural. Nes
te trabalho s3o apresentados dois métodos iterativos que surgi-
ram no contexto da otimizagao e que se prestam para calculo es~
trutural, pois foram desenvolvidos para matrizes simétricas e po
sitivas definidas. S30 eles o método dos gradientes conjugados e

o método guase-Newton demominado BFGS.

Métodos iterativos tem o inconveniente de requererem fre-
quentemente um nimero excessivo de iteragdes. No entanto se (o]
sistema for pré-condicionado, como indicado neste trabalho, o na
mero necessirio de iteragles até a convergéncia pode ser bastan-—

te reduzido. Além disso os métodos aqui apresentados prestam - se

bem para a paralelizagdo do processamento, pois varias operagoes
sio efetuadas de forma vetorial. E finalménte, lembrando gue a
tendéncia atual dos computadores é de aumentar a velocidade de
cilculo em relagao a velocidade de acesso a memorias auxiliaces,
pode—-se afirmar que métodos iterativos que consumam hem Menos

woria central podem compensar um eventual maior numero de ope-

ragoes com um Wenor numero de operagOes de entrada e saida.

COMiss,
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Este trabalho procura comparar os dois métodos acima cita-
dos como também algumas formas de se pré-condicionar o sistema
de equagdes. Por isso sdo.apresentados alguns resultados numéri-
cos preliminares que servem para ilustrar algumas das afirmagoes
colocadas no texto.

concluindo esta introdugao apresenta-se a notagao empregada

neste trabalho. O sistema de equagbes & representado por

Ax=Db ) (1)
onde A é a matriz de rigidez, simétrica e positiva definida, x @&
o vetor dos deslocamentos nodais e b o vetor dos carregamentos
nodais. Para matrizes serao portanto utilizadas letras latinas
maiiisculas, para vetores letras latinas minisculas e para escala
res letras gregas minasculas. A transposigéo de uma matriz ou

vetor sera representada por um asterisco.
2. O METODO DOS GRADIENTE CONJUNGADOS

Este algoritmo & uma generalizagao do método classico  dos
gradientes conjugados apresentado em [1] . Nele o sistema (1) &
pré-condicionado por uma matriz B, que & uma aproximagao de A,
mas de fatoragdo ou inversdo mais facil. Introduzindo-se o resi

duo r na iteragao j como

r. = b = Ay, (2)
9 J

o algoritmo & apresentado esquematicamente a seguir

e
o)
0
0N
9]

Operagoes

j j
“rj+lm < & convergéncia é atingida
Z = B rj+l

. mg, %A r.* z.
Bj F+1 31 / 3 4
— o + S 3
Pipy 7 S Rgily
j = j+1, retorna ao passo 2

\DG)\JCT\U'!-&WNI—'
0
w
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i we: 1% Sobre o algoritmo acima pode-se fazer as segquintes afirma-

(;()t;.‘ 53

(i) Se B = I (matriz identidade) obtim-se o método classico

(ii) Se B = A o método converge imediatamente

®

(iii) O método requer o armazenamento de apenas cinco vetores
(iv) Aplicagoes deste método podem ser vistas em[ 2][3]63[4]

(v) O pré-condicionamento com B equivale a resolver o siste

ma.
A x =050 (3)
sendo
= dou o
£=ct pet (3a)
f % = Ch x (3b)
' s
X =t p (3¢)
B = C C* (34)
. com o método clissico -
' (vi) X0 é uma estimativa inicial da solugéo. Normalmente

adota-se Xy = 0. Em problemas nao lineares pode ser ado

tada a solugao do incremento anterior.

(vii) 6 @ adotado normalmente igual a 10_5 u b “, onde as bar

ras duplas indicam a norma euclideana do vetor.

(viii) pode-se demonstrar que o método converge em namero fini
to de iteragSes menor ou igual a ordem do sistema, se

nao houver erros de arredondamento.

3. METODO QUASE-NEWTON TIPO BFGS

[s].[7]

0 método BFGS de atualizaqﬁo foi introduzido em [5],
étodos qua=~

l ' e [8] no contexto da otimizagao. Um bom texto sobre m
i se-Newton pode ser encontrado em [9 ]. A primeira aplicagao em
problemas estruturais pode ser encontrada em LlO] . ER {11] pode
ser vista uma aplicagdo e¢m problemas acoplados complexos. Eml:S]
} e tem-se a primeira aplicagio na solugao de sistemas de equagoes
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0 algoritmo com pré-condicionamento através da matriz B é

apresentado esquematicamente a seguir.
Passo Operagoes
= o =1
: 4 3=0; ry < b~Ax0, p =B L5
2 iy TS B (§ = 1,...0)
3 a=p*r,/p*Ap
4 . xj+]. = xj + o P
5 rj+1 ™ rj - o B D
6 se ”rj+l" < § convergéncia & atingida
7 Vel =Wl Wy FR (1=2; 0000
= *

8 % p/pP 1::.l

N (1 - Ya) T
9 P ™ T

p=p+ (vy*plw; (1 =n,...1)

ot )
p =B P
a

p=p+ (wi* p) v (1 = 1,uss08)

10 j =3+ 1 retorna ao passo 3

Algumas observagoes fazem-se aqui necessarias.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Comi

n & o niimero maximo de atualizagoes tipo BFGS

« & um paradmetro que & obtido no passo 3 pela minimiza-
¢ao da energia potencial na diregao do vetor p.

o método requer que 4 + 2 n vetores sejam armazenados ,
o que representa uma desvantagem em relacdao ao método

dos gradientes conjugados.

se B = I, obtém-se o rétodo de Jaccobi acelerado por atua
lizagGes do tipo BFGS; com n=0 obtem-se O método de Ja-
cobi.

as observagoes (vi) e (vii) da sec3o anterior sao aqui

também validas.
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4. PRE-CONDICIONAMENTO
4.1 Introdugdo

A matriz B que aproxima A nos dois métodos iterativos apre-
sentados deve ser uma matriz facil e eficientemente fatoravel ou
inversivel. Para a descrigdo das possibilidades de criagao de B,
& necessaria a introdugdo da seguinte notagdo. Seja X uma matriz
qualquer, simétrica e positiva definida. X pode ser decomposta

em fatores de Crout conforme

X = U.a*(X) Doy (X) Upg (X) (4a)
onde UCR & uma matriz superiormente triangular com elementos

unitarios na diagonal e DCR & uma matriz diagonal.X admite ainda

uma decomposigio em fatores de Cholesky de acordo com

A UCH*(X) UCH(X) (4b)

sendo que

g 1/2
o = O Uegr (4c)

Em analogia com a decomposigdo em fatores pode-se definir

decomposi¢tes em parcelas de Gauss-Seidel segundo

e S*(X) C DGS(X) % UGS(X) (5a)

UG
ou de Trujillo na seguinte forma

F = * i
X Uor (X) + UTR(X) (5b)

l
- ] + - ) .) C
LT i £ ‘ .‘ S 2 (jl S ( )

Usg & uma matriz superiormente triangular com elementos nulos na
diagonal. DG%(X) & a diagonal de X.
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4.2 Pré-condicionamento de Marchuk e de Hughes

Para apresentar as possibilidades de pré-—-condicionamento se
gundo Marchuk e Hughes define-se a matriz

el b » D () ] s/ 2 (a) (6)

e portanto tem-se a igualdade abaixo.

13 I: -] 172 ‘
A =Dt (A) I + A Diag (n) (7)

Em problemas estruturais A tem normalmente elementos diago-
nais maiores em valor absoluto gue os demais de modo que A tem
elementos nulos na diagonal e elementos inferiores a unidade nas

demais posigoes.

Suponha-se agora que A possa ser decomposto em parcelas
conforme
— n -
A= ¢ Ai (8)
i=1l
a

Ki podem ser por exemplo as contribuigdes de cada elemento ou de
cada subestrutura para A. Mas'Ai podem ser também guaisquer ou-
tras parcelas de A, como por exemplo as dadas por (5a) ou (5b),
ou mesmo linhas e colunas de A.

Uma forma de se fatorar aproximadamente A através de (7) @€

adotar a aproximagao

E=1+A {93
dada por
n —
A= 1 (I +A,) (10)
g i
i=l

Desenvolvendo-se o produtorio em (10) chega-se a

=T % B%ones (11)
onde os termos nao indicados sao resultantes dos produtos dos
clementos de A;. Se estes elenmentos forem inferiores a unidade
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a aproximacao (10) fica justificada. Utilizando (5b) por exem—
plo chega-se a

d * -
B = I:I 4 UTR(A) ][:I 1 UTR(A{] (12)

A.dada por (12) & simétrica, positiva definida e requer a mesma

memoOria que a esparsa matriz A.

Marchuk em [}2] introduziu no lugar de (10) a seguinte fato
ragcdao aproximada,

R« iz, 2 1
A= 18 (IT+3A) 1 T+ A,) (13)
ol NG e 2 i
i=l i=n
que garante que A seja simétrica e positiva definida.
Hughes em 13 introduziu as seguintes aproximagoes, onde
Ei sdo obrigatériamente as contribui¢des dos elementos ou das
subestruturas para A
n S 3 2w
A= 1 (I + 5 Ai) E (I 4 5 Ai) (14a)
i=1 i=n
n PRI al . 1 _
B= 1 T4+ 80,01 B D k) & [I+U (A.)J (14b)
jeg &= CH 1 {4 CR™ 4 g CR™ &
K n r "I TR OV I
A= 'E hI + UCH(Ai), E ~.I i UCH(Al) (14c)
i=1 i=n “
A= m {34 UTR(Ai)J R R Upg () (144)
i=l i=n * =

As seguintes observagoes cabem neste ponto do trabalho: (i)
as fatoragdes (14) tém a vantagem de reduzir substancialmente a
necessidade de memdria, uma vez que cada elemento ou subestrutu-
ra & processado de cada vez. Como elementos sem graus de liberda
de em comum nao se influenciam em (14) o processamento pode ser
feito em paralelo para estes elementos [}j] . (ii) as fatoragces
(14) garantem que A seja simétrica e positiva definida. (iid)
(l14a) & um caso particular de (13). (iv) (12) & um caso particu-
lar de (14d) se houver apenas uma subestrutura igual a propria

estrutura. (v) a formagdo de subestruturas em (14) n3ao & necessa
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riamente vantajosa. (vi) as fatoragoes (14) foram testadas em

[13) e 1] .
4.2 Pré-condicionamento por aproximagdes diretas

Em [2] 1 [3] e [4] sao apresentadas outras formas de se
criar a matriz B aproximante de A. A mais simples & adotar

B = Dy (A) ' (15)

Outra possibilidade & adotar uma matriz diagonal de blocos
retirada de A

B = F\l......Ai......AnJ (16)

onde os semi-colchetes indicam a formagéo em diagonal das matri
zZes Ai. Estas sao submatrizes de A que contem a sua diagonal. Po
de-se demonstrar que B é& simétrica e positiva definida. (16) tem
a vantagem de gue os blocos Ai podem ser processados em paralelo

e podem ser tao grandes quanto a memdria disponivel permita.

A terceira possibilidade™é adotar
B = 0*(a) T(a) _ (17)

onde U(A) € uma matriz triangular obtida pela fatoragdao de A,con
siderando~se neste processo apenas os elementos que tenham a po-
sig3o de elementos nao nulos de A. B tem portanto a mesma neces-
sidade de memoria que A. (17) no entanto & dificil de ser utili-
zada em conexao com calculo paralelo e n3ao & necessariamente po-

sitiva definida.

A quarta possibilidade & utilizar uma fatoragao do tipo

0% (A) 0 (A) (18)

il

B
onde § & obtida pela fatoragdo incompleta de A. Isto é obtido
farendo elementos de uma linha de ﬁ menores gue uma certa porcen
tagem (¢) do respectivo elemento diagonal iguais a zero. Isto po
de reduzir substancialmente a necessidade de memdSria para o arma
zenamento de B.
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(18) apresenta no entanto algumas desvantagens. (i) é de dificil
pyugrumaqﬁo. (ii) & diffcil de ser utilizada em conexdo com cal-
culo paralelo. (iii) a previsao de necessidade de memoria  para
B & diffcil. (iv) B pode ser ndo positiva definida impossibili-

tando a Fatorugéo (18) .

Pode—-se no entanto antever modos de se contornar estas des-
vantagens . Se (18) for aplicada em conexao com (16) as desvanta
gens (i) a (iii) podem desaparecer. (iv) pode ser evitada por um
artiffcio sugerido em [2] . Desta forma (18) pode ser uma das ma

neiras mais promissoras de se pré-condicionar o sistema.
5. EXEMPLOS NUMERICOS

Alguns experimentos numéricos foram feitos com os dois méto
dos iterativos apresentados neste trabalho e com algumas das pos
sibilidades de pré-condicionamento apresentadas na segﬁo 4.

O primeiro exemplo analisado foi um portico plano quadricu-
lado com reticulo de 1,00m, sendo no total 4 reticulos em cada
direcdo. O mddulo de elasticidade adotado foi 300 MN/m2, a area
da secgado transversal das barras 0,5m2 e o momento de inércia
0,05m*. O nimero de equagées.é igual a 60, sendo que a matriz de
rigidez apresenta uma banda, cuja semi-largura é 14. A matriz @&
esparsa com coeficiente de esparsidade 0,304 (nimero de elemen-
tos nao nulos/niumero de elementos dentro da banda) . Na tabela 1
abaixo estio apresentados o nimero de iteragSes necessarios até
a convergencia para diversas estratégias. O programa com O méto-
do dos gradientes conjugados recebeu o nome de GRACON e o com O
m3todo quase-Newton o nome de BFGS. A opgao de pré-condicionamen
to & indicada na primeira coluna através do nimero da expressao
no texto. No uso do programa BFGS foi adotado um numero ilimita-

do de atualizagoes.
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Tabela 1. Exemplo 1
Matriz B - . . lemscow. | - E5es
| 43 43
—(15) 37 37
7———(—]m__6#)7)_ ne de blocos = 15 27 27
| (16) ne de blocos = 10 29 29
_r—zig;"JﬁQ de blocos = & 27 _ 217
(16) h? de blocos = 2 17 -i7 K
(12) 37 37
(17) 16 16
(18) y¢=5% 9 9
i (18) ¢=10% 12 iZ
(18) v=5% + (l6)com 2 blocos 12 1

Pode-se concluir da tabela 1 que as opgdes do tipo (18) sao

A
as mais eficientes. A ultima linha mostra a eficiencia da combi-

nag3o de (18) com (16). Os dois métodos iterativos foram total --

mente equivalentes como pode se aferir da mesma tabela. O coefi-

ciente de esparsidade para as trés ultimas linhas foi igual

a

0,494, 0,394 e 0,411, respectivamente.

A seguir renumerou-se os nds do portico em forma de caracol,

obtendo-se uma semilargura de banda igual a 41. Os resultados
sao apresentados na tabela 2.
Tabela 2. Exemplo 2
Matriz B GRACON BFGS
: 1 43 43
{isy. 37 37
(16) n® de blocos = 10 30 30
___(16) ne de blocos = 27 27
_18) ng deblocos = 2 1 &3 __23
_2) ALY ks SR 56|
(n 17 LY
(18) #» = 5% 8 8
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A menos da opgado (12) os métodos iterativos foram equivalen
tes. Novamente a opgao (18) mostrou-se a mais eficiente. A tabe-
la 2 mostra que as opgdes nio sio muito sensiveis a renumeragoes,
ao contrario dos métodos de eliminagao.

A opgdo (12) teve um péssimo desempenho mostrando que para
aproximagdes do tipo {14) a subestrutura nao & vantajosa. Conclu
sao semelhante foi apresentada em ﬁﬁ] 4

Finalmente foi analisada uma viga em balango de 25,00m de
comprimento, dividida em 25 elementos iguais ao dos exemplos l e
2. Este @ um problema que nao pode ser resolvido em precisao sim
ples em computadores do tipo IBM, Burroughs e UNIVAC. O nimero
de equagées & 50 (os graus de liberdade horizontais foram supri-
midos) e a semilargura da banda é 4. Os resultados sao apresenta

dos na tabela 3.

Tabela 3. Exemplo 3

Matriz B GRACON BFGS
I o 81 50

e (15) 79 51
(16) n9 de blocos = 13 57 48
(12) p 3! 73
(18) ¢ :—5% 9 8
__—(Ig;;;ggi+(16)com 13 blocos 91 48

A aplicagio dos métodos iterativos num problema mal condici
onado nos revela gue o método guase-Newton BFGS tem em geral um
me lhor desempenho e que a opgao (18) é sensivelmente mais efici-
ente. £ interessante notar que as outras opgaes testadas pouco
trouxeram em relagdo a opgdo B = I. Finalmente deve-se salientar
que os erros de arredondamento fizeram que neste exemplo o nime-
ro de iteracdes necessdrias até a convergéncia fosse superior ao
nimero de equagbes em varias opgoes.

Observacio final: todos os exemplos aqui mostrados foram
calculados no computador CDC-CYBER 170/750 do CTA.
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6. CONCLUSOES

0 trabalho apresentage.compara dois métodos iterativos para
a solugao de sistemas de equagoes lineares em engenharia estrutu
ral, o método dos gradientes conjugados e O método quase~Newton,
BFGS. Experimentos numéricos preliminares mostram a equivaléncia
destes metodos, com a excegao de um exemplo mal condicionado on-
de o método guase-Newton & superior.

Além disso vyarias formas de se pré-condicionar o sistema
siao apresentados e discutidos. Nos experimentos numéricos a fato
ragdo de Choleski incompleta combinada com blocos diagonais mos-
tra-se como uma alternativa eficiente e que combina o uso de to-

da capacidade da memdéria central combinada com processamento pa-

ralelo.
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