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cArITULO I

INTRODUCAO

1.1 = Apresentaqgo do Problema

0 problema de Milne, um dos mais antigos problemas de transpor
te, quando considerado em tela;;o a uma populagao de neutrons, recebeu es

pecial atenggo com o Projeto Manhattan, durante a Segunda Guerra Mundual,

Trata-se essencialmente, de calcular a distribuicao estacioni~
ria de neutrons em um seml-espaco infinito x > o de um meio espalhador, e
absorvedor ou nso, onde & mantido um fluxo de neutrons devido a presenca,
neste meio, de uma fonte, no infinito. Os neutrons atravessam a fronteira

o = = L4 .
com 0 vacuo e nao retornam; nem ha fontes no vacuo emitindo neutrons para
dentro do meio,

Sendo um problema de transporte, pode ser enunciado rigorosa-

mente utilizando a equagao de transporte de Boltzmann, suplementada com

condigaes de contorno adequadas.

A equacao geral de transporte de Boltzmann e bastante dificil
de ser resclvida, mesmo com os grandes computadores j5 existentes, Assim,

muitas simplificagaes fisicas e matematicas foram feitas e varios méetodos

aproximados foram propostos.

S0 em casos muito especiais, quase ideais, uma soluggo exata e
explicita pode ser obtida e, assim mesmo, no caso monoenergetico e, muito

recentemente, com dois grupos de energia.

No caso monoenergetico = populagEo de neutrons todos dotados
de um mesmo valor para a veloclidade escalar - o problema de Milne se tor~
na mais simples e os resultados podem ser usados para dar uma ideia de co
mo se comporta uma populagao nao monoenergética de neutrons num dado meion,
No caso polienergético, o problema se complica e a dependencia energetica
da distribuiggo de neutrons tem sido levada em conta, atraves de métodos

de desenvolvimento em polinomiocs de Laguerre, Tschebycheff, etc,

Outra teoria muito usada e a de multigrupo, onde a distribui-

cao continua energética dos neutrons & substituida por uma distribuicao



% L ot
em intervales diseretos, ¢ og parametros nucleares sao obtidos por mediawn

o -
adequadas sobre cada intervalo.

Quanto a dependgncia angular o tratamento matematico e bastan-
te complicado e, s0 no caso simples monoenergético, em geometria plana,po
de ser obtida uma 301u§§o exata e explicita. Varios metodos aproximados
foram propostos, € os mals usados 830 o8 métodos polinomiais, principal-
mente o das esfericas harmonicas e o método das ordenadas discretas, este
equivalente ac metodo de multigrupc usado para tratar a dependencia ener-

getica da distribuicao dos newirons,

Outra dificuldade grande na resolugZO da equagZO de transporte
de Boltzmann e determinada pelo nucleo de espalhamento; a nao ser num ca-
so totalmente ideal, em que a aecggm de choque total e constante, isto e,
independente da enevgiz, onde entao, a possivel se reduzir a scluggo do

o N - " «®
problema polienergetico a solugav de problemas monoenergeticos.

Com todas estas dificuldades na obtencso de uma solugao expli-
cita paras a equagga de &ranspoﬁt@ de Boltzmann, o problema de Milne poli.-
energético & extremamente diffcil de ser resolvido. No entanto, a soluggo
completa deste problema, ou seja, a detefminaggm da distribuiggo energéti
ca e angular de neutroms, e muito importante., Em particular, poder-se-ia
determinar a influencia da fromteira sobre o espectro energetico e angu-—
lar de neutrons, influZncia esta da maidﬁ importancia, mas até agora $0--

=
mente considerads ne caso monoenergetico,

A teoria - ou melhor = a aproximagza de difuszo para estudo da
distribuiggo de neutrons num dado meio, também tem sido usada comumente;

teoria esta que & sabido falhar em proximidades de frontelres.

Supondo conhecida & solugso completa do problema polienergeti-

co de Milne, poder-se~las

aj determinar a distancia extrapolada com muite wals rigor que

>
no caso monoenergetlicos

o2 . o
b) estudar, o gque e muito Importante, a deformacao do espectro
o o < )
energetico por causs dos fenomencs de absorcac e fuga; este estudo nunca

fol feito de maneira sistematica:

¢) fFazer um sstuds sistematico da digtribuﬁggﬂ egpacial dos



neutrons levando em conta o8 translentes do fluxo real perto da fronteirs.

Como se sabe,o fluxo obtido pela teoria de difusdo & o fluxo assintotico

e esta teoria falha nas proximidades de separagZO de melos diferentes;tan

bem este estudo ainda nao foi feito.

No caso monoenergético, ou com teoria de difusao, todos estes
efeitos foram estudados; mas nso no caso em que sao levadas em conta oz
dependencias energetica e angular da distribuicaoc de neutrons. E isto,de-

vido a todas aquelas dificuldades jg expostas,

1.2 - Revisao Historica

0 problema de Milne tem sido tratado extensivamente no casc mo
noenergética e sobretudo para meios nao absorvedores. Isto devido as difi
culdades na resaluggo da prgpria @quaqgo monoenergética de tramnsporie de

Boltzmann.

@ & £y
So ultimamente os autores tem procurado resolve-lo para wmeios

- -
com absorc¢ao @ especialmente para o caso pollenergetico.

Solugges exatas desse problema foram apresentadas por Placzek
e Seidel /3/, e Placzek /4/ em 1947, Entretanto, estes autores consideva-
ram o0 casc bastante simples em que os n?u@rons tinham todos uma mesma e-
nergia, ou seja, caso monoenergatico; e alem disso supuzeram o meio wnao

absorvedor, espalhamento isotropico.

Ainda em 1947, Le Caine /5/, fazendo as mesmas simplificacoes
acima mencionadas, resolveu o problema de Milne pelo metodo variacional,
Embora seja uma saluggo aproximada, apresenta uma forma analitica simples

o que facilita a obten§30 de resultados numericos.

Pouca eontribuigﬁo foi dada depois disso ate o problema ter 81
do retomado, em aproxima§ges de Teoria de Transporte, e com dependencia e
nergética para a se@ggm de chogque total, nos trabalhos de Conkie em 1959
/6/ e de Nelkin em 1960 /7/., Conkie admitiu nucleo de espalhamento aniso-
tropico, usou o metodo das esfericas harmonicas para a dependencia angu-
lar, tomands somente a aproximaggo P19 e desenvolveu a dependéncia energé
tica em uma sarie de p@limgmias de Tchebycheff, Nelkin comsidersu o espa-

@ -*> o
lhamento isotropico e extendeu ao caso polienergetico, o metodo variscio-
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-
nal usadp potr Laeloine om problemas munosherpeticos. Ambos supuzeram o meio

nao absorvedor.,

A partir de entﬁo, outros trabalhos apareceram, onde o proble~

ma de Milne polienergetico era considerado.

Kladnik e KuSter em 1961 /8/,ainda para meio nao absorvedor es

tenderam,ao casc anisotropico,o método variacional que Nelkin havia usada

Em 1964, Eisenhauer /9/ resolveu numericamente o problema de
Milne, calculando a soluggo da equaggo integral de Boltzmann pelo progra—-
ma THERMOS para computador. Considerou meio sem absorggo, espalhamento i-

sotropico usando quatro modelos diferentes para o nucleo de espalhamento.

Tambem em 1964, Williams /10,11/ apresentou dois trabalhos so-
bre o assunto. Em ambos admitiu meio nao absorvedor e espalhamento isotr§
pico. No primeiro trabalho, usou o método exato de Wiener e Hopf, e nu-
cleo de espalhamento separavel simples; no segundo trabalhou usou o meto-
do de perturbaggo para calcular o erro introduzido pelo uso de um nucleo
de espalhamento nao realistico; nesse trabalho utilizou o nucleo de espa-

lhamento de gas livre de massa 1, e o programa THERMOS,

Novamente, em 1964, Conkie /12/ estudou o problema de Milne.
Desta vez procurou uma solugEo analitica mais simples que a encontrada em
gseu trabalho anterior. Para isso, admitiu um meio sem absorgso, espalha-
mento isotrapico, tomando o nucleo simples de espalhamento usado por
Williams, e resolveu o problema para o caso monoenergético. Usou o metodo
das esfericas harmanicas tomando a aproximagio Pl' A equaggo obtida foi
estendida ao caso polienergético sendo a dependancia energetica desenvol-

vida em polinsmios de, Laguerre,

Ainda em 1964, o problema de Milne fol estudado por Kiefhaber
/13/. Entretanto, desta vez fol introduzido algo novo: Kiefhaber conside~
rou o meio absorvedor. Seus calculos foram feitos para a agua, tendo a
secgao de choque de absorcao sido incluida na seccao de choque total da
%yo 1. Considerou espalhamento anisotropico e utilizou o nucleo de espalha
me 2o de Nelkin, Obteve uma solugao aproximada para o problema usando pa-
ra a dependencia energética um desenvolvimento em polinomios de Laguerre,
e para a dependencia angular um desenvolvimento em polinomios de Legendre,

tendo calculado apenas para Pl'



Em 1965, Fevziger ¢ Leonard /14/ estudaram o problema de Miluoe
considerando: meio absorvedor com secgao de choque de absorcao seguinds a
lei 1/v; espalhamento isotrSpico e admitindo como modelo de niicleo de es
palhamento, o de gas pesado. Para a dependancia angular obtiveram uma so-
lugzo exata; quanto a dependencia energética, desenvolveram-na em um COn~

junto completo de polinomios de Laguerre,

Mika /15/, em 1965, usou o metodo denominado "expansio em mo-
dos normais’; comsiderou wmeio absorvedor cuja secggo de choque de absop-
cao & levada em conta atraves da secggo de choque total; admitiu espalha-
mento isotrgpiaw @ usou para wodelo de nucleo de espalbamento, o nucleo
simples separgvelm Obteve cupressces analiticas semelhantes Equelas para

o o
a aproximacac monoenaergetics.
p o4

Em 1967, a sm}mgga do problema de Milne pelo método de Wiener

e Hopf foi estendida ao caso polienergetico por Arkuszewski /16/. Neste

trabalho foi suposta uma absorcac seguindo a lei 1/vDh, e fol admitido es-
palhamento isotrdpico, tendo para nucleo de espalhamento o do modelo de
gas livre., As smluggﬁs analiticas obtidas nao sao simples; pelo contraric

sao de diffcil uso computacional,

Tambem em 1967, foi publicado um trabalho por Kallfelz e

Reichardt /17/. Obtiveram uma solucdo para o problema de Milne pelo méto-
do variacional, p@xgm para meios nao abéorvedores. Entretanto, este traba
lho foi muito interessante, pols foram usados nucleos de espalhamento sim
ples e tambem realisticos e os czlculos foram feitos para espalhamento i-
sotropico e ani@mtr3p1c0 linear, Concluiram que para nucleos simples, &
concordancia dos resultados pelo método variacional com resultados obti-

dos por metodos exatos era bastante boa, mas que isto j5 nao se dava quan
do usaram nuclecs de espalhamento mails realisticos; e portanto, para uma
descricao mals precisa da forma do espectro, principalmente o espectro da
fronteira, nao & suficiente se admitir nucleos com espalhamento isotropi-
co, e que espalhamento anisotropico linear deve ser incluido. Verificaram

- «? o
essas conclusoes straves das ewxperienclias realizadas por Beckurtz /18/.

O problema de Milne foi tratado, em teoria de dois grupos, por
Metcalf /19/.,em sus tese de doutoramento apresentada na Universidade de

Michigan em 1968. Adwitiu espalhamento isotropico e considerou quatrc va=



o 6 .

‘lores para a abaorgao do meio para o qual ele tomou a agua. Metcalf colo-
cou as duas equaqges resultantes da teoria de dois grupos em forma conve-
niente para analise numerica. Comparou os resultados numéricos obtidos
com o8 obtidos pelas aproximagSes Pl e P3; e concluiu que a aproximagso

£ - =
Pl nac e suficiente e sugere que pelo menos a aproximagac P, deve ser u-

3
sada. Concluil ainda que, quanto malor a absorgSO do meio, mals falhas fi-

cam as baixas aproximagoes,

Em todos os trabalhos mencionados fol utilizada geometria pla-

Nae

Na Conferencia sobre Teoria de Transporte, realizada de 20 a
24 de janeiro de 1969 no Virginia Polytechnic Institute, Blacksburg, Vir-
ginia, foil apreséutado um trabalho de Smith /20/ onde o problema de Milne
foi considerado em geometria esferica, Entretanto, a soluggo foi encontra
da para melo sem ab@@ﬁggog e fol considerado somente o caso simples mono~

energetico.

1.3 = Objetivo da Tese

Como se pode ver,o problema de Milne & importante, mas de solu
gzo extremamente diffcil, Isto faz com que seja ainda um problema relati-~
vamente em aberto, cuja solugao geral (dependgncia angular e energetica)e

explicita continua sendo procurada.

Solugges axplfcitas, mas nao gerais, e resultados numéricos fo

ram dados por Kiefhaber em 1964 e Metcalf em 1968,

Metcalf obteve soluggo exata para a dependencia angular, mas
por dificuldades matematicas so trabalhou em teoria de dois grupos para a
dependencia energetica. As dificuldades, como fol exposto na "Apresenta-
ggo do Problema®, aparecem jﬁ na prSpria solugEo da equagﬁo de transporte
de Boltzmann, ainda que esta para neutrons, se reduza a uma equagso Inte-

gro-diferencial linear,

0 trabalbio de Kiefhaber merece uma consideragzo especial, dada

a semelhanca entre seu tratamento e o desta tese,

Como nesta, tese, Kiefhaber considerou melo absorvedor, desen-

volveu a dependgncia @mergética da solugao em polinomios de Laguerre e 4




», ; )
angular em polinomios de Legendre.

No entanto, a complexidade das expressSQQ an&lfticas” devida
tanto ao nucleo de espalhamento anisotrépico que considerou, como, primci
palmente, ao fato de utilizar o metodo classico e nao o metodo Polinomial
Energético Angulavr, PEA, f1/, o qual sera visto no perimo capitulo, fegz
com que naoc fizesse um estudo sistematico dos varios pargmetros do meio

<
que influem, especialmente, no espectivro ensrgetico,

&
Em particulay, essa mesma complexidade fez com que limitasse o

tratamento da dependencia angular a aproximaggﬁ ?lg deixando assim de in-

a N Lad
cluir pos&fvei@ efeltos © camente de transporte, efeltos estes que se-

o =
rao tambem analisados nesta fese.

O metods PEA & um metodo polinomial, de bons resultados, que
permite a obtenggw de uma suiuggo explicita aproximada da equaggo linear

de transporte de Boltzmann, para neulrons,

A difevenca entre o método PEA e os demais métodos polinomisis
reside, essenclalmente, na @htemggn de gclugges mals compactas para a de-
pendgncia angular, ao meswo fempo que a estrutura das expressges que com~-
parecem sao tals que ovs calculos numéricos podem ser processados em compu

& L
tadores de medioc e mesmo pegueno porte,

Comeo Q@HQEngmci&” apr@ximagges angulares de ordem superior a
primeira podem ser consideradas, permitindo que se estenda ao campo dog
problemas polienergeticos analises detalhadas feitas, ate hoje, somente

w0
para o <aso monﬁmmfcg&ti@m

Um desses problemas € o problema de Milne, de bastante impor-

tancia, principalmente para a Fisica de Reatores, como ja fol mostrado.

0 objetivo desta tese & tentar dar uma contribuicao a solugao
do problema de Milne polienergetico, em melo absorvedor e espalhador, vi-

p -4
sando, em particular, uma melhor compreensac dos problemas fisicos envol-

vidos,

0 metodo utilizado sera o metodo PEA.

Nezte tese se pretende:

4 g -
da aprozimscao energetica nos espec~




tros de energls dos neutrons;

b) fazer um estudo sistematico da influencia conjunta da ab-
sarggm do meio, de efeltos de transporte e de fronteira, especialmente,no
b P N
espectro enevgetico, Efeitos de transporte poderao ser estudados, uma vez

ve a aproximacao P, sera consideradag
q p u ’{5 2

¢) analisar as diatribuiggeg espaciais do fluxo de neutrons,vi
sando determinar o influvencia da lei 1/v (da aba@yggﬁ) sobre o CoOmpoT L a-

mente do fluxo na fronteira:

d) estudar a influencis dos denominados transientes no fluxo

‘luencia da sbsorcac, no afastamento do fluxo

i~ X 2
i wssintoticog

,

oy o
) fazer um estudo sobre a zona de influencia da fronteira,ana

. o o < o @, y
lizando como wa o zZona em relacao a absorgac e em velacao a energia

dog neuvtronssy

e 2 ’ <
#) mostrar como € altamente Insatisfatoria a aproximacao P1 pa

. - &
ra a analise de fenomenos que ocorrem perto da fronteirag

h) determinar a distancia extrapolada com muito mais rigor que

P N anzp
no caso monoenergetico efou gue na aproximacao Plg
1) verificar como a absorcac influe na distancia extrapoladag

ey S
3) fazer uma analise sobre o comportamento dos auto-valores ob

9 » b o
tidogs, & a Influencia de alts sbsorcao scbre seuw comportamento,.

0 estudo sistematico, feito nesta tese, de todos esses itens,
permitirg dar uma primeira ideia da necessidade de se usar aproximagt';esp
angulares de ordens superiores as ate entac tomadas em calculos de fluxo,

e,em particular, no problema de Milne,

P wl? £
Tal estudo sistematico e original e sera tentado por enfase na
interpretacao f{sica dos resultados obtidos, mantendo-se, assim, a coeren

eia com o objetivo desta tese,. :




ITULO IX

PR

SOLUCAC DO PROBLEMA DE MILNE POLIENERGETICO

k)
4 Eguacao de Boltzmann

Seja wn semi-~espaco infinlto de um melo espalhador e absorve-

ez ¢ mantide um fluxo de neutrons por melo de uma fonte no Infini-

. " = A
pa neutrons qus avravessam a fronfelra com o vacue nan refiornam e nem

e N
no vacus zmitindo neutrons para o mefo.

£ g
0 que se propoe, nesta tese, e determinar &

nent

rong nesse welo, cujo fluxo tem dependencia angular e e~

ou seja, se propos resolver o problema de Milne polienergeti-

) " o 4 . - @ -3 -3 - b .
& funcao de distribuicao n(r,E,Q3t) e uma funcao de sete vari-

.%. %
vapresentadas por r, a enmergila E, duas angulares ve

o Ltempo €.

PR SRR g
w{r,Ey,f3¢) demecreve da maneira mais geral possivel uma popula=-

£

F o = a -
cac de nenirons, @ ¢ definids de maneliva que

£ dr dE dé ® pumero medio de meutrons que, no ingstan-
te t, no volume dgﬁ centrado ;g tem ener
glas entre E ¢ EHdE e cujas diraggas de
movimento estas no Engul@ aolido dQ cen~
trado em ﬁa

- 3 o =
Pode-ge, Cembem, definly fluxo de neutrons como

-t
s

-
CE.058) = wn

P
t=i

0 {I1.1.1)

i

onde v 2 & velocidade escalar do neutron de energia cinetica E.

el

Consldevando uma populacao de neuvtrons com energias entve E e
e -3 .
E+dE num elemento de volume d# centrado em v, no instante t, cujas dire-

as & o 2> s
¢oes de movimenio eetao no angulo solido df centrado em §), a equagao que

N P hid L
desereve o balango de neutrons desta populacao, sem fonte externa, e dada



por
{% n(z,E, d;t) == v x grads n(¥,E,8;t) = I_(F,E)ven(T,B,0;8) -
dE® i 90 ¢ '}’nh’fn'f ""6.
- E dan ZS(E99+E W/ r) ven(xr,E, Q5t) +
o o
bn 3 -+ - '
+ jde’ J an’ ZS(EQQ&%%Egﬁir) vgen{r,ig,ﬁvgt) (11.1.2)
o o
onde

Za(;,E) = probabilidade por unidade de percurso, para que nas vizirhan

=P
cas do ponto ¥ do melo, um neutron seja absorvido.

ZS(E,ﬁ*E99§”!§}dE§ dR' = probabilidade por unidade de percursc para
que um neutron com energila E e diregao ﬁwnaﬁ
vizinhancas do ponto ; do meio, sofra um cho
gue elastico apés o qual sua energia final
esteja entre E e E+dE e sua direcao esteja

no Engulo solido d9 centrado em 5.

EE(Egﬁ*E°,§7/;)dE' d2'.n(%,E,d3t)dV dE dQ v.dt = nimero de espalhamen
mentos em dV durante dt que lamcam neutrons

de dE dQ para dE° dQ',

Nao foram considerados na dedugEO de (17.1,2)
a) interaéges neutron-neutron

b) desintegraggo radicativa dos neutrons

c¢) efeitos qugnticos

Daf, o carater linear da equaggo de Boltzmann,

Nesta tese, o meio considerado & homogenec e isotropico.

£l L] -&A
Sendo homogeneo, as seccoes de chogue independem de r, e sendc
isotropico, hé'restrigges nas formas das dependgncias angulares das sec-

goes de choque, uma vez que as propriedades do melo aparecem, na equaggw
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de Boltzmann, atraves de seccoes de choque.

Assim, a dependencia angular de XS(E,ﬁﬁEw,ﬁ') 80 pode ser fun~
ao de § x 35, ou seja, do angulo 6 de espalhamento e nao da orientacac
¢ » X &

absoluta das diregges iniciais e finais do neutron.

Define-se a secggo de choque de espalhamento, neste casc, por

s i

Coion s S
Z’;;é U“ , L © i )

ig&E%Ei%ﬁiﬁiﬁﬂ) m~§; ESCE¢E@;§ x §8°) e tal que

%—J de' £ (E-E°:8 x 8°') = £_(E+E')
w b 8 8

<

Sabendo que a distribuigac de neutrons no problema de Milme e
uma distribuiggo estacionaria, e sendo o meio homogeneo e isotr(‘:p:l.cc»,7 a e

quacas (II,1.2) & escrita

T % grad%& n(?gE,ﬁ) + Z&(E) oven(g‘sza) +

Foo
o dE"I de" I (E—-E{d x 2".ven(¥,E,H) -
‘o bw
7o0
n-g? dE? f dn! zs(EV+E;§° x D) Vn(T,E', Q") = 0 (II.1.3)
Jo 4w

Integrando formalmente o terceiro termo de (I1.1.3) em relaggo

a d2" e depois em relacao a dE", pode-se escrever:

v x grad% n(?,E,ﬁ) + [ga(E) + XS(EE]Qv.n(ggE,a) -

- —-[ dE" I da' ©_(E'+E;0" x Dv'an(T,ELE) =0 (I1.1.4)
o bw ‘

onde ts(E) 59 entgo, a secggo de choque de espalhamento usual.

Comc o meio nac e mmltiplicador Ig(E) + Lg(E) ®» L(E) onde E(E}

e a seccao de choque total do meio,
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Entso, a equagaa de Boltzmann pore melo nac multiplicador, ho-

- o o -
mogéneo e isotropico, em reg’'me estacionario e sem fontes externas, e es=-

crita
v x grad? n(ggE,ﬁ) + E(E)»V.ﬁ{%,Eyﬁ) o
-5 rdE' J an' £ (EEE x Hovan@EL,E) =0 (LLS)
o by ,
Considerando geometria plana, (II.1.5) se reduz a
-8 . . .
w v enlx,Byu) + E(E) v a(x,E,u) -
1 . _
- jwdE' I dut Za(E"+E;uo) v (x,E',u') = O (11.1.6)
0 -3
onde
u = axT 3 u' o= AR | 3oug = R x8 = cos 8
Aplicando a definigao de fluxo atraves da formula (II.1.1) es
creve-ge

o
u 3;'@(X,E,u) + E(E) o(x,E,u) -

S |
- jwdn' J ‘dp' ES(E°»E;uO) O(x,E',u*) = 0 (11.1,7)
o -1

£a solugao geral desta equaggo que serao aplicadas as condi-

gges de contorno adequadas para o problema de Milne,

Sera resolvida pelo método PEA, o qual, pode ser encontrado

com todos os detalhes na referencia 1,

Por comodidade, sera tomado o valor minimo de 1/L(E) como uni-

dade de comprimento, o que torna as sec§3es de choque adimensionais,
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ey bt 2,
Para que © nucles de espalhamento Eq(E'»E;uO) seja fisicamente

. - «
aceitavel & precissc que

M(E') E_(E'+E;ug) = M(E) I_(E+E';u,) (11.1.8)

gendo M{(E}) = E e ', sendo E a energia em unidades de kT, com k a constan-
te de Bolgzmann e T & tempevratura sbsoluta do meio,

Esta igualdade decorre do principio de balango detalhado /24,25/
e garantz que pum meio infinito e sem absorgao pode se estabelecer uma

diﬁtribuﬁggw maxwelliana de @quilfbrio a temperatura T,

Convem, como sera visto mais adiante, simetrizar o nucleo
o L
Para isso, e introduzida uma funcao ¥Y(x,E,u) tal que

Pl Eyp) = YM(E) W(onpu) (I1.1.9)

A equacac (II.1.7) toma, entao a forma

§ .
" el 1 ey
o éi,@ixgﬁgu) + L(E) ¥Y(x,E,u) = J dE‘J du’ YM(EY) ES(EQ¢E§“0)
" | o ‘-1 M(EY
(11.1,10)
Chamando
: SN o = 34.&!‘3_2, [] o .
zag(E *E3 ko) M(E) EB(E *E’UO) (11,111}

&y

facil wer que X$8<E9¢E;uo) e simetrico desde que XB(E'4E;u0) satisfaca

principin de balango detalhado.

]

Ameim

. @ 1
bk Yx,E,u) + E(E) ¥(x,E,u) ~JdE'j du® I (E™E5u)¥(x,E0)
) -1 N

{(11.1.12}
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Desenvolvendo ZBS(E'¢E;po) em ums serie de polinomics de Legen

dre em u, e aplicando o teorema da adigac, tem-se

v 2p+l
Teg(EEsuo) = | &= 1 (E'+E) P, (o) (11.1.13)
p=o
com
& o ?
=P (u) P_(n) + 2 f Bt PN () PRy’ ‘
P (o) = B, () B (u") mwp'%%%mi*%_f P(w) P(u") cos m(4-¢")
sendo
- -
¢ e ¢' o8 angulos azimutais de fen
e

Pg(u) e P:(u') polinomiocs associados de Legendre

Como a integral em relagao a ¢' da somatoria para Pp(uo) e nu-
la, pois o meio fol considerado.isotrapico, tem—-sge

)

uos YO,E,u) + L(E) ¥(x,E,u) =

- 1
= ] 22+1 rdE' P (ET+E)P_ (1) j du' P_(u') ¥(x,E,u")
88 P P
p.o (o] ml

(11.1.14)

Uma situaggo mais realistica seria admitir, pelo menos, espa-

lhamento anisotropico linear; matematicamente seria tomar p =1

Infelizmente, por pequena capacidade de memoria e grande tempo
de calculo do computador disponivel, os resultados numéricos 86 foram ob-

tidos para espalhamento isotropico, ou seja, p = o.

Entretanto, dificuldades analiticasw utilizando-se ¢ metodo
PEA, para a obtengzo das expressges para espalhamento aniaotrSPico linear

nao existem; tanto e assim. que, as solugges para tal espalhamento se en-




contram dedusidas no epéndice 1,

Entso, supondo o espalhamento isotropico, a equagao (X1.1.14)
pode ser escrita

d
W “'5‘;: Y{x,E,u) + E(E) ¥Y(x,E,u} =

P fie

» 1
jdmv £ (EWE)I ¥ (x,E', 1)
'3 58 -1

(11.1.15)

uma vez que Po{uj} = 1

Desenvolvendo ¥{x,Z,1) em uma série de polinomios na energia,

gj(E), definidos por
g, (®) = E 1P () (11.1.16)
onde L§1) (E) sao poliﬂgmios de Laguerre de primeiras espécie9 tem~-se

Y(x,E,n) = ] £,(x,u) g, (E) (II.1.17)
J=o

0s polinomios gj(E) formam um conjunto completo e ortonormal.
i
Entao,

2 |y =
vy Eéo fj(x,u) gj(E)t] + L(E) } fj(x,u) gj(E) -

j=o

e 3 @
- l g - [ (o] '+ 1] ¥
5 LdE leu Log (E'E) jgo fj (xyu’) By (E®)

Multiplicando pox gk(E) e integrando entre o e +=, tem-se

) Sy ¥ oy £y Cxaw) ¥ ¥ £, (x,u) I

dE g (E) L(E) g, (F)
i=o

(o]

b 1
1 o ,
-3 zof:§ﬁ g (E) I:dz' Igg (E'E)g, (E) I,ld"' £ (x,u')
| (11,1,18)




pois, pelo proprio carater dos polinomios g4 (E),

g (E) g, (E) = &
Ek 3 K

Fazendo

g f:dE gk‘(E) L(E) gj(E) (11.1.19)

@gj = raz«; g (E) rdE' z:s(E'-&-E) gj(E'), (11.1,20)
(o] Q

&
ve-ge que

A primeira dessas duas igualdades e imediata; a segunda decor-
re do fato de ZES(E'*E) ser simétrico. Dal a vantagem de se ter simetriza

- -
do o nucleo de espalhamento, como ter-se-a ocasiao de notar mais adiante,

A equagzo (I1.1.18) toma, entao, a forma

=) (<4 ]_ L .
2 - L 1§ o° '

(11.1.21)

Numa aproximagao qualquer de ordem L para a dependencia energé

tica, que depende, como & natural, de cada problema especifico, tem-se



(11.1,22}

Km0, 1, 2, o o 0,h

Ou, escrovendo Ao v forms matricial

2| LY a5 e
i W B Wimaulr = u' e PRTR S
L | (1) 7 | B {51
e},
(1Y¥.3.2%)
onde
E@F1 matriz guzdrada de {i41) e simecrica de elementos ij
e ¥
E§§3 matrls quadrada (141) e simetrica de elementos a°

ik

EIJ matriz

ﬁf(xgu)> vetor, W

{141} de elementos gjk

de opdem (L41) de elementos fj(x@u)

Tem—-se, ainda, unw

&@ng -4iferencial, mas apora, de

< P
@quagoes independentes da eu retanto, ainda e um sistema de di-

ficil solucao, uma ves gue, &

do vetor |f(x,u)> estao acopla

[V1e [eo,

o~ o
glatena, pode-se transforma-lo

<® p
das atraves de maty

Para facil

em um sistema de equagoes atraves de um desenvolvimento ew

serie de p@lingmi@a ds 1

Seja, entas

o

{11& 1@ 2&:\})




i, . m
sendo Eﬁméﬁx)i& wie vetor, matviz ccluna de ordem (L+1) de elementos Aj (x),
m = @9 19 «E@ s & © p o g ‘

Substitulndo (LI,1.24) em (11.1.23) obtem—se

5 v 2mil / © 2mbl e R
o z =5 ?m{m} |a" () > +Z == LVJ Fm('g,z} A (x)> =

Fiatte) meEo
i (1 s P Zuwtl . TR 25

Multiplicando pov Pu(u), integrando em relagso a du e lembran-

do que
2 )
i : ¢ 9 ¢ G e
émj pm(lib P;f\(u ¥ du Skl Sm,n
tem=se
s g w Zmﬂ.fi‘ l ® m
,X N ja (=) > = j Pa(udu P_(u) du + ¥ 6m,n [V]la"x)> =
=0 -1 m=o
H
o 1 1
s 2ortl e oerym ' .
-7 1 S leelle (x)>L1Pn(u) du Lli’m(u ) du

A equacao (I1.1.25) pode ser escrita

, 1
N
;jgi*;% Lll’n(u)u B, Cnddu +[V][4% e <[] ]a"ps

nﬁ'l,Z,.o.,w

Para o primeirc termo do primeiro membro da equagao acima, uti

o 8 &y Py
lizs~sa o formula de recorrenciz pars os polinomios de Legendre

{u+l) Pwlim 4+ n Pﬁm.l(“) w (2ndl) u Pm(u)
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-
e entao

. 9 m 1 e n =i .
§ 2 g T o,

m+1) <= |4 (o) >+ %iA““’l(x)w(zmn{Evj -[a9] SH’O}IAn(x» =0
(II.1.26)

n=0,1, 2,060, ®

Se, anﬁlugamente ao caso da dependancia energética, for consi-

derada uma aproximag§0 de ordem N para a dependencia angular, tem~se o

sistema de equagoes diferenciais

(1) %iAm+1(x)>+g‘-3% An-l(x)>+(2n+1){l:v:] —Ei‘f_]&n o}|An(x)> =
no,lgoo oﬂ“l.
3
N2 | s + (2w) [y]JAN(x)> -0
n =N
{ ‘ (11.1.27)

Assinm, tambgm, como para a dependancia energética, a ordem N

da aproximagao angular dependera de cada problema especifico.

Uma tentativa de transformar o sistema (II1.1.27) em um sistema

de equagoes algebricas & atraves de

nk/v

[A%(x)> = e |a% () > (11.1.28)

Neste caso, tem-se o sistema

(n+1) |A“+1(v)>+nIA“-"l(v)>-(zn+1)v{[jz] -[a5)s o}lA"(v)> =0
*' ) nmoglgoeena’l

Nja¥ L (v)> - e [V]]aAN (v > = 0 .
; (11.1.29)
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L L)
onde v e um parametro a ser determinado,

Se existirem v que satisfagam (I1I.1.29), entac, tem—se um sis-

tema algébrico de (N+l) equagoes, mas cuja solucao ainda esta dificultada

pelo acoplamento das equaggee, atraves das matrizes naoc diagonais Eﬁ] @

(e, |
Como [Vj e ]___0,0] sao matrizes nao diagonails de ordem {(3+1) (L+D)},

seria necessario determinar as ralzes de um determinante de ordem

{(N+1) (L+1) }, ou seja, calcular um determinante de {(N+1)(L+1)}? elemen-
tos.

A diagonalizagao de [_-V] e[:&"] simultaneamente preservando o ca
rater diagonal de [ﬁ:]ngo e possivel.

Escolheu-se, entao, a matriz EFC]para ser diagonalizadaje a ra
zao de tal escolha, & devida ao fato de que, para o caso isotrSpico,[ﬁﬁ:J
s0 "mistura" as componentes do vetor |A°(v)> enquanto que [j{],"misturd'cg
ordenadas de todos os vetores |A°(v)>, IAI(v)>, e o o ,IAN(v)> 0 que com-
plica muito mais a solucao.

Alem disso, ap&s a diagonalizagao de [}CJ, a nova matriz diago-
nal [ﬁ] obtida nao "mistura" mais todas as componentes dos vetores acima

mencionadas, e apenas multiplica as componentes respectivas desses veto-

res; e isto faz com que se obtenhs um sistema de equagoes matriciais, de

-
mesma estrutura que para o caso monoenergetico,

No caso de espalhamento-anisotrapico de qualquer ordem, a esco
lha da diagonalizaggo de [Y] e ainda mais drﬁstica, pois seria impossivel
ge diagonalizar simultaneamente n matrizes [ﬁ@] e ainda preservar o cara-
ter diagonal de [?:];

| Esta preocupagzo pela anisctropia no espalhamento e justifica~
da desde jéa pelo fato de que se pretende leva-la em consideragso em tra=-
balhos futuros; e como jﬁ foi dito, o espalhamento isotropico foi o admi~

tido nesta tese, apenas por questSes de capacidade do computador utiliza-

do.

Entao, sendo [V | uma matriz gimétrica pois

A/

kg " Vi T L By (B) T(E) gy (B) dE



existira uma matriz ortogonal ]3:] tal que

ST V1 51- 0]

onde [U ] & uma matriz diagonal.
Como [a® ] &€ tambem uma matriz simétrica pois
o - ® o
agy = .z;j = LdE g (E) LdE' Log(E™E) g, (E")

com

o v . '
zss (E°+E) zss (E+E')
entao, a transformacac de similitude

[T L] [5]= v

. 21 .

(11.1.30)

(11.1.31)

fornece a matriz ainda simetrica Y° k. £ interessante notar que [y nao
q

geria simetrica se [bq]_nao o fosse. Portanto, mesmo apos a diagonaliza-

ao de [V | se continua operando somente ‘com matrizes simétricas, o que &
€ » q

de grande vantagem computacional,

Definindo o vetor |B"(v)> através de

T A s = (57>
o sistema (II.1.29) & escrito

7

NBY L v)> - (2w [T [BYv)> = 0

L

(11.1.32)

(nt1) | B (v)> + n]B™ L (v)> - (zn+1)ﬁ:vq]~[§y€]sn o}'Bn(v)>-O_

4 n-o’ 1, 2.....“"1

(II.1.33)




onde agora E}i]é uma matriz diagonmal e [ y°] € uma matriz simétrica.

Nesse sistema, as componentes dos vetores |B“(v)>,

s & “w -
noe 0, 1, o » ¢ N, nao sao acopladas entre si devido ao carater diagonal
da matriz Eﬁ ; existe apenas um acoplamento entre as componentes do ve-

tor ﬂﬁﬂ(w)>9 introduzida pela presenca da matriz E}§] N

0 sistema homogeneo de (N+1) equagoes, acima, admite solugao
NnAo trivial, se e somente se o determinante, AN+1([§§3), dos coeficientes

for nulo.

Supondo que tal solugso exista, pode-se construi—la, /1/, atra
ves da seguinte combinaggo linear de polinSmios de Legendre P, e das fun-

coes de Legendre de segunda especie Qe

20> = {Pa (D - vy (BT B o> (11.1.34)
onde

iy (B = (BT T - au(BI)
i (BFI =0 e wlED) =1

Tanto os P como os Q, estao definidos na referencia 26, e |BO(v)> € um

vetor totalmente arbitrario.

0s v permitidos para que o sistema (II.1.33) admita solugao

ngo trivial, sao as raizes da equaggo

by (T = 0

Apesar de a matyriz Eﬁj ser diagonal, ter-se-ia que calcular um
nimero muito grande de valores, mesmo para aproximagaes de ordens baixas,
pols ‘A{v) e um determinante de ordem {(N+1)(L#+1)}. Isto significa que te-
rism que ser calculados {(N+1)(L+1)}2 valores, o que ainda com o uso de

computador seria desinteressante,
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Prova-se, emntretanto, /1,27/ que as condigoes

b (BT =0 e | N+1(\»)> -0

sao equivalentes,

Entao, a solugzo geral do sistema (II,1,33) & dada por(1L1.34),
onde o8 v permitidos sao as raizes de

[Byeq (DO = w (U] [vy9]| = 0 (11.1.35)

A equagao acima eliminara a arbitrariedade total do vetor
]Bo(v)>, ficando apenas uma componente arbitraria, o que possibilita a in

trodugao de uma condigzo extra, conveniente a cada problema particular,

Tem-s2, agora, apenas que se obter as raizes de um determinan-
te de erdem‘(L+l) e nao mais, um determinante de ordem {(N+1)(L+1)}; e
além disso, tem-se que obter as ralzes de um determinante de uma matriz

simétricag 0 que & extremamente conveniente do ponto de vista computacio-
nal f29fo

Se vg sac as solugSes de (I1.1.35) e Bpp n =1, 2, . o ., ,L¥1,

sao 0s elementos diagonais de [3{] » pode-se escrever (II,l.34) como

L

B?(Vg)mkg Pn(B )ajk mzow 1(ij8)6jm {(VQYO)}mk BZ(vs)
: _ (11.1,36)
onde 08 Bi(vs) sao determinados pelo sistema,
v (o]
kg@ Pre1 (B38) 85 m_o WnGvg)ds {("s" )}mk Bp(ve) = 0
(11.1.37)

Devido ao carater linear da equaqgo de Boltzmann considerada e
dasg transformagses efetuadas, a solug;o geral que se obtem, numa aproxima
gEo (N,L), para N Impar e L qualquer & dada por
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(N+l)(L+l)
_#(x,E,u) = M(E) gf)Ap(+v )eif’vs +
otte Lr 3

+ cf Ag(vvs)eﬂ/v{] 28 p (w) g4(E) (I1.1.37)

Foram tomadas as aproximagges {mpares para a dependancia angu-
lar, pois neste caso, qualquer que seja L, nao existe raiz nula, o que no
caso monoenergético ja introduz uma serie de dificuldades. Além disso, as

raizes sao, entao, aos pares, em numero de %(N+l)(L+1) pares.

As constantes Cs sao determinadas por condigSes de contornoc e

IAP(*v8)> = [s] IB“(*vs)>.

I1.2 - As Condicges de Contorno

As condicoes de contorno impostas pelo problema de Milne a so-

lugao geral da equacao de Boltzmann, (II.1.37), sao

N L
1. lim 8(x,E,m) = ME{ § T [cf” ’A (~v1)e *"*El—zl‘-ﬂrn(u) ®

Xre : n=o, j=o

(11.2,1)

isto e, para x+=, 80 existe contribui¢ao do termo e*/¥1 onde v, € a maior

raiz

2, ¢(0,E,u) = 0 para pyg solugses positivas de PN+1(u) - 0

(11.2,2)

- ~ r. -
esta e a condigao de contorno de Mark, que para o caso monoenergetico se

encontra apresentada e discutida por Davison /2/,

~ ~
Em certos casos, a condicao de contorno de Mark traz um melhor

resultado que a de Marshak /2/; em outros casos e o inverso que acontece.

Nesta tese, nao houve a preocupag;o de se examinar qual seria

-

a melhor condig;o para o problema em questZo; isto porque o interesse e
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centrado em verificar, qualitativamente, a influencia conjunta da absor-
cao do meio e da fronteira especialmente no espectro energetico, traba—
lhando com um formalismo (aproximagao P3) que ja permite visualizar efei—

tos tIpicos de transporte, como ja foi mencionado no infcio desta tese.

Mas sera assunto de estudos futuros, saber qual das condigges
de contorno se aplica melhor ao caso,

Pela primeira condigSO de contorno, conclui-se que

Pao,cfm0, 00, cfm0 onte 5= lawnasn;
(I1.2.3)

e pela segunda

' 1
N L (N1 (L+1)
¢(0,E,u) =A(E)Y ) 7§ 2 ) [:("')A (+v g]?‘“ Lp (ui) (Ex+

n=g j=o gs=]

N L
+ 1 1 [e e ﬂz‘;ﬂ P, (ug) (B} = 0 (11.2.4)

n=o0 j=o

onde uy sao as raizes positivas de PN+1(N) =03 4 =1, 2, ¢« o o %(N+1),

pois sendo N fmpar, P N+1(u) e um polinocmio. de grau (N+1), par e, portanto,
tem —{N+1) raizes positivas.

Lembrando que

multiplicando (I1.2.2) por gk(E) e integrando em relagso a dE, tem-se

1
N L (1) (L41)
;Y 2 i [(+)A G’"sﬂ Jk Zn;—l (u )+

n=g j=o g=]1

N L
+ 7 9 c(°)Ag(~vlaaj 2 p (uy) = 0

nw=o j=o
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- -~ ! o LY
Comoe os unicos termos que existem na somatoria em j sao os pa-

ra j = k, resulta que

1
N =(N+1) (L+1)
A — E:("’"Aku {]2“"1“ ) +

n=g gzl

+ Z of Ak( v :i s Po(uy) =0 (11.2.5)

n=g

11,2,,000,,%-(1\!4-1) e Kk=0,1, « o o , L

Fazendo K = 0, k = 1, . . .3k = L, obtem—-se para cada y; um sis
tema de (L+1) equagoes a {—(N+l) (I+1) + 1 incognitas C( ) §+),.®, C§¥7

e cf™) onde 5 = T(W1) (1),

Mas, cada uma das equagaes do sistema deve ser satisfeita por
ui, = 1, 2s s o o (N+1), e portanto, o sistema contem-—(N+1)(L+1) e-
quagoes a ~(N+1)(L+1) + 1} incognitas.,

Uma das incognitas e, entao arbitraria e pode ser determinada
por condigao de contorno aproprliada a cada problema particular; por exem-
plo, por uma condigao de fonte, ou aindaﬂ se se trata da distribuigao do
fluxe no moderador de um reator, a constante arbitraria pode ser deter-

rminada pela potencia do reator,

Lembrando que, numa aproximagso de ordem N

IAN(VS)> = [ﬁj IBN(vS)>

tendo sido Vg determinado por

[Py (BUD) = W (BT v5] | = 05

e que

2> = [ (B - ¥, (B BT 18°)>




L) dl&f?&bul“ﬁ@ do fluxe de
pelo problema de Milne,

. Ll - Wy
neutrons, com as condigoes de contormo(I¥.2.1)

(11@2@2) impostas fice totalmente determinada,

3 =
Sua expressss analitics &

P .
N DO N .
ol g 4 A {43 n 3
LTSRN aa,fﬂfM‘i’m by E 2 ch “Z)An{m%’vm)@ QN@ égji? {u)g (E)+
’ > s "am:.—sm:awxn g}; j £ 2 n j
vl Bl =l -
T {m o
S . 9 _
+ 7 3 @@3 d i ey ve ‘”‘f“’*g i;& P (n) g, () (11.2.6)
Ty JRg e e ]

o
gpaliticanente, o problema de Milne,

Isto @ﬁwﬁwwﬁm a dize
w o L, o5 P - .
poliensrgetico & com @@ps dencia angular, proposto nesta tese fol total-

- o b o
mente resolvido; & o método usado fol o metodo PEA J1/

s o s ~ \‘“a 3 o
I¥.3 =~ Distanciaza Extrapslada

Define-se fluxo integrado #{x,E} como a integral em relaggc a

y de #{=z, B, uj.
4 expreseas geral para o fluxo integrade no problema de Milne

i

sbtem-ge & partir de (11.2.6)

{4) o(+ ) =% fvg o, (E) +

{v&,
3

fon

’L - 7 ?" - ™
+ ] %ﬁii”‘}@fg@w)@%/vl 8, (B} (II.3.1)

Separando a a@mhughmfgam referente aos dois maiores auto~valo-

tes fyy, Lem-se
¢

§g} vy e Kfvlacg”) ?(wwl}e%ijl gj(E) 4

4

Sin, Ey= m(ﬁ‘?ﬁg

i

jrgy ber

Ev;‘?”%(wg}m x/v é gy (8) (11.3.2)




£ claro que se vi & o maior auto-valor, a contribuigso para o
fluxo integrado longe da fronteira e devido aos dois primeiros termos; e
a regiEo denominada assintatica, e a parcela do fluxo integrado devida s§

mente aos auto-valores *v; e usualmente denominada de fluxo assintotico.

0 fluxo assintotico é dado, entao, pela expressao

o (x,E)y= M(EY {] [§f+)A°c+v1)e x/“‘1+cf )A;(-vl)e+X/v€]ngD

o m j
(11.3.3)

As demais contribuigaes com vy < Vi, (1 2 2), decaem mais ou
menos rapidamente, traduzindo a influancia, no fluxo integrado, dos deno-
minados transientes devido a existencia da fronteira com o vacuo, ou se~

ja, uma superficie de descontinuidade do meio,

Pode-se escrever, como vj}> vj (3 2 2), que

¢1nt = ¢ass + ¢trans. (I1.3.4)

onde

¢int e o fluxo integrgdo e

-'x/\)z
d,trans. o 0Ce )

A distancia extrapolada x, e classicamente /2/ definida atraves

da equag§o

Ou seja, considera-se somente a parte assintotica do fluxo in-
tegrado, valida como boa representaggo do fluxo integrado real, somente
na regiso assintotica como valendo em todo o meio (especialmente ate a
fronteira), e determina-se uma abcissa (- x;) onde o prolongamento anali-

tico de @ass do meio se anule,
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e problemss praticos, comoe poy w&&my&ww multos de Fisica de

" o . “s
wente =m veatores de gramde porte, a reglao assintotica

i P 4 - o b
s a reglao onde o fluxe integrado real e o fluxo assinto

tico diferem @ wuito p@qm%na da crdem de aipuns caminhos livre-medio fun=

re 2 fromteira,

zando a distancia extrapolada, facilita-se enormemente o

o

catabelecinents de condlc

o= i . . . @
de contorno para o calculo do fluxo assinto-

tico gue e praticamente o existente em todo o nucleo de um vestor nucle-

ar. De fato, AMW@PW&@ somente que @ﬁgg se anule em (= x@)&

RN e I, . - :
G@m@ éA {u)» = %A“me)}l entao de (11.3.3), fazendo @§ ) w §

F

& ums cometante arbitravia, tem—se

‘ﬁ§€“; . @"’”2%5%}/3’%
ve " gadT
- b o {5 -
o ME:ZR (1T.3.4)
Com

oG PATHA & di@&am@iﬁ extrapolada, as . formules

> pars Fg sao as mesmas. O que se altera e o valor do

e
=

nee diversos pontos, e pars valores diferentes da ener—
RCy
que & constante Oy } tenhs valoves diferentes para as g-

2 e o0
{1X.3.4) para o calculeo da di ancia extrapolada & 2

v & Leonard num trabalho teevico DOT eles escrito fi4/.




CAPTTULO ITT

MODELO DO GAS PESADO E DESCRICAO DO PROGRAMA FORTRAN

P - -~ '
Para obtencao de resultados numericos, e preciso que seja esco-
“ -
lhido um modelo para o nucleo de espalhamento e se saiba como varia a sec

cao de choque de absorgao.

Admitiu-se que a secggo de choque de absorgZo segue a lei 1/v,

isto e
;@
Ea(E) = {111.1}
/E
onde Xil) e a seccac de choque calculada a E = 1 KkT.

Para modelo do nucleo de espalhamento, foi escolhido o do gas
pesado 21/,

Isto, por ser um modelo bastante simples e muito conveniente pa
ra os propositos computacionais, pois os elementos ajk da matriz Ehj} po-

dem ser facilmente obtidos.

Em trabalhos futuros quando se considerar o espalhamento aniso-
trgpico, sera usado o modelo de gés ideal de massa unitaria; os calculos
serao feitos com os nucleos de espalhamento de Wigner-Wilkins /6,28/ ou

outros nucleos mais realisticos como o de Nelkin 123/,

Mas, qualquer que seja o modelo, tudo que se tem a fazer, e cal
cular os elementos mjk da matriz do nucleo de espalhamento e os elementos

ij da seccao de choque total.

Para o modelo de gas pesado uzado nesta tese, a secgso de cho-
que de espalhamento fol considerada constante e igual a do atomo livre, % 2

isto &

ZS(E) = Zf (111.2)

E, o nucleo de transferencia de energia foi aproximada por um nucleo dege
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4
sradn F21Y

M

PO{RTSEY e § M(E) Z (1-2 j’ﬁ)L(D (E} L(D (E") (I11.3)
. £ je1 3 3

onde p @ & razac da massa do neutron para a do moderador,

Com =stas escolhas, a matriz EV:]tem a forma

(D)
BARR AN e LY (e

5 A da matriz EAJ, 830

" am 1@ @1
Aﬁf = g

dE (IIL.5)

g Ef{ é{wng + g} [:ﬂ ‘_\ (I11.6)

e : P>
Como %, © uma constante, para maior facilidade de calculsc to-

= 1] +e[a] (111.7)

onde os elementos de f@j sao dados por (I11.5).

Foran tomados, no calculo, ¢ = 0,005, ¢ = 0,05 e ¢ = 0,5, que

. , , - -
corvegponde, aproximadamente, a baixa, medla e alta absorcao.

s o 2y o
Duanto aos elementos da matyiz Lﬁij tem a forma ja definida
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o )E dE r dE" L§‘U (8) ©_(E"-E)H(E') Lm (B Y (TTT,83

¢] <

Usando (II1.3), obtem—-se imediatamente

g = L (1l - DK

Sk (¥71.9)

3k

- e
Como se pode ver, a matriz [}{] » para o caso de nucleo de gas

pesado, € diagonal,

Isto implica em que nao haja transferencia de neutrons de uma
distribuiggo associada a cada gj(E) para ocutva; isto mostra que os neu-
trons de uma dada distribuigio podem ganhar ou perder energila mantendo-se,

porem, dentro desz: mesma distribuicao,

A matriz [y:]como nao & diagonal, "mistura” as componentes dos

vetores iAm(v)>@

Quando se diagonaliza [}i] obtendo-se [}i] e entao a matriz
[}:]obtida da Eaiiatravas da mesma ttansformagao de similitude que diago~

gonalizou [3{] as colsas se invertem. /

0s motivos da«preferéncia de se diagonalizar [Bij_jg foram ex-

postas no Capitula i1,

ot -
No calculo numerico tomou-se o valor usado por Ferziger e

Leonard /21/ para facilitar as comparacces feitas mais adiante

»

u
en

mmm

10

0 calculo numerico fol feito no computador IBM-1620 mod. IT do
Instituto de Fnergia Atomica de Sao Paulo; os programas digitais foram esg

critos em linguagem Fortram II-D,

Devido a pequena capacidade de menoria do computador, para tal
calculo, varios programas foram feitos e de maneira que os dados de entra

da de um sac obtidos da safda de outyo, em cartoes perfurados e  com



"FORMAT" {iguais.

Essa divisdo de um unico programa "Programa Milne" em varios
outros, praticamente independentes, tambem foi conveniente do ponto devis
ta de tempo de calculo; pois este era demasiado grande e assim varios

"loops" foram evitados.

0 "Programa Milne" consta assim dos seguintes programas par-

clais:

1., VCPEA calcula os valores caracteristicos ou auto-valores
vg pelo metodo PEA e as matrizes [}C], [ﬁ]w Eﬁ] .

] e ]

2. MPy calcula os vetores [An(v)> e |Bn(v)> na aproximagso
P3; calcula também os valores das constantes Cg; to-
dos esses calculos em qualquer ordem de aproximagso

energética LN

3. FEMP3 calcula a distribuiggo energetica e espacial do flu-
X0 na aproximaggo PBLN; calcula a distancia extrapo~-
lada

1/ MP1 calcula os vetores !An(v)> e |B“(v)> na aproximagao
H

PlLN e o valores das constantes Cg

5. FEMPy calcula a distribuicaoc energetica e espacial do flu-

X0, na aproximagao P1LN e a distancia extrapolada,

Além desses programas, sao utilizadas as sub-rotinas SLH1,
DTC1 e DTML que resolvem o sistema de equagoes (III.2,5), e a fungao PL

que da os valores dos polinomios de Laguerre,

Os programas MP, e FEMP3 sao usados exclusivamente para a apro
ximagzo,angular P3. Para a aproximagao angular P1 existem os programas a-
nalogos MP; e FEMPy; em ambos os casos nao ha restrigges quanto a ordem

de aproximagzo para a dependencia energetica.

Foi preciso se fazer esta separacao, pelos mesmos motivos ja

expostos, de capacidade de memoria e tempo de calculo,
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Mo epmputadoy fsiaioy ¢ mais rapido podavia

felis um progra

£ w&
ma unico & uema aproximacso angular de ovdem gqualquer,

ARy g o ) @
Todae az expressoes analiticas obtidas nas reshricoes

@ » an = “
az ovdens de aproximacao, gquer energetica, quer angulaz.

Tambem nac ha vestricoes gquanto ac numere de ponios do wels no

gual se quer estudar a digtribuiggo espacial do fluxc,

tervalo de energla onde se quer estudar a digtribui@é@

X0
Os programas, com excecao do VOPEA e das sub-volisnss SLHL DTCL
e DiMi, foram elaborados como parte integrante desta tesa,

» o ] &,
A listagem complets do "Programa Milne" enconira-se no Apendi-
ce I1Y,



CAPITULO IV

RESULTADOS NUMERICOS E ANALISE DOS RESULTADOS

Utilizando os programas Milne Pl e Milmne P3, foram calculados
08 espectros energeticos do fluxo de neutrons, respectivamente nas aproxi
macoes PlLN e PBLNg N=1,2,3, 4, 5, em varics pontos éo meio incluindo
a fronteira.

Enfase foi posta no espectro emergétieo de fronteira e no e€s-
pectro energetico em um ponto a 20 caminhos livre-médicsda frontelra,onde
ja e bastante seguro se considerar esse ponto como pertencente a um meio
infinito,

Com os mesmos programas Fortran, foram obtidas as distribui-

goes espaciais dos fluxos, real e assintoticc.

Essas distribuigges foram calculadas para neutrons de varias e

e P L

nergias, desde 0,5 kT ate 10 kT, e nas aproximagges PlLN 3l

Ne=1l, 2,3, 4, 3,

Foram determinados os picos dos espectros energeticos, nas a-

proxima§8es j§ citadas. p

Foram, tambem, calculadas as distancias extrapoladas para os

fluxos de neutrons, naquelas aproximacoes acima mencionadas.

& - o
Os rvesultados de todos esses calculos estao representados en

graficos ou gfhbelas, e foram normalizados, para efeito de comparaggo.

o &y
Todos os cdalculos foram feitos para as absorgoes corresponden-

tes a € = 0,005, ¢ = 0,05 e ¢ = 0,5,

Os espectros energéticos na fronteira {(x = 0) e num ponto da
zona assintotica (x = 20)9 nas aproximagges PlLS e PBLS estao representa-
dos pelos graficos (IY.l.a) e (IV,1.b), respectivamente., Em ambos os gra-
ficos fol tragada uma maxwelliana t@gﬁicay tambem normalizada, para efel-

to de comparacgao,
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Grafico IV.l.a -Espectros energéticos normalizadas na fronteira, paro as vérios absorgdes, nas aproximagbes Pilge Pily
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0= valoves dos plcos dos espectros emergéticos,

e g
{(x = 0) e num ponto da reglac assintotica

(x = 2073,

Aproximacao Pi

R REET

fa¥s

fronteirs

_ apresentados
nas tabelas (IV.l.a), (IV.1.b), (IV.l.c), {IV.1.d}, {(i¥.1l.e), (EV.1.f),
(IV.l.g) e (IV.1.h),

X =0 x o= 20
€ Ll L2 L3 L& LS € Ll LZ LE Ly L5
0,005;1,006(1,01011,012/2,013{1,013} |0,00511,006;1,0081,0101,011}1,011
0,05 |1,076(1,1110|1,326{1,132{1,133} 0,05 |1,067{1,094 1 10713, ,31111,112
0,5 |2,07012,16012,164|2,1682,167} (0,5 |[2,007{2,081,2,085{2,083;2,081
Tabela {(IV.l.a) Tabela (IV.1.b}
Aproximagao Pl (fluxe assintotice)
X = 0 ® o= 20
€ L ]- | L 2 Is 3 IA 4 1935 [ 1.5 jé KJ 2 L 3 L .[ii L 5
0,005{1,00611,008,1,010{1,0111,011¢ [0,005}1,006{1,008 1,010]1,0111,011
0,05 {1,06711,094)1,107 1@111 1,112} 10,05 11,0671,094(1,1071,3122{1,112
0,5 (2,00712,081}{2,085]|2,08312,081] 0,5 12,007 |2,081:2,085{7 083{2,081
Tabele (IV.l.c) Tabela (IV.1.d4)
A@z@ximagSO P,
X = 0 w o= 20
€ L1 L2 L3 Llé LS £ Ll L2 QB L& L5
0,005(1,00611,011,1,011;1,012|1,013 10,005{1,006{1,008{1,01011,011{1,011
0,05 {1,076}1,133{1,126!1,132{1,133} {0,05 |1,067|1,095/1,107}1,11111,112
0,5 (2,109[2,29112,2802,285(2,284) 10,5 {2,040\2,185{2,1792,177,2,176

Tabela (IV.1.2)

Tebela (IV,1.£)




Aproximagac P

{fluxe asssintotico)

3
X = Q w = 20
€ Ll Lz L3 Lﬁ LS £ Ll L2 L3 Lé LS
0,00511,006,1,008,1,010!1,011]1,011 0,00511,00611,008{1,010(1,011{1,011
0,05 (1,06711,095 19107 1,111,112 0,05 11,0671,095|1,1071,1111,112
0,5 2,046012,18512,17912,17712,176 0,5 2,04012. 18512,17912,177212,176

Tabela. (IV.1l.g)

Tabela {IV.1.h)

Para maior facilidade na comparacac entre os valores dos pilcos

de energia nas apr@ximagges P.L, e P

175
(IV.2,a) e (IV.2.b).

3Lu@ foram consivuldas as
od

tabelas

L - - q 03 2
Tambem, pars analise dos resultados, foil construida a tabela

(IV.3) cujos dados foram tomados de uma curva de dis&ribmiggo energetica

num meio infinito, figura 2 da referencia 16, e indicados por FéL@

- ~
Esta curva tambem apresenta a mesma normalizacac que foi toma=-

da nos calculos desta tese, Assim pode ser usada @aﬁa efelto de c@mpamxgoa

X =0

€ P1L5 PBLS

0,005|1,013]1,013

0,05 {1,133{1,133

0,5 |2,167{2,284

Pabela (IV,2.8)

x = 20
e | PyLg| Pyl
0,005{1,01111,011
0,05 11,112;1,112
0,5 2,08112,176

Tabela (IV.Z.b)

£ F¢L
0,005 = 1,0
0,05 ~ 1,2
0,5 ~ 1,9

Tabela (IV.3)
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Por essas tabeslas, pode~-se ver:
1) Influencia da ordem da aproximaqgo energgtica nos espectros de energla,

Fixando~se uma aproximaqﬁo para a depend@ncia angular (Pl ou
P3), um valor para absorgao (e = 0,005 ou € = 0,05 ou € = 0,5) e um ponte
do meio (x = 0o ou x = 20), pelas tabelas (IV.1l) conclue-se que os valores
dos picos de energia convergem para um certo limite quando a ordem de a~

proximaggo para a depend@ncia energetica aumenta,

0 termo em L1 reproduz prEticamente, o egpectro maxwelliano,
enquanto que o8 termos em Loy L3y Lgy o 6 o vao deformando este espectro.
pai a razao pela qual os picos de energia vao se deslocando com o aumento

da ordem de aproximaggo para a dependEncia energética.

A convergencia & mais rapida para baixas absorgoes. Isto era
de se esperar, pols para baixas absorgges o espectro energético obtido e

mals prgximo de um maxwelliano, na mesma temperatura,
Da analise dessas tabelas, pode~se, entso, dizer que:

a) em P1 ou em P3, para ¢ = 0,005, a posiggo do pico converge
imediatamente, mostrando que uma aproximaggo L1 e suficien—
te;

b) essa convergancia, tanto em‘P1 como em P3, j§ nao € tao ra-
pida quando a‘absorggo toma um valor mais alto, € = 0,05;

uma aproximagao L3 pelo menos seria mais indicadaj

¢) para uma absorggo alta, € = 0,5, parece ser suficiente se
tomar uma aproximaggo de terceira ordem, onde nao ha influ-
encia da fronteira, isto e, para x = 20; enquanto que na
fronteira & conveniente se tomar uma aproximagzo de pelo me

nos quarta ordem, Isto vale tamnto para P, como para P

1 3°
Tem-se ainda, a comentar dessas tabelas, que os espectros ener
geticos dos fluxos assintoticos, (em x = 0o e x = 20) e do fluxo real na
zona assintotica x = 20, tem o mesmo valor dos plcos de energia, para uma
mesma absorqso; isto nao poderia deixar de ser assim, uma vez que na zona

assintotica o fluxo real e o fluxo assintotico coincidem.

Aliﬁs, a regiao assintotica comeca muito antes de 20 caminhos




livre~medios, coms ne

s mostrads wmals adiantce,

Cowm base na analise das tabelas {(IV,.1) . conslu
B

s gque uma apro

L e et
xwimacao de quinta ovdem p dependencila eneyrgetd

ia pode ser conside
" o - o0 s . i -~ %
rada uma boa aproximscac; isso esta de acords com Ferziger e Leonard /217

K o

que adotaram tal ovdem de aproximagao,

= L4 g
Forawm, entao, tomadas para analises subsequentes, as aproxima-

goas }ELS e P3L5@

- - :
2} Influencia da absorcac do melo, de efeitos de transporte e de frontei-

5 @
ra sobre espectros enerpeticos:

Pare ﬁmntimuaggﬁ da analise sobre os especiros energeticos, a
gora nac nmais interessando aproximagoes abaixo da de quinta ordem, foram
construidas as tabelass (IV.2), e tambem = tabela (IV.3) tirada da f@fergﬂ
cia 16.

& tabela (IV.3) fol construida para efeito de comparvagac  com
= ~ =S el
08 resultados obilidos nests tese, mas comentarios sobre esta comparacac

- o o o . 1 L e
sac feltos no capiltulo sepuinte, Capitule V.
Pode-se dizer, das tabelas (IV.2), ques

a8} existe um efeito de absorgao fazendo com que ¢ auvmento des-

ta deslogque ¢ pico do especiro de energ

& pava a direita,ou

seja, tornando o espectro wmais "quente’

oo
N

5 5 - v - b
para sbsovceo bafxa ¢ = 0,005, o efelto desta e bastante pe
quens, pols o piew wvariou de 1 kT (se nao houvesse absorcao)

par

[32]

1,011 kT, 0 efeito de fronteira tembém & multo pequeno,
pois o pim@ deglocou~se de 1,011 WT para 1,013 k7. Nao apa-
rece alnda efelto de transporteg '

@B

o . o L, . Ed

©} para absorgac & = 0,05, o efeito desta ja e bem visivel, as
~o i _ .

sim como o 2feito de fyonteiva, Nao ha alnda efeitoc de

Lransporie;

h N - F o n'ﬁﬂ g o 4
d} para absovgao alta ¢ = 0,5, ja sac bem evidentes os efeitos

de absorgac,de frontelra, e mesmo de transporte,

Todos egses efeltos podem ser vistos, tambem, analisando-se os

- o P = @
graficos {IV.l.j. § iunteregsante notar, inclusive, gque o espectro de neu-
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trons num melo de bailxa absorgao € = 0,005, praticamente coincide com o
espectro maxwelliano de neutrons num melo sem absorgao; ambos os espec=

tros para neutrons com mesmas temperaturas.
Este foi um resultado jﬁ obtido do exame das tabelas (IV.Z2).

0 efeito de absorgao, tornando o espectro mais "quente" perto
da fronteira, e devido a lei 1/v seguida pela secgEo de choque microscspi

ca de absorgao,

No grafico (IV,2), pode-se notar, tambem, o efeito de absorggo
devido a referida lei 1/v.

Para efeito de comparagao, foram tracadas nesse mesmo grgfico,
grafico (IV.2), as curvas que representam as distribuigSes espaciais dos
fluxos de neutrons com energilas E = 1L kT e E = 10 kT, na aproximagzo

P3L5°

Ve-se que, para cada absorgso, a curva de distribuigao egpaci-
al do fluxo real de neutrons com energia E = 1 kT (normalizado a 1 neu-
tron/em®Xs) esta localizada acima da curva de distribuicao espacial do
fluxo real (também normalizado) de neutrons com energia E = 10 kT; a uni-
ca excecao e para o caso de € = 0,005 onde ambas as distribuicoes praticg

mente coincidem, o que e esperado, por ser a absorgao muito baixa,

A influencia da lei 1/v sobre tal comportamento dos fluxos nor
malizados na fronteira, torna-se clara se se notar que, para se ter 1 neu
tron/cm?xs na fronteira, e necessario se ter, longe desta, fluxos maiores

para neutrons de menor energia que para os de alta energia.

0 efeito de transporte,que aparece para ¢ = 0,5 e devido a ex
citacao de maior numero de modos mais altos; tais modos mais altos sao,
realmente, mails numerosos na aproximaggo P3 do que na aproximagﬁo Pl'

A contribuicao do efeito de fronteira para tornar o espectro
mais "quente” & devida a fuga preferencial para a frente de neutrons de

alta energia.

A demonstraggo desse fato, de interpretagao delicada e que se
presta facilmente a interpretagaes exatamente opostas a que fol dada, es-

ta no Apgndice 2,
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Gréfico IV.2 - DistribuigGo espacial dos fluxos normanzados P(x,E), na oproximagao Pyl para Ex4kT ¢ E2i0 kT
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0 efeito de absorgao devido a lei 1/v, aliado ao efeito de
fronteira, faz com que o espectro seja, realmente, cada vez mais "quente",

principalmente quando se aproxima da frounteira meio-vacuo,

Foram dadas em separado as explicagges do aparecimento dos e~
feitos de absorggoB fronteira e transporte,‘apenas para mostrar como es-—
tes efeitos influem fisicamente na distribuiggo energética dos neutrons;

mas na verdade, esses efeitos sao efeltos globais e nao independentes en

tre si.

As distribuicoes espaciais dos fluxos reais e assintoticos pa-
ra neutrons de energia E = 1 kT e nas absorgSes correspondentes a
e = 0,005, ¢ = 0,05 e € = 0,5 podem ser analisadas atraves dos graficos

(Iv.3.a2) e (IV.3.b), respectivamente nas aproximagaes PlLS e P3L5,

0 fator de normalizaggo e o valor do fluxo real na fronteira.

No grafico (IV.3.b) pode-se ver a influencia dos denominados
transientes do fluxo real na aproximaggo P3L5 (induzidos pela considera-

cao dos modos mais altes), nas vizinhancas da fronteira, fazendo com que

este fluxo se afaste do fluxo assintotico.

L -
Isto e explicado por nao serem considerados os modos mais al-

tos quando se determina o fluxo assintatico,

Nota-se, tambem, que quanto maior a absorgao, maior e tal afas

tamento,

fsse fato e facil de se compreender se se notar (tabelas 1V.8)
que, quanto maior a absorggo, mais os modos mais altos se aproximam do mo
do fundamental. Ou, em outras palavras, quanto maior a absorgao, menor se
torna a separaggo entre o auto-valor correspondente ao modo fundamental

e o3 auto~valores correspondentes aos modos mais altos.

As tabelas (IV.4.a) e (IV.4.b) mostram a zona de influencia da

fronteira na aproximagao P3L5, quando comparadas com as tabelas (IV.5.a)e

(IV.5,b) respectivamente,

As tabelas (IV.4.a) e (IV.4.b) sao correspondente a célculos,
onde a energia dos neutrons fol considerada ser E = 1 kT; as tabelas
(1V.5.a) e (IV.5.b) sao analogas, apenas tendo sido considerado para os

czlculos9 o8 neutrons com energia E = 10 kT,
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P.L

a&‘?‘a

375
E = 1 kT
®r@al Qase

x e=0,005le = 0,05]e = 0,5 ® e=0,005le = 0,05|e = 0,5 |
0 1 i 0 1,2038| 1,2123} 1,3539
0,5 1,9992] 2,04677 22,5167 0,5 2,06749| 2,12381 2,6347
1,0 2,92467 3,0748 A&95564 1,0 2,9528) 3,1042} 4,6047
1,5 3,8299| 4,1735} 7,5667 1,5 3,8405| 4,1851) 7,779}
2,0 4,7367) 5,3%67) 12,9778 2,0 4,7408) 5,4017} 12,9791
2,5 5,6551| 6,7908] 21,5909% 2,5 5,6566] 6,7932 21,5905{
3,0 65,5905 8,4036] 35,8513 3,0 6,5911] 8,4049| 35,8513
3,5 7,5471 1032881% 59,4898 3,5 7,5473| 10,2881% 59,4898
4,0 395282* 12,5056 98,6907 | 4,0 8,5282" 12,5056 98,6907
5,0 10,5778 18,24310{271,5543 5,5 10,5778} 18,2410{271,5543
6,0 12,7667 26,35941747 ,1575 6,0 12,7667 26,3594 ?4791575‘

Tabela (IV.b4.a8)

Tabela (IV.4.b)




P

L

. 48

375
E = 10 kT
q’real ¢ass

X e=0,005[e = 0,05[¢e = 0,5 x e=0,005(e = 0,05{e = 0,5
0 1 1 1 0 1,2059} 1,1813| 1,1104
0,5 2,0026| 2,0121| 2,1473 0,5 2,0788! 2,0696| 2,1609
1,0 2,9339| 3,0100| 3,7821 1,0 2,9582| 13,0250 3,7868
1,5 3,8418| 4,0771] 6,3806" 1,5 3,8475| 4,0783| 6,3806%
z;o 4,7490| 5,2664| 10,6583 2,0 4,7494| 5,2667| 10,6583
2,5 5,6677| 6,62291 17,7166 2,5 5,6680| 6,6229% 17,7166
3,0 6,6050% 8,1929 29,4094 3,6 6,6050% 8,1929| 29,4094
3,5 7,5626| 10,0282| 48,7958 3,5 7,5626| 10,0282 48,7958
4,0 8,5450| 12,1883| 80,9472 4,0 8,5450| 12,1883 80,9472
5,0 10,5978 17,7763|222,7284 5,0 10,5978 17,7763|222,7284
6,0 12,7904| 25,6869|612,8165 6,0 12,7904| 25,6869|612,8165

Tabela (Ivo Soa)

Tabela (IV.5.b)

Nota: Os asteriscos foram colocados nessas tabelas para facilitar a visuali

zagao de onde termina a zona de influencia da fronteira.



Comparando as tabelas (IV.4.a) e (IV.4.b), ou (IV.5.a) e
(IV.5.b), pode~se ver que a zona de influencia da fronteira e tanto menor
quanto maior for avabsorggo0 Isso porque o caminho livre-medio para mneu-
trons de uma dada energia, se torna menor a medida que aumenta a absorcao,
e & de se esperar que, apas alguns caminhos livre-medios os neutrons

"esquecam” a presenca da fronteira, onde os transientes se fazem sentiy

mais intensamente,

Comparando~se, agora, as tabelas (IV.4) e (IV.5), nota-se qua
a zona de influencia da fronteira decresce quando a energia dos neutrons

aumenta.

Este comportamento e surpreendente, pols era de se esperar que,
o
com o aumento do caminho livre-medio para neutrons de alta energia, a zo~

na de influencia da fronteira se tornasse maior.

Como tal comportamento aparece mesmo paia baixa absorggog nao
pode ser devido a um efeito combinado de absorggo e energla dos neutronsg

resta sgmente, para sua causa, um efeito tipico de transporte,

Em principio» seria poss{vel se verificar a validade dessa hi-

potese, analisando tabelas equivalentes para a aproximagga Pjo

Mas os resultados seriam duvidosos, pois comeo sera visto, a a-
proximagzo Pl € altamente insatisfatoria para analises relativas a fenamg

nos que ocorrem nas vizinhancas da fronteira,

Resta assim, a comparaggo entre aproximagges P3 e PS’ por exem

plo. Infelizmente, tal comparaggo ate o presente momento nao pode ser fei
ﬁa@

.

Entretanto, pode-se adliantar, desde jﬁv uma explicaggo para gg
se resultado, notando que a presenca da frontelra torna o espectro mais
“quente” devido a um actmulo de neutrons rapidos nas suas vizinhancas.Tal
acimulo - efeito de transporte ~ seria suficiente para contrabalancar o

efeito devido ao aumento do caminho livre-medio.

£ oportuno notar que esta variagac, com a energila dos neutrons,
Lo
da zona de influencia da fronteira, deve tornar-se mais pronunciada se se

considerar a contribuigso de espalhamentos anisotrgpiﬁmga



Calculos com aproximagaes de ordens mailores que P,, assim como
calculos que levam em conta a anisotropia no espalhamento, serao objetos
de trabalhos futuros, num computador de porte mailor que o utilizado para

esta tese,

A influencia dos transientes do fluxo real, verificada na apro

ximagso P LS’ e praticamente nula na aproximagZo P.L. como se pode ver no
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grafico (IV.3.a).
Isto e compreensivel, pois a aproximaggo P1 e a aproximaggo de
difusso, e nesta aproximagﬁo o fluxo considerado nas proximidades de from

teiras e o fluxo assintotico.

0s graficos (IV.4.a) e (IV.4.b) mostram as distancias extrapo-
ladas correspondentes aos fluxos de neutrons nas aproximagaes PlLS e ?3??
respectivamente, Nao houve, aI, a preocupaggo de se normalizar os fluxos,
uma vez que so havia interesse em visualizar os valores dessas distancias

extrapoladas, em cada absorgSo.

Conclusces interessantes podem ser tiradas da analise desses

graficos.

Numa delas e que a distancia extrapolada para alta absorggo,
nao coincide com a extrapolagao linear dolfluxo assintotico na fronteira
(distancia extrapolada linear); isto pode ser visto no gréfico (IV.b.b).
Esta diferenca era esperada, uma vez que ja aparece no caso monoenergéti—
co /2/.

Outra conclusZo, tambem valida para P3, € que a medida que &
absorgEo aumenta a distancia extrapolada se torna maior; isto pode ser

visto tanto no grafico (IV.4,b) como na tabela (IV.6).
Essa tabela mostra as distancias extrapoladas para os fluxos,
nas aproximagoes PlLS e P3L5.

As distancias extrapoladas estao em unidade de caminho livre-
-medio 1/Z¢. Para se obté-las em centimetro, basta multiplica-las pelo va

lor do caminho livre-medio do meio que se considera.
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Grdtico IV.5.a -~ Valores de ¥ nas aproximagdes P1 LN’ N =1,2 3, 4,5.
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Nos graficos (IV.5.a) e (IV.5.b) estao representados os auto-
- - g Ll o L o
=valores, em fungas do numero de polinomics de Laguerre, quando se usa as

aproximacoes Fl e Fﬁw respectivamente,

Os auto-~valores obtidos quando se toma a aproximagao P

1 estao
nas tabelas (IV.7.2), (IV.7:b} e {IV.7.¢).

Apyuximagga P

1
£ = 0,005

Pitz P L, Py P.L, P Lg
8,67 8,66 8,69 8,67 8,70
1,28 1,28 1,28 1,28 1,28
0,91 0,91 0,91 0,91
0,76 0,74 0,74
0,64 0,64
0,57

7 Tabela (IV.7.a)
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o) s & o i - o
As tabelas (IV.8,a), (JV.8.b) e (IV.8.c) sao analogas as ante-
3 e P Fd L
viores, sendo gue vs auto-valores sao os obtidos atraves da aproximacgao

v

¢ = 0,005
P:‘BLK Pgﬁ;z PBL3 ?3% P3L5
8,68 8,68 8,71 8,69 8,72
1,39 1,39 1,39 1,39 1,39
1,08 1,08 1,08 1,07
0,96 0,96 0,96
0,90 0,90
' 0,86
0,50 0,50 0,50 | 0,50 0,50
0,46 0,46 0,46 0,46 0,46
4,43 0,43 0,43 0,43
0,39 0,39 0,39
0,36 | 0,36
0,34

T@b@lﬂ (xVe@ gaﬁ}



e = 0,05
5 P L, Palg P.L, P.Lg
2,77 2,78 2,78 2,78 2,78
i, 1,28 1,28 1,28 1,28
3,03 1,03 1,03 1,03
0,93 0,93 0,93
0,87 0,87
0,83
0,548 0,48 0,48 0,48
0,4 Q.44 0,44 0,44 O,44
B, 41 0,41 0,41 0,41
; 0,38 0,38 0,38
0,35 0,35

e

j 0,33

Tabela (IV.8.b)

@ F

9




e = 0,5
FBLI PBLZ P3L3 P3L4 P3L5
0,98 0,99 0,99 0,99 0,99
0,68 +p» 0,85 0,86 0,86 0,86
0,60 <> 0,78 0,80 0,80
0,55 <+ 0,72 0,75
0,51 0,69
0,48
6,36 0,36 0,36 0,36‘ 0,37
0,27 < 0,33 0,34 0,34 0,34
0,24 <« 0,31 0,32 0,32
0,22 «p 0,29 0,30
, 0,21 0,27
0,19

Tabela (IV.8.c¢)

60 .

As setas que aparecem na tabela (IV.8.c) servem para mais répida

viaualizagzﬁ das descontinuidades na sequencia de auto-valores, quando

o -
cresce & orvdem de aproximagao energetica.
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Como fol exposto na parte teorica, o numero de pares de raizes,

ou seja, o nimerc de pares de auto-valores v, quando a aproximagao PN e
impar, € sempre “§'€N+l)(k@l)}m

Examinando-se as tabelas dos auto-valores para a aproximagao
?1@ nota-ge gque gquando o pumere de p@limgmioﬁ 2 aumentado de 1, um auto-
«valor aparece, Mas ¢ wuso de (141D polingmios nao altera o valor dos au-
to~valores obtidos pars L pciim%mi@ﬂﬂ apenas conserva os j§ existentes e

da mais um auto-valor que @ menvy que todos os outros; salvo no caso de

= 0,5, como sera visto adiante,

entre dois auto=-valores de ordens su=-

ordem,

.

Ygpera-se assim, gue o8 asto-valores de mails altas ordens ten-

. e “ .
dam o flcer tao proximos que sua distyribuicao possa se aproximar de um

fato serve para wostrar como se comete erros usando-se a=-

proximagan mouncenergetica para solucao de problemas reais; e alnda mais,

L . -~
a-se qua guanto malor a ordem de aproximacao para a dependencia e-

. P -
wmals exatos sevan os regultados dos calculos efetuados utili-

igto s¢ torra mals drastico para meios com alta absorgaoe= 0,5,

ondae o

4 7. o L L ok -
nltdno avto-valor de uma aproximacao de ordem L nao e correto e so

-

R s . -
2 ma aproximagao de ovdem {L+1}, Este fato esta bem visIvel
T LT,

repuliado bastente curlosoc fol obtido quando foram analisa-

. L . ¢ e - w
as (I¥.8) pars s aproximacaoc Py, analogas as tabelas (IV.7)pa

ra H o 4

o ‘““ &
acao ¥

e

Encontrou-se que, na aproximacac PB 0s auto-valores podem ser

’ < - ~
Talvez seja wam agrupamento de raizes em torno:

o - id Ld
a) de uma yaiz fundamental assintotlca, que e da ordem de um

o
so wediog

comprinento de difv

o < i b 3 -
wing valz fundamental t(ransiente, que e da ordem de um ca

W ,
re-medio,

wL e
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Tal caracter{stica, pelo que foi possivel ver consultando a bi

bliografia recente, nao era conhecida, sendo um dos resultados originais
desta tese,

Também os auto-valores tendem a um continuo como em Pl; e para
alta absorgﬁo, ver tabela'(IV.S.c), eles sao mais corretos quando se wusa

ordens altas de aproximacao para a dependencia energética.
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CAPTTULO V

COMENTARIOS SOBRE OS RESULTADOS OBTIDOS E TRABALHO FUTURO

Embora muitos dos resultados, nesta tese, sejam originais -~ em
especial o tratamento sistematico que apresentamos - ha sempre a possibi-

lidade de compara-los com algo ja existente em trabalhos de outros auto=

T28,

Especial atenggo deve ser dada aos resultados obtidos por
Kiefhaber /13/ devido a semelhanca entre o tratamento usado por este au-

tor & o usado nesta tese, para a obtengzo da soluggo do problema de
Milne,

Como jé fol dito anteriormente, Kiefhaber considerou o proble-
ma de Milne comr as mesmas condigSes iniciais que as usadas nesta tese, a
menos do nucleo de espalhamento: e também, como nesta tese, desenvolveu a
dependencia angular da soluggo em polinomios de Legendre e a dependencia

energgtica &m polimgmios de Laguerre,

Entretante, a complexidade da aoluggo analitica por ele obtida,
fez com que so fosse possivel o tratamento da dependancia-angular na apro
ximagao Fle‘Com isso, Kiefhaber determinou a distribuicao do fluxo na
fronteiva sew levar em conta efeitos de transporte que a utiliztho da a=~

proximacao P, permite considerar.,

Por outro lado, esse autor considerou espalhamento anisotropi-
co linear, que e um espalhamento muito mais realistico que o© 1sotr3pico

considerado nesta tese,

Apesar disso, uma comparaggo entre ambos os resultados pode ser
feltas

fnalisando os graficos (IV.1) e/ou as tabelas (IV.2), e a figu
ra 1 da referenciz 13, embora na referencia 13 seja uma distribuicao do

fluxe dependente da velocidade, contlui-sé'que:

a) o efelto do deslocamento do espectro de neutrons na frontei
ra em dir@ggw a energlas mais altas, encontrado nesta tese, tambem foi en

contrado por Kiefhaber;



. Bh .

b) este deslocamento &, na reslidade, qualitativamente correto
poils Kiefhaber comparov os resultados obtidos por ele, com os obtidos ex-
perimentalmente por Beckurts /18/ como se pode ver na figura 1 da f@fer@g
cia 13,

E, este efeito como ja foil dito, & devido a fuga prefevencisl

de neutrons de altas energias, atraves da fronteira,

Alias, este tambem foi um resultado, anteriormente obiido

Conkie /6/ e por Kladnik e Rubter /8/.

Outro trabalho gque mevece especisl consideracao pava efelto

comparativo & o de Ferziger e Leonard /21/.

@

Na verdade, Ferziger e Leonard nao cbtiveram vesultados nume

cos para © problema de Milne, e isto devido a complexidade da salmggw e

nalitica obtida para a equaggo de transporite de Boltzmann.

i
Entretanto, esses autores apresentam resultados do comportamen
=3 ars @
to do fluxo energetico num meilc infinito, quando a absorcac deste melo va

ria.

Isto possibilita uma comparagga entre esses resultados e 08 ob
tidos mesta tese, para x = 20 caminhos livre-médios, uma vez que, as con
digSes iniciais sac exatamente as mesmas @, como ja fol provado, um ponto
a 20 caminhos livre-medios da fronteira & considerads seguramente perten-

cer a um meio infinito.

Para efeito de compa%agguﬂ € mais correto se tomar os resulta-
dos obtidos, nesta tese, atraves da aprmximaggm Pjg isto se deve ac fato
de Ferziger e Leonard tevem obtido uma S@lu§g® exata para a dependencia
angular e naturalmente quando maior a ordem de &pﬁ@%ﬁmagaﬁg mals a solu-

cao se aproxima da exata.

Entao, comparando o grafico {(IV.1.b) com a figura 2 da E@f@ﬁgg

cia 21, ve-se que:

«B E2Y s
a) ha coincidencia no comportamento do fluxe para as varias ab

sorgoes;

b) as p@sigges dos picoa de energia (em PBLS e x = 0) sso pra-

. o @,
ticamente as mesmas obtidas por Ferziger e Leonard; iste @ mais facilmen-




te visto pelas tabelas (IV.2.b) e (IV.3).

fad S Y
A nac colncldencia total, reside no fato de que esses autores
S P
calcularam somente as raizes discretas, embora exatas; enquanto que nesta
g - -
tese foram calculadas nao so as raizes discretas como as correspondentes

T P o ol
a zona do espectro continuo tambem, embora sendo todas aproximadas.

fsses dois trabalhos acima citados saoc os mais interessantes
oy -
para uma comparacac com esta tese, dada as varias semelhancas quer nas

condigges iniciais, quer no método de calculo.

o~ e
Entretanto, outras comparacoes e alguns comentarios podem ain-

da ser feitos sobre os resultados obtidos.

Pode-se comparar, embora grosseiramente, os resultados, sobre
as distancias extrapoladas, obtidos nesta tese, (tabela IV.6), com os ob=

tidos por Nelkin /7/ e Davison /2/.

Nelkin obteve, para o caso de secgan de choque constante,
%o = 0,7083% (A = caminho livre-médio) e cita que este valor e 0,3% menor
que o valor exatog aligsg este e um resultado tambem obtido por Williams
/23/ em 1966; Davison, para o casc monoenergético obtem: na aproximacao
Plg X5 = 0,582, e na apr§xima§§o P39 x = 0,698 e comenta que este e um

bom resultado comparado com o valor exato xg = 0,71 ,@=caminho livre-medio).

A comparaggo fol grosseira e feita apenas . para verificar or-
dens de grandeza, pols para o .caso polienergético e com secgao de choque
total dependente da energia que & o caso desta tese, os resultados obti-

dos sao originais.

Um comentaric que pode ser feito e que Williams em seu livro
/21/ diz que a variacao de X, com as dimensces do meio pode ser separada
em duas partes aditivas: uma devida somente a efeitos de transporte e ou-
tra devida ao desvio do espectro de neutrons em relagao ac espectro

maxwelliano.

fste fato e bastante interessante, e se pretende futuramente
estuda~lo com mais detalhes, Para isso, pode-se desde jg dizer que, basta
mudar as candigges de contornoc de seml~espago infinito, para condicoes de
contorno para meios finites, localizando convenientemente a fonte de neu-

trons, por exemplo, no plano medio no caso de uma fatia (problema unidi-



mensional).

08 aubo=vaiLoe

Uma outra cowm r.ﬁawdu gy ode ser §
i jus p

Ye8,

2 b

regenta em sev frabalbo, vma =

Kunaish /22/

quacao de transporte de Bolizwaun, usando para a dependencis

P o Y . o N P -
todo das esfericas harmonicas e para s dependencia eune degenvol

-

vimento em sarie de p@ixmamﬁug de Lapuerve; comp nucleo de eapalhamento,

considerou ¢ do gas pesade e towmou a lel 1fv para a absorgaoc,

As e@ndieﬂes sao as mesmas desta tege, mas infelismente os wuni

3 e

cos resultados intervessantes pavs a compar a@a» a0 08 auto

vez que Kunalsh mao se interessou em rvesolver
mente resolvev a equacao de Boltzmann.

-
s caleulow

5 F
Alem diszo,

i B o <
inclusive somente o modo {undamental; uscu uw
gao.

Para com ar@&ﬁ@ entre as tabelas 7.7 @& Figura 1 da refe-
L)

w
@
7
Ea]
@
@
%)
i
E

- L
rencia 22, convem dizer que Po = 3 & por isso os auto-valors
nesta tese de

tendendo para um especlio continuo, enquants que o

crescem, Camb bem tendendo para um espectro conbinuo,

fad - o N
Por esta comparacao se que o8 vesultados da analise feita

0o capitulo anterior coincidem com o andameénto des vesuliados de Bunaish.

Ferziger @ Leconard en seu trabalhe /14/ comentaw gque a teoria

imentos de

de difusac nao prediz nem coupr

pectro assintotico coOrrets @ nan 2er pars o vrime

para bailxas absorcoes, ou seja, comprimentog de el
altos nao sao dades covvetamente pels teoria de

jenloe sobrae subrons nao de

Isto significa que

vem ser feltos com teorla de difuvsac, gquando o wmelo amente abaorves

dor, em que modes mais altos podem ser

Esta concluzao de Forziger e Leonard @ mostrada claramente com
& oy

parando os valores da tabals (IV.7.2) com os da

21,

sferencia




Com a aproximagao P,, existem doie modos "fundamentais" em vez

3
- 3 . .
de um s0; isto nac ocorre nos resultados de Ferziger e Leonard /21/ por
P o
terem considerado somente as ralzes discretas exatas, enquanto que nesta
D
tese foram consideradas tanto ralzes discretas como as correspondentes a

zona do espectro continue,

As conclusoes daqueles autores, tambem podem ser verificadas
comparando os resultados da tabela (IV.8.c) e da tabela I da referencia
21,

Ja na aproximaggo P3, em particular, o auto-valor fundamental
discreto coinclde com o exato de Ferziger e Leonard, mesmo para absorggo
tac alta quanto € = 0,5, E alem disso, o segundo auto-valor discreto ain

da difere de menos de 5% do valor exato desses autores.

0 conjunto dos resultados sobre os auto-valores, ou seja, o0s
resultados nas tabelas (IV.8) nao podem ser comparados, pois sao resulta-

dos originsis,

Pelo mesmo motivo nao podem ser confrontados, com resultados
de outras refergnciasB os obtidos sobre zona de influencia da fronteira,
comportamento espacial e energético do fluxo, influencia da absorggo,
fronteira extrapolada, quando se toma aprcximaqgo Pge

H
Resta ainda fazer alguns comentarios sobre o trabalho que se

pretende realizarx futuramente.

Em primeiro lugar, ainda considerandc espalhamento isotropico,
se pretende refazer todos os calculos desta tese, em aproximagges maio-

res de P3@ .

Isto ainda nao foi felto, exclusivamente por limitaggo de capa

cidade de memoria e tempo do computador uvtilizado.

- - ) e
0 metodo de calculc & exatamente o mesmoc e as equacoes sao as
P Y -

mesmas, apenas acrescidas de malor numero de termos, e havera, naturalmen
- o a @

te maior numero de ralzes, uma vez gque © numeroc delas e dado por

1
{E(N+1)(L+l) e

Em seguida, se pretende estudar o problema de Milne consideran

do o espalhamento anisotropico. ¢
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Uma das razoes do interésse por um calculo com espalhamento a-
nisotr&picm§ decorreu da conclusao tirada por Kallfelz e Reichardt em seu
trabalho publicado em 1967, /17/, bem como das observacoes feitas nesta

oy “n o)
tese e referentes a relacao entre a zona de influencias da fronteira e a
energia dos neutroms.
Bsses autores, inclusive resolveram o problema de Milne pava

- L "
un meio sem absorcao, quando outros ja haviam resolvido para melos com ab

sorgao, mas levando em conta espalhamento anisotropico.

E, concluem que uma descrigZO mais precisa da forma do especw
tro na fronteira nao € suficiente com nucleos de espalhamento isotropico,
e gque espalhamento anisotrgpica iinear deve ser incluido, counclusao esta

que, qualitativamente, tambem fol tirada nesta tese.

Este estudo nao fol feito ate agora pelos mesmos motlivos acima
" indicados,
Entretanto, nao existe dificuldade alguma, quer matematica,

v -
quer computacional; e as expressoes analitlcas para o espalhamento aniso-

trapico jg foram deduzidas durante a realizaggo desta tese, e 8@ encon-
tram no Apendice 1.

Também se pretende obter resultados quando se aplica as condi-
gges de contorno de Marshak e comparar esses resultados com os obtides
nesta tese, usando as condicoes de Mark,

Bste estudo nao deve ser dificil, mas e de bastante importgnw
cla, pois mesmo no caso monoenergético ja e muito discutido o merito re-

lativo das duas condicoes; no caso polienergetico nunca fol feito.

Pretende~se, ainda, fazer um estudo paramétrico da variaggo
da distancia extrapolada com as dimensoces do meio, conforme jg fol cita-
do,

Naturalmente, toda esta pesquisa que esta sendo proposta, ne-
cessita um computador mails répido e de malor capacidade de memoria; pre-
tende-gse, para isso, utilizar iniclalmente um IBM-360/44, ou eventualmen-

te computadores de malor porte, trabalhando-se em cooperaggo com centros

computacionais estrangeirsos.,
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p=0 P -1 P m=g

Também, como no Capitulo II, meltiplicando por Pm{u) e inte=
grando entre =1 e +1, e usando a formula de recorrencla dos p@lﬁ%gmiﬂﬁ de

Legendre, cbtem-se

[~

9y ,.m 1 m LI -
mgo EIA _(x)”mzmﬂ Em+1)6 w0 + m&mm%;!«s» mg@[jvjiA @&Mm@m «

= § ¥ [eF]la%x)>6 6 ne Oy 1y, 0 00 p (hld)
p=o m=0 gn pom
ou ainds
@) 2 (8™ s + a]ad" @ ¢

+ (%ﬂ){ﬂ@»@ﬂlﬁ(xp} .0 ne 0, b, o o o @(A1.5)

que € um sistema correspondente ac de (1I,1,26)

Una conclusao importante, que pode ser tirada, e que, truncans
do as somatorias o grau de anisctropia esta limitade & ovdem de aproxima-

ggo gque ze deseja para a dependencia angular,

Asaim por exemplo, para uma apxoximaggd Pl (apr@ximagga de di-

- e e N 4
fusac) so se pode considerar no maximo uma anisctropla linear,

No caso do grau p de anisotropla ser menory gue a ordem N de a-
proximaggo para a dependencia angular considerada, o sistema (A.1.5) trun

cado em n = N tera (N+1) equagoes, das quais (N-p) serao homogeneas,

Continuando com o raciocinio analoge so do Capltulo II, obtem-

~g¢ um sistema de equaqSes equivalente a (I1.1.33), e que & escrito
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4

1) 3% 0y s + a|B L (v)> - (2n+1){E;q‘]- [\,yﬂ}ls“(\m - 0

n = 0, 19 [ ® OQN"l

N@BNE’I(\:% o= (2&-@*1){&@“[\::7{]} IBn(v)> w 0

ne=HN

! (A.1.6)
onde, zambam

[B%vy> = [E]7H 4 v)>
F1 - T EED
=7 OO

sendo Eﬁfj uma matriz diagonal e &ﬂ matrizes simetricas,

Para o caso de espalhamento anisot’rgpico linear, no qual se es

ta interessado, o sistema (A.1.6) se reduz a

Ma(v}:«s . {E}fﬂ . Eﬁyﬂ}|]}°(v)> = 0 n=0

2|B2v)> + [B°(v)> = 3{[3@ - E’YS}IB‘(\’V =0

n=1]1
4
(1) B > - n 5" v)> = (2nt1) BT |B%(v)> = 0

n2,3, o o ey N=l
88" w)> - 1) 5] BV (> = 0 neN

(A.1.7)
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L d -~
prE, de encontrar uma solugao para este sistema,as

{1/ a solucao (II.1.34) para o sistema (I1.1.33)

dm o

sEped e

espalhamento isotropico.
GUE 08 polingmios de Legendre Pn(x) e as fungSes de

«

“ o~
vie Qmﬁxﬁ satisfazem a relacao de recorrencia

NI mKnml<K> - (2ntl) xKn(x) = 0 (A.1.8)

e Qn(£§§]) 830 solugSes do sistema (A.1.7),com

s ag duas primeiras e a ultima. Uma combinagao 11

iambem sera solucao do sistema com excegao das tres

Ry

wa combinagao linear dessas solugoes que satisfaga

2]

s solucao geral de (A.1,7).

odo o

, RPN n -
{yys, ES {vi> e ET (v)> tres vetores que satisfagam

vys + 0B w)s = (20tL)v|RP(W)> = 0
l
nﬂl, 2, 3,.. o9
(A.1.9)
|27 (w)> neo (A.1.10)
Sl

wye + a8 TN w)s - (2ntl)v|ST(v)> = 0

n=2, 3, 4, . . ., ™
(A.1.11)
n=0 (A.1.12)

nel (A.1.13)
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1) [T (w)> + | T w)> = @ot)v|T(v)> = 0

n=3,4,5,...,®

(A.1.14)
T v)> = 0> n =0 (A.1.15)
[T"(v)> = |0> n=1 (A.1.16)
[T (v)> = |T2(v)> ne=2 (A.1.17)

Entgo, dados |R9(v)>, lsl(v)> e |T2(v)>,todos os outros veto-
res IRp(u)>9 |Sn(v)> e |T®(v)> ficam bem determinados pela relagao de re-

correncia (A,1.8).

o L -
Pode~se encontrar expressoes analiticas para essas solugoes,va

lidas para qualquer n. E sao /30/

(R v)> = p_ ([T [R7(v)> (A.1.18)
i

Is"(v)> = {Pn(Elﬂ) Q, (U - Qn(ExD)}lsl(v» (A.1.19)

> = 2{r (G @ (BIED - [x]) -
- 0, (DI [T + Gn,o}sz(vb. (A.1.20)

que serao cbtidas a seguir.

X De fato, como Pn([ggj) e Qn([§g]) satisﬁazem a reiagao de re-
correncia (A.1.8), as expressoces para |R (v)>, |S (v)> e |T (v)> poden
ser obtidas combinando linearmente os polinomios e as fungoes de Legen-

dre.,

Assim escolhe-ge




00, 180>, 11> = 2 (RID 14 + o (BT [B> +

“ﬁ?“ 2' gCi > 6npi (A.l.ZI)

. -
onde a somatoria e estendida para os valores de n,tails que,para n e n + 1

a combinagas linear deve ser igual a zero.

Ug vetores |A>9 |B> e |Ci> sao vetores arbitrarios, independen
tes de n, was gue podem ser escolhidos de tal maneira que satisfacam
{Acdo92, (A1.10), ¢ o o 5, (A.1.17),

Substitvindo (A.1.21) em (A.1.10), tem-se

IR (v)» = PG(E@)'M + Qo([_'\_)f_J])IB>
Entao
%i%@(“)> = ﬁA';« + QO(E)IBHB>

@ portanio, pode~se tomar
(B> = O e |a> = IRo(v)>

Tem-se, entao
PR ]
[ w)> = 2 QU] R (v)>

que @ a expressao (A.1.18).

Para obter a expressac para |Sn(v)>, note-gse que, de (A, 1.21)
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o> = [a> + o ([T [B>

|st(v)> = By (LT 4> + o ([oU]) |B>
Portanto

|st(v)> = = Py(E]) o (O] [B> + qu(T]) s>
QU

1 (v)> = - {Pl([\}g]) o ((T)) - B (T Ql(ﬁg‘})}lw
Sabe-se /26/ que
PG Q60 =P (x) Q) =2

£ facil mostrar que essa relagﬁo tambem e verificada quando o

argumento dos Pn e dos Qn sac matrizes diagonais. Entao
P (BT 0,y (BT - P (B8 o (B = 3 [

Logo

[sl(v)> = -|B>

4]

&> = o (GBI |5 ()

Substituindo os valores de |A> e |B> em (A.1.21), tem-se



(s 1> = e, (BT 0, (GE) - o (BT st

que e a expressao (A.1.19).

Resta spenas mostrar que (A.1.20) & a sxpressao para ITﬁﬁﬁﬁ@
Como

L
[0> = [a> + q (fvuly[B>+ ] [c >

im0 i o0

entan

iﬁ} = iA> + Q@({§@ﬁ)|ﬁ> + ECo>

e tambem por (A.1.16)

o> = vy (vaD) {ar + ou([¥ED |8>

e por (A.1.L7)
12 ¢v)> = o ([vl]}{a> + Qu([Vi]) |B>

Pl(Egﬁj) G tgﬁj e sendo [§§} uma matriz nao singular, existe

P (R,
Logo
e R v () 8> = - T EED o, (BT (B>

e portanto

s = - p TR o (FE]

Substituinde
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e = eop (VT PTHEED (BRI B> + a([BE]E>

Pl T2 (v)> = = {Pg(gﬂ)pz(ﬁ,(ﬂ)p (B (pT)) -

i mj)}m
tomo as watrizes Pﬂ(&{ﬂ) comutam entre si

Eei o1 ey o - ,%, [r]s>
e = - 2 (D {12 vy

o 2 N (RED Py (EED 120>

i

= dE D @G PCEED - oy [3)r: () P h%»

"3

‘P g ,} \!U ) (P ¢ E,g )Q (E’g) [:I])Pl ( L\_,g) -

Ty Py ([l ;j 12 (v)>

I :%ﬁé’ ey (v - [0 - Q, ¢ 0Py (57 )} |12 (v)>

[ ERE N
%x’l/} o g }(732 ({w} %
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Subgtituindo |A>, |B> e |co> em (A.1,21) tem-ge
™) = 2{e (B (5D B- (K1) -

- 0, (B BT + ¢, a2

que é a expresszo (A.1.20),

Foi provado, entao, que ‘Rn(v)>, ]Sm(v)> e iTn(v)> tgm9 respec
tivamente, como expressoes analiticas, (A.1.18), (A.1.19) e (A.1.20), as

quais sao comhinagSes lineares de polinamios e fungges de Legendre.

Supoce-se, agora que

|B%(v)> = |R®(v)> + [S"(v)> + |T"(v)> (A.1,22)

seja a solugao do sistema (A.1.7).

Para satisfazer a primeira das equagges, e préciso que

IRI(v)> + [s1(v)> = ) |RO(v)> = - Eyﬂlko(v);

Mas por (A.1.9)

|R1(v)> = 0] |R®(v)> (A.1.23)
e, entao

Islv)> = =[v%] |R®(v)> (A.1,24)

Da segunda equacao de (A.l.7), tem-se

2|R2(v)> + 2|S2(v)> + 2|T2(v)> + |R°(v)> =

a

- 3{5@ - EYU};gl(v)> - 3{_@@-@3}5&(@» = 0 (mz#%;



A D

Mas por (A.1.9) e (A.1.23)

2'R2CV)> - iRo(v)> + BEQZHRO(\))>

e por (A.1.11) e (A.1.24)

2|s2(v)> = = 3[30] [vvS] [R®(v)>

Substituindo em (A.1.253), obtem-se

12> = 3 Bl {4 - RO} o> C aa2e)

Tendo os valores de S!(v) e T2(v), ja que RO(v) & arbitrario,e
substituindo na primeira e na segunda equagSes do sistema (A.1.7), ve-se,

imediatamente, que ambas sao satisfeitas.

Entao Bn(v) = Rn(v) + Sn(v) + Tn(v) com as condigaes impostas
é solucao das duas primeiras equagges de (A.1.7). As restantes equagSes
desse sistema, com excecao da ultima, tambem tem B"(v) dado acima como so
luggo; isto @ imediato se verificar pela propria lei de recorrencia dos
R"(v), dos §"(v) e dos T"(Vv).

Resta, ent;;og mostrar que Bn(v} ™ Rn(v) + Sn(v) 4 Tn(v) tambem

satisfaz a ultima das equagoes,

Para que anv)g dado por (A.1.22), satisfacga tambem a ultima e
quaq;o de (A.1.7), e preciso que R.o(v)9 ate aqui arbitrério, seja escolhi
do de tal maneira que

N+l |1

Yy a vy)> + |8 s+ TV (u)> = 0 (A.1.27)

Usando (A.1,18), {8.1.19}, (A.1.20), e mais (A.1.24) e (A.1.26),

tem=-se



iBn(v)> = Pﬂ(,E@) gﬁ%if‘g:?fw}:ﬁ‘ - W \)Uj h}yﬁ I’v% (v}:r o

{n ﬁ@%mmw <m>} e} ) 1 130 >

onde fol usada a relacao

p (PI]) o (B - e (B8 = w__ <50

|B" (v)> m;Pn«:{E}@M%)» - u__ (BT ST R (v)> +
,_@:ﬂ» . B B B BT o> -

- 38, (BID{ Byl Brél- T [ e

ou
LXCRES; <E§@>{l:r:1+ 3By BT B s -
- W (BT R R ™ v m> +
+ 3, (GBI BT (53- 50 i%%a%p

ou ainda

2> = e (BID{I] + 3F T (ET-Fvad} > -

- Wy (B0 B B8] ™ Fv3)9 v 14 501~ 2] } 1R° >

80
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‘ , o
Somando e subtraindo wn_l([§gj)[§q1|R (v)> e rearranjando os

tarmos, tem~se

s - {{p,,a:vrn)-w,,_l@@@}{m + 1 GT-ED }+

+w__ (B (E»l'_ﬂ—[\}v‘_’])}lR"(v»

Mas como

|B"(v)> = |R%(v)> + [S"(w)> + |T"(Vv)>

e
|R*(v)> = IR%(v)> para n = 0
Is®(v)> = |0> para n = 0
ISP (v)> = |S}(v)> , paran =1
T (v)> = |0> paran = 0
|T“(v)>»- |q> para n = 1
[T (v)> = |T2(v)> para n = 2

Conclue~se que

|RO(v)> = |B%(v)> (A.1.28)

e entEo




0820

8% w)> = {{Pn<l§@>-wn-1<l§@>E@}{EI]+3EYH<DIIJ-E@>}+
+u__, () (Etj]-l}_»yg)}ln%v» (A.1,29)

Mas pela condigzo (A.1,27), os IBn(v)> dados por (A.1.29) sao

solugoes nao triviais do sistema (A.1.7) para os v que satisfazem

{rgur (GBI - (BT BT + 3BD(GT - i} +

= 0 (A. 1.30)

+ 4 (GI) (GT-EvD}
Nota: Se o espalhamento for isotropico, [§y£] =0 e (A.1,30) s8e reduz a

= 0

P (BT = w (G v

que @& a equagao (II.1.35) obtida no desenvolvimento do problema no caso

1sotr5p1co.

Concluindo:

a) caso de espalhamento isotropico

|8 (v)> = {Pn(Eﬂﬂ) - Wn_l([\:’lﬂ)r\_wﬂ}|3°(\’)> (11.1.34)

€ solucao do sistema

(n+1) | 3™ (v)> -Iman-l(v)>-(2n+1){E)lﬂ-E)y<3 5 o}ln“(»)> -0
{ n-O,l,...,N-l

NN Lev)> - (2n1) GO BY(v)> =0 n=nN ‘
(I1.1.33)




onde os v sac solucoes de

EPMI(EI.D) = W (O]) [vyo]| = 0 (11.1.35)

9 P -
b} caso de espalhamento anisotropico

157 v)> = {{P,.< Lo - wn_l(EﬂIJ>EﬂZ]}{DJ+3 Eﬂ](&ﬂ-@@)} +

W (DD (Etﬂ-[&yﬂ)}ln"(vb (A.1,29)

ik 5 hig i
@ solugas do sistema

1B} (v)> - {[\3@ [@}m (v)> = 0 neo
2{82(v)> + |B%(v)> = 3{E®—Eyg}lBl(v)>-0 n

LI
e

fraa}

§ 1) | B (0) >+ 0] B (v) 5= (2041) 9] [B™(v) = ©

n 2, 3,0.0'N-1

w8y - w1 T |8 w) = 0 n=N

(A.1.7)

onde se v szo solucoes de
s (B0 -y B0 GO HI + 3B (BT-EvD } +

+ W (U] (0] -[ve))

(A.1.30)
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{3 ESPRECIRO MATS “QUENTE

Ma D oda sguacan naporte de Bol

aue

iy ;
jv o = papda lﬁquﬁdﬁ% por segundo, ds nsutrons
i

3

cldade v, do slemento de voluwme

LOm W

ay

dos neutvons que se divigem

nentrons gue caminham em sen

tido contraric.

. . p B P N s
Lewby trong vindos do vacus em dirscac so

welo,

~ e
entac, parsz A ponte perlo da frontelrs e B ponto da veglao a seintotics

mAfgiﬁé e ponto {47 {h,2,1)

. . ‘ o
ﬁyr%v mﬁx%w)ﬁ g wﬁpé no ponks {B) (Ae2.2)

[

e fato: a propria e conteorne do problems de Milne

implica que, na relra
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Na regiac assintotica, longe da fronteira, o efeito desta nao

se faz sentir, e portanto
-+ -+
n(vy) = n{vy)

-~ b d -
0 andamento das curvas de variagao de n{vy) e n{vy) com a dis-

tancia da fronteira e, portanto, o indicado na figura abaixo

% {v)

v

»

Como a geometria e plana

grad n(vy) = |grad n($1)|I {(8.2.3)
grad n(v,) = |grad n(vy) |1 (Ao2.6)

e, entac, tem=—se:
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a) no ponto (A}

termo de perda
-5 -+
para os neutrons| = vy X grad n{vy) > 0

do tipo ($2)

termo de perda )

. > -+
para o8 neutrond} = vy ¥ grad n{vy) < 0

do tiipO (;;1) )

perda global de

’ 3 - -+ -
neutrons des tiposp= vy x grad n{vy) + vy x grad n{vy)
5 s
(v2) e (vy)

Mas por (A4.2.1), esta perda no ponto (A) & positiva, crescendo

@ o
com o modulo de vy,

b) no ponto (B)

perda global de

neutrons dosti- =

pos (Vo) e (vp) |

prsticamente independente do modulo de 31

5

Entao, nos elementos de volume em (A) e (B) tem-se, respectiva
mente, perda positive e perda quase nula, Como 0s meutrons de energias
mais altas tem direggo privilegiada para a frente (e, no caso, sentido o=
posto ao do versor I), o espectro energetico se torna cada vez mais "quen

te”, a medida que se aproxima da fronteira,

Realmente, considerando, por exemplo, duas energias E = 1 kT e
Ew= 10 kT, e um elemento de volume do meio localizado adjacente a frontel
ra, tal elemento recebe, de seus vizinhos a direita, mais neutrons de

E = 10 kT que neutrons de E = 1 kT, Como o regime e estacionario, no ele=-
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ey @ . o

mento de volume adjacente & fronteira haverz uma malor densidade de neu-
o

trons de E = 10 kT do que de neutroms de E = 1 k7, "aquecendo™, al, o es-

pectro,




LISTAGENS DE PROGRAMAS FORTRAN-II-D

APENDICE 3

Programa Milne P1
Programa Milne P3
Sub-rotina SLH1
Sub-rotina DTCl
Sub-rotina DTM1
Programa = VCPFA
Fung50 PLWPSI
Sub-rotina MM
Fum;zo F

Sub~-rotina RAINT
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*FANDK1204

*PROGRAMA MILNE Pl

MP1 ~

METODO PEA

ESPALHAMENTO ISOTROPICO

APROXIMACAQO P1

A RAIZ DE INDICE (N+1) CORRESPONDE A RAIZ ~NU(1)

N=DRDEM DE APROXIMACAO USADA MAIS 1 PARA 0S
POLINOMIOS DE PRIMEIRA ESPECIE DE LAGUERRE (NORMA
LI1ZADOS)

CHAVE 2 LIGADA,SAQ IMPRIMIDOS 0OS CDEFICIENTES
E AS SOLUCOES DOS SISTEMAS HOMOGENEG E NAO HOMOGE

O OO0

10
100
181
203

55

11

180

150

51

50
102

194

195
196
348
213
349

NEO
DIMENSION S(8,8),BENI(8)9GANI(868)oP23ENI(§)9H18ENI(8
}+P1IBENI(8) W
10BENT(8),COEFBO(646)+B0(6)+BLI6)1AC(6)+AL(6)ENU(Y)
DIMENSION ALFA{B8+8)yTIND{8) 4X(9)+A0AUX(9,+8)
L=1
READ 104Ny ABSOR
FORMAT(1I295F743)
DO 100 I=1,N
READ 11+(S{fsdlpJd=14N)
NN=N-1
IF{SENSE SWITCH 2)181,55
PRINT 2034NN
FORMAT{1H,55X, 1L8H*APROXIMACAD Ple(levZH)*/////)
READ 11,4ENI
FORMAT(5E14,8)
DO 180 I=1sN
READ 11, {GANI(
READ 11, (BENIU{
DO 150 I=1yN
PZBENI(I)‘(3e*BENI(I)**Z“l.)/Zo
WIBENI(I)=1.5%BENI(])
PIBENI(I)=BENI(])
WOBENTI(1)=1.
D0 102 J=1.N
DO 102 K=14N
DELTA=J~K
IF{DELTA)S50451,+50
DELTA=1,
GO TO 102
DELTA =0,
COEFBO(JsK)‘PZBENI(J)/NIBENI(J)*DELTA-GANI(JQK)
IF(N-2)194,194,195
BO(1}=COEFBO(L,2)
BO(2)=~COEFBO(1,s1)}
GO TO 196
CALL SLHl(COEFBOoN;BO’
IF(BO(1})348,349,349
DO 213 K=1loN
BO(K)==BO (K}
00 103 J=1.N

)eJ=1sN])

Ivd
I1}s1=14N)



53
52
104
107
103

207

5000
184
56
185

SOMA=0.

DO 10T K=1,N

DELTA=J~K

IF(DELTA)S5Z2453,52

DELTA=1.,.

GO TO 104

DELTA=0.

P=(PIBENI(J)*DELTA-WORENTI({JIXGANI(JI+K) IHBO(K)

SOMA=SOMA+P

BLOJ)=SDMA

DG 105 I=1,N

SOMAL=0.

SOMA=0Q.

D0 106 J=1,N

P=S{T144)%B0(J)

0=S(T,Jd}1%B1(J)

SOMA=SOMA+P

SOMALI=SOMAL+Q

AC (T }=SOMA

AQAUX(L,1)=4A0(1)

AlL(1)=S0OMAL

ENUTL)=ENI

IF(L-N)1144114,118

DO 7C0 J=1l4N

ALFALIyL)=A00J)+1.73205081%A1(d)

GO TO 80C0

DO 900 J=1.N

TINDUD) =={AQG(J)+1,73205081x%A1(J})

TF(SENSE SWITCH 218004184

PRINT 19,ABSORsLyENUCL)

FORMAT(1H, 25X 6HABSOR= yF6 43 945X 3HNU(+12+2H)=4E14e8//)

DO 192 J=14N

PRINT 1934 (JsKsCOEFBO(J4K) yK=14N)

FORMAT(3(1IH +5XyTHCOFFBO{ +12+12+2H)=4E1448))

PRINT 2000

FORMAT(//)

DO 191 J=1,N

PRINT 2Z04JsBO(I) s deBLEI) 9 JsADIU) U0 AL(J)

FORMAT(IH5Xe2HRO( s 125 2H) =y E1l4eB845X3HB1(,1252H)=4EL14
.89SXQBHAO(’I

2,2H)=7514.895X93HA}.(yIZ,ZH)=95‘1/+.8)

TESTE=0.

DO 197 J=1+N

TESTE=TESTE+COEFBO(1,J)=*BO(J)

PRINT 2000

PRINT 207, TESTE

FORMAT(IIH +5Xy6HTESTE=,E14,8)

PRINT 5000

FORMAT(//77)

L=L+1

IF{L-N-1)5%,55,56

IF(SENSE SWITCH 2)185,186

DO 411 I=LeN



302

PRINT 2044 (T JsALFA{T9yJ)+d=14N)
FORMATLIZ(1H +5Xy5HALFA( 4 I2:1242H)=3E14.8))
PRINT 2000

DD 412 J=14¢N
PRINT 205:J,TIND(J)

FORMATIIM 25Xy 12HTERMO INDEP(+1242H)=sE1448)
NMI=N-1

D0 770 K=1lyeMMl
KPI=K+1
=K
DO 730 I=KPLlsN
IF(ABSF(ALFA(L;K))“ABSF(ALFA(I-K)))72017309730
=1

CONTINUE
IF{L-K)YT40, 7404750

b 760 J=K,N
AAL=ALFA(KsJ)
ALFA{Ks JI=ALFA(L,J)
ALFA(L,J)=AAL

AAZ=TIND(K)
TINDIKI=TIND(L)

TIND{L)=AAZ
PO 770 1I=KP1lsN
R=ALFA{T LK) /ALFA(K,K)
TINDUTD)=TIND(I)~R*TIND(K)

DO 770 J=KeN
ALFA{T 9 J)=ALFA(I,J)-R*ALFA(K,J)
X{N)=TIND(N} /ALFA(N,N)
DO 790 K=1,NM1

I=N-K

IPl=I+1

SDMA=OQ
DO 780 J=IPLl,N
SOMA=SOMA+ALFA(I,J)=X{J)
X{I)=(TIND(I}-SOMA)/ALFA(I, D)
IF(SENSE SWITCH 2)187,188
PRINT 2000

PRINT 2069{T1+X(1I)yI=14N)
FORMAT{IH +5Xe2HX{51242H)=4E14,8)
TESTE=0,
DO 160 J=1.N
TESTE=TESTE+ALFA({1sJ)*X{J)
TESTE=TESTE~TIND(1)

PRINT 2000
PRINT 207.TESTE

PAUSE

20==ENU(L}/2.%L0OGI=X{1))

FPUNCH 300.NyNNsABSORLZ0
FORMATIZ21292F1448)

JN=N+1
PUNCH 114(ENU(L)sL=1eJN}

00 202 L=1sJN

PUNCH 11, (ACAUX(LyJ)YyJd=1.N}
PUNCH 114(X(I)sI=1,4N)

FAUSE

GO TOo 1

END

—~
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P ANDKL 204

C PROGRAMA MILNE Pl

C FEEMP1

C ~-DISTRIBUICAO ENERGETICA DO FLUXO E DISTANCIA EXTRAPO
LADA-

C AREA TOTAL = AREA DEBAIXO DA CURVA DE

C DISTRIBUICAUO DO FLUXD NO INTERVALO €-10 KT

C NP=NUMERO DE PONTOS PARA 4 CURVA DA DISTRIBUICAQO

C ENERGETICA DO FLUXO

C SWITCH 2 CALCULA 0OS FLUXDS EM INTERVALOS

€ DE EXTREMOS DIFERENTES DE O-10KT

C SWITCH 3 CALCULA O FLUXO ASSINTGTICO

C ABINT=ABCISSA INTERMEDIARIA PARA INTEKRVALOS MENODRES

C DELINT=INTERVALO MENOR

C ABMAX=ABCISSA MAXIMA

C DELMAX=INTERVALO MAIOR

DIMENSION AQAUX(13,6)4X(13),ENU(13)sYFLUXO(100),sFLUXOD
M{100),FL{L15)
1 READ 2804NPyZ4EMIN, EMAX ENTERV.ABINT, ABMAX,DELINT,DEL
MAX
280 FORMAT(14,8F7.5,112)
READ 3004NsNNyABSOR-Z0
300 FORMAT(212,2E14.8)
JJ=N+1
READ 2204 (ENULTI )} I=14JJ)
DO 202 L=1sJJ
3202 READ 220, (AQAUX(L4J)sJ=1,yN)
220 FORMAT(5El4.8)
READ 220, (X{(I)sI=14N)
2 IF(SENSE SWITCH 3)902,903
902 PRINT 904NN
904 FORMAT(1H +55Xy 18H*APROXIMACAD Pl,yL(+12+2H)%45Xs19H(F
LUXO ASSINTOT
YICOB)Y//7/777)
GO TO 905
903 PRINT 203NN
203 FORMAT(1H,+55X, 18H*APROXIMACAG PlsL(s12,2H)Y%/////)
905 PRINT 29.ABSOR,Z
29 FORMAT(1H +15Xe6HABSOR=F6e3+10Xs2HZ=+FT743///)
PRINT 30
30 FORMAT(1IH 39Xy 1HE413X,5HFLUX0+14Xs6HFINORMy11X,y9HFIMA
XNORMy 8Xs28H(
1FINORM-FIMAXNORM) /F IMAXNORM/)
E=EMIN ’
X(JJ)=10
INDICE=1
71 FLUXO=0,
IF{SENSE SWITCH 3)900,901
900 NI=N
GO TO 350
901 Ni=1
350 DO 330 L=1sJJsNI
Mi=1




4000
800

o

(B0 331 J=1,N
FLUXD=BLUXO+ACAUX (L ¢ JI5PLIMAF)
M= ]
FLUXC=FLUXO®X(L)SEXP(=2/FNU(L )
FLIL)Y=FLUXO

FLUXO=0,

D0 340 L=1,JJd9NI
FLUXO=FLUXC+FL(L)
FLUXOM{INDICE)=Ex*EXP{-F)
FLUXO=FLUXO*FLUXOM( INDICE)
YFLUXO(CINDICE)=FLUXOU

E=E+ENTERV

INDICE=INDICE+1

IF(E~EMAX) 71457144000

IF(SENSE SWITCH 2)800,801

READ 220¢ AREAT

AREA=AREAT

0 TO 802

$120,

<
o

DI 400 I=24NP,2

S1=S1+YFLUXG(I)

NP 1=NP-1

NG 402 I=24NP1l,2

S2=52+YFLUXO(T1)

AREA=ENTERV/ 3 ((YFLUXO{L1)+YFLUXO(NP)) +4,%S1+2,%S2)

F=EMIMN

DO 209 J=1,NP

FIN=YFLUXQO(J)/AREA

FIMAXN=FLUXOM(J)/,99945

IF{FIMAXN) 7000,7000,8000

RELFLU=0,

GO TO 9000

RELFLU=(FIN-FIMAXN)/FIMAXN

FPEINT 499,E,sYFLUXO(J) s FINGFIMAXN,ZRELFLU

FORMATIIH 95XeFTe3¢ TXyEL4a8s5X21E1448:5XsE14.8412X5E14
.é‘%l’)

F=E+FENTERV

IF{SENSE SWITCH 2)8032,804

AREAT=AREA

PRINT 2000

PRINT 208,AREATLZ0

FORMAT{1IH +5Xe 11HAREA TOTAL=,E14.8,10X,22HDISTANCIA E
XTRAPOLADA=,E

14o8/717)

PEINT 3000

FORMAT(/ /)

v FORMATIA// )

TF(Z=-4BTNT)G000+6001,6001

7=7+DELINT

PUNCH 20803 NP e Z s EMIN EMAXGENTERY o ABINT ¢ ABMAX sDELINTDE
LMAY

sNPoZ e EMIN EMAK JEMNTERY GABINT ¢ ABMAX S DELINT ¢ DE
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OGRAMA MILNE P3%

UxL(alU DOS COEFICIENTES B DAS CONSTANTES~
METODO PEA

APRUOXIMACAG P3

ESEALHAMERNTO ISUOTROPICE

A RALZ DE INMDICE (N+1)} CORRESFONDE A Ri
M=QRDEM DE AFROXTMACAD USADA MAIS 1 PA

o
S

ATZ ~HU(L)
RE OS POLINGHIU

DE PRIMEIRA ESPECIE DE LAGUERRE (NUH:;L}ZUUH;:
CHAVE 2 LIGADALSAQ IMPRIMIDOS 0§ COLrFICIE
£ AS SCGLUCHES DOS SISTEMAS fUMJbt%[U E uu( HOMOGE

NE( :

DIMENMSTON S{6Gy5) e GANI(Oe6) 9P2EENI(12)BENI{O) 2 X{13)

DIMENSION P BtNI(12)9P4BEN’(‘?).EZu'NI(./EyﬁOXUX(l)yo
)

DIMENSTON WIBENI(12),COEFDO(6.E) oBUIE)BLIG)s021EY 53
(6}

DIMEMSION AD(634A1L(6)9A2(6) sA3(6)ENULLIZ)ALFALLZ,12)
s TINDIE12)

=1

D!:f“\\b J.O’N’HESUR

FORMAT(IZ,5F743)

GO 100 I=14N

FF&P 114{(S(IsdYed=1aN)

N (\"

I=(SE SHITCH 2) 161,45

PRIMT 202 4,MN

FOGRMATIIH 55 Xe I8HHAPRUXTIBALAD P3yl{e Xy 2H0%//1/17)

READ 11,ENI

FORMATISEL4,.3)

DU Juc‘ J’.V&i!N

r'"i,”
IUY(I)“].GJWFHI(I)




150

95

WABENTI(I) =4 375%BENI(I)*BENI(]}*BENI(I)-24291666%BENI

(1)
DO 102 J=1,sN
DO102 K=1sN
DELTA=J-K
IF(DELTA)S50,451.50
DELTA=1,

G0 TO 102

195
196
348
213
349

107

103

106

0 DELTA=Q.

COEFBO(J»K)=P4BENI(J)/WABENT(J)*DELTA-GANI (J4K)
IFIN-2119441944195

- BO{1)=COEFBO(1,2)

BOo(2)=-COEFBOC(1l,1)
60 TO 196

CALL SLHI{CODEFBO.NyBO)
IF{B0O{1))348,3249,249
DO 213 K=14N
BO{K)=-BO(K)

DG 103 J=1,yN
SOMAP1=0.

SOMAP2=0.

SOMAP3=0.

DO 107 K=14N
DELTA=J=K
IF(DELTA)52453,52
DELTA=1.

GO TO 104

DELTA=0.
Pl=(BENI(J)*=DELTA-GANI(J,K))*BO(K)
SOMAP1=SOMAP1+P1
P2=(P2BENI(J)*DELTA=145%BENT(J)*GANI(J,K))*BO(K)
SOMAP2=SOMAP2+P2
P3=(PZBENI(J)*DELTA-W2BENI(J)*GANI(J+K))*BO(K)
SOMAP3=SOMAP3+P3
B1(J)=SOMAP]
B2(J)=S0OMAP2
B3(J)=SOMAP3

PO 105 I=1,N
SOMALP=0.

SOMAZP=0.

SOMAZP=0.

SOMA4P=0.

B0 106 J=1,N
SOMAPL=S(1,J)=B0(J)
SOMAP2=5(1,J)1%B1(J)
SOMAP3=S(1,J)*B2(J)
SOMAP4=S(T,J)*B3(J)
SOMAL1P=SOMALP+SOMAPL
SOMAZP=50MAZ2P+SOMAP2
SOMAZP=S50MA3P+SOMAP3
SOMA4P=SOMA4P+SOMAP4
AO(1)Y=50MALP
AQAUX (L, T)=A0(T)



A1(I)=SOMAZP

A2(1)=S0OMA3P
105 A3(I)=S0OMA4P
ENUCL)I=ENI
TF(L-2%N) 114,114,115
114 DO 700 J=1,sN .
ALFA(JsL)=A0{J)+2:.5834089%A1(J}+3,0616679%A2(J)+2.123
2283%A3(J)
JS=J+N .
700 ALFA(JIS,yL)=A0(J)+1.01994212%AL(J)-1.63309675%A2(J)~2.
88209607*A3(J
1)
GO TG 8000
115 DG 900 J=1,N .
TIND(JI=~(AQ(J)+2.5834089%A1(J)+3.0616679%A2(J)+2.,1323
22283%A3(4))
JS=J+N _
900 TIND(JS)==(A0(J)+1s01994312%A1(J)-1.63309675xA2(J)~2.
88209607+Az{J
113
8CO0 IF{SENSE SWITCH 218C0,184
800 PRINT 19,ABSOR,L,ENU(L)
19 FORMAT(IH ,25X,6HABSOR=sF6e3+5Xs2HNUl+13,2H)=9EL48//
)
DO 192 J=1,sN
192 PRINT 1934 (JsKsCOEFBO(J+K) gK=14+N)
193 FORMAT(3{1H +5Xs THCOEFBO(+13+1342H)=0eE14.8))
PRINT 2000
2000 FORMAT(//)
DO 191 J=1,N
191 PRINT 20+:JsB0(J}sJsBL(J)JsB2(J)2dsB3(J)
20 FORMAT(LH +5Xs3HBO(+1242H)=+E1448,5X:3HBL(,12,2H)=4E1
448+95Xs3HB2(,
11292H)=3ELl4e895Xe3HB3{ 412,2H)=,E14,8)
PRINT 2000
DO 198 J=1sN
198 PRINT 21,J,A00J) e de AL(J) 2dsAR(0J)JsA3(J)
21 FORMAT(IH +5Xy3HAQ(+12,4,2H)=.E1448,5X3HAL(,12,2H)=4E1
4.895X3HAZ(
11252H)=3E14e845X+3HAB( ,12,2H)=0E14.8)
TESTE=0.
D197 J=1.N
197 TESTE=TESTE+COEFBO(1,J)%BO(J]
PRINT 2000
PRINT 207,TESTE
207 FORMAT(1IH +5X46HTESTE=4E14.8)
PRINT 5000
5000 FORMAT(////)
184 L=L+1
ITFL-2%N-1]155455+56
IF{SENSE SWITCH 2)185,186
185 DO 411 I=1.JJ e
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HEANDKL 204
*PROGRAMA WILNE P3
FEEMP3
~DISTRIBUICAD ENERGETICA GO FLUXG £ U3STANCLA EXVRAID
LADA=
AREA TOTAL = AREA DEBAIXU DA CURVA DE
DISTRIBUTCAU DO FLUXD NO INTERVALU G-10 |
NP=NUMERO DE PONTOS PARA A CURVA DA LISTRIBUICAQ
ENERGETICA DO FLUXD
SWITCH 2 CALCULA 0S FLUXUS EM ITNTERVALGS
DE EXTREMOS DIFERENTES DE (=10KT
SWITCH 3 CALCULA U FLUXU ASSINTUYICH
ABINT=ABCISSA INTERMEDIARIA PARA INTERVALGS HMENURES
DELTNT=INTERVALD MENOR
ABMAX=ABCTSSA MAXIMA
DELMAX=TNTERVALD MAICR |
DIMENSTON ACAUX(13,6)3X{13) «ENUCI3 Y, YFLUKXO(L00T 4 FLUXD
M{100), FL(L5)
1 READ 2804NP,Zy EMIN, EMAXENTERV 4 ARINT s ABMAXSDELINT 6L
MAX
FORMAT(14,8F743,112)
READ 300+NyNNyABSOR,20
200 FURMAT(212,2E14.8)
JJ=2%N
JJJ=Jdd+l
READ 2704 (ENU(T) s I=1yJJJ)
DO 202 L=lyddd
302 READ 220+ (AOAUX(LsJ)yJ=1,N)
220 FURMAT(SEL4, )
READ 2205 (X(1)4s1=14JJ)
2 IF(SENSE SHITCH 3)902,9(3
902 PRINT 904, NN
904 FURMAT(IH 555Xy LAHXAPROXIMACAD P3sL (o124 2H) %5 LUHIF
LUXD ASSINTOT
11C0YV//7777)
GO IO 905
9N3 PRINT 203,NN
203 FURMATOLH 255X LBH¥APROXIFMACAD P34L (212420057 /707)
905 PRINT 29,ABSOR.Z
29 FORMAT(IH 915Xs6HARSOR=FO43,10Xs2HZ=sFT43///)
PRINT 30
30 FORMAT(IH 99Xy LHE» 12Xy SHFLUXD s 14X s 6HF INORM o 11Xy 9617 1A
XNDRMy EX s 28HI
JORH~F IMAXNORM) /F IMAXNORM/ )

OO OO0 OO O Oy Oy

48]
8o
]




M=1
DO 331 J=1.N
FLUXO=FLUXO+AQAUX{L+J)*PL{ME}
331 M=M+1
FLUXO=FLUXORX{L)®EXP(-Z/ENU{L)}
FLIL)=FLUXO
330 FLUXD=0.
DO 340 L=1,JJJyNI
340 FLUXO=FLUXO+FL(L)
FLUXOM{INDICE)=E*XEXP(-E)
FLUXO=FLUXO*FLUXOM{INDICE)
YEFLUXO(INDICE)=FLUXO
E=E+ENTERV
INDICE=INDICE+1
IF(E-EMAX) 7147144000
4000 IF(SENSE SWITCH 2)8(C0,801
800 READ 220,AREAT
AREA=AREAT
GO TO 802
801 S1=0.
S52=0.
DO 400 I=Z.NP,2
400 S1=S1+YFLUXO(I)
NP1=NpP~1
DO 402 I=3,NPls2
402 S2=S2+YFLUXO(I)
AREA=ENTERV/ 3¢ % ((YFLUXO(1L)+YFLUXO(NP))+44%51+24%52)
802 E=EMIN
DO 209 J=1,.NP
FIN=YFLUXO(J)/AREA
FIMAXN=FLUXOM(J)/«G99945
IF(FIMAXN}T000,7000,8C00
7000 RELFLU=0.
GO TO 9000
8000 RELFLU=(FIN~-FIMAXN)}/FIMAXN
9000 PRINT 499, YFLUXO(J) yFINSFIMAXN«RELFLU
499 FUORMATIIH s5XeFT7e39TXeEL4.8+5XeE14,8:5X3E14.86412X9E14
«83/)
209 E=E+ENTERY
IF{S5ENSE SWITCH 21803,804
B4 AREAT=AREA
202 PRINT 2000
PRINT 208,AREATLZ0Q
208 FURMATIIH +5Xy L1HAREA TOTAL=9E148, 10X 22HDISTANCIA E
XTRAPOLADA=,E
114,877/}
PRINT 5000
2000 FORMAT(//)
5000 FORMATL/// /)
TF(Z-ABINT)I6000,6001,6C01
6000 Z=F+DELINT
PUMCH 280 NF4Z s EMIN,EMAXSENTERV «ABINT 9 ABMAXSDELINT,DE
LMAXs N




- 100 °

G070 2

5001 7=7+DELMAX

PUNCH 280y P 9Z o EMIMN, EMAXGERNTERV ARTHT SABMAX DELINT,, DE
LMAXs N

TF{Z~ABMAXI 24241

END

#EANDKL 204

SUBRDUTINE SLHL{ASN, X}
DIMENSION A(6y63.00646) 4X(5)
010 I=14N
DO 10 J=14N
10 CHI =001 4J7
CALL DTCL{CyNyDET)
TE(ABSFIDET ) ~LlaE~3140,40,20
20 PRINT 30
30 FORMATOLH +44HSISTEMA ADMITE APENMAN SOLUCAD TRIVIAL X
(1)=0/7)
GG TO 140
40 IH=1
it=1
MEH=N=~1
50 J=0
DO 70 K=lyMEH
J=J+l
DO 70 I=1,MEH
IF(IE=d)70+460,470
60 J=Jd+l
TO CUIK)=A{T14d]
DO 80 J=1,N
80 C(NyJ}=0.
DO 90 I=1,N
90 ClI4M)=0.
GU TO (100,120)41H
100 CALL DTCL(C,MEH,DET)
 IF(DETI1I30,110.130
110 TH=1H+1

GO TO 50

120 CALL DTML(C,MEH,DET)
IH=1

120 X(IE)={(~-1¥x*(TE+1)5DET
TE=1E+1

IF(IE-NIB0:50,140
140 RETURN
END
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10

20

35

31
36

45
40

55
50
30
60

SUBROUTINE DTClL(ANyDET)
DIMENSION A(6,6)
DO 10I=1,N
A(I+1)=A(1,1)
DET=A(1,1)

DO 20J=2,N
A{ly,J)=A(1,J)/A(1,1)
DO 301I=2,.N
I1=1~-1

S=0.

DO 35K=1,11
P=A(I,K)*®A(K,yT)
S5=5+P

A(T I1)=A(I,1)-S
DET=DET*A(I,1)
IF(I-N)31460,31
IF(DET)36460,36
15=1+1

DO 40J=1S,N

S=0.

DO 45K=1,11
P=A(JsK)*®A{KyI)
S=§+P
A(JsI)=A(JsI)-S
DO 50J=T1S,N

S$S=0.

DO 55K=1,11
P=A(IK)*A(KyJ)
S=S+P
AlT4J)=(A(I4J)=S)/A(1,1)
CONTINUE

RETURN

END
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SUBROUTINE DTML{ANyDET)
DIMENSIOMN A(6,6) ¢ XMAXL 6)
DO 301=14N
XMAX(13=ABSF(A(I.1))

L=1
Ki=[+1
DO 40K=KKyN
TFA{XMAX(T)=ABSFIA(KyI)}))B0940440
S0 KMAX(T)=ARSF (ALK, 1))
TER
40 CONTINUE
DO 90J=1,N
B=A(1,4)
AlT,yJdi=AL,J)
A(L,J)=8B
G0 CONTINUE
M=N
120 ALT4MI=A(T,M) /00T, 1)
IF(M-1110041005,110
110 M=M=-1
GO TO 120
100 FF(I-13125,125,115
1% NN=1
G0 TO 150
125 NN=1
130 MN=NN+1
TF{NN~1)135,130,135

135 IFINN-N)150,150,30

150 M=N

170 A{RNNsMI=ACNN MY ~A(NNy T)HACT M)

IF{M=1)130,130,180

180 M=i-1

GO TO 170
3¢ CONTINUE
DET=1.
DO 190I=1,N
190 CET=DETXXMAX(I)
RETURN
END
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PROGRAMA VCPEA

VALDRES CARACTERISTICOS NT NA  APRUOXIMACAG L-N
METODO POLINGCMIAL ENERGETICO E ESFERICAS HARMON I

CAS  ANGULAR
DIMENSION U(648)sUT(6461 3ALFA(H:6)+sR(6+6)+G(546),B(6)
dFPLLEY Y{1L5), )

1T(Es06)yGA{6+6)yGANI(E,4.6) ,BNU(SE)

COMMON BeNIyNyG,T

FI = EXTINFERIOR * ES = EXT.SUPERIOR DI INTERVALO DE

N1

H o= PASSO % E = PRECISAO DA RAIZ

READ 7774EI.ESyHeELEL

FORMAT (32F6.252E441)

N NUMERS DE AUTO VALORES = N1 POL. LEGENDRE P(N1+1)
READ 14NeN1

FORMAT (212}

B{I) — AUTO VALDRES

READ Z4(B{I)YsI=1sNj

MATRIZ UlI.Jd} - AUTO VETORES

READ 2o {(U{T+d)sd=14N)eI=1lyN)

FORMAT {5El1l4.8)

MORMALIZA A MATRIZ U

DU 30 J=1sN

7=0.

DO 35 I=14N

Z=72+U(T4d)wx2

FN=SORT{Z}

DO 30 I=1,N

U{Tsd)=UlT+J}/FN

PRINT 701

FORMAT{1HO+36HMATRIZ DOS AUTO-VETORES NORMALIZADOS/)
DO 702 I=14N

pRINTﬁOZ’(U(I)J),J*lyN)

PERFURA A MATRIZ DOS AUTO-VETORES NORMAL IZADQOS

DG 900 I=1.N

PUNCH 9013{U(TeJ)ed=1,N)

FORMAT{5EL4.8)

MATRIZ UT TRANSPOSTA DE U

DO 40 I=1sN

DO 40 J=14N

UT(Js 1}=U0T43)

CALCULA A MATRIZ ALFA

DO 45 I=1,N

DO 45 Jd=14N

ALFA{TJ)=0.

SCF=1,

ANU= ¢ 10000000 E+QQ

ALFA {1+1) =SCF

NZ=N~1

DO HO K=14N2

FR=K

ALFA(K+ L, K+1)1=8CF0 (1, ~2 « kFKaXNLI)

CALCULA A MATRIZ GAMA
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CALL MM{N,UT»ALFALR)
CALL MMUNgR Iy 5
pMpRl MATRIZ GAMA

Gl 1G=14N ,
EOPRINTO0Z24(GIIGyJdG) sy JG=1.N)
HOP FURMATIIHOWO(ELS4.842X))
GUARDA A MATRIZ GAMA
L0 603 I=1sN
B 603 J=1,.H
503 GAlTsdi=6{1+J)
DG 55 I=1,N

DO 55 J=14N
A5 Ty d)==GlIyJ)
PRINT 264 (1sB(1)y1=1yN)
6 FURMAT (1HO96(2HB(,12,2H)=sE14.842X))
PRINTY N1y N2
PO RAmET

PLWPSTIRAyByNLyNyG,T)
2 A+
PEZEPLWPSIIRAL By NLINyGy T
£ (ZE1%7E2) BOC,800.4C0
G0 RA=RA+H

TF (RA-{ES+H) ! 80,85,85
B30 Zbl=Z1EZ

GO TO 250
800 X1l=RA-H

XZ2=RA

K3=X1+H/ 3.

S1=ABS(ZET}+ABS(ZEZ2)

PR=ZEL*D

IF (PR) 330,390+s240
340 S2=ABS(ZEZ)+A3S(D])

GO T 360

IF(52-S1) 390,390,400
CALL RATNTIX19X2.E4EL,Y0)
DePlLWPST{YOD:ByNLsNsG,yT)
YNU=1a /IY0O®YD)
PRINTIZ3YNU
133 FORMAT (1HOs6HL/NIZ=eE1l4.8/}
PRINTS503,Y0
503 FORAAT (1H +3HNI=,E14.8)
PERFURA O VALUOR DE NI
PUMCH 901,Y0 .
CALCULA O PRODUTO NI*GAMA
) 608 I=14N
50 608 J=1.N
08 GANIITIJ)=GA(I,J)%Y0
PRINT 606
6509 FORMAT{IHO /215K 15HMATRIZ GAMAINT, /1




O

DO 610 I=1,.N
6510 PRINTO02y{GANI(I,JYsdJ=1sN)
PERFURA A MATRIZ GAMA%NI
DO 902 I=14N
902 PUNCH 901 {GANI(IsJ)yd=1.N}
DO 550 I=1sN
550 BNU(T)Y=B(I})=*YO0
DU 885 I=1,N
885 PRINT 16,1.BNUCT)
16 FORMAT (1H s2HB(,1244H)NI=,514.8)
PRINT134,D
134 FORMAT {(1H ,3HD =,El14.,8/)
PUNCH G014 {(BNU{I)yI=1yN)
IF (SENSE SWITCH 3120600,20¢C1
2000 V=-=YD
DO 2100 I=1,N
DO 2100 J=1¢N
2100 GANI(I+J)=CA{I,,J %V
DO 2200 I=14N
2200 #2UCTI)=B8(T )%V
PUNCH 901,V
00 2300 I=1.N
Z300 PUNCH 901ls {GANI(IsJ)ed=1,N)
PUNCH 9014{BNUTI},I=1,N)
J001 CONTINUE
RA=RA+H
IF {(RA-{ES+H)) 80.85,85
8% RA=RA-H
PRINTIBO,EI RAWH

105 .

180 FORMAT (1H 4 22HRAIZES NO INTERVALDO ABs3X,2HA=4,F64295X

s 2HB= s FAh a2y 5 X
19s6HPASSO=4E14,.8)
IF (SENSE SWITCH 2) 20D.100
200 Nl=N1+2
PRINTOsN1yNZ

9 FORMAT (1HOs 10Xy 3HGP 42HN=4 124 1Xs2HL=41247/)

GO T 270
100 GO TO 555
END



65

55

70

50

80
60

FUNCTION PLWPSI(ARyBaNlyNsGoT)
DIMENSION B(6)+sG(656)9P(15)Y(15),T(6.6)
RA=AR

DO 60 I=14N

X=B({I)*RA

POLINCMIOS DE LEGENDRE

P(l)=1.

P{2)=X

DO 65 L=14N1

Ll=L+2

L2=L1~1

L3=L2-1

F2=L3

F3=L2
PILL)=((2e%F2+1a )% X*P(L2)-F2%P{L3))/F3
POLINOMIOS W

IF (N1-1) 50450455

J=N1-1

Y{1l)=1.

Y(2)=3./2.%X

DO 70 M=1,J

J1=M+2

J2=Jd1l-1

J3=J1-2

Fé4=J2

F5=J1
Y(JL)=((2.%F4+14 )XY (J2)-F4X*Y(J3)) /F5
GO TO 80

J1=2

Y(2)=34/26%X
PSI=P(L1)/(RA®RY(J1)})
T(I1+1)=PSI~G(I,1)

CALL DETER{(N,T,DET)
PLWPSI=DET

RETURN

END

SUBROUTINE MM{N+A,BsR)
DIMENSION A(6356)+B(6,6)sR(6+6)

DO 5 I=14N

15
10

DO 10 J=1,N
SOMA=0,

DO 15 K=1,N
PROD=A{JyKIHB(K, 1)
SOMA=SOMA+PROD
R(JyT)=SOMA
CONTINUE

RETURN

END

. 106 .




10
20

70

FUNCTION F(X)

DIMENSTON BU6)9GClE46)3TLE46)

COMMON BeN1gNsGyT

F=PLWPSI(
RETURN
END

SUBRCUTINE RAINT ( U.

COMMON Al

C= ~1./80

FU= F{U)
FV= F(V)
17 { ABS

YO= 0.5 *

RETURN

Y= (VEFU=URFV) /(FU~FV)

FYl= F(Y1

XoBoeNLgNsG,T)

+Bly,A2,B2
RT(Z2.)

(U-Vv) -E)} 20430430

(U+V)

)

I# (C) 40:+50,50

Y2= 0e5 3

(U+V)

FY2= F(Y2)

GO TO @90
Y2= VHCX(
FY2= F(YZ2

U=V])
)

A= —FYL*FY2

-
m
T

(A) 60
y2-yl
FVFY2

5}

B T

Ty
w

]

(oesle 2
TO 35
FOFREV))

3O e O

i
PR
)

L YO= Y¢

RETUEN
YO= V
RETURN
C= (eb
V= U

FV= FU

v 704 80

(D) 15,22+425

11,1211

G= BE(Y2-V)
IF (G) 45955455

U= Y2
FU= FY2
60 TO 10
U= Y1
FU= FY1
GO TO 10
IF (FY1)

19241



80

SN

YO= Y2
RETURN
YO= Y1
RETURN
B= Yl-Y2

IF (ABS(U-Y1) —El) 254747

IF (ABS(V-Y1) -E1)
C= —IO/SQRT(ZQ)

U= Y1

V= Y2

FU= FYl

Fv= FY2

GO TO 10

END

15,848
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