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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

1.1 - Apresentação do Problema 

0 problema de Milne, um dos mais antigos problemas de transpor 

te, quando considerado em relação a uma população de neutrons, recebeu es 

pecial atenção com o Projeto Manhattan, durante a Segunda Guerra Mundual. 

Trata-se essencialmente, de calcular a distribuição estaciona­

ria de neutrons em um semi-espaço infinito x > o de um meio espalhador, e 

absorvedor ou nao, onde e mantido um fluxo de neutrons devido a presença, 

neste meio, de uma fonte, no infinito. Os neutrons atravessam a fronteira 

com o vacuo e nao retornam; nem ha fontes no vácuo emitindo neutrons para 

dentro do meio. 

Sendo um problema de transporte, pode ser enunciado rigorosa­

mente utilizando a equação de transporte de Boltzmann, suplementada com 

condições de contorno adequadas. 

A equação geral de transporte de Boltzmann e bastante difícil 

de ser resolvida, mesmo com os grandes computadores já existentes. Assim, 

muitas simplificações físicas e matemáticas foram feitas e vários métodos 

aproximados foram propostos. 

So em casos muito especiais, quase ideais, uma solução exata e 

explícita pode ser obtida e, assim mesmo, no caso monoenergético e, muito 

recentemente, com dois grupos de energia. 

No caso monoenergético - população de neutrons todos dotados 

de um mesmo valor para a velocidade escalar - o problema de Milne se tor­

na mais simples e os resultados podem ser usados para dar uma idéia de co 

mo se comporta uma população não monoenergetica de neutrons num dado mela 

No caso polienergetico, o problema se complica e a dependência energética 

da distribuição de neutrons tem sido levada em conta, através de métodos 

de desenvolvimento em polinomios de Laguerre, Tschebycheff, etc. 

Outra teoria muito usada e a de multigrupo, onde a distribui­

ção contínua energética dos neutrons e substituida por uma distribuição 



em Intervalos discretos, e os parâmetros nucleares sao obtidos por media» 

adequadas sobre cads intervalo» 

Quanto à dependencia angular o tratamento matemático é bastan­

te complicado e, so no caso simples monoenergético, em geometria plana,po 

de ser obtida uma solução exata e explícita» Varios métodos aproximados 

foram propostos, e os mais usados sao os métodos polinomiais, principal­

mente o das esféricas harmónicas e o método das ordenadas discretas, este 

equivalente ao método de multigrupo usado para tratar a dependencia ener­

gética da distribuição dos neutrons* 

Outra dificuldade grande na resolução da equação de transporte 

de Boltzmann e determinada pelo núcleo de espalhamento; a nao ser num ca­

so totalmente ideal, era que a secção de choque total é constante, isto e, 

independente da energia, onde então, é possível se reduzir a solução do 

problema polienergétic¡.» a solução de problemas monoenergéticos. 

Cora todas estas dificuldades na obtenção de uma solução explí­

cita para a equação de transporte de Boltzmann, o problema de Milne poli -

energético & extremamente difícil de ser resolvido» No entanto, a solução 

completa deste probletaa, ou seja, a determinação da distribuição energéti 

ca e angular de neutrons, é muito importante, Em particular, poder-se-ia 

determinar a influencia da fronteira sobre o espectro energético e angu­

lar de neutrons, Influencia esta da maior importancia, mas até agora so­

mente considerada no caso monoenergético. 

A teoria - ou melhor - a aproximação de difusão para estudo da 

distribuição de neutrons nura dado meio s também tem sido usada comumente; 

teoria esta que é sabido falhar em proximidades de fronteiras. 

Supondo conhecida a solução completa do problema polienergéti-

co de Milne 9 poder-se-iaÍ 

a) determinar a distancia extrapolada com muito mais rigor que 

no caso monoenergético; 

b) estudar, o que é muito importante, a deformação do espectro 

energético por causa dos fenómenos de absorção e fuga; este estudo nunca 

foi feito de maneira sistemática; 

c) fazer um estudo sistemático da distribuição espacial dos 
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neutrons levando em conta os transientes do fluxo real perto da fronteira, 

Como se sabe,o fluxo obtido pela teoria de difusão e o fluxo assintotico 

e esta teoria falha nas proximidades de separação de meios diferentes;tam 

bem este estudo ainda não foi feito, 

No caso monoenergetico, ou com teoria de difusão, todos éste 

efeitos foram estudados; mas nao no caso em que sao levadas em conta m 

dependencias energética e angular da distribuição de neutrons. E isto.de 

vido a todas aquelas dificuldades ja expostas. 

1.2 - RevisaoKigt^ica 

O problema de Mílne tem sido tratado extensivamente no caso mo 

noenergético e sobretudo para meios não absorvedores. Isto devido as elífi 

culdades na resolução da própria equação mono ene rgé t i c a de transporte de 

Boltzmann. 

So ultimamente os autores têm procurado resolvê-lo para meios 
tia **» 

com absorção e especialmente para o caso polienergetico. 

Soluções exatas desse problema foram apresentadas por Placzek 

e Seidel /3/, e Placzek /4/ em 194(7. Entretanto, estes autores considera­

ram o caso bastante simples em que os neutrons tinham todos uma mesma e-
¡ 

nergia, ou seja, caso monoenergetico; e alem disso supuzeram o meio não 

absorbedor, espalhamento isotrópico. 

Ainda em 1947 9 Le Caine /5/, fazendo as mesmas simplificações 

acima mencionadas, resolveu o problema de Milne pelo método variacional, 

Embora seja uma solução aproximada, apresenta uma forma analítica simples 

o que facilita a obtenção de resultados numéricos. 

Pouca contribuição foi dada depois disso até o problema ter si 

do retomado, em aproximações de Teoria de Transporte, e com dependência e 

nergética para a secção de choque total, nos trabalhos de Conkie em 1959 

/6/ e de Nelkin em 1960 /7/. Conkie admitiu núcleo de espalhamento aniso-

trópico, usou o método das esféricas harmônicas para a dependência angu­

lar, tomando somente a aproximação P^ t e desenvolveu a dependencia energé 

tica era uma série de polinomios de Tchebycheff. Nelkin considerou o espa­

lhamento isotrópico e extendeu ao caso polienergetico, o método variado-

http://isto.de
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n u l Hóodtl pot háCaliit> «n pít>!iJoro«B muiuitífitsrf\at í ene», Amhna «tiptiftefam o rnèiõ 

nao absorvedor. 

A partir de então, outros trabalhos apareceram, onde o proble­

ma de Milne polienergético era considerado. 

Kladnik e Kuscer em 1961 /8/,ainda para meio nao absorvedor es 

tenderam,ao caso anisotropico,o método variacional que Nelkin havia usada 

Em 1964, Eisenhauer /9/ resolveu numericamente o problema de 

Milne, calculando a solução da equação integral de Boltzmann pelo progra­

ma THERMOS para computador. Considerou meio sem absorção, espalhamento i-

sotropico usando quatro modelos diferentes para o núcleo de espalhamento. 

Também em 1964, Williams /IO,11/ apresentou dois trabalhos so­

bre o assunto. Em ambos admitiu meio não absorvedor e espalhamento isotro 

pico. No primeiro trabalho, usou o método exato de Wiener e Hopf, e nú­

cleo de espalhamento separável simples; no segundo trabalhou usou o méto­

do de perturbação para calcular o erro introduzido pelo uso de um núcleo 

de espalhamento nao realístico; nesse trabalho utilizou o núcleo de espa­

lhamento de gás livre de massa 1, e o programa THERMOS. 

Novamente, em 1964, Conkie /12/ estudou o problema de Milne. 

Desta vez procurou uma solução analítica mais simples que a encontrada em 

seu trabalho anterior. Para isso, admitiu um meio sem absorção, espalha­

mento isotropico, tomando o núcleo simples de espalhamento usado por 

Williams, e resolveu o problema para o caso monoenergético. Usou o método 

das esféricas harmônicas tomando a aproximação P^. A equação obtida foi 

estendida ao caso polienergético sendo a dependência energética desenvol­

vida em polinómios de,Laguerre. 

Ainda em 1964, o problema de Milne foi estudado por Kiefhaber 

/13/. Entretanto, desta vez foi introduzido algo novo: Kiefhaber conside­

rou o meio absorvedor. Seus cálculos foram feitos para a água, tendo a 

secção de choque de absorção sido incluída na secção de choque total da 

ãu u Considerou espalhamento anisotrópico e utilizou o núcleo de espalha 

mesto de Nelkin. Obteve uma solução aproximada para o problema usando pa­

ra a dependência energética um desenvolvimento em polinómios de Laguerre, 

e para a dependência angular um desenvolvimento em polinómios de Legendre, 

tendo calculado apenas para P.. 
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Em 1965, Ferziger c Leonard /IA/ estudaram o problema de Milue 

considerando; meio absorvedor com secção de choque de absorção seguindo a 

lei l/v; espalhamento isotropico e admitindo como modelo de núcleo de es 

palhamento, o de gas pesado. Para a dependência angular obtiveram uma ao-

luçao exata; quanto a dependência energética, desenvolveram-na em ura con­

junto completo de polinómios de Laguerre. 

Mika /15/, em 1965, usou o método denominado "expansão em mo­

dos normais"; considerou ateio absorvedor cuja secção de choque de absor­

ção é levada em conta através da secção de choque total; admitiu espalha­

mento isotrôpico e usou para Modelo de núcleo de espalhamento, o núcleo 

simples separável. Obteve expressões analíticas semelhantes aquelas para 

a aproximação monoenergétlca. 

Em 1967 9 a solução do problema de Milne pelo método de Wiener 

e Hopf foi estendida ao caso polienergético por Arkuszewski /16/„ Neste 

trabalho foi suposta unia absorção seguindo a lei l/v n, e foi admitido es­

palhamento Isotropico8 tendo para núcleo de espalhamento o do modelo de 

gas livre» As soluções analíticas obtidas não sao simples; pelo contrario 

sao de difícil aso computacional„ 

Também em .196?9 foi publicado um trabalho por Kallfelz e 

Reichardt /17/» Obtiveram uma solução para o problema de Milne pelo meto-

do variacional, porem para meios nao absorvedores. Entretanto, este traba 

lho foi muito interessante$ pois foram usados núcleos de espalhamento sim 

pies e também realísticos e os cálculos foram feitos para espalhamento i-

sotropico e anisotròpico linear» Concluíram que para núcleos simples, & 

concordância dos resultados pelo método variacional com resultados obti­

dos por métodos exatos era bastante boa, mas que isto ja nao se dava quan 

do usaram núcleos de espalhamento mais realísticos; e portanto, para uma 

descrição mais precisa da forma do espectro, principalmente o espectro da 

fronteira, nao e suficiente se admitir núcleos com espalhamento isotropi­

co, e que espalhamento anisotròpico linear deve ser incluido. Verificaram 

essas conclusões através das experiências realizadas por Beckurtz /18/„ 

0 problema de Milne foi tratado, em teoria de dois grupos, por 

Metcalf /19/,era Bim tese de doutoramento apresentada na Universidade de 

Michigan em 1968., Adaitiu espalhamento isotropico e considerou quatro va-
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lores para a absorção do melo para o qual ele tomou a agua» Metcalf colo­

cou as duas equações resultantes da teoria de dois grupos em forma conve­

niente para análise numérica. Comparou os resultados numéricos obtidos 

com os obtidos pelas aproximações e P^j e concluiu que a aproximação 

nao e suficiente e sugere que pelo menos a aproximação P^ deve ser u-

sada. Conclui ainda que, quanto maior a absorção do meio, mais falhas fi­

cam as baixas aproximações. 

Em todos os trabalhos mencionados foi utilizada geometria pla­

na. 

Na Conferencia sobre Teoria de Transporte, realizada de 20 a 

24 de janeiro de 1969 no Virginia Polytechnic Institute, Blacksburg, Vir­

ginia, foi apresentado um trabalho de Smith /20/ onde o problema de Milne 

foi considerado em geometria esférica. Entretanto, a solução foi encontra 

da para meio sem absorção, e foi considerado somente o caso simples mono-

energéticOe 

1.3 - Objetivo da Tese 

Como se pode ver,o problema de Milne é importante, mas de solu 

ção extremamente difícil. Isto faz com que seja ainda um problema relati­

vamente em aberto, cuja solução geral (dependência angular e energética)e 

explícita continua sendo procurada. 

Soluções explícitas, mas nao gerais, e resultados numéricos fo 

ram dados por Kiefhaber em 1964 e Metcalf em 1968. 

Metcalf obteve solução exata para a dependencia angular, mas 

por dificuldades matemáticas sé trabalhou em teoria de dois grupos para a 

dependência energética. As dificuldades, como foi exposto na "Apresenta­

ção do Problema", aparecem já na própria solução da equação de transporte 

de Boltzmann, ainda que esta para neutrons, se reduza a uma equação ínto-

gro-diferencial linear. 

0 trabalho de Kiefhaber merece uma consideração especial, dada 

a semelhança entre seu tratamento e o desta tese. 

Como nesta, tese, Kiefhaber considerou meio absorvedor, desen­

volveu a dependência energética da solução em polinómios de Laguerre e a 
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angular em polinómios de Legendre* 

No entanto, a complexidade das expressões analíticas,, devida 

tanto ao núcleo de espalhamento anisotrópico que considerou, como, princi 

palmente, ao fato de utilizar o método clássico e não o método Polinomial 

Energético Angular, PEA, /!/, o qual serã visto no próximo capítulo, fez 

com que nao fizesse um estudo sistemático dos vários parâmetros do meio 

que Influem, especialmente, no espectro energético* 

Em particular, essa mesma complexidade fez com que limitasse o 

tratamento da dependência angular a aproximação P^, deixando assim de in-

cluir possíveis efeitos tipicamente de transporte, efeitos estes que se­

rão também analisados nesta tese. 

0 método PEA è am método polinomial, de bons resultados, que 

permite a obtenção de uma solução explícita aproximada da equação linear 

de transporte de Boltzmann, para neutrons. 

A diferença entre o método PEA e os demais métodos polinomiais 

reside, essencialmentey na obtenção de soluções mais compactas para a de­

pendência angular9 ao mesmo tempo que a estrutura das expressões que com­

parecem sao tais que os cálculos numéricos podem ser processados em compu 

tadores de médio e mesmo pequeno porte» 

Como consequência, aproximações angulares de ordem superior a 

primeira podem ser consideradas, permitindo que se estenda ao campo dos 

problemas polienergéticos analises detalhadas feitas, até hoje, somente 

para o caso monoenergético» 

Um desses problemas é o problema de M i n e , de bastante impor­

tância, principalmente para a Física de Reatores, como já foi mostrado. 

0 objetivo desta tese é tentar dar uma contribuição ã solução 

do problema de Milne polienergético, em meio absorvedor e espalhador, vi­

sando, em particular, uma melhor compreensão dos problemas físicos envol­

vidos. 

0 método utilizado serã o método PEA. 

Neste tese se pretende: 

a) estudar a influencia da aproximação energética nos espec-
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tros de energia dos neutrons; 

b) fazer um estudo sistemático da influencia conjunta da ab­

sorção do meio s de efeitos de transporte e de fronteira, especialmente,no 

espectro energético. Efeitos de transporte poderão ser estudados, uma vez 

que s aproximação sera considerada; 

c) analisar as distribuições espaciais do fluxo de neutrons,vi 

sando determinar © influencia da lai l/v (da absorção) sobre o comporta­

mento cie fluxo na, fronteira; 

d) estudar a Influencia dos denominados transientes no fluxo 

real i 

e) analisar & influência da absorção» no afastamento do fluxo 

real era relação ao fluxo a$slntotico; 

f) fazer um estudo sobre a zona de influencia da fronteiraaana 

Usando como varia esta zona em relação à absorção e em relação à energia 

dos neutrons; 

g) mostrar como e altamente Insatisfatória a aproximação P^ pa 

ra a analise de fenômenos que ocorrem perto da fronteira; 

h) determinar a distancia extrapolada com muito mais rigor que 

no caso racnoenergético e/ou que na aproximação P^; 

í) verificar como a absorção influa na distancia extrapolada; 

j) fazer uma análise sobre o comportamento dos auto-valores ob 

tidos,, e a influência de alta absorção sobre seu comportamento• 

0 estudo sistemático, feito nesta tese, de todos esses itens, 

permitirá dar uma primeira idéia da necessidade de se usar aproximações, 

angulares de ordens superiores as até então tomadas em cálculos de fluxo, 

e,em particular, no problema de Milne. 

Tal estudo sistemático ê original e será tentado por ênfase na 

interpretação física dos resultados obtidos, mantendo-se, assim, a coerên 

eia c©a o objetivo desta tese s 
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<> ÍTULO IX 

SOLUÇÃO BO PROBLEMA DE MILHE POLIENERGÊTTCO 

IX.1 - A Equação de Boltzmann 

Seja um serai-espaço infinito de um meio espalhador e absorve-

dor„ onde é mantido uni fluxo de neutrons por meio de tinta fonte no infini­

to? oa neutrons que atravessam a fronteira com o vãcuo nao retomam e nem 

ha fontes no vácuo emitindo neutrens para o melo* 

0 que se propõe, nesta tese, e determinar a distribuição esta­

lo a'ir «los neutrons nesse ateio, cujo fluxo tem dependência angular e e~ 

ou seja, se propõe resolver o problema de Milne pollenergeti-

â função d e distribuição n(r,E,íÜ;t) é uma função de sete vari» 

?'x j "5s espaciais representadas por r, a energia E, duas angulares re 

iC >'<t-is por £!•„ as o tempo t. 

n(r,E,á;t) descreve da maneira mais geral possível uma popula­

ção de neutrons, e © definida de maneira que 

nít^E^üit} dr dE dó • numero médio de neutrons que, no instan­

te t, no volume dr, centrado r, tem ener 

gias entre E e E+dE e cujas direções de 

•movimento estão no angulo solido ãü cen­

trado em íL 

Pode-se, também, definir fluxo de neutrons como 

$<r,EP&jt) « vn(r,E,ft;t) (II.1.1) 

onde v e a velocidade escalar do neutron de energia cinética E«, 

Considerando uma população de neutrons com energias entre E e 

E+dE num elemento de volume dr centrado em r, no instante t, cujas dire­

ções de movimento estão ao angulo solido âü centrado era ü 9 a equação que 

descreve o balanço de neutrons desta população, sem fonte externa, e dada 
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por 

j£ n(r,E,s5;t) » - v * gradj n(r,E,ft;t) - Efi(r,E) .v.n(r,E,fi;t) -

- fdE" í dí2" £ (E,ÍHE",íWr) v.n(r,E.ft;t) + 
Jo >o 3 

dE' dfi* E (E 5

 s 0
? ->E ,i$/r) v',n(r,E',n f;t) (II.1.2) 

J o 

onde 

E (r ,E) •* probabilidade por unidade de percurso, para que nas vizinhar* 

ças do ponto r do meio, um neutron seja absorvido. 

E (E,ü-*-E%fíf/"?)«iE* díJ' - probabilidade por unidade de percurso para 
s 

que um neutron com energia E e direção ,nas 
-> 

vizinhanças do ponto r do meio, sofra um cho 

que elástico após o qual sua energia final 

esteja entre E e E+dE e sua direção esteja 

no angulo solido dü centrado em Í2. 

Z (E.í+E' ,íWr)dE' díí1 .n(r,E,H;t)dV dE dü v.dt - numero de espalhamen 

mentos era dV durante dt que lançam neutrons 

de dE dü para dE 8 dí)'. 

Nao foram considerados na dedução de (II.1.2) 

a) interações neutron-neutron 

b) desintegração radioativa dos neutrons 

c) efeitos quânticos 

Dai, o caráter linear da equação de Boltzmann. 

Nesta tese, o meio considerado ê homogêneo e lsotropico. 

Sendo homogêneo, as secções de choque independem de r, e sendo 

isotrópico, há restrições nas formas das dependências angulares das sec­

ções de choque, uma vez que as propriedades do meio aparecem, na equação 
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de Boltzmanns através de secções de choque. 

Assim, a dependência angular de £ (E,&+E' ,0*') so pode ser fun-
3 

cão de í x ít', ou seja, do angulo 8 de espalhamento e nao da orientação 

absoluta das direções iniciais e finais do neutron» 
Define-se a secção de choque de espalhamento, neste caso, por 

r. U? á tf & } 

ItíJESE^fc*^*) - ~~ Z (E-*E';ft x e tal que 

-—• díí' E8(E->E';í^ x í$») « e (E-**) 

Sabendo que a distribuição de neutrons no problema de Milne e 

uma distribuição estacionária, e sendo o meio homogêneo e isotrõpico, a e 

quação (11.1.2) ê escrita 

V x grad-»- n(r,E,í) + E (E) ,v.n(r,E,n) + 

+ ™- í dE , f í díJ" E ( E - ^ | x ̂ ").v.n(r,E,^) -
Z 1 T Jo J A T T 8 

- y- I dE' j dn' E ( E V E ; Í 9 x Q) . v l n ( r , E 9 ) - 0 (II.1.3) 
/ T r Jo Utr 8 

Integrando formalmente o terceiro termo de (II.1.3) em relação 

a dn" e depois em relação a dE", pode-se escrever-

v x grad* n(r,E,ft) + [Êa(E) + Ea(E)j.v.n(r,E,fi) -

- ~ dE' I díi* E (E^E;^ 1 x ̂ v s . n ( r B E \ X ' ) - 0 (II.1.A) 

onde I (E) e, então, a secção de choque de espalhamento usual. 

Como o meio nao e multiplicador E S(E) + E a(E) * E(E) onde £(E) 

é a secção de choque total do meio. 
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Então» a equação de Boltztnann pêra meio nSo multiplicador, ho­

mogêneo e isotropico, em regime estacionário e sem fontes externas, e es­

crita 

v x grad^ n(r,E,ft) + E(E) .v.n(r,E,i$) -

- I dE e I dQ' E (E'-.-E;̂ ' x n).v.n(?,E?,^') - 0 (II.1.5) 
/ w J o -'Air 8 

Considerando geometria plana, (II.1.5) se reduz a 

u v ~ n(x,E,u) + 2(E) v n(x,E,vi) -

- j*°dE« J dp* I g(E^E?u 0) v'íx.E'.p
1) - 0 (II.1.6) 

onde 

P « S X í ; u' - x t I )JO « 8 X • cos e 

creve-se 

Aplicando a definição de fluxo através da formula (II.1.1) es 

p ~ *(x,E,u) + 1(E) *(x,E ,p) -

- j"dEs J ^du 9 Eg(E'->E;u0) *(x,E\y') - 0 (II.1.7) 

Ê a solução geral desta equação que serão aplicadas as condi­

ções de contorno adequadas para o problema de Milne. 

Será resolvida pelo método PEA, o qual, pode ser encontrado 

com todos os detalhes na referência 1. 

Por comodidade, será tomado o valor mínimo de l/E(E) como uni­

dade de comprimento, o que toma as secções de choque adimensionais. 
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Para que o núcleo de espalhamento £ (E'-*E;u0) seja fisicamente 

aceitável e preciso que 

MCE 5) E (E'-*E;u0) - M(E) E (E-*E';u0) (II.1.8) 
o s 

sendo M(E) = E e sendo E a energia em unidades de kT, com k a constan­

te cie. Bolfczmann e T á temperatura absoluta do meio, 

Esta igualdade decorre do princípio de balanço detalhado/24B25/ 

e garante que mira meio infinito e sem absorção pode se estabelecer uma 

distribuição maxwelliana de equilíbrio â temperatura T. 

Convém, como será visto mais adiante, simetrizar o núcleo 

S n(E
,+E;y 0). 

Para isso, e introduzida uma função ¥(x,E,u) tal que 

•(x,E,u) - tâ(Ê? Y(x,E,p) (II.1.9) 

â equação (II.1.7) toma, então a forma 

n T ~ *(x,E,y) + £(E) ¥ (x,E,p) - f dE' f du» £ (E'-*E;u0) 

>o J-i ^ õ ê T 8 

(II.1.10) 

Chamando 

E s s(E^E;u 0) - llf̂ ' í 8(E'-E;p o) (11.1.11} 

e fácil ver que £gg(E'->E;uo) é simétrico desde que E8(E'-»E;u ) satisfaça 

o princípio de balanço detalhado. 

Assim 

V -~ *<x,E,ii) 4- £(E) ¥(x,E,u) -í dE' í du 9 E 8 j }(E^E;;, )Y(x,E V ) 
ô '—1 

(II.1.12) 
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Desenvolvendo Egg(E'->-£;uo) em uma serie de polinómios de Legen 

dre em u Q e aplicando o teorema da adição, tem-se 

00 

Z 8 s(E'-E|u 0) - l E8g(E'-*E) P (u 0) (II.1.13) 

P-o 

com 

P ( u 0 ) - P ( p ) P (p«) + 2 l P ! ^ > P™(y f) cos m(*-*') 

sendo 

<j> e os ângulos azimutais de 3 e fl' 

P m(p) e P m(p') polinómios associados de Legendre 
P P 

Como a integral em relação a 4' da somatória para P^(p 0) e nu­

la, pois o meio foi considerado Isotrõpico, tem-se 

í 

V ~ *(x,E,y) + E(E) f(x,E,u) -

- I ^ fdE' J* (E9-*E)P (p) f1 dy» P (p«) <r(x,E,p») 
p-o Z Jo 8 8 P 1-1 p 

(II.1.14) 

Uma situação mais realística seria admitir, pelo menos, espa­

lhamento anisotropico linear; matematicamente seria tomar p «• 1. 

Infelizmente, por pequena capacidade de memoria e grande tempo 

de calculo do computador disponível, os resultados numéricos so foram ob­

tidos para espalhamento isotrõpico, ou seja, p - o . 

Entretanto, dificuldades analíticas, utilizando-se o método 

PEA, para a obtenção das expressões para espalhamento anisotropico linear 

não existem; tanto é assim que, as soluções para tal espalhamento se en-
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centram deduslda* no apêndice 1. 

Então, supondo o espalhamento isotrõpico, a equação (II.1.14) 

pode ser escrita 

V ~ <P(x,E,y) + E(E) ¥(x,E,y) - I [ dE f E° 8(E^E) f1 dy*P(x,E\y9) 
" 'o •'-1 

(II.1.15) 

vez que P 0(p) « 1 

Desenvolvendo fC»f,9Esp) em uma serie de polinomios na energia, 

gj(E), definidos por 

g j(E) - M(W L j

( 1 ) (E) (II.1.16) 

(D onde Lj (E) sao poli lomios de Laguerre de primeira espécie, tem-se 

*(x,E,y) - j> f.(x,y) g (E) 
j-o 3 J 

(II.1.17) 

Os polinomios gj(E) formam um conjunto completo e ortonormal. 

Então, 

V j - l f,(x,y) g (E) + E(E) l f,(x,y) g (E) -
| j«o J

 3 J j-o 3 3 

- T f dE'' [~ dy 9 E° (E 9-E) \ f (x,y 9) g (E 9) 
J o }-l j-o 3 3 

Multiplicando por g^(E) e integrando entre o e +<», tem-se 

I «k1 v -rr f,(x,y) + £ f,(x,y) [ dE g (E) E(E) g (E) -
J-o J J j-o J 'o 3 

- 7 I fdE g k(E) fdE» E° (E*-+E)g. (E 9) f~ dy 9 f (x,y 9) 
j-o-'o . •'o 3 •'-1 3 

(II.1.18) 



16 . 

pois, pelo próprio caráter dos polinómios gj(E), 

fg k(E) g j ( E ) - 6 k j 

Fazendo 

V k j - |"dE g k(E) E(E) g j ( E ) (II.1.19) 

- J"dE g k(E) pE' E°s(E'->E) g j ( E « ) , (II.1.20) 

ve-se que 

V - V 
kj jk 

ttkj " °jk 

Â primeira dessas duas igualdades e Imediata; a segunda decor­

re do fato de E° (E'-HS) ser simétrico. Dal a vantagem de se ter simetriza 

d© o núcleo de espalhamento, como ter-se-a ocasião de notar mais adiante. 

Á equação (II.1.18) toma, então, a forma 

l v £ V x - v ) + j V V x ' u ) - i f / " ' J °jk f j ( x ' y , ) 

j-o J J j-o J J '-1 j-o J J 

(II.1.21) 

Numa aproximação qualquer de ordem L para a dependência energê 

tica, que depende, como ê natural, de cada problema específico, tem-se 
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j«o '-1 j"0 

(II.1.22) 

k « O, 1, 2, , , , , L 

O»« escrevendo forma matricial 

i if 
1 

7 -i 
d u 9 | « g I f ( x,w): 

(II.1.23) 

onde 

ra 

DD 

matrix quadrada de ordem (L+l) e simétrica de elementos 

«atrií; quadrada da ordem (L+l) e simétrica de elementos 

matrix identidade ortíem (L+l) de elementos 6 

|f(x,u)> vetor, matriz coiuaw s de ordem (L+l) de elementos f j ( x , j i ) 

Tem-se, ?̂  K H . 1 

equações independes 

fícil solução, uma 

das através d® matt -• - ' >a 

Para -1 ' i 

em ura sistema de tq.: íc. 1 

serie de polinomí t/p '1 

gro-diferenclal, mas agora, de 

an.to, ainda ê um sistema de di» 

B do vetor |f(x,u)> estão acopla 

j < < etna, pode-se transforma-lo 

' í L„<. ces de um desenvolvimento em 

Seja, ente-? 

(x,v) m+. P Cp) 

ou 

|f(x,u)> - I ^ ~ 1 , - ) ! A x ) > (II.1.24) 
w?»o 
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sendo jâ"'8(J4)-- vetor, matriz coluna de ordem (L+l) de elementos A m(x), 

m M 0 , 1, 2, «„.',<*. -

Substituindo (II.1.24) em (II.1.23) obtem-se 

do que 

tem-se 

ü f c Fffl<M) |A»(X)> +1 0 0 »<tf | A * ( X ) > -

- f f 1 dl.» I P f f l í ü 8 ) Í A x ) > (II.1.25) 

"1 « 

Multiplicando por P n(y), integrando em relação a dy e lembran-

£ V » > F ^ F ) D " - 2nk 

l £ i A f f l ( S > > f 1 p n(p)p p m(u) d P + i *mn[yi\AmM> -
«o " J»l m^o * 

f I HTMl**<*>>f1 V M ) d^ f p

f f l^'> *»" 
*" m»o ' ' -1 J -1 

â equação (11.1,25) pode ser escrita 

l £ | A % ) > ^ P n( v)u Pffi(u)dM +D0!A,n(x>.|:a«0|Am(x>6 
m-o '-l 

n - 1, 2, 

Para o primeiro termo do primeiro membro da equação acima, uti 

llsa~e« a formula de recorrência para os polinómios de Legendre 

(ii+l) P^Cli) + n P n <_ 1(p) * (2n+l) y P^Cy) 
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e então 

(n+l) ̂ | A n + 1(x)>+n -^|An-1(x)>+(2n+l)|EvD-Ü^5ní0}|A
n(x)> -0 

(II.1.26) 

n - 0, 1, 2, . . ., °» 

Se, analogamente ao caso da dependência energética, for consi­

derada uma aproximação de ordem N para a dependência angular, tem-se o 

sistema de equações diferenciais 

(n+l) £ | A n + 1 ( x ) > + n £ A n" 1(x)>+(2n+l ) | [VU -[õ^]6 n í 0}|A
n(x)> - 0 

n » 0, 1, . . . n-1 

N £ |A N~ 1(x)> + (2N+1) [V]|A N(x)> - 0 

n - N 

(II.1.27) 

Assim, também, como para a dependência energética, a ordem N 

da aproximação angular dependera de cada problema especifico. 

Uma tentativa de transformar o sistema (II.1.27) em um sistema 

de equações algébricas é através de 

|An(x)> - e- x / v|A n(v)> (II.1.28) 

Neste caso, tem-se o sist 

(n+l) |An+1(v)>+n|An""1(v)>-(2n+l)v|[v3 -[^o]6 n Q J|A n(v)> - 0 

N|A N - 1(v)> - (2N+l)vjj]|AN(v)> - 0 

n - 0, 1, 

n - N 

n-1 

(II.1.29) 
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onde v e um parâmetro a ser determinado. 

Se existirem v que satisfaçam (11.1.29), então, tem-se um sis­

tema algébrico de (N+l) equações, mas cuja solução ainda está dificultada 

pelo acoplamento das equações, através das matrizes nao diagonais £V] a 

Como [ V ] e £a ° I l são matrizes não diagonais de ordem {(14+1) (L+l)}, 

seria necessário determinar as raízes de um determinante de ordem 

{(N+l)(L+l)}, ou seja, calcular um determinante de {(N+l)(L+l)}2 elemen­

tos. 

A diagonalização de jjTj ejjõt0 ]̂ simultaneamente preservando o ca 

rãter diagonal de J j Q nao é possível. 

Escolheu-se, então, a matriz QC3 P a r a s e r diagonalizada;e a ra 

zão de tal escolha, é devida ao fato de que, para o caso isotrõpico,jj3°2J 

só "mistura" as componentes do vetor |A°(v)> enquanto que QQ»'mistura" co 

ordenadas de todos os vetores |A°(v)>, |A1(v)>, . . . ,|AN(v)> o que com­

plica muito mais a solução. 

Além disso, após a diagonalização de Q Q , a nova matriz diago­

nal [jTjobtida não "mistura" mais todas as componentes dos vetores acima 

mencionadas, e apenas multiplica as componentes respectivas desses veto-

res; e isto faz com que se obtenha um sistema de equações matriciais, de 

mesma estrutura que para o caso monoenergético. 

No caso de espalhamento anisotrópico de qualquer ordem, a esco 

lha da diagonalização de [V] é ainda mais drástica, pois seria impossível 

se diagonalizar simultaneamente n matrizes jjs11]] e ainda preservar o cará­

ter diagonal de j j Q * 

Esta preocupação pela anisotropia no espalhamento é justifica­

da desde já, pelo fato de que se pretende levá-la em consideração em tra­

balhos futuros; e como já foi dito, o espalhamento isotrópico foi o admi­

tido nesta tese, apenas por questões de capacidade do computador utiliza­

do. 

Então, sendo Q Q uma matriz simétrica pois 

Vkj " Vjk - í 8j< E> E< E> *k<E> d E 
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existira uma matriz ortogonal \JT] tal que 

DT1 m D O - DO (II.1.30) 

onde QF] e uma matriz diagonal. 

Como [A0I] é também uma matriz simétrica pois 

ajk " ffikj " { d E * k ( E ) J D E ' E 8 S ( E t " E ) 8j ( E'> 

com 

Z° (E'-*E) « E° (E-HS') 
88 ' 88 

então, a transformação de similitude 

C C T 1 M DU - M (II.1.31) 

fornece a matriz ainda simétrica Jjr°]]. Ê interessante notar que {j r < !Q não 

seria simétrica se [JÍ 0^ nao o fosse. Portanto, mesmo apôs a diagonaliza­

ção de £V[J se continua operando somente 'com matrizes simétricas, o que é 

de grande vantagem computacional. 

Definindo o vetor JBn(v)> através de 

[>yV<v>> « |Bn(v)> (II.1.32) 

© sistema (II.1.29) é escrito 

(n+l)|B n + 1(v)> + n|Bn""1(v)> - (2n+l)|CvU>[vT^]« N^J|B n(v)>-0 

n - 0, 1, 2, . . ., n-1 

N|B H " 1 ( V ) > - (2N+1) £vlf[ |b N (V )> - 0 

N » n 
(II.1.33) 
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onde agora [ U_| e uma matriz diagonal e [_Y0J_ e uma matriz simétrica. 

Nesse sistema, as componentes dos vetores JBn(v)>, 

n !- 0, ls. « . . ,N, nao sao acopladas entre si devido ao caráter diagonal 

da matriz JJÜT] ; existe apenas um acoplamento entre as componentes do ve­

tor |b°(v)>, introduzida pela presença da matriz [2R°Q . 

0 sistema homogêneo de (N+l) equações, acima, admite solução 

nao trivial, se e somente se o determinante, ((vUj), dos coeficientes 

for nulo» 

Supondo que tal solução exista, pode-se construí-la, /!/, atra 

vãs da seguinte combinação linear de polinómios de Legendre P n e das fun­

ções de Legendre 'de segunda espécie Q_. 

|Bn(v)> - |pn([vUl) - W n„ 1(D51)EY5}|B
0(v)> (II.1.34) 

onde 

Vi(&Ü> - pn<[yü])Qo< EID) - Q n( G£j) 

W_l<LV3) 8 5 0 e W0Í(WJ]) - 1 , 

Tanto os P n corao os Q n estio definidos na referencia 26, e |b°(v)> é um 

vetor totalmente arbitrario. 

Os v permitidos para que o sistema (II.1.33) admita solução 

nao trivial, sao as raízes da equação 

apesar de a matriz QF] ser diagonal, ter-se-ia que calcular um 

numero muito grande de valores, mesmo para aproximações de ordens baixas, 

pois A(v) é um determinante de ordem {(N+l)(L+l)}. Isto significa que te­

riam que ser calculados {(N+l)(L+l)}2 valores, o que ainda com o uso de 

computador seria desinteressante. 
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Prova-se, entretanto, /1,27/ que as condições 

A

N + i < ^ ) " 0 e | b n + 1 ( v ) > - 0 

são equivalentes» 

Então, a solução geral do sistema (11.1.33) é* dada por(IU.34), 

onde os v permitidos são as raízes de 

(II.1.35) 

A equação acima eliminara a arbitrariedade total do vetor 

|b°(v)>9 ficando apenas uma componente arbitrária, o que possibilita a in 

troduçao de uma condição extra, conveniente a cada problema particular. 

Tem-se, agora, apenas que se obter as raízes de ura determinan­

te de ordem (L+l) e não mais, um determinante de ordem {(N+l)(L+l)}; e 

alem disso, tem-se que obter as raízes de um determinante de uma matriz 

simétrica, o que e extremamente conveniente do ponto de vista computacio­

nal /29/ 0 

Se v g sao as soluções de (II.1.35) e 0 n , n - 1, 2, . . . ,L+1, 

sao os elementos diagonais de QT] , pode-se escrever (II.1.34) como 

b " ( V 8 ) - l 
3 k«o 

Pn(6 jv 8)6 j k-j oW n_ 1(6 Jv 8)6 j i n.{(v 8 Y0)}m k 

(II.1.36) 

oade os BĴVg) sao determinados pelo sistema. 
L 

I 
k-o 

WVs>6jk " l V̂ V V{(V°>}mk •B°(vs) - 0 

(II.1.37) 

Devido ao caráter linear da equação de Boltzmann considerada e 

das transformações efetuadas, a solução geral que se obtém, numa aproxima 

cão (N,L), para N ímpar e L qualquer ê dada por 
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•(x,E,u) -
N 

1 * 
n»o j-o 

L i(N+l) (L+l) p 

+ c; ' A V ( - V . ) . + X / V » ] ^ ± P n(p) gj(E) (II.1.37) 

Foram tomadas as aproximações ímpares para a dependência angu­

lar, pois neste caso, qualquer que seja L, não existe raiz nula, o que no 

caso monoenergético jã introduz uma série de dificuldades. Além disso, as 

raízes são, então, aos pares, em numero de f (N+l)(L+l) pares. 

As constantes C g sao determinadas por condições de contorno e 

|An(*v8)> - D Q |B"(*v8)>. 

II.2 - As Condições de Contorno 

As condições de contorno impostas pelo problema de Milne a so­

lução geral da equação de Boltzmann, (II.1.37), são 

1. lim *(x,E,u) - JPUYP J o I o ^ "
) A j ( - v 1 ) e ^ ^ ^ P n ( p ) g j ( E ) 

(II.2.1) 

x/v. 
isto e, para x-*», so existe contribuição do termo e 1 onde e a maior 

raiz 

2. *(0,E,u) » 0 para soluções positivas de P^^íy) - 0; 

(II.2.2) 

esta é a condição de contorno de Mark, que para o caso monoenergético se 

encontra apresentada e discutida por Davison /2/. 

Em certos casos, a condição de contorno de Mark traz um melhor 

resultado que a de Marshak /2/; em outros casos é o inverso que acontece. 

Nesta tese, não houve a preocupação de se examinar qual seria 

a melhor condição para o problema em questão; isto porque o interesse é 
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centrado em verificar, qualitativamente, a influência conjunta da absor­

ção do meio e da fronteira especialmente no espectro energético, traba­

lhando com um formalismo (aproximação P3) que já permite visualizar efei­

tos típicos de transporte, como ja foi mencionado no início desta tese. 

Mas 8era assunto de estudos futuros, saber qual das condições 

de contorno se aplica melhor ao caso. 

Pela primeira condição de contorno, conclui-se que 

c|""J» 0 , c|"J« 0 c<->- o onde S - y(N+l)(L+l); 

(II.2.3) 

e pela segunda 

• (0,E,u) «.vftW 
n«o j-o s-1 L 3 J ¿ n 1 J 

n=o j = 0 J — ' 

- o (II.2.4) 

onde U£ são as raízes positivas de P ^(M ) « 0; 1 » 1, 2, . . . , -|-(N+1), 

pois sendo N ímpar, P^^di) é um polinómio de grau (N+l), par e, portanto, 

tem f (N+l) raízes positivas. 

Lembrando que 

í gj(E) g k(E) dE - 6 j k , 

multiplicando (II.2.2) por g^(E) e integrando em relação a dE, tem-se 

n«o j»1© J -J J 



. 26 . 

Como os únicos termos que existem na somatória em j sao os pa­

ra j •» k, resulta que 

N ~ ( N + I ) ( L+i) R, 

l 2 EZZ C 8

+>A^(+v 8) 
n-o s-l —» 

2n+l _ . v 
— P n ( v , i ) 

! M ^ A Jí-vJ W - 0 (II.2.5) + 
n-o 

i - 1, 2, . . . , -j(N+l) e k - 0, 1, . . . , L 

Fazendo K » 0, k - 1, . . .;k - L, obtem-se para cada um sis 

tema de (L+l) equações a JF (N+l) (L+l) + lj incógnitas c { + \ C^+J, . .. 

e c[" ) onde S - ~(N+1)(L+l)„ 

Mas, cada uma das equações do sistema deve ser satisfeita por 

P i 9 i •= 1, 2 -—(N+l), e portanto, o sistema contem f(N+l)(L+l) e-
quações a|-~(N+l) (L+l) + 1J incógnitas. 

Uma das incógnitas e, então, arbitraria e pode ser determinada 

por condição de contorno apropriada a cada problema particular; por exem-

pio, por uma condição de fonte, ou ainda, se se trata da distribuição do 

fluxo no moderador de um reator, a constante arbitrária pode ser deter­

minada pela potencia do reator» 

Lembrando que, numa aproximação de ordem N 

|A N(v 8)> « D G |BN(v )> 

tendo 8ido v g determinado por 

e que 

|Bn(v)> - |p n(^Ü]) - Wnral(^Ü])[5Y!]]|B0(v): 
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a distribuição do fluxo da neutrons, com as condições de contorno(II.2.1) 

e (II.2.2) impostas pelo problema de Milne, fica totalmente determinada. 

Sua expressão analítica e 

la-o j^o s*l «-* 

N L 

+ I 1 
n»»o j,so 

C:1 A (-vjie ^ P n ( p ) g j C E ) 

^ F n ( p ) g j C E ) + 

(II.2.6) 

Isto equivale -a dizer que„ analiticamente , o problema de Milne, 

pollenergetlco e com dependência angular, proposto nesta tese foi total­

mente resolvido; e o método usado foi o método PEA /!/. 

IIo3 - Distancia Extrapolada 

Define-se fluxo integrado #(x,E) como a integral em relação a 

u de tCx/Ê^í)» 

A expressão geral para o fluxo integrado no problema de Milne 

obtea^se a partir de (II.2.6) t 

# ( x tE) « « ( E )
s . 
j»o s»l f- J J J 

(E) + 

1, 

+ l (II.3.1) 

Separando a contribulgao referente aos dols naiores auto-valo­

res tem-se 

1 

j [c 1

WAj(+v I)e^
/ v^í->Aj(-v l)e-

h t / v]g J(E) 

j-o e«Ji l- 3 -J 3 

(11.3.2) 



« 28 » 

É claro que se v\ é o maior auto-valor, a contribuição para o 

fluxo integrado longe da fronteira e devido aos dois primeiros termos; é 

a região denominada asslntõtica, e a parcela do fluxo integrado devida so 

mente aos auto-valores *vj ê usualmente denominada de fluxo asaintõtico. 

0 fluxo as8Íntotico e dado, então, pela expressão 

* (x,E)« *fi(Ê7 
L 

I 
1="0 

_(+) .o,, » -x/vi . „(-) .o, s +x/vi 
Ci ,A^(+v 1)e

 X+Ci /Aj(-v 1)e
 1 

(II.3.3) 

As demais contribuições com < vj, (i ) 2 ) , decaem mais ou 

menos rapidamente, traduzindo a influência, no fluxo integrado, dos deno­

minados transientes devido a existência da fronteira com o vácuo, ou se­

ja, uma superfície de descontinuidade do meio. 

Pode-se escrever, como vj> (j i 2 ) , que 

$ • $ + <J> (II.3.A) 
int ass trans. 

onde 

*^ n t é o fluxo integrado e 

* a 0 ( e " x / v 2 ) 
trans. 

A distancia extrapolada x Q ê classicamente /2/ definida através 

da equação 

* a 8 8 ( - x 0) - 0 (II.3.5) 

Ou seja, considera-se somente a parte asslntõtica do fluxo in­

tegrado, válida como boa representação do fluxo integrado real, somente 

na região asslntõtica como valendo em todo o meio (especialmente até a 

fronteira), e determina-se uma abcissa (- x c) onde o prolongamento analí­

tico de • _ do meio se anule, 

ass 
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Eta problemas práticos, como por exemplo, muitos de Física de 

Reatores, especialmente em reatores de grande porte, a região asslntõtica 

e a dominante pois a região onde o fluxo integrado real e o fluxo assinto 

tico diferem é multo pequena da ordem de alguns caminhos livre-raedlo jun­

to a. fronteira» 

Utilizando a distancia extrapolada, facilita-se enormemente o 

estabelecimento de condições de contorno para o cálculo do fluxo assinto-

tico que e praticamente o existente em todo o núcleo de um reator nucle­

ar» De fato, impõe-se somente que # se anule eia (- x 0), 

Como |A°(v)> *> |a°(~V)>, então de Cll„3 s3) s fazendo C$~* » 1, 

jã que cf ^ e uma constante arbitrária9 tem-se 

- c í + ) e + : R o / v i - «"«o/V! 

» 0 - - ^ " ftnl-Cji"! (II.3.4) 

oalismo para a distancia extrapolada, as -formulas 

m ara Pg sao as mesmas* 0 que se altera e o valor do 

fK < í diversos pontos 9 e para valores diferentes da ener-

gi*i * «• * ' v » i constante cf*"̂  tenha valores diferentes para as a-

prcjsiissçees Pj e p â* 

Os valores de vi também são diferentes para diferentes aproxl-

mações» 

â fórmula (11*3*4) para o calculo da distancia extrapolada é a 

usada por Ferzlger e Leonard num trabalho teórico por eles escrito /14/„ 
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CAPÍTULO III 

MODELO DO GAS PESADO E DESCRIÇÃO DO PROGRAMA FORTRAN 

Para obtenção de resultados numéricos, é preciso que seja esco­

lhido um modelo para o núcleo de espalhamento e se saiba como varia a sec 

cao de choque de absorção. 

Admitiu-se que a secção de choque de absorção segue a lei l/v, 

isto ê 

E(l) 

j (E) - (ma) 

onde ê a secção de choque calculada a E = 1 kT. 

Para modelo do núcleo de espalhamento, foi escolhido o do gãs 

pesado /21/. 

Isto, por ser um modelo bastante simples e muito conveniente pa 

ra os propósitos computacionais, pois os elementos c t ^ da matriz QoT] po­

dem ser facilmente obtidos. 

Em trabalhos futuros quando se considerar o espalhamento aniso-

trópico, sera usado o modelo de gãs ideal de massa unitaria; os cálculos 

serão feitos com os núcleos de espalhamento de Wigner-Wilkins /6,28/ ou 

outros núcleos mais realísticos como o de Nelkin /23/. 

Mas, qualquer que seja o modelo, tudo que se tem a fazer, é cal 

cular os elementos a ^ da matriz do núcleo de espalhamento e os elementos 

V ^ da secção de choque total. 

Para o modelo de gás pesado usado nesta tese, a secção de cho­

que de espalhamento foi considerada constante e igual â do átomo livre ,1^, 

isto é 

£ S(E) - E f (III.2) 

E, o núcleo de transferencia de energia foi aproximada por um núcleo dege 
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«erado Í2l:í 

M 

!¡r>(E^E> - E M(E) l (1-2 (E) L ( 1 ) (E 9) 
j-1 J J 

(III.3) 

onde sí e a razão da nassa do neutron para a do moderador. 

Cora estas escolhas, a matriz QQ tem a forma 

D O - h 

XI) 

DO +. 

onde os elementos A. , da matriz Fa*] sao 
i 9j «-

.,(1) 

M(E) (E) L j

( 1 ) (E) 
dE 

Chamando s c- tam™se 

(III.4) 

(III.5) 

m - * f { m + 4 ra (III.6) 

Como Ej. é urna constante, para malor facllldade de cálculo to-

mou»se E„ » lr 

i: 

Então, para o calculo numérico do problema de Mllne, nesta te­

se, [ V J i dada por 

ce.] - ra ra (III.7) 

onde os elementos de [aJ sao dados por (III.5). 

Foram tomados, no cálculo, e » 0,005, e « 0,05 e e «• 0,5, que 

corresponde, aproximadamente, a baixa, média e alta absorção. 

Quanto aos elementos da matriz [cT] têm a forma já definida 
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a j k - I dE I" dE 9 L* 1* (E) Z^E'-tt^MOE*) L* 1 J (E E ) W(IIi 98) 

Usando (III.3), obtem-se imediatamente 

« j k - Z £(l - jli)«jk (III.9) 

Como se pode ver, a matriz (jdTJ » para o caso de núcleo de gás 

pesado, e diagonal. 

Isto implica em que nao haja transferência de neutrons de uma 

distribuição associada a cada g^(E) para outra; isto mostra que os neu­

trons de uma dada distribuição podem ganhar ou perder energia mantendo-se, 

porém,, dentro dessa mesma distribuição. 

A matriz \jT} como não ê diagonal, "mistura" as componentes dos 

vetores |An(v)>. 

Quando se diagonaliza [ jf], obtendo-se Qf|, e então a matriz 

jjT]obtida da [jT} através da mesma transformação de similitude que diago-
gonalizou QQ, as coisas se invertem. ' 

Os motivo8 da preferência de se diagonalizar [ j T ] já foram ex­

postas no Capítulo II. 

No cálculo numérico tomou-se o valor usado por Ferziger e 

Leonard /2i/ para facilitar as comparações feitas mais adiante 
6 

- 1 

0 cálculo numérico foi feito no computador IBM-1620 mod. II do 

Instituto de Energia Atômica de Sao Paulo; os programas digitais foram es 

critos em linguagem Fortran II-D. 

Devido â pequena capacidade de memoria do computador, para tal 

cálculo, vários programas foram feitos e de maneira que os dados de entra 

da de um sao obtidos da saída da outro, em cartões perfurados e com 
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"FORMAT" iguais. 

Essa divisão de um único programa "Programa Mine" em vários 

outros, praticamente independentes, também foi conveniente do ponto de vis 

ta de tempo de cálculo; pois este era demasiado grande e assim vários 

"loops" foram evitados. 

0 "Programa Milne" consta assim dos seguintes programas par­

ciais: 

1. VCPEA calcula os valores caracteristicos ou auto-valores 

v s pelo método PEA e as matrizes QT] , [V], JjQ , 

ra e [V] 
2. MP3 calcula os vetores |An(v)> e JBn(v)> na aproximação 

P^; calcula também os valores das constantes C s; to­

dos esses cálculos em qualquer ordem de aproximação 

energética 

3. FEMP3 calcula a distribuição energética e espacial do flu­

xo na aproximação P^L^; calcula a distância extrapo­

lada 

4. MP, calcula os vetores |An(v)> e |Bn(v)> na aproximação 
t 

PjL^ e os valores das constantes C s 

5. FEMPj_ calcula a distribuição energética e espacial do flu­

xo, na aproximação P-j.HÍ e a distância extrapolada. 

Além desses programas, são utilizadas as sub-rotinas SLH1, 

DTC1 e DTM1 que resolvem o sistema de equações (III.2.5), e a função PL 

que da os valores dos polinómios de Laguerre. 

Os programas M P 3 e FEMP3 sao usados exclus1vamente para a apro 

ximaçao angular P^. Para a aproximação angular P^ existem os programas a-

nálogos MP^ e FEMPi; em ambos os casos não há restrições quanto ã ordem 

de aproximação para a dependência energética. 

Foi preciso se fazer esta separação, pelos mesmos motivos já 

expostos, de capacidade de memoria e tempo de cálculo. 
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Nura «õ*npute&dí*í? maio* e wais rápido pooeíríía BS>T feito um progra 

ma único e numa aproximação angular de ordem qualquer» 

Todas as expressões analíticas obtidas nao Impõem restrições 

as ordens de aproximação, quer energética, quer angular» 

Também não há restrições quanto ao número de pontos do melo no 

qual se quer estudar a distribuição espacial do fluxo, e neis quanto ao ira 

tervalo de energia onde se quer estudar a distribuição energética do flu­

xo. 

Os programas, com exceção do VCPEA e das sub-rotlnas SLH1,DTC1 

e DTM1, foram elaborados como parte integrante desta tese. 

A.listagem completa do "Programa Milne K encontra-se no Apêndi­

ce III. 
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CAPÍTULO IV 

RESULTADOS NUMÉRICOS E ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Utilizando os programas Milne PI e Milne P3, foram calculados 

os espectros energéticos do fluxo de neutrons, respectivamente nas aproxi 

mações P^L^ e P^L^, N «* 1, 2, 3, 4, 5, em vários pontos do meio incluindo 

a fronteira. 

Ênfase foi posta no espectro energético de fronteira e no es­

pectro energético em um ponto a 20 caminhos livre-médiosda fronteira,onde 

já é bastante seguro se considerar esse ponto como pertencente a um meio 

infinito. 

Com os mesmos programas Fortran, foram obtidas as distribui­

ções espaciais dos fluxos, real e asslntótico. 

Essas distribuições foram calculadas para neutrons de várias e 

nergias, desde 0,5 kT até 10 kT, e nas aproximações P^L N e P-j
L

N» 

N - 1, 2, 3, A, 5, 

Foram determinados os picos dos espectros energéticos, nas a-

proximaçoes já citadas. 
f 

Foram, também, calculadas as distâncias extrapoladas para os 

fluxos de neutrons, naquelas aproximações acima mencionadas. 

Os resultados de todos esses cálculos estão representados em 

gráficos ou trabelas, e foram normalizados, para efeito de comparação. 

Todos os dalculos foram feitos para as absorções corresponden­

tes a e - 0,005, e - 0,05 e e «= 0,5, 

Os espectros energéticos na fronteira (x » 0) e num ponto da 

zona assintotica (x » 20), nas aproximações P^L^ e P^L^ estão representa­

dos pelos gráficos (IV.1.a) e (IV.l.b)„ respectivamente. Em ambos os grá­

ficos foi traçada uma maxwelliana teíírica, também normalizada, para efei­

to de comparação. 
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Os valores doa picos dos espectros energéticos, na fronteira 

(x * o) e num ponto da região assintõtica (x « 20), estão apresentados 

nas tabelas (IV.l.a), (IVol.b), (IV.l.c), (IV.l.d), (IV.l.e), (IV.l.f), 

(IV.l.g) e (IV.l.h). 

Aproximação ? 1 

e L L 2 L / L_ 

1,013 0,005 1,006 1,010 1,012 1,013 

L_ 

1,013 

0 S05 1,076 1,111 1*126 1,132 1,133 

0,5 2,070 2 „160 2,164 2,168 2,167 

e h h L h L 5 

0,005 1,006 1,008 1,010 1,011 1,011 

0,05 1,067 1,094 1,107 1,111 1,112 

0,5 2,007 2,081 2 9085 2,083 2,081 

Tabela (IV.l.a) Tabela (IV.l.b) 

Aproximação (fluxo assintotlco) 

x - 20 

e 
L l ' L 2 S 

0,005 1,006 1,008 1,010 1,011 1,011 

0,05 1,067 1,094 1,107 1,111 1,112 

0 95 2,007 2,081 2.085 2,083 2,081 

e L l L 2 L 3 h L 5 

0,005 1,006 1,008 1,010 1,011 1,011 

0,05 1,067 1,094 1,107 1,111 1,112 

0,5 2,007 2,081 2,085 2,083 2,081 

Tabela (IV.l.c) Tabela (IV.l.d) 

Aproximação P., 

e 
L l L 2 L 3 

0,005 1,006 1,011 1,011 1,011 1,013 

0,05 1,076 1,111 1,126 1,132 1,133 

0,5 2,109 2,291 2,280 2,285 2,284 

Tabela (IV.l.e) 

e L l 

0,005 1,006 1,008 

0,05 1,067 1,095 

0,5 2,040 2.I8S 

20 

^ — _ •» 

3, m 

I C U 1,011 

1,112 

r, 176 

Tabela (IV.lcf) 
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x 1 3 o 

Aproximação (fluxo asslntotlco) 

x => 20 

e L l L 2 L 4 h 
0,005 1,006 1,008 1,010 1,011 1,011 

0,05 1,067 1,095 1 9107 1,111 1,112 

0,5 2,040 2,185 2,179 2,177 2,176 

Tabela.(IV.l.g) 

e 

0,005 

L l L 2 L 3 L 5 

1,0.11 

e 

0,005 1,006 1,008 .1 ,010 1,011 

L 5 

1,0.11 

0,05 1,067 1,095 1,107 1,111 1,112 

0,5 2,040 2,185 2 E179 2,177 2,176 

Tabela (IV„l.h) 

Para maior facilidade na comparação entre os valores dos picos 

de energia nas aproximações P Lj e P̂ I»*» foram construídas as tabelas 

(IV.2.a) e (IV.2.b). 

Também, para analise dos resultados9 foi consfruída a tabela 

(IV.3) cujos dados foram tomados de uma curva de distribuição energética 

num meio infinito, figura 2 da referencia 16, e indicados por F^L. 

Esta curva também apresenta a mesma normalização que foi toma­

da nos cálculos desta tese. Assim pode ser usada para efeito de comparação. 

x * o x = 20 

E P 1 L 5 P 1 L 5 

1,013 0,005 1,013 

P 1 L 5 

1,013 

0 S05 1,133 1,133 

0,5 2,167 2,284 

e 
P 1 L 5 

0,005 1,011 1,011 

0,05 1,112 1,112 

0,5 2,081 2,176 

Tabela (IV.2.a) Tabela (l¥ B2 0b) 

e F^L 

0,005 ~ 1,0 

0,05 - 1,2 

0,5 ~ 1,9 

Tabela (IV.3) 

m 
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Por essas tabelas, pode-se ver: 

1) Influência da ordem da aproximação energética nos espectros de energia, 

Fixando-se uma aproximação para a dependência angular (P^ ou 

P3), um valor para absorção (e - 0,005 ou e « 0,05 ou e - 0,5) e um ponto 

do meio (x • o ou x « 20), pelas tabelas (IV,1) conclue-se que os valores 

dos picos de energia convergem para um certo limite quando a ordem de a-

proximaçao para a dependência energética aumenta. 

0 termo em reproduz, praticamente, o espectro maxwelliano, 

enquanto que os termos em l^, L3, L4, . . . vao deformando este espectro. 

Daí a razão pela qual os picos de energia vao se deslocando com o aumento 

da ordem de aproximação para a dependência energética. 

A convergência é mais rápida para baixas absorções. Isto era 

de se esperar, pois para baixas absorções o espectro energético obtido é 

mais próximo de um maxwelliano, na mesma temperatura. 

Da análise dessas tabelas, pode-se, então, dizer que: 

a) em P^ ou em P^, para e • 0,005, a posição do pico converge 

imediatamente, mostrando que uma aproximação ê suficien­

te-

b) essa convergência, tanto em P^ como em P^, já nao é tão rá­

pida quando a absorção toma um valor mais alto, e - 0,05; 

uma aproximação pelo menos seria mais indicada; 

c) para uma absorção alta, e - 0,5, parece ser suficiente se 

tomar uma aproximação de terceira ordem, onde nao há influ­

ência da fronteira, isto é, para x - 20; enquanto que na 

fronteira é conveniente se tomar uma aproximação de pelo me 

nos quarta ordem. Isto vale tanto para P^ como para P^. 

Tem-se ainda, a comentar dessas tabelas, que os espectros ener 

géticos dos fluxos assintoticos, (em x • o e x - 20) e do fluxo real na 

zona assintotica x - 20, têm o mesmo valor dos picos de energia, para uma 

mesma absorção; isto nao poderia deixar de ser assim, uma vez que na zona 

assintotica o fluxo real e o fluxo asslntotlco coincidem. 

Aliás, a região assintotica começa muito antes de 20 caminhos 
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livre-ítiédios,;, como será mostrado mais adiante. 

Com base na analise das tabelas (IV.1),conclue-se que uma apro 

xlmaçáo de quinta ordem para a dependência energética ja pode ser conslde 

rada uma boa aproximação; isso esta de acordo com Ferziger e Leonard /21/ 

que adotaram tal ordem de -aproximação. 

Foram,, então, tomadas para analises subsequentes, as aproxima­

ções P.^L5 e Pji'5« 

2) Influencia da absorção do melo, de efeitos de transporte e de frontei­

ra sobre espectros energéticos; 

Para continuação da analise sobre os espectros energéticos, a 

gora nao mais interessando aproximações abaixo da de quinta ordem, foram 

construídas as tabelas (IV.2), e também a tabela (IV.3) tirada da referên 

cia 16» 

A tabela (IV.3) foi construída para efeito de comparação cora 

os resultados obtidos nesta tese, mas comentários sobre esta comparação 

sao feitos no capítulo seguinte, Capitulo V. 

Pode-se dizer, das tabelas (IV.2), que: 

a) existe ura efeito de absorção fazendo com que o aumento des­

ta desloque o pico do espectro de energia para a direita,ou 

seja, tomando o espectro mais "quente"; 

b) para absorção baixa e • 0,005, o efeito desta é bastante pe 

queno, pois o pico variou de 1 kl (se nao houvesse absorção) 

para 1,011 kT. 0 efeito de fronteira também é multo pequeno, 

pois o pico deslocou-se de 1,011 kT para 1,013 kT. Nao apa­

rece ainda efeito de transporte; 

c) para absorção e • 0,05, o efeito desta já é bem visível, as 

sim como o efeito de fronteira. Nao hà ainda efeito de 

transporte j 

d) para absorção alta e » 0,5, ja sao bem evidentes os efeitos 

de absorção,de fronteira, e mesmo de transporte. 

Todos esses efeitos podem ser vistos, também, analisando-se os 

gráficos (IV.1.). É interessante notar, inclusive, que o espectro de neu-
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trons num melo de baixa absorção e • 0,005, praticamente coincide com o 

espectro maxwelliano de neutrons num meio sem absorção; ambos os espec­

tros para neutrons com mesmas temperaturas. 

Este foi um resultado já obtido do exame das tabelas (IV.2). 

0 efeito de absorção, tornando o espectro mais "quente" perto 

da fronteira, e devido a lei l/v seguida pela secção de choque microscopi 

ca de absorção. 

No gráfico (IV.2), pode-se notar, também, o efeito de absorção 

devido ã referida lei l/v. 

Para efeito de comparação, foram traçadas nesse mesmo gráfico, 

gráfico (IV.2), as curvas que representam as distribuições espaciais dos 

fluxos de neutrons com energias E « 1 kT e E • 10 kT, na aproximação 

P 3L 5. 

Vê-se que, para cada absorção, a curva de distribuição espaci­

al do fluxo real de neutrons com energia E - 1 kT (normalizado a 1 neu-

tron/cm 2 xs) está localizada acima da curva de distribuição espacial do 

fluxo real (também normalizado) de neutrons com energia E • 10 kT; a úni­

ca exceção ê para o caso de e - 0,005 onde ambas as distribuições pratica 

mente coincidem, o que é esperado, por ser a absorção muito baixa. 

A influencia da lei l/v sobre tal comportamento dos fluxos nor 

malizados na fronteira, torna-se clara se se notar que, para se ter 1 neu 

tron/cm 2x8 na fronteira, ê necessário se ter, longe desta, fluxos maiores 

para neutrons de menor energia que para os de alta energia. 

0 efeito de transporte,que aparece para e « 0,5 é devido ã ex 

citação de maior numero de modos mais altos; tais modos mais altos são, 

realmente, mais numerosos na aproximação P^ do que na aproximação P^. 

A contribuição do efeito de fronteira para tornar o espectro 

mais "quente" é devida ã fuga preferencial para a frente de neutrons de 

alta energia. 

A demonstração desse fato, de interpretação delicada e que se 

presta facilmente a interpretações exatamente opostas ã que foi dada, es­

tá no Apêndice 2. 
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O efeito de absorção devido a lei l/v, aliado ao efeito de 

fronteira, faz com que o espectro seja, realmente, cada vez mais "quente", 

principalmente quando se aproxima da fronteira meio-vãcuo. 

Foram dadas em separado as explicações do aparecimento dos e-

feitos de absorção, fronteira e transporte, apenas para mostrar como es­

tes efeitos influem fisicamente na distribuição energética dos neutrons; 

mas na verdade, esses efeitos sao efeitos globais e nao independentes en 

tre si» 

As distribuições espaciais dos fluxos reais e assintoticos pa­

ra neutrons de energia E • 1 kT e nas absorções correspondentes a 

e *» 0,005, e = 0,05 e e = 0,5 podem ser analisadas através dos gráficos 

(IV.3.a) e (IV.3.b), respectivamente nas aproximações P^L^ e P^L^. 

0 fator de normalização é o valor do fluxo real na fronteira. 

No gráfico (IV.3.b) pode-se ver a influência dos denominados 

transientes do fluxo real na aproximação P^L^ (induzidos pela considera­

ção dos modos mais altos), nas vizinhanças da fronteira, fazendo com que 

este fluxo se afaste do fluxo assintotico. 

Isto é explicado por nao serem considerados os modos mais al­

tos quando se determina o fluxo assintotico. 

Nota-se, também, que quanto maior a absorção, maior ê tal afas 

tamento. 

Esse fato ê fácil de se compreender se se notar (tabelas IV.8) 

que, quanto maior a absorção, mais os modos mais altos se aproximam do mo 

do fundamental. Ou, em outras palavras, quanto maior a absorção, menor se 

toma a separação entre o auto-valor correspondente ao modo fundamental 

e os auto-valores correspondentes aos modos mais altos. 

As tabelas (IV.4.a) e (IV.4.b) mostram a zona de influência da 

fronteira na aproximação P^L^, quando comparadas com as tabelas (IV.5.a)e 

(IV.5.b) respectivamente. 

As tabelas (IV.4.a) e (IV.4.b) sao correspondente a cálculos, 

onde a energia dos neutrons foi considerada ser E * 1 kT; as tabelas 

(IV.5.a) e (IV.5.b) são análogas, apenas tendo sido considerado para os 

cálculos, os neutrons com energia E - 10 kT. 
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P 3 L 5 

E « I kT 

real ass 

X e -0,005 e - 0,05 E - 0,5 

0 1 1 1 

0,5 1,9992 2,0467 2,5167 

1,0 2,9246 3,0748 4,5564 

1,5 3,8299 4,1735 7,5667 

2,0 4,7367 5,3967 12,9778 

2,5 5,6551 6,7908 21,5909* 

3,0 6,5905 8,4036 35,8513 

3,5 7,5471 10,2881* 59,4898 

4,0 8,5282* 12,5056 98,6907 

5,0 .10,5778 18,241.0 271,5543 

6,0 12,7667 26,3594 747,1575 

X e« 0 9005 e = 0,05 E - 0,5 

0 1,2038 1,2123 1,3539 

0,5 2,0749 2,1238 2,6347 

1,0 2,9528 3,1042 4,6047 
i 

1,5 3,8405 4,1851 7,7794 

2,0 4,7408 5,4017 12,9791 

2,5 5,6566 6,7932 21,5909* 

3,0 6,5911 8,4049 35,8513 

3,5 7,5473 10,2881* 59,4898 

4,0 8 , 5282* 12,5056 98,6907 

5,0 10,5778 18,2410 271,5543 

6,0 12,7667 26,3594 747,1575 

Tabela (XV,4.a) Tabela (IV.4.b) 
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P 3 L 5 

10 kT 

real 

X e» 0,005 e - 0,05 e = 0,5 

0 1 1 1 

0,5 2,0026 2,0121 2,1473 

1.0 2,9339 3,0100 3,7821 

1.5 3,8418 4,0771 6,3806* 

2,0 4,7490 5,2664 10,6583 

2,5 5,6677 6,6229" 17,7166 

3,0 6,6050* 8,1929 29,4094 

3,5 7,5626 10,0282 48,7958 

4,0 8,5450 12,1883 80,9472 

5,0 10,5978 17,7763 222,7284 

6,0 12,7904 25,6869 612,8165 

Tabela (IV,5,a) 

ass 

X e« 0,005 c - 0,05 e = 0,5 

0 1,2059 1,1813 1,1104 

0,5 2,0788 2,0696 2,1609 

1,0 2,9582 3,0250 3,7868 

1,5 3,8475 4,0783 6,3806* 

2,0 4,7494 5,2667 10,6583 

2,5 5,6680 6,6229* 17,7166 

3,0 6,6050* 8,1929 29,4094 

3,5 7,5626 10,0282 48,7958 

4,0 8,5450 12,1883 80,9472 

5,0 10,5978 17,7763 222,7284 

6,0 12,7904 25,6869 612,8165 

Tabela (IV,5,b) 

Nota: Os asteriscos foram colocados nessas tabelas para facilitar a visuali 

zação de onde termina a zona de influencia da fronteira. 
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Comparando as tabelas (IV.4.a) e (IV.4.b), ou (IV.5.a) e 

(IV.S.b), pode-se ver que a zona de influência da fronteira é tanto menor 

quanto maior for a absorção. Isso porque o caminho livre-médio para nev-

trons de uma dada energia, se torna menor ã medida que aumenta a absorçãov 

e é de se esperar que, apôs alguns caminhos livre-mêdios os neutrons 

"esqueçam" a presença da fronteira, onde os transientes se fazem sentir 

mais intensamente. 

Comparando-se, agora, as tabelas (IV.4) e (IV.5), nota-se que 

a zona de influência da fronteira decresce quando a energia dos neutrons 

aumenta. 

Este comportamento é surpreendente, pois era de se esperar queí 

com o aumento do caminho livre-médio para neutrons de alta energia, a zo­

na de influencia da fronteira se tornasse maior. 

Como tal comportamento aparece mesmo para baixa absorção, não 

pode ser devido a um efeito combinado de absorção e energia dos neutrons; 

resta somente, para sua causa, um efeito típico de transporte. 

Em princípio, seria possível se verificar a validade dessa hi­

pótese, analisando tabelas equivalentes para a aproximação Pi. 

Mas os resultados seriam duvidosos, pois como serã visto, a a-

proximação P^ ê altamente insatisfatória para analises relativas a fenõme 

nos que ocorrera nas vizinhanças da fronteira. 

Resta assim, a comparação entre aproximações P^ e P^, por exem 

pio. Infelizmente, tal comparação até o presente momento não pôde ser fei 

ta. 

Entretanto, pode-se adiantar, desde jã, uma explicação para ês 

se resultado, notando que a presença da fronteira torna o espectro mais 

"quente",devido a um acúmulo de neutrons rápidos nas suas vizinhanças.Tal 

acumulo - efeito de transporte - seria suficiente para contrabalançar o 

efeito devido ao aumento do caminho livre-médio. 

Ê oportuno notar que esta variação, com a energia dos neutrons,, 

da zona de influência da fronteira, deve tornar-se mal» pronunciada se se 

considerar a contribuição de espalhamentos anisotropicos. 



50 . 

Cálculos cora aproximações de ordens maiores que P^, assim como 

cálculos que levam em conta a anisotropia no espalhamento, serão objetos 

de trabalhos futuros, num computador de porte maior que o utilizado para 

esta tese. 

A influência dos transientes do fluxo real, verificada na apro 

ximação é praticamente nula na aproximação P^L^ como se pode ver no 

gráfico (IV.3.a). 

Isto e compreensível, pois a aproximação P^ ê a aproximação de 

difusão, e nesta aproximação o fluxo considerado nas proximidades de fron 

teiras é o fluxo assintótico. 

Os gráficos (IV.4.a) e (IV.4.b) mostram as distâncias extrapo­

ladas correspondentes aos fluxos de neutrons nas aproximações P^L^ e P^Ly 

respectivamente. Nao houve, aí, a preocupação de se normalizar os fluxos, 

uma vez que sõ havia interesse em visualizar os valores dessas distâncias 

extrapoladas, em cada absorção. 

Conclusões interessantes podem ser tiradas da análise desses 

gráficos. 

Numa delas e que a distância extrapolada para alta absorção, 

não coincide com a extrapolação linear do fluxo assintõtico na fronteira 

(distância extrapolada linear); isto pode ser visto no gráfico (IV.4.b). 

Esta diferença era esperada, uma vez que já aparece no caso monoenergeti-

co /2/. 

Outra conclusão, também válida para P^, e que â medida que a 

absorção aumenta a distância extrapolada se torna maior; isto pode ser 

visto tanto no gráfico (IV.4.b) como na tabela (IV.6). 

Essa tabela mostra as distâncias extrapoladas para os fluxos, 

nas aproximações PjL^ e P^L^. 

As distâncias extrapoladas estão em unidade de caminho livre­

-médio 1/Ef. Para se obtê-las em centímetro, basta multiplicá-las pelo va 

lor do caminho livre-medlo do meio que se considera. 





Gráfico IV. 4 . b - Distribuição do fluxo r e a l e do fluxo assintótíco e da distância extrapolada, na apro i imaçâo P,L , paro E =1 kT 
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Nos gráficos (IV.5.a) c (IV.5,b) estão representados os auto-

-valores, em função do numero de polinomios de Laguerre, quando se usa as 

aproximações e F , respectivamente. 

Os auto-valores obtidos quando se toma a aproximação P^ estão 

nas tabelas (IV.7.a), (IV.7ib) e (IV.7.c). 

Aproximação P 

£ » 0,005 

P 1 L 1 P 1 L 2 P 1 L 3 P 1 L 4 ? 1 L 5 

8,67 8,66 8,69 8,67 8,70 

1,28 1.928 1,28 1,28 1,28 

0,91 0,91 0,91 0,91 

0,74 0,74 0,74 

0,64 0,64 

0,57 

Tabela (IV.7.a) 
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! F i L 2 
. 3 ! , 

P 1 L 5 

1 2 6?3, 

I . 
•' • ' 

2,74 

S 

i „ 

i - ti \n> 1.16 

Q 836 .0,86 0,86 0,86 

0,71 0,71 0,71 

0,62 0,62 

§,56 

Tabela <i?,7,b> 

£ V» íí;,5 

Tabela (lV sy 9 c ) 

«M»ta* - ^ i H c r f s « * rebela ( I ¥ J e c ) serven para mais rap 

' « * f "i * »•« • ' ia fôeq««aelA 4©s au&o^valores q« í 

a vi 

se 

ir s t e c t e 
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As tabelas (IV„8.a), (IV.S.b) e (IV.8.c) sao análogas as ante 

rlores, sendo que os auto-valores sao os obtidos através da aproximação 

P 3. 

e « 0,005 

? 3 L I P 3 L 2 
P 3 L 3 P 3 L 4 

P 3 L 5 

8,68 8,68 8,71 8,69 8,72 

1,39 1,39 1,39 1,39 1,39 

1,08 1,08 1,08 1,07 

0,96 0,96 0,96 

! 0,90 0,90 

0 t50 

0,86 

0 t50 0,50 0,50 0,50 0,50 

0,46 0,46 0,46 0,46 0,46 

• 

0,43 0,43 0,43 0,43 

• 

0,39 0,39 0,39 

0,36 0,36 

0,34 

Tabela (IV.8.a) 



e - 0,05 

1 2̂ P 3 L 3 P 3 L 4 F 3 L 5 

_,/8 2,78 2,78 2,78 
" " " " " 

i 
-"-'/!''" 

i ^ w ^ 

i 928 1,28 1,28 1,28 

1,03 1,03 1,03 1,03 

0,93 0,93 0,93 

0,87 0,87 

0,83 

13 „48 0,48 0,48 0,48 0,48 

' „ 

0,44 0,44 f 0,44 0,44 

0,41 0,41 0,41 0,41 

0,38 0,38 0,38 

0,35 0,35 

0,33 

Tabela (IV.8.b) 
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e - 0,5 

P 3 L 1 P 3 L 2 P 3 L 3 P 3 L 4 P 3 L 5 

0,98 0,99 0,99 0,99 0,99 

0 B68 •* 0,85 0,86 0,86 0,86 

0,60 * 0,78 0,80 0,80 

0,55 * > 0,72 0,75 

0,51 «• + 0,69 

0,48 

0,36 0,36 0,36 0,36 0,37 

0,27 * > 0,33 0,34 0,34 0,34 

0,24 + + 0,31 0,32 0,32 

0,22 . •*• * 0,29 0,30 

0,21 « > 0,27 

0,19 

Tabela (IV.8.c) 

As setas que aparecem na tabela (IV.8.c) servem para mais rápida 

visualização das descontinuidades na sequência de auto-valores, quando • 

cresce & ordem de aproximação energética. 
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Como foi exposto na parte teórica, o numero de pares de raízes, 

ou seja, o numero de pares de. auto-valores v, quando a aproximação P M é 

impar, e sempre (N+l) (L-fl) 

Examinando-se as tabelas dos auto-valores para a aproximação 

Pj, nota-se que quando o numero de.polinómios é aumentado de 1, um auto-

-valor aparece» Mas o uso de (L-M) polinómios nao altera o valor dos au­

to-valores obtidos para L polinómios, apenas conserva os já existentes e 

da mais um auto-valor que é menor que todos os outros ; salvo no caso de 

axta afosorçar; E 0^5ft como sera, visto adiante. 

Alem disso, a diferença entre dois auto-valores de ordens su­

cessivas decresce com o aumento da ordem. 

Espera-se assim, que os auto-valores de mais altas ordens ten­

dam a ficar tao próximos que sua distribuição possa se aproximar de um 

continuo» 

Iste fato serve para mostrar como se comete erros usando-se a-

proximaçao monoenergétlca para solução de problemas reais ; e ainda mais, 

verifica-se que quanto maior a ordem de aproximação paira a dependência e-

nergetica, maïs exatos serão os resultados dos cálculos efetuados utili­

zando ssts; formalismo» 

Isto se torna mais drástico para meios com alta absorçãoe • 0,5, 

onde o ultimo auto-valor de-uma aproximação de ordem L nao e correto e só 

e corrigido numa aproximação de ordem ÍL-hlK Este fato está bem visível 

ïifj tabela (Ivv:,'J«c) o 

0'iíii resultado bastante curioso foi obtido quando foram analisa­

das as tabelas (IV„8) para a aproximação Pj, análogas ãs tabelas (IV.7)pa 

ra & aproximação P^, 

Encontrou-se que, na aproximação P^ os auto-valores - podem ser 

separados em dois grupos« Talvez seja um agrupamento de raízes em torno: 

a) de uma raiz fundamental assintõtica, que e da ordem de um 

comprimento de difusão médio; 

b) de uma raiz fundamental transiente, que e da ordem de um ca 

minho livxe-mêdio» 
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Tal característica, pelo que foi possível ver consultando a bi 

bliografia recente, nao era conhecida, sendo um dos resultados originais 

desta tese. 

Também os auto-valores tendem a um contínuo como em P^; e para 

alta absorção, ver tabela (IV.8.c), eles são mais corretos quando se usa 

ordens altas de aproximação para a dependência energética. 
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CAPÍTULO V 

COMENTÁRIOS SOBRE OS RESULTADOS OBTIDOS E TRABALHO FUTURO 

Embora muitos dos resultados, nesta tese, sejam originais - em 

especial o tratamento sistemático que apresentamos - ha sempre a possibi­

lidade de compara-los com algo ja existente em trabalhos de outros auto­

res» 

Especial atenção deve ser dada aos resultados obtidos por 

Kiefhaber /13/ devido ã semelhança entre o tratamento usado por este au­

tor e o usado nesta tese, para a obtenção da solução do problema de 

Milne. 

Como ja foi dito anteriormente, Kiefhaber considerou o proble­

ma de Milne com as mesmas condições iniciais que as usadas nesta tese, a 

menos do núcleo de espalhamento; e também, como nesta tese, desenvolveu a 

dependência angular da solução em polinómios de Legendre e a dependência 

energética em polinómios de Laguerre. 

Entretanto, a complexidade da solução analítica por ele obtida, 

fez com que só fosse possível o tratamento da dependência angular na apro 

xlmaçao P^« Com isso, Kiefhaber determinou a distribuição do fluxo na 

fronteira sem levar em conta efeitos de transporte que a utilização da a-

proximaçao P~ permite considerar» 

Por outro lado, esse autor considerou espalhamento anisotrópi-

co linear, que é um espalhamento muito mais realístico que o isotropico 

considerado sesta tese., 

Apesar disso, uma comparação entre ambos os resultados pode ser 

feita. 

Analisando os gráficos (IV.1) e/ou as tabelas (IV.2), e a figu 

ra 1 da referencia 13, embora na referência 13 seja uma distribuição do 

fluxo dependente da velocidade, conclui-se ques 

a) o efeito do deslocamento do espectro de neutrons na frontei 

ra em direção & energias mais altas, encontrado nesta tese, também foi en 

contrado por Kiefhaber; 
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b) este deslocamento é, na realidade, qualitativamente correto 

pois Kiefhaber comparou os resultados obtidos por ele, cora os obtidos ex­

perimentalmente por Beckurts /18/ como se pode ver na figura 1 da referen 

cia 13. 

E, este efeito como ja foi dito, ê devido â fuga preferencial, 

de neutrons de altas energias, através da fronteira. 

Alias, este também foi um resultado, anteriormente obtido p o r 

Conkie /6/ e por Kladnik e Kuscer /8/. 

Outro trabalho que merece especial consideração para afeito 

comparativo ê o de Ferziger e Leonard ¡2\l 

Na verdade, Ferziger e Leonard náo obtiveram resultados numérl 

cos para o problema de Milne, e isto devido ã complexidade da solução a-

nalit ica obtida para a equação de transporte de Boltzmann» 

Entretanto, esses autores apresentam resultados do comportamen 

to do fluxo energético num meio infinito, quando a absorção deste meio va 

ria. 

Isto possibilita uma comparação entre esses resultados e os ob 

tidos nesta tese, para x « 20 caminhos livre-médios, uma vez que, as con­

dições iniciais sao exatamente as mesmas a,-, como já foi provado, um ponto 

a 20 caminhos livre-médios da fronteira é considerado seguramente perten­

cer a ura meio infinito. 

Para efeito de comparação, é mais correto se tomar os resulta 

dos obtidos, nesta tese, através da aproximação P^í isto se deve ao fato 

de Ferziger e Leonard terem obtido uma solução exata para a dependência 

angular e naturalmente quando maior a ordem da aproximação, mais a solu­

ção se aproxima da exata« 

Então, comparando o grafico (IV„l0b) com a figura 2 da referan 

cia 21, vê-se quês 

a) ha coincidência no comportamento do fluxo para as varias ah 

sorçoes; 

b) as posições dos picos de energia (em P^L^ e x «* G) são pra­

ticamente as mesmas obtidas por Ferziger e Leonard; isto é mais fãclimen-
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te visto pelas tabelas (IV.2.b) e (IV.3). 

Â nac coincidência total, reside no fato de que esses autores 

calcularam somente as raízes discretas, embora exatas; enquanto que nesta 

tese foram calculadas nao só as raízes discretas como as correspondentes 

à zona do espectro contínuo também, embora sendo todas aproximadas. 

Esses dois trabalhos acima citados são os mais interessantes 

para uma comparação com esta tese, dada as varias semelhanças quer nas 

condições iniciais, quer no método de calculo. 

Entretanto, outras comparações e alguns comentários podem ain­

da ser feitos sobre os resultados obtidos. 

Pode-se comparar, embora grosseiramente, os resultados, sobre 

as distancias extrapoladas, obtidos nesta tese, (tabela IV.6), com os ob­

tidos por Nelkin 11I e Davison /2/. 

Nelkln obteve, para o caso de secção de choque constante, 

x 0 = 0,70831 (A • caminho livre-médio) e cita que este valor e 0,3% menor 

que o valor exato; aliás, este é um resultado também obtido por Williams 

/23/ era 1966; Davison, para o caso monoenergético obtém: na aproximação 

P-p x 0 •» 0,58£, e na aproximação P^, X q •= 0,69£ e comenta que este é um 

bom resultado comparado com o valor exato x Q » 0,718.,(j!̂ caminho livre-médio). 

A comparação foi grosseira e feita apenas para verificar or­

dens de grandeza, pois para o caso polienergético e com secção de choque 

total dependente da energia que é o caso desta tese, os resultados obti­

dos sao originais» 

Um comentário que pode ser feito é que Williams em seu livro 

/21/ diz que a variação de x Q com as dimensões do meio pode ser separada 

em duas partes aditivas: uma devida somente a efeitos de transporte e ou­

tra devida ao desvio do espectro de neutrons em relação ao espectro 

maxwellianoo 

Este fato é bastante interessante, e se pretende futuramente 

estudá-lo com mais detalhes. Para isso, pode-se desde já dizer que, basta 

mudar as condições de contorno de semi-espaço infinito, para condições de 

contorno para meios finitos, localizando convenientemente a fonte de neu­

trons, por exemplo, no plano médio no caso de uma fatia (problema unidi-



mensional), 

Una outra comparação que pode ser feita e sobre os auto-valo­

res. 

Kunalsh ¡22J apresenta em sen trabalho,, uma solução para a e-

quação de transporte de Boltzmann, usando para a dependencia angular o me 

todo das esféricas harmónicas e para a dependencia energética um desenvol 

vimento em serie de polinomios de Laguerre; como núcleo de espalhamento, 

considerou o do gas pesado e tomou a lei l/v para a absorção,, 

As condições sao as mesmas desta tese, mas Infellsmente os uni 

cos resultados Interessantes para a comparação sao os auto-valores, urna 

vez que Kunalsh nao se Interessou em resolver o problema de Milne, mas so 

mente resolveu a equação de Boltzmann» 

Além disso, este autor so calculou na aproximação P.j tomando 

inclusive somente o modo fundamental; usou um valor baixo para a absor 

cao a 

Para comparação entre as tabelas (IV.7) e a figura 1 da refe­

rencia 22, convém dizer que p 0 » ~; e por isso os auto-valores crescem 

tendendo para um espectro continuo, enquanto que os obtidos nesta tese de 

crescem, também tendendo para um espectro contínuo» 

Por esta comparação, vê-se que os resultados da analise feita 

no capítulo anterior coincidem comi o andamento dos resultados de Kunalsh, 

Ferzlger e Leonard em seu trabalho /14/ comentam que a teoria 

de difusão nao prediz nem comprimentos de relaxação corretoa e nem um es­

pectro assintotico correto a nao ser para o primeiro modo e assim mesmo 

para baixas absorções, ou seja, comprimentos de relaxação para modos mais 

altos nao sao dados corretamente pela teoria de difusão© 

Isto significa que cálculos sobre v», - « ' «.* _L' »u' le 

vem ser feitos com teoria de difusão, quando o ic ¡< 'i «n> n > „>» 3 » 

dor, em que modos mais altos podem ser excitados, 

Esta conclusão de Ferziger e Leonard e mostrada claramente com 

parando os valores da tabele (lv\,7»c) com os da tabela 1 da referencia 
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Com a aproximação P^, existem dois modos "fundamentais" em vez 

de um só; isto não ocorre nos resultados de Ferziger e Leonard /21/ por 

terem considerado somente as raízes discretas exatas, enquanto que nesta 

tese foram consideradas tanto raízes discretas como as correspondentes a 

zona do espectro contínuo. 

As conclusões daqueles autores, também podem ser verificadas 

comparando os resultados da tabela (IV.8.c) e da tabela I da referencia 

21. 

Ja na aproximação P^, em particular, o auto-valor fundamental 

discreto coincide com o exato de Ferziger e Leonard, mesmo para absorção 

tao alta quanto e «* 0,5. E além disso, o segundo auto-valor discreto ain 

da difere de menos de 5Z do valor exato desses autores. 

0 conjunto dos resultados sobre os auto-valores, ou seja, os 

resultados nas tabelas (IV.8) nao podem ser comparados, pois são resulta­

dos originais. 

Pelo mesmo motivo nao podem ser confrontados, cora resultados 

de outras referências, os obtidos sobre zona de influência da fronteira, 

comportamento espacial e energético do fluxo, influência da absorção, 

fronteira extrapolada, quando se toma aproximação P,. 
i •* 

Resta ainda fazer alguns comentarios sobre o trabalho que se 

pretende realizar futuramente. 

Em primeiro lugar, ainda considerando espalhamento isotrópico, 

se pretende refazer todos os cálculos desta tese, em aproximações maio­

res de ?y 

Isto ainda nao foi feito, exclusivamente por limitação de capa 

cidade de memoria e tempo do computador utilizado. 

0 método de calculo é exatamente o mesmo e as equações sao as 

mesmas, apenas acrescidas de maior numero de termos, e haverá, naturalmen 

te maior numero de raízes, uma vez que. o número delas é dado por 

||(N+1)(L+1)|. 

Em seguida, se pretende estudar o problema de Milne consideran 

do o espalhamento anisotropico. ' 
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Uma das razoes do interesse por um calculo com espalhamento a-

nisotropico, decorreu da conclusão tirada por Kallfelz e Reichardt em seu 

trabalho publicado em 1967, /17/, bem como das observações feitas nesta 

tese e referentes a relação entre a zona de influencia da fronteira e a 

energia dos neutrons . 

Esses autores, inclusive resolveram o problema de Milne para 

ura meio sem absorção, quando outros já haviam resolvido para meios com ab 

sorçao, mas levando em conta espalhamento anisotrõpico. 

E, concluem que uma descrição mais precisa da forma do espec­

tro na fronteira não e suficiente com núcleos de espalhamento isotrópico, 

e que espalhamento anisotrõpico linear deve ser incluido, conclusão esta 

que, qualitativamente, também foi tirada nesta tese. 

Este estudo nao foi feito até agora pelos mesmos motivos acima 

indicados. 

Entretanto, não existe dificuldade alguma, quer matemática, 

quer computacional; e as expressões analíticas para o espalhamento aniso-

trópico ja foram deduzidas durante a realização desta tese, e se encon­

tram no Apéndice 1. 

Também se pretende obter resultados quando se aplica as condi­

ções de contorno de Marshak e comparar esses resultados com os obtidos 

nesta tese, usando as condições de Mark. 

Este estudo não deve ser difícil, maa ê de bastante importân­

cia, pois mesmo no caso monoenergético já é muito discutido o mérito re­

lativo das duas condições; no caso polienergético nunca foi feito. 

Pretende-se, ainda, fazer um estudo paramétrico da variação 

da distancia extrapolada com as dimensões do meio, conforme já foi cita­

do. 

Naturalmente, toda esta pesquisa que está sendo proposta, ne­

cessita um computador mais rápido e de maior capacidade de memoria; pre­

tende-se, para isso, utilizar inicialmente um IBM-360/44, ou eventualmen­

te computadores de maior porte, trabalhando-se em cooperação com centros 

computacionais estrangeiros. 
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SOLÜX 

Seja a eqmsçao (lüUl = M ) 

I 
p-o. ^ 1 !;î 

_ homogéneos, i-

'<•< î? ( E ' ^ E ) 8 Î 
ss 

sotropicos <• î- , 1 'i . 1 o í - de î » i 

simétricos 

" to,'i, ' -1 t ' í - ' « h » i i»ilogo ao do Capí.tulo II, e também 

tomando '. _n «unv * ' »' > - ' il« u20), as expressões 

im-se pelas ie«9g rasoess j¡s «postes, qws 

r.,<, 

tf i-» e q u i v a l e n t e » , i (ÏI.1.25) 
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m«o m=o 

- I (u ) f 1 P ( U ' ) M I ^ P M ( u ) | A r a ( x ) > (A.1.3) 

Também, como no Capítulo II, multiplicando por P^Cp) e inte­

grando entre -1 e +1, e usando a formula d® recorrência dos polinómios de 

Legendre, obtem-se 

«o e> 

- I I QTP]|A m(x)>6 6 n - 0, 1, . . . OU-4} 
p-o m-o p p » 

ou ainda 

(n+1) |A n + 1(x)> + n|A n~ Í(x)> + 

+ (2n+l)JEvJ-L"1!]IA"<X>>} " 0 n - 0, 1, , . , ,-(A.1.5) 

que é uíb sistema correspondente ao de (II. 1 »26) 

Uma conclusão importante, que pode ser tirada, ê que, truncan­

do as somatórias o grau .de anisotropia está limitado ã ordem de aproxima­

ção que se deseja para a dependência angular. 

Assim por exemplo, para «ma aproximação P^ (aproximação de di­

fusão) so se pode considerar no máximo uma anisotropia linear. 

No caso do grau p de anisotropia. ser menor que a ordem N de a-

proximação para a dependência angular considerada, o sistema (A.1.5) trun 

cado em n - N terá (N+1) equações, das quais (N-p) serão homogêneas. 

Continuando com o raciocínio análogo ao do Capítulo II, obtém-

-se um sistema de equações equivalente a (II.1.33), e que e escrito 
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(n+l)|B n + 1(v)> + n|B n~ 1(v)> - (2n+l){kÚ3-]>£j}|Bn (v)> - O 

n - O, 1, . . ,,N-1 

N|BN""1(v)> - (2n+l)|[vU]-(vY^]J |Bn(v)> - O 

n - N 

(A.1.6) 

onde, tambera 

|Bn(v)> - [¥r 1|A n(v)> 

ra - DT1 raoa 

sendo JjT] uma matriz diagonal e Q ]̂ matrizes simétricas. 

Para o caso de espalhamento anisotrópico linear, no qual se es 

ta interessado, o sistema (A.1.6) se reduz a 

jBI(v)> - j[viH - |vYo]J|Bc (v)> - 0 n « 0 

2|B2(v)> + |B°(v)> - 3J[^U] - LVYO}| B 1< V> > " 0 
n - 1 

(n+1) |B n + 1(v)> - nJB n" A(v)> - (2n+l) j^Ú] |Bn(v)> - 0 
„n-l 

N|B N~ 1(v)> - (2N+l)£u]|BN(v)> - 0 

n ™ 2, 3, s • •, N—l 

n • N 

(A.1.7) 
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; « j i j y d e encontrar uma solução para este sistema,as 

/ i / e solução (II.1.34) para o sistema (II.1.33) 

s v S h a s T i e i i t o isotropico. 

' polinómios de Legendre P^íx) e as funções de 

f "£ Q n(x) satisfazem a relação de recorrência 

I + nK _ (x) - (2n+l) xK (x) - 0 (A. 1.8) 
n—1 n 

>A\ i) e Q([VÜ]) são soluções do sistema (A.1.7),com 

as duas primeiras e a última. Uma combinação li 

i' b«m sera solução do sistema com exceção das três 

nsiiíi combinação linear dessas soluções que satisfaça 

'. i í> solução geral de (A.1.7). 

t |sn(v)> e |Tn(v) > três vetores que satisfaçam 

+ u|R n" 1(v)> - (2n+l)v|Rn(v)> - 0 
f 

n • 1, 2, 3, . . . , <*> 

(A.1.9) 

>C<'»)> n = 0 (A.1.10) 

> + n|S n" 1(v)> - (2n+l)v|sn(v)> - 0 

n - 2, 3, 4, . . . , « 

(A.l.ll) 

n - 0 (A.1.12) 

S*(v)> n - 1 (A.1.13) 
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(n+1)|T n + 1(v)> + n|T n" 1(v)> - (2n+l)v|Tn(v)> - O 

n - 3, 4, 5, . . . . » 

(A.1.14) 

|Tn(v)> - |0> n - O (A.1.15) 

|Tn(v)> - |0> n - 1 (A.1.16) 

|Tn(v)> - |T2(v)> n - 2 (A.1.17) 

Então, dados |R°(v)>, |S1(v)> e |T2(v)>,todos os outros veto­

res |R n(v)>, ISn(v)> e |Tn(v)> ficara bem determinados pela relação de re­

corrência (A.1.8). 

Pode-se encontrar expressões analíticas para essas soluções,vá 

lidas para qualquer n. E são /30/ 

|Rn(v)> - P n([yÜl)|R
0(v)> (A.1.18) 

i 

|sn(v)> - |p n(^Ü]) Q D([vÜ]) - Q n ( t v ' í 3 > } i s l < v ) > (A.1.19) 

|Tn(v)> - 2{p n(^Uj> (Q 0 ( l vg)|vUJ - H ) -

- Q n ( ^ Ü l ) ^ Ü ] + 6 n ) 0}|T
2(v)>, (A. 1.20) 

que serão obtidas a seguir. 

De fato, como P R( Gj^)
 e Q n( L^ID ) satisfazem a relação de re­

corrência (A.1.8), as expressões para |R n(v)>, |S (v)> e JTn(v)> podem 

ser obtidas combinando linearmente os polinómios e as funções de Legen­

dre. 

Assim escolhe-se 
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| R N ( V ) > , |Sn(v)>, |Tn(v)> - P N({VÜ])|A> + Q N ( ( V G > | B > + 

+ I K > 6n,i < A a « 2 1 ) 

onde a somatória e estendida para os valores de n,tais que»para n e n + i 

a combinação linear deve ser igual a zero. 

Os vetores | A>, |B> e |C^> sao vetores arbitrários, independen 

tes de n, i»as que podem ser escolhidos de tal maneira que satisfaçam 

(A.1.9), (A.l o10), . . . , (A.1.17). 

Substituindo (A.1.21) em (A.1.10), tem-se 

Então 

JR°(V)> - |A> + Q o((vÜ])|b> 

I 

e. portanto, pode-se tomar 

¡B> «a 0 e |A> » |R°(v)> 

Tem™se, então 

|ln(v)> - Pn([^Ü])|R
0(v)> 

que e a expressão (A.1.18). 

Para obter a expressão para |Sn(v)>, note-se que, de (A.1.21) 
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|0> - |A> + Q0([vU])|B> 

|S1(v)> - Pi([vÜ])|A> + Qi([vU))|B> 

Portanto 

|sx(v)> - - Pi([vÜ]) Q0([vÜ])|B> + Qi([^Ü]) |B> 

ou 

\Sl(v)> - - |pi(£Ü]) Q o ( ^ Ü j ) - P 0([vÜ)) Qi([vÜ])}!
B > 

Sabe-se /26/ que 

? n W V l ( x ) ~ P n - l ( x ) Q n ( x ) " n" ' 

E fScil mostrar que essa relação também é verificada quando o 

argumento dos P^ e dos são matrizes diagonais» Então 

V M > V i ( ^ > - V i ( ^ ) 

Logo 

|S1(v)> - -|B> 

e 

|A> - QG([vUj)|s
l(v)> 

Substituindo os valores de |a> e |b> em (A.1.21), tem-se 
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|0> » |A> + Qo(|vU|)|B> + l |c > 6 o o 

i-o 9 

então 

|0> - |A> 4- Q0([vUJ)|B> + |Cq> 

e tambem por (A.lw1.6) 

\Qy m pi<E€J> l A >
 + qi([VÜ]) |b> 

e por (A.l«17) 

|T2(v)> « P2([vU])|A> + Q2([vÜ])|B> 

e sendo jvü] uma matriz rtao slngular, existe 

Logo 

e portanto 

|A> - - P ^ C f v f f J ) Q 1(|vg)|B> 

Substituindo 

j s n ( v ) > - j p ^ l v i Q ) Q 0([vuj) - Qn(E
;ü])}|si(v)> 

que e a expressão (A.1.19). 

Resta apenas mostrar que (A.1.20) ê a expressão para |Tn(v)>» 

Como 
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Í í ' ¿ ( v ) > - - P 2 ( | V G ) P¡ A([vU]) Qi((vÛ])|B> + Q2([vUj)|B> 

P I «GE! > |T 2 C v > > - - |PI ( [vÜ] )P 2( [vü])P^( (vUJ)Q1( (^Uj) -

FiC[if1> Q2<E«|)}|b> 

Como as matrizes P (JvüJ) comutam entre si 

JB> - - 2?iC|VF|) J T 2 ( V ) > 

|â? - I P ^ C i i f j ) Q i ( E 3 > Pi([vü])|tz(v)> 

K/ - » ̂ I^CESJ) Qi (Lvö ] ) Pi(Lvu|) - Q0(Lyü])Pi(|vu])|tr2w> 

Moa 

ljV"'Jm
 2 K X < [5m3)<*i<)Q0<Em3>-DQ>

pi<> -

I V ' ' - 4Q°(^3)PL(E3]> - LX1-Qo(E3)pi(EM3>}lT2<v>> 

|C o>»2|t2(v)> 
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Substituindo |A>, JB> e |Cq> em (A.1.21) tem-se 

|Tn(v)> - 2|pn(j^Ul) (Q 0(^ü]) JvU]- (jQ > -

- Q n(£ul) £Ü] + « n í 0}|T
2(v)> 

que é a expressão (A.1.20). 

Foi provado, então, que JRn(v)>, |sn(v)> e |Tn(v)> tem, respec 

tivamente, como expressões analíticas, (A.1.18), (A.1.19) e (A.1.20), as 

quais são combinações lineares de polinómios e funções de Legendre. 

Supõe-se, agora que 

|Bn(v)> - |Rn(v)> + |Sn(v)> + |Tn(v)> (A.1.22) 

seja a solução do sistema (A.1.7). 

Para satisfazer a primeira das equações, e preciso que 

|R1(v)> + jS1(v)> - £ü] |R°(v)> - - [v7^]!R0Cv)> 

Mas por (A.1.9) 

|R1(v)> - [Ou)|R°(v)> (A.1.23) 

e, então 

|Sl(v)> - -Ç, Y o] |R°(v)> (A.1.24) 

Da segunda equação de (A.1.7), tem-se 

2|R2(v)> + 2|S2(v)> + 2|T2(v)> + |R°(v)> -

~ 3 { E ? Í D ~ Í v y O J I R 1 ^ ) * - 3 ( E 3 - [ Í y D } | s I < v > > - 0 (A.1.25) 
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Mas por (A.1.9) e (A.1.23) 

2|R2(v)> - - |R°(v)> + 3(^Ü]2|R0(v)> 

e por (A.l.ll) e (A.1.24) 

2|s2(v)> - - 3[vÜ] {Zyõ} |R°(v)> 

Substituindo em (A.1.25), obtem-se 

|T2(v)> « I Î yO - [vÜ]}|R 0(v)> ' (A.1.26) 

Tendo os valores de S 1(v) e T 2(v), já que R°(v) á arbitrário,e 

substituindo na primeira e na segunda equações do sistema (A.1.7), vê-se, 

Imediatamente, que ambas sao satisfeitas. 

Então B"(v) - R"(v) + S (v) + T (v) com as condições impostas 

ê solução das duas primeiras equações de (A.1.7). As restantes equações 

desse sistema, com exceção da ultima, também têm B n(v) dado acima como so 

luçao; isto ê imediato se verificar pela própria lei de recorrência dos 

R n(v), dos S"(v) e dos T n(v). 

Resta, então, mostrar que B n(v) « R B(v) + S n(v) + T°(v) também 

satisfaz a última das equações. 

Para que B n(v), dado por (A.1.22), satisfaça também a última e 

quação de (A.1.7)„ é preciso que R°(v), até aqui arbitrário, seja escolhi 

do de tal maneira que 

jB N + 1(v)> - |l N + 1(v)> + | S Í H " 1 ( V ) > f |T N + 1(v)> - 0 (A.1.27) 

Usando (A, 1.18), (A.1.19), (A.1,20), e mais (A.1.24) e (A.1.26), 

tem-se 
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|Bn(v)> - P N < | V Í Q ) ! R
0 < V ) > - W N - > 1 | V Ü L . ( V Y G |R°(V)> + 

+ 2{vi (E^>E3~ F

a<E^>}f &VD{Ey!]-LYÜ]}|r0(v)> 

onde foi usada a relação 

VE3> V È D > - v r a > - V i ( &3> 

|B n(v)>-p n(E 'ü]) !r°(v)> - V I ( E Ê J > E T ! 3 I R 0 ( V ) > + 

' + 3Vi ( E 3 > • EiU{Er 0 E ? L ! - E?D Ey]} I R° > -

- 3Pn(^)|^Y0ET°3-IÍTQra}|Ro(v)> 

ou 

|Bn(v>> - p n(E5){0G +
 3ETDcE3-ETg)}|R°(v)> -

- V i ( EÊJ) E\íl E3""X § T 3 |r°(v)> + 

+ 3VicE3>5E3{E3cE3"Efl|ROcv)> 

ou ainda 

|b"(v)> - pn(Lvü]){cC3 + 3Ey 0 < Eü I - Ey ó 3 } |r o(v)> -

- V i ( E 5 ) E i {E!3 " x ET 5 +3 ET D < E«Q - ET3 )} 1 R° < v) > 
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Somando e subtraindo W j_( [vÜ]) [vÜ] |r°(v)> e rearranjando os 

termos, tem-se 

Ib (v)> • - |p n ( \ z q) -w n_ 1 (153) | v g }{[T] + 3 £ Y £J ( Ç G - g g >} -

+ w„-i (E3) <EiD-&r3> |R°(v)> 

Mas como 

|Bn(v)> - |Rn(v)> + |Sn(v)> + |Tn(v)> 

|Rn(v)> - |R°(v)> 

|sn(v)> - |0> 

|sn(v)> - |S1(v)> 

para n • 0 

para n « 0 

, para n » 1 

|Tn(v)> - |0> 

|Tn(v)> - |0> 

|Tn(v)> - |T2(v)> 

para n - 0 

para n « 1 

para n - 2 

Conclue-se que 

|R°(v)> - |B°(v)> 

e então 

(A.1.28) 
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|Bn(v)> - |p n ( [VÍQ ) -WN-1 ( [ v g > ÇG }{DO +3£YR|(EG-^g >} 

+ V i ( G £ l > ( ( v g - j v Y g > |B°(v)> (A.1.29) 

Mas pela condição (A. 1.27), os |b (V)> dados por (A. .1.29) sao 

soluções não triviais do sistema (A.1.7) para os v que satisfazem 

{wiS2i> - w N < E ü j ) E g } | a + 3 E i r D < i v g - ç Y g ) } . 

WN(Lvg> ( L ^ g - M ) } (A.1.30) 

Nota: Se o espalhamento for isotrõpico, jv YQ • 0 e (A.1.30) se reduz a 

WEB* - WH<|SG> LvYG 

que é a equação (II.1.35) obtida no desenvolvimento do problema no caso 

isotrõpico. 

Concluindo: 

a) caso de espalhamento isotrõpico 

|Bn(v)> - |p„([vg) - W n - 1([vg)k Yõj}|B
0(v)> (II.1.34) 

é solução do sistema 

(n+l)|B n + 1(v)> +n|Bn"1(v)>-(2n+l)|^g-[5Yõ]6n í 0J|Bn(v)> - 0 

n - 0 , 1, , , . , N - 1 

N|B N - 1(v)> - (2N+l)[vg |BN(v)> - 0 n - N 

(II.1.33) 
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onde cs v sao soluções de 

- o (II.1.35) 

b) cases cte espalhamento anisotropico 

|Bn(v)> {V&Ü]) - V i ( E 3 ) G!D}{jO+3 63 (L̂ U -&*]>} 

+ V i ( E l 3 > ( [ v g - M ) |B°(v)> (A.1.29) 

fe solução do sistema 

(v)> - 0 ¡B 1 (v )> - {E^-Ey!]}|B 0 

2|B2(v)> + |B°(v)> - 3|[^Ü]-[5yf]|¡B 1(v)>-0 n 

n - 0 

- 1 

(n+1)|B n + 1(v)>+n|B n" 1(v)>-(2n+l)|vUl|B n(v) - 0 

n 

I J B ^ C v ) - (2N+l)[vÜ] |BN(v) - 0 n 

2 t 3, * . . »N—1 

N 

(A.1.7) 

onde oe v sao soluções de 

+ VlY?1> <[üü]-(vy°]) - o (A.1.30) 
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A P Ê N D I C E 2 

I i l i' I lT * W F W P O 0 ESPECTRO M A I S "QUENTE** 

* . 1* i ) da • equação cie transporte cia Bolt3mann,demonstra«»se 

p " íi("y)Sd¥' w perda líquida, por segundo, cls neutrona 

cora velocidade v, do elemento de volume 

dV 

Seja n(vi) a distribuição espacial dos neutrons que se dirigem 

para a fronteira^ e n(v 2) a distribuição dos neutrons que caminham em sen 

tido contrario» 

Lembrando que nao há neutrons vindos do vácuo em direção 

mexo, se 

então, pare A ponte perto da fronteira e B ponto da região assintotica 

jgrad raA(v2) |a>jgrad i^Cv^i ao ponto (A] 

fgrad u B(v 2)j«|grad n^fy ponto <B) (A.2.2) 

De fatos a própria condição de contorno do problema de Milne 

implica que, na fronteira 

n(vj) # 0 

a(v 2)
 s a © 



. B5 a 

Na região assintotica, longe da fronteira, o efeito desta nao 

se faz sentir, e portanto 

n(v\) ~ n(v 2) 

0 andamento das curvas de variação de n(v 2) e n(v\) cora a dis­

tância da fronteira @, portanto, o indicado na figura abaixo 

it (W) 

T a b x 

COMO a GEOMETRIA é PLANA 

grad n(vj) • JGRAD N(VI)|í (A«,203) 

grad N ( V 2 ) - |GRAD N ( V 2 ) | í (A.2„4) 

e, então, TEM-SE; 
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a) no ponto (A) 

termo de perda 

para os neutrons 

do tipo ( V 2 ) 

- v 2 * grad n(v 2) > 0 

termo de perda 

para os neutrons 

do tipo (vj) 

• vi x grad n(vj) < 0 

perda global de 

neutrons dos tipos 

(v 2) e ( V Í ) 

- V 2 * grad n(v 2) + v¡ * grad n(vj) 

Mas por (A.2.1), esta perda no ponto (A) e positiva, crescendo 

com o módulo de v\. 

b) no ponto (B) 

perda global de 

neutrons dos ti­

pos (v 2) e (v¡) _ 

0 

praticamente independente do modulo de v^ 

Então, nos elementos de volume em (A) e (B) tem-se, respectiva 

mente, perda positiva e perda quase nula. Como os neutrons de energias 

mais altas tem direção privilegiada para a frente (e, no caso, sentido o-

posto ao do versor í ) , o espectro energético se torna cada vez mais "quen 

te", a medida que se aproxima da fronteira. 

Realmente, considerando, por exemplo, duas energias E » 1 kT e 

E «• 10 kT, e um elemento de volume do meio localizado adjacente ã fronte! 

ra, tal elemento recebe, de seus vizinhos ã direita, mais neutrons de 

E - 10 kT que neutrons de E » 1 kT. Como o regime é estacionário, no ele-
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mento de volume adjacente á fronteira haverá uma maior densidade de neu-
trons de E - 10 kT do que de neutrons de B - 1 kT, "aquecendo", aí, o es­
pectro® 



APÊNDICE 3 

LISTAGENS DE PROGRAMAS FORTRAN-II-D 

Programa Milne PI 

Programa Milne P3 

Sub-rotina SLH1 

Sub-rotina DTC1 

Sub-rotina DTM1 

Programa VCPEA 

Função PLWPSI 

Sub-rotina MM 

Função F 

Sub-rotina RAINT 
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«FANDK1204 
C «PROGRAMA M U N E PI* 
C MP1 
C MÉTODO PEA 
C ESPALHAMENTO ISOTROPICO 
C APROXIMAÇÃO PI 
C A RAIZ DE ÍNDICE (N+l) CORRESPONOE A RAIZ -NU(1) 
C N=ORDEM DE APROXIMAÇÃO USADA MAIS 1 PARA OS 
C POLINOMIOS DE PRIMEIRA ESPECIE DE LAGUERRE (NORMA 

LIZADOS) 
C CHAVE 2 LIGADA» SAO IMPRIMIDOS OS COEFICIENTES 
C E AS SOLUÇÕES DOS SISTEMAS HOMOGÉNEO E NAO HOMOGE 

NEO 
DIMENSION S(8,8),BENI(8), GANI ( 8, 8 ) » P2BENI (8 ) • W1BENH 8 

) tPlBENI(8),W 
10BENI(8),C0EFB0(6,6),B0(6)»BU6),A0<6),Al(6>•ENU(9) 
DIMENSION ALFA(8.8),TIND(8)«X<9).AOAUX(9t8) 

1 L = l 
READ 101N» ABSOR 

10 FORMAT!I2,5F7.3) 
DO 100 1 = 1,N 

100 READ 11, (S(I,J),J=1»N) 
NN=N-i 
IF(SENSE SWITCH 2)181,55 

181 PRINT 203,NN 
203 FORMAT(1H.55X,18H*APR0XIMACAO PI•L(»I 2.2H)*/////> 

55 READ 11,ENI 
11 FORMATt 5E14.8) 

DO 180 1=1,N 
180 READ 11,(GANIU,J),J=1,N) 

READ 11,(BENI(I),I=1,N) 
DO 150 1=1,N 
P2BENI I I)=(3.*BENI( I ) **2- l . ) /2» 
W1BENI(I) = 1•5*BEN 1(1) 
P1BENI(I) = BENI( I » 

150 WOBENI<I )=1. 
DO 102 J=1,N 
DO 102 K=1,N 
DELTA=J-K 
IF(DELTA)50,51,50 

51 DELTA- 1» 
GO TO 102 

50 DELTA =0. 
102 COEFB0(J,K)=P2BENI(J)/W1B6NI(J)*DELTA-GANI(J»Ki 

IF(N-2)194,194,195 
194 B0(1)=C0EFB0(1,2) 

B0(2)=-C0EFB0(1,1) 
GO TO 196 

195 CALL SLHKCOEFBOtNfBO) 
196 IF(B0(1))348» 349,349 
348 DO 213 K*=1,N 
213 BO(K)=-BO(K) 
349 00 103 J=11N 
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S0MA=0. 
DO 10? K=1,IM 
DELTA=J-K 
IF(DELTA)52,53,52 

53 DELTA=1. 
GO TO 104 

52 D E L T A = 0 • 
104 P=(P1BENI(J) *DELTA-W 06EN I ( J )*GAN I.( J , K ) ) *B0( K) 
107 SOMA=SOMA+P 
10 3 B1(J)=S0MA 

DO 105 1 = 1, N 
SOMA1=0. 
SOMA=0. 
DO 106 J=1,N 
P=S(I,J)*B0(J) 
Q=S(I,JJ*B1(J) 
SOMA=SOMA+P 

106 SOMA1=SOMA1+0 
AO(I)=SOMA 
AOAUX(L,I ) = A0(I) 

105 A1(I)=S0MA1 
ENU{L) = EN I 
IF(L-N)114,114,115 

114 DO 7 00 J=1,;M 
7 00 A LF A(J,L) = AO(J) + 1•732 05 081*A1(J) 

GO TO 3 000 
115 DO 900 J=1,N 
900 TIND(J)=-(AO(J)+1.73205081*A1(J)) 

8000 IF(SENSE SWITCH 2)800,184 
800 PRINT 19,ABS0R,L,ENU(L) 
19 FORMAT*1H,25X»6HABS0R=,F6.3,5X,3HNU(,I 2,2H) = ,E14.8//) 

DO 192 J=1,N 
192 PRINT 193,(J,K,C0EFB0(J,K),K=1,N) 
193 F0RMAT(3(1H , 5X, 7HC OF FB 0( , I 2 , I 2 , 2H ) = , E 14 . 8 ) ) 

PRINT 2000 
2000 FORMAT(//) 

DO 191 J=1,N 
191 PRINT 20»J,BO(J),J ?B1<J),J,A0(J),J,A1(J) 
20 FORMAT ( 1H,5X,3HB0( , I 2, 2H ) = , E 14 . 8 , 5 X» 3HB 1 ( , I 2» 2H ) = .• E 14 

.8,5X,3HA0(,I 
12,2H)= TE14.8,5X,3HA1(»I2,2H)=,E14.8) 
TESTE=0. 
DO 197 J=1,N 

197 TESTE=TESTE+COEFB0(1,J)*BO(J) 
PRINT 2000 
PRINT 207,TESTE 

207 FORMAT(1H ,5X,6HTESTE=,E14.8 ) 
PRINT 5 000 

5000 FORMAT!////) 
184 L- L +1. 

IF(L-N-1)55,55,56 
56 IF(SENSE SWITCH 2)185,186 

185 DO 411 1=1,N 



411 PRINT 204, .{ I , J, ALFA( I, J) ,J = 1 ,N) 
204 FORMAT(3(1H ,5X,5HALFA( ,I 2,12,2H) = .E14,8 ) ) 

PRINT 2000 
00 412 J=1,N 

412 PRINT 205,J,TIND(J) 
205 FORMAT*1H ,5X,12HTERM0 INDEP(»12»2B) = ,E 14 • 8) 
1S6 NM1=N-1 
705 DO 770 K=1,NM1 

KP1=K+1 
L = K 

710 00 730 I = K P1»N 
IF(ABSF(ALFA(L,K))-A8SF{ALFA(I,K)))72 0,73 0,7 30 

720 =1 
730 CONTINUE 

IF(L-K)740,740,75 0 
7 50 DO 7 60 J=K,N 

AA1=ALFA(K,J) 
ALFA(K,J)=ALFA(L, J) 

760 ALFA(L,J) = AA1 
AA2=TIND(K) 
TIND(K)=TIND(L) 
1 IMD{L)=AA2 

740 DO 770 I=KP1,N 
R = AL FA ( I , K) / AL FA ( K, K ) 
TI N D { I) = TIND(I)-R*TIND(K) 

745 DO 770 J=K»N 
770 ALFA(I» J) = ALFA(I,J)-R*ALFA(K,J) 
775 X(N)=TIND(N)/ALFA(N,N) 

DO 790 K=1,NM1 
I = N-K 
IP1=I+1 
SOMA=0. 
DO 780 J=IP1,N 

780 SQMA= SOMA+AL FA(I,J)*X(J) 
790 XII)=(TIND(I)-SOMA)/ALFA(1,1) 

IF(SENSE SWITCH 2)187,188 
187 PRINT 2000 

PRINT 206,(I,X(I),1=1,N) 
206 FORMAT ( 1H ,5X, 2HX{ ,I 2, 2H) = ,E14.8) 

T EST E = 0. 
DO 160 J=1,N 

16 0 TESTE-TESTE+ALFA(1,J)*X(J) 
TESTE=TESTE-TIND(1) 
PRINT 2000 
PRINT 207,TESTE 
PAUSE 

188 ZO = -ENU(1!/2.*L0G< -X( 1)) 
PUNCH 300,N,NN,ABS0R,Z0 

300 FORMAT!212,2E14.8) 
JN=N+1 
PUNCH 11,(ENU(L),L=1,JN> 
DO 302 L=1,JN 

302 PUNCH 11, (!A0AUX(L,J),J = 1,N) 
PUNCH 11,(X(I),1=1,N) 
PAUSE 
GO TO 1 
END 
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FAN DK1 204 
C PROGRAMA MILNE PI 
C FEEMP1 
C -DISTRIBUI CAO ENERGÉTICA DO FLUXO E DISTANCIA EXTRAPO 

LADA-
C AREA TOTAL = AREA DEBAIXO DA CURVA DE 
C DISTRIBUIÇÃO DO FLUXO NO INTERVALO 0-10 KT 
C NP=NUMERO DE PONTOS PARA A CURVA DA DISTRIBUIÇÃO 
C ENERGÉTICA DO FLUXO 
C SWITCH 2 CALCULA OS FLUXOS EM INTERVALOS 
C DE EXTREMOS DIFERENTES DE O-IOKT 
C SWITCH 3 CALCULA O FLUXO ASSINTOTICO 
C ABINT=ABCISSA INTERMEDIARIA PARA INTERVALOS MENORES 
C DELINT=INTERVALO MENOR 
C ABMAX=ABCISSA MAXIMA 
C DELMAX=INTERVALO MAIOR 

DIMENSION AOAUX(13,6),X(13),ENU(13),YFLUXO(100),FLUXO 
M(100),FL(15) 

1 READ 280,NP,Z,EMIN,EMAX,ENTERV,ABINT,ABMAX,DELINT»DEL 
MAX 

280 FORMAT(I4,8F7.3,112) 
READ 300,N*NN 7ABSOR,ZO 

300 FORMAT*212,2E14.8) 
JJ=N+1 
READ 220,(ENU<I ) , 1=1. JJ) 
DO 302 L=1,JJ 

302 READ 220,(AOAUX{L,J),J=1,N) 
220 FORMAT*5E14.8) 

READ 220,(X*I),1=1,N) 
2 IFÍSENSE SWITCH 3)902,903 

902 PRINT 904,NN 
904 FORMAT*1H , 55X,18H*APR0XIMACAO P1,L(,I 2,2H)*,5X,19H(F 

LUXO ASSINTOT 
1IC0)/////) 
GO TO 905 

903 PRINT 203,NN 
203 FORMAT*1H»55X,18H*APROXIMAÇÃO PI, L(,I 2,2H)*/////) 
905 PRINT 29,ABS0R,Z 
29 FORMAT*1H ,15X,6HABS0R=,F6.3,1 OX,2HZ = ,F7.3///) 

PRINT 30 
30 FORMAT*1H ,9X,1 HE,13X,5HFLUXO,14X,6HFINORM,1IX,9HFI MA 

XNORM,8X,28H( 
IF I NORM—FIMAXNORM)/FIMAXNORM/) 
E= EMI N 
X*JJ)=1. 
INDICE=1 

71 FLUXO=0. 
IF(SENSE SWITCH 3)900,901 

9 00 NI=N 
GO TO 350 

901 NI=1 
350 DO 330 L=1 SJJ,NI 

M= 1 
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1)0 331 J=1,N 

FLUX0=FLUXÜ+A0AUX(L,J)*PL { M » E) 
3 31 M*M+1 

FLUXC=FLUXO#X('L)*EXP(-Z/ENU(L ) ) 
FL(L)=FLUX0 

330 F LUX0=0. 
00 340 L=1.JJ,NI 

340 FLUX0=FLUXC+FL(L) 
FLUXOMÍINDICE)=E*EXP{-E) 
F L. UX 0= F L U XO* F L U X O M ( I ND ICE) 
YFI.UXOf INDICE ) = FLUXO 
E=E+ENTERV 
INDICE=INDICE+1 
IF(E-EMAX)71,71,4000 

4000 IF (SENSE SWITCH 2)800, 801 
8 00 READ '2 20 , AR EAT 

AREA=AREAT 
GO TO 802 

801 $1=0. 
S 2 = 0. 
DO 400 1=2,NP,2 

400 S1 = Sl+YFLUXO(I) 
NP1=NP-1 
00 402 I=3,NP1,2 

402 S2=S2+YFLUXO{I) 
AREA=ENTERV/3,*( ( YFLUXÜ( 1 ) +YFLUXO ( NP ) ) +4.*S1+2.*S2 5 

802 E= EM I M 
DO 209 J=1,NP 
FIN=YFLUXO(J)/AREA 
FIMAXN=FLUXOM(J)/.99945 

IF(FIMAXN)7000,70 00,8 000 
7000 RELFLU=0. 

GO TO 9000 
8000 RELFLU=(FIN-FIMAXN)/FIMAXN 
9000 PRINT 499,Ë,YFLUXO(J),FIN,FIMAXN,RELFLU 
499 F f iRMAT ( IH , 5X, F 7. 3, 7X, E14 . 8 , 5 X , E 14. 8 , 5X , E 14 . 8, 12X , E 14 

.8/) 
209 E=E+ENTERV 

IF(SENSE SWITCH 2)803,804 
804 AREAT=AREA 
803 PRINT 2000 

PRINT 208,AREAT,Z0 
208 FORMAT«1H ,5X,11HAREA TOTAL»,E14.8»1 OX »22HDISTANCIA E 

XTRAPOLADA= tE 
U4.fi///) 
PRINT 5 000 

2000 FORMAT*//) 
5 00C) FORMAT* ////) 

IF(Z-ABINT)6000,6 001,6 001 
6 000 Z-Z+OELINT 

PUNCH 28 0 , N P » Z . EM I IM , EM AX , ENT E RV , AB I NT , ABMAX , OF L IN T , D E 
LMAX,N 

PUNCH 2.B0, NP, 2 , EM IN, EM¿X »ENTERV • AB INT , ABMAX tDELINT , DE 

http://U4.fi/
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--ANUKI204 
; ApROORAMA MILNE P3* 
C MP3 
C -CALCULI! DOS CGEFICIGNTES E OAS CONSTANTES-
C MET000 PEA 
C APROXTMACAO P3 
C ESPAI.HAME MTU ISUTROPICO 
C A RA1Z DE INDICE (IM+1) CORRSSPONDB A RAIZ ~NU ( 1 ) 
C N=ORDErt DE APROXJMACAO US ADA MAIS 1 PAR A OS PO1.) NOM Hi 

C DE PRIME IRA ESPECIE DE L AGUERRE < NORMAL )'Z ADOS ) 
C CHAVE 2 L1 GAD A, SAO 1MPRIMID0S OS COEFluISNTES 
C 6 AS SOLUCOtS DOS SISTEMAS KOMUGENEU E HAO HOHUGE 

Nil! 
DIMENSION S(6,6),GANH6.6) »P2BENI(12)»BENIC6),XC 13) 
DIMENSION P3BENI(12), P 4 B E N K 1 2 » , W23ENI(12).AOAUX(13,6 

) 
DIMENSION W 3 B E N I U 2 ) ,CQEFBO(6 .6 ) ,fi0(6 ) ,B1(6),B2 <6),B3 

( 6) 
DIMENSION A0( 6) i Al ( 6 ) , A2(6) .-A3, 6) ,ENU( 13 ) , A L F A H 2 , 1 2 ) 

,TINDf12) 
1 L=l 

READ 10,N,ABS0R 
10 FORMAT ( 12,3F7.3) 

DO 100 I=1,N 
100 READ 11,(S(I,J),J=1,N) 

NN-N-i 
IF ( SENSE SWITCH 2) 1 Ul. 1>5 

18 1 PRINT 203.KN 
203 F3RMAT11H ,55X.18H*APRl)XIMACAO P3.L(.12,2W)*/////) 
5H READ 11,EMI 
11 FORMAT(5E14.3) 

DO 180 ' • • i , N 
180 READ ll,(GANI(I,J>,J=l,N) 

READ 1j. (BEN I(I),I=1.N) 
DO 150 I -1, N • 

I T ( I ) ~\ • 5"' I' i i JI ( I ) -•'! i1 <s ' \ T - « 
i I ' »= .*••!-..! .Ill) '1 , • 
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150 W3BENI(I)=4.375*BENI(I)*BENI(I)*BENI(I)-2.291666*BENI 
( I ) 

DO 102 J=1,N 
DO 102 K=1,N 
DELTA=J-K 
IF(DELTA)50,51.50 

51 DELTA=1. 
GO TO 10 2 

50 DELTA=0. 
102 COEFBO( J,K)=P4BENI(J)/W3BENI(J)*DELTA-GANI(J,K) 

IF(N~2)194,194,195 
194 BOÍ. 1)=C0EFB0( 1,2) 

B0(2)=-C0EFB0(1,1) 
GO TO 196 

195 CALL SLH1(C0EFB0,N,B0) 
.196 IF ( B0( 1 ) ) 348, 349, 349 
348 DO 213 K=1,N 
213 B0(K)=-B0(K) 
349 DO 103 J=1,N 

S0MAP1=0. 
S0MAP2=0. 
S0MAP3=0. 
DO 107 K=1,N 
DELTA=J-K 
IF(DELTA)52,53,52 

53 DELTA= 1 » 
GO TO 104 

52 DELT A = 0 . 
104 Pl=(BENI(J)*DELTA-GANI(J,K))*B0(K) 

S0MAP1=S0MAP1+P1 
P2=(P2BENI(J)*DELTA-1.5*BENI(J)*GANI(J,K))*B0(K) 
SOMAP2=SOMAP2+P2 
P3=(P3BENI(J)*DELTA-W2BENI(J)*GANI(J,K))*B0(K) 

107 S0MAP3=S0MAP3+P3 
B1(J)=S0MAP1 
B2(J)=SGMAP2 

103 B3(J)=S0MAP3 
00 105 1 = 1, N 
S0MA1P=0. 
S0MA2P=0. 
SOMA3P=0. 
SQMA4P=0. 
DO 106 J=1,N 
S 0 M A P1= S(I,J)#B0(J) 
S0KAP2=S(I,J )*B1(J) 
SÜMAP3=S(I,J)* B 2(J) 
S0MAP4=S(I,J )*B3(J) 
SOM A1P =SOMA 1P+ S OMA P1 
S 0 M A 2 P = S 0 M A 2 P+ S OM A P 2 
SDMA3P=SOMA3P+SOMAP3 

i06 S0MA4P = SOMA4P+ SOMAP4 
AO(I) = SOMA IP 
AOAUX(L,I ) = A0(I) 



96 

A1(I)=S0MA2P 
A2(I)=S0MA3P 

105 A3(I)=S0MA4P 
ENU(L)=ENI 
IF(l-2*N)114,114,115 

114 DO 700 J=1,N 
ALFAÍ J,L)=A0(J)+2.5834089*Al(J)+3.0616679*A2(J)+2.133 

2283*A3(J) 
JS=J+N 

700 ALFA(JS,L)=A0(J)+l.01994312*Al(J)-1.63309675*A2(J)-2. 
88 209607*A3(J 

1 ) 
GO TO 8 000 

115 DO 900 J=1,N 
TIM D(J)=-(AO(J)+2.5834089*A1(J)+3.0616679*A2(J)+2.133 

22233*A3(J ) ) 
JS=J+M 

900 TI N D ( J S ) = - ( AO ( J ) + 1. 01994312* A1 ( J ) - 1. 633 09675* A2 ( J ) -2 . 
88 209607*A3(J 

I f ) 
8000 I F(SENSE SWITCH 2)800,184 
800 PRINT 19,ABS0R,L,ENU(L> 
19 FORMAT { 1H , 25X, 6HABS0R= , F6 .3 , 5X , 3HÍMU ( , I 3 , 2H ) = , E 14. 8// 

) 
DO 192 J=1,N 

192 PRINT 193,(J,K,CQEFBO(J,K),K=1,N) 
193 FORMAT(3{1H ,5X,7HCOEF6C( ,I 3.I 3,2H) = ,E14.8) ) 

PRINT 2000 
2000 FORMAT(//) 

DO 191 J = 1,N 
191 PRINT 2 0,J,B0(J),J,B1(J),J,B2(J),J,B3(J) 
20 FORMAT(1H ,5X,3H30(, 12,2H) =,E14.8,5X,3HB1(,12» 2H) = t El 

4.8,5X,3HB2(, 
II 2 , 2H ) = , E14 . 8 , 5 X, 3 HB 3 ( , I 2 , 2 H ) = , E 14 . 8 ) 
PRINT 2000 
DO 198 J=1,N 

198 PRINT 21,J,AO(J),J,A1(J) ,J,A2(J),J,A3(J) 
21 FORMAT(1H ,5X»3HA0(,12 , 2 H) = . E 14 . 8 , 5 X » 3 H A1 (,I2»2H)=,E1 

4.8,5X,3HA2(, 
1I2,2H) = ,E14.8,5X,3HA3( , I2,2H) = ,E14.8) 
TES TE = 0. 
DO 197 J= 1,N 

197 T EST E = T ES T E + COEFB 0(1,J)*B 0(J 5 
PRINT 2000 
PRINT 207,TESTE 

207 FORMAT!1H ,5X,6HTESTE=,E14.8) 
PRINT 5000 

5000 FORMAT(////) 
184 L*L+1 

IF(L-2*N-1)55,55,56 
56 JJ=2*M 

IF(SENSE SWITCH 2)185,186 
185 DO 411 1=1,JJ -
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*FANDK1204 
C «PROGRAMA MILNE P3 
C FEEMP3 
C -DISTRIBUIÇÃO ENERGÉTICA DO FLUXO F. I-ISTÁNCIA EXTUArO 

L A D â -

C ARFA TOTAL = AREA DEBAIXO DA C U R V A DE 
C DISTRIBUIÇÃO DO FLUXO NO INTERVALO 0-10 KT 
C NP=NUMERO D E PONTOS PARA A CURVA DA DISTRIBUIÇÃO 
C ENERGÉTICA D O FLUXO 
C SWITCH 2 CALCULA OS FLUXOS KM INTERVALOS 
C DE EXTREMOS DIFERENTES DE 0-1 OKT 
C S W I T C H 3 CALCULA 0 FLUXO ASS INTüT ICO 
C ABINT=ABCISSA INTERMEDIARIA PARA INTERVALOS MENORES 
C DELINT=INTERVALO MENOR 
C ABMAX = ABCISSA MAXIMA 
C DELMAX=INTERVALO MAIOR 

DIMENSION AOAUXt13,6),X(13) .E HU(33),YFLUXO(100),FLUXO 
M(100),FL(15) 

1 READ 28 0,NP,Z,EM IN,EMAX « ENTERV . ABIN T•ÂBMAX•DEL IN T » DEL 
MAX 

280 FORMAT(14,8F7. 3, 112) 
READ 300 , N, N N , ABSOR, 7. O 

300 F0RMAT(2I2,2E14.8) 
JJ=2*N 
JJJ=JJ+1 

READ 2?0.(ENU(I).I=1»JJJ) 
DO 302 L=1,JJJ 

302 R EA D 220.(AOAUXtL,J),J= l,N) 
220 FORMAT,5E14.8) 

READ 220,(X(I),1=1,JJ) 
2 IF,SENSE SWITCH 3)902,903 

902 PRINT 904,NN 
904 FORMAT(1H ,55X,18H*APR0XIMACA0 P3»L(,I2»2H)*»5 X,19 Hí F 

LUXO ASSINTOT 
1IC0)/////) 
GO TO 905 

903 PRINT 203,NN 
203 FORMAT( IH ,55X,18H*APR0XIKACAO P 3 , L ( , I 2, 2H ) '•'/////) 
905 PRINT 29.ABS0R.Z 
29 F0R M A T (1H .15X.6HABS0R=,F6.3,1 OX,2HZ = .F7,3/V/J 

PRINT 30 
30 FORMAT(IH ,9X,1HE,13X,5HFLUX0.14X.6HFINORM .11X»9H-1MA 

X N OR M, 8 X, 2 8 H ( 
IF INORM-FIMAXNORM)/FIMAXNORM/) 
E=EMIN 
X(JJJ> = 1, 
INDICE=1 

71 FLUXQ=0. 
IF(SENSE SWITCH 3)900,901 

9 00 Nt-JJ 
m TO 3 50 

S O l N3-1 
3 50 DO 330 L=1,JJJ»NI 
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M=l 
DO 331 J=1,N 
FLUXO=FLUXO+AOAUX(L,J)*PL(M,E ) 

331 M=M+1 
FLUXO=FLUXO*X(L)*EXP(-Z/ENU(L ) ) 
FL(L)=FLUXO 

330 FLUXO=0. 
DO 340 L=1,JJJ,NI 

340 FLUXO=FLUXO+FL(L) 
FLUXOM( ÍNDICE)=E*EXP(-E) 
FLUXO=FLUXO*FLUXOM(ÍNDICE) 
YFLUXOÍIMDICE)=FLUXO 
E= E + ENT ERV 
INDICE=INDICE+1 
IF(E-EMAX)71,71,4000 

4000 IF(SENSE SWITCH 2)800,801 
800 READ 2 20,AR EAT 

AR EA=AREAT 
GO TO 8 02 

801 S1 = 0. 
S2 = 0. 
DO 400 1=2,NP,2 

400 S1 = S1 + YFLUX0(I ) 
NP1=NP-1 
DO 402 I=3,NP1,2 

402 S2=S2+YFLUX0(I) 
ARE.A=ENTERV/3.*((YFLUXOÍ1J+YFLUXO(NP))+4.*S1 + 2.*S2 ) 

802 E= EM IN 
DO 209 J=l ,NP. 
FIN=YFLUXO(J)/AREA 
FIMAXN=FLUXOM(J)/.9994 5 
IF(FIMAXN)7000,70 00,8C00 

7000 RELFLU=0. 
GO TO 9000 

8000 RELFLU=(FIN-FIMAXN)/FIMAXN 
9000 PRINT 499,E,YFLUXOÍJ),FIN,FJMAXN,RELFLU 
499 F ORMAT(IH , 5X , F 7. 3, 7X, E14.8,5 X•E14.8,5X,E14 . 8 ,12X , E 14 

, 8 /1 
209 E = E + E Mí E R V 

IFÍSENSE SWITCH 2)803,8 04 
8 04 AREAT=AREA 
803 PRINT 2000 

PRINT 208,AREAT,ZO 
208 FORMAI{IH ,5X,11HAREA TOTAL=,E14.8,1OX,22HDISTANCIA E 

XTRAPOLADA=,E 
114.8///} 
PRINT 5000 

2000 FORMAT(//) 
5000 FORMATt////) 

T F(Z-ABINT)6 000,6 001,6 C01 
6000 Z-Z+DELINT 

PUNCH 28O , NP , 2 , EM IN, EMAX , ENTli:RV , AB INT , ABMAX, DEL INT, DE 
LMA X , M 
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GO TO 2 
6001 Z=Z+DELMAX 

PUNCH -280,KP,Z,EM IN,EMAX,ENTERV,ABINT,A6MAX,DELINT,DE 
LMAX,N 

IF(Z-ABMAX)2,2,1 
END 

:FANDK1204 
SUBROUTINE SLH1(A,N,X) 
DIMENSION A(6,6),C(ó,6),X(6) 
DO 10 1=1,N 
DO 10 J=1,N 

10 C(I,J)=A(I,J) 

CALL DTC1(C,N,DET> 
IF { ABSFtDET ) - 1 . E--3I 4 0,4 0, 2 0 

20 PRINT 30 
30 FORMAT?1H ,44HSISTEMA ADMITE APENAS SOLUÇÃO TRIVIAL X 

Í I )=0//) 
GO TO 140 

40 IH=1 
1 E=l 
M E H = N -1 

50 J = 0 
DO 70 K=1,MEH 
J = J+l 
DO 70 1=1,MEH 
IF(IE-J)70,60,70 

60 J = J+1 
70 C(I,K)=A!I,J) 

DO 8 0 J=1,N 
80 C ( N , J ) = 0. 

DO 90 1=1,N 
90 C(I,N)=0. 

GO TO (100,120 ) , IH 
100 CALL DTC1(C,MEH,DET) 

IF(DET)130,110,130 
110 IH=IH+1 

GO TO 50 
120 CALL DTM1(C,MEH,DET i 

IH=1 
130 X(IE)=(-1.)**(IE+1)*DET 

IE=IE+1 
IF(IE-N)50,50,140 

140 RETURN 
END 
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SUBROUTINE DTC1(A,N,DET) 
DIMENSION A<6,6) 
DO 101=1,N 

10 A(I,1) = A(I,1) 
DET=A(1,1) 
DO 20J=2,N 

20 A(1,J)=A(1,J)/A(1,1) 
DO 301=2,N 
11=1-1 
S = 0. 
DO 35K=1,II 
P=A(I»K)*A(K»I) 

35 S=S+P 
A(1,1) = A(I,1)-S 
DET=DET*A(I,I) 
IF(I-N)31,60,31 

31 IF(DET)36,60,36 
36 IS=I+1 

DO 40J=IS,N 
5 = 0. 
DO 45K=1,II 
P=A(J,K)*A(K,I) 

45 S=S+p 
40 A(J,I)=A(J,I)-S 

DO 50J=IS,N 
S=0. 
DO 55K=1,II 
P=A(I,K)*A(K,J) 

5 5 S=S+P 
50 A(I,J)=(A(I,J)-S)/A(1,1) 
30 CONTINUE 
60 RETURN 

END 
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'F AN OKI 204 
SUBROUTINE DTM1(A•N,DET) 
DIMENSION A(6,6),XMAX{ 6) 
DO 301=1»N 
XMAX(I)=ABSF(A(I.I)) 
L=l 
KK=I+1 
DO 40K=KK,N 
IF { XMAX ( I ) -ABSF ( A( K, I)-) »50,40.40 

50 XMAX(I)*A8SF(A(K,I)) 
L - K 

40 CONTINUE 
DO 90J=I»N 
B=A{I,J) 
A(I,J)=A(L»J) 
A ( L , J ) = B 

90 CONTINUE 
M=N 

120 A C I,M) = A(I,M)/AC I,I) 
IF(M-I)100,100»110 

110 M=M-1 
GO TO 120 

100 IF( I -1) 125,125»115 
115 NN=1 

GO TO 150 
125 NN-I 
130 NN--NN + 1 

IF{NN-I)135,130,135 
135 IF(NN-N)150»150,30 
150 M=N 
170 A«NM,M)=A(NN,M 5 ~A(NN,I)*A(I•M) 

IF tM-I) 130, 130, 18 0 
180 M=M-1 

GO TO 170 
30 CONTINUE 

D E T = 1 • 
DO 1901=1,N 

190 CET=CET*XMAX(I) 
RETURN 
END 



. 103 . 

C PROGRAMA VCPEA 
C VALORES CARACTERÍSTICOS NT NA APROXIMACAO L-N 
C MÉTODO POLINOMIAL ENERGÉTICO E ESFÉRICAS HARMON I 

CAS ANGULAR 
DIMENSION U(6,6),UT(6,6 í ,AL FA(6,6),R(6,6),G(6,6),B(6 ) 

, P ( 1 5 ) , Y ( 1 5 } , . 
1T( 6,6),GA(6,6) ,GAN1(6,6),BNU(6) 
COMMON B,N1,N,G,T 

C FI = EXT.INFERIOR * ES = EXT.SUPERIOR DO INTERVALO DE 
NI 

f. H = PASSO * E = PRECISA0 DA RAIZ 
555 READ 777, EI , ES, PI, E, El 
777 FORMAT (3F6.3,2E4.1) 

C N NUMERO DE AUTO VALORES * NI POL. LECENDRE P(N1+1) 
READ 1,N,N1 

1 FORMAT (212) 
i B( I ) - AUTO VALORES 

READ 2,(BCI),1=1,N) 
C MATRIZ U(I,J) - AUTO VETORES 

READ 2,í(U(I,J),J=1,N),I=1,N) 
2 FORMAT (5E14.8) 

C NORMALIZA A MATRIZ U 
DO 30 J=1,N 
z = o . 
DO 35 1=1,N 

35 Z = Z + U(I,J 3**2 
FN=SORT(Z) 
DO 30 1=1,N 

30 U(I,J)=U(I,J)/FN 
PRINT 701 

701 FORMAT(1HO,36HMATRIZ DOS AUTO-VFTORES NORMALIZADOS/) 
DO 702 I=1,N 

702 PRINT602,(U(I,J),J=1,N) 
C PERFURA A MATRIZ DOS AUTO-VETORES NORMALIZADOS 

DO 900 1=1»M 
900 PUNCH 901,(U(I,J),J=1,N) 
901 FORMAT(5E14.8) 

C MATRIZ UT TRANS POSTA DE U 
DO 40 1 = 1, N 
DO 40 J=1,N 

40 UT(J,I ) = U(I,J) 
C CALCULA A MATRIZ ALFA 

DO 45 1=1,N 
DO 4 5 J=1,N 

45 ALFA i I,J) = 0. 
SCF=1. 
XNU=.10000000E+00 
ALFA (1,1) =SCF 
N2=N-1 
DO 50 ;<=1,N2 
FK=K 

50 ALFA(K +1,K+1) = SCF*(1,-2.*FK*XNU) 
C CALCULA A MATRIZ GAMA 
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C Â L L M M { N , U T » A T F A , R } 

C A L L MMt N.R.U» G) 

C IMPRIME A MATRIZ GAMA 
P R I N T 600 

Ó N O FORMAT(1H0, 15X,12HMATRIZ GAMA//) 
OU 601 IG=1»N 

•Sjl PRINT602, (G( I G» JG) » JG-1 .N ) 
6 0 2 FORMAT(1H0»6(E14.8.2X)) 

C GUARDA A MATRIZ GAMA 
D O 603 1=1,N 
UCi 603 J=1,N 

6 0 3 GA(I,J)=G(I,J) 
DO 5 5 I=1,N 
DO 5 5 J = 1,N 

í>5 Tí I , J ) =-G í I , Jî 
pRirrr 26, (i,B(i ) , I=I,N) 

¿6 F O R M A T (1H0,6(2HB(,J2,2H) = ,E14,8,2X) ) 
PRINT9,N1,N2 

?;0 RA=EI 

ZE1*PLWPSI(RA.B.Nl.N.G.T) 
RÁ--RA + H 

2 5 0 Z£2~PLWPSI(RA,B,NI,N,G.T5 
1F (Zfc"l*ZE2) 800,800,400 

4 0 0 R A = R A + H 

IF (RA-Í ES+FI) ) 80.85, 85 
••30 ZL1=ZE2 

GO TO 250 
8 00 Xl-RA-H 

X2 = RA 
X3=Xl+H/3. 
D = PL WPSI(X3,B,NI,N,G. T ) 
S1 = ABS(ZE15 + A 8 S(Z E 2) 
PR=ZE1*D 
IF ÍPR) 330,390,340 

340 S2 = ABS(ZE2J+A3SÍ D) 
GO TO 360 

3 3 0 S 2= A B S ( Z E 1 ) + A BS < D) 
360 IFÍS2-S1) 390,390,400 
390 CALL RAINT(X1,X2,E,E1,Y0) 

D=PLWPSIí V0,B,N1,N,G,T) 
YNU=l./(Y0*Y0) 
PRINT133.YNU 

1 3 3 FORMAT (1H0,6H1/NI2=»E14.8/) 
PRINT503,Y0 

503 FORMAT {1H ,3HN1=,E14.8) 
C PERFURA O VALOR DE NI 

PUNCH 901,Y0 
C CALCULA O PRODUTO N I*GAMA 

DU 608 I=1,N 
DÛ 608 J=1,N 

608 G A N I U , J ) = G A ( I . J ) * Y O 
P R I M T 609 

609 FORMATÍ1H0,/,15X,15HMATRIZ GAMA*NI,/) 
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DO 610 1 = 1,N 
610 PRINT602,(GANI(I,J),J=1,M) 

C PERFURA A MATRIZ GAMA*NI 
DO 902 I=1,N 

902 PUNCH 901,(GANI(I,J),J = l ,N > 
DO 550 1 = 1, N 

550 BNU(I)=B(I)*Y0 
DC) 885 1 = 1,N 

885 PRINT 16,1,BNU(I) 
16 FORMAT (IH ,2HB(,I2,4H)NI=,E14,8) 

PRINT134,D 
134 FORMAT (IH ,3HD =,E14.8/) 

PUNCH 901,(BNU(I),1=1,N) 
IF (SENS E SWITCH 3)2GC0,2 001 

2000 V=-Y0 
DO 2100 I=1,N 
DO 2100 J=1,N 

2100 GANI(I,J)=GA(I,J)*V 
DO 2.200 I=1,N 

2200 BNU(I)=B(I)*V 
PUNCH 901,V 
DO 2 300 1=1,N 

2300 PUNCH 901, í GANI(I,J),J = 1,N) 
PUNCH 901,(BMUÍI),1=1,N) 

2001 CONTINUE 
RA=RA+H 
IF (RA-(ES+H)) 80,85,85 

8 5 RA=RA-H 
PRINT180,EI , R A , Fl 

180 FORMAT ( 1FI , 22HRA1ZES NO INTERVALO A B , 3 X , 2H A = , F 6 . 2 , 5 X 
,2HB=,Fô.2,5X 

1,6HPASS0=,E14. 8) 
IF (SEN SE SWITCH 2) 200,100 

200 Nl=Nl+2 
PRINT9,N1,N2 

9 FORMAT (1H0»10X,3HGP ,2HN=,12,IX,2HL=,I2,//) 
GO TO 2 70 

100 GO TO 55 5 
END 
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FUNCTION PLWPSI(AR,B«N1,N«G*T) 
DIMENSION B(6),G(6,6),P(15),Y(15),T(6,6) 
RA= AR 
DO 60 1=1,N 
X = B(I )*RA 

C POLINOMIOS DE LEGENDRE 
P( 1) = 1. 
P(2)=X 
DO 65 L=1,N1 
Ll=L+2 
L2=L1-1 
L3=L2-1 
F2=L3 
F3=L2 

6 5 P(L1)=((2.*F2+1.)*X*P(L2)-F2*P(L3))/F3 
C POLINOMIOS W 

IF (Nl-1) 50,50,55 
55 J=N1-1 

Y(1)=1. 
Y(2)=3./2.*X 
DO 70 M=1,J 
Jl=M+2 
J2=J1-1 
J3=Jl-2 
F4= J2 
F5 = J1 

70 Y U 1 ) = <(2.*F4+1.)*X*Y(J2)-F4*Y(J3))/F5 
GO TO 80 

50 Jl=2 
Y(2)=3./2.*X 

80 PSI=P(L1)/(RA*Y(Jl)) 
60 T(I,I)=PSI-G(I,I) 

CALL DETER{N,T,DET) 
PLWPSI=DET 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MM(N»A,B»R) 
DIMENSION A(6,6),B(6,6),R(6,6) 
DO 5 1 = 1, N 
DO 10 J=1,N 
SOMA=0. 
DO 15 K=1,N 
PROD=A(J,K)*B(K,I) 

15 SOMA=SOMA+PROD 
10 R(J,I)=SOMA 
5 CONTINUE 

RETURN 
END 
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FUNCTION F(X) 
DIMENSION B(6),G(6,6),T(6.6) 
COMMON B,N1,N,G»T 
F=PLWPSI(X,B,N1,N,G,T) 
RETURN 
END 

»•» *i* *»*• 'r- 'r ~i* 

SUBROUTINE RAINT ( U, V, E, El, YO ) 
COMMON A1,B1,A2,B2 
C= -l../S0RT(2. ) 
FU= F(U) 
FV= F(V) 

10 IF { ABS (U-V) -E) 20, 30,30 
20 YO-= 0.5 *(U+V) 

RETURN 
30 Yl= (V*FU-U*FV)/(FU-FV) 

FY1 = F(Y1) 
IF (C) 40,50,50 

40 Y2= 0.5 *(U+V) 
FY2= F(Y2) 
GO TO 90 

50 Y2= V+C*(U-V) 
FY2= F(Y2) 

90 A= -FY1*FY2 
IF (A) 60,70,80 

60 B= Y2-Y1 
D= FV*FY2 
IF (D) 15,22,2 5 

15 C= C**2 
GO TO 35 

22 IF (F(V)) 11,12,11 
11 Y0= Y2 

RETURN 
12 Y0= V 

RETURN 
2 5 C = 0.5 

v= u 
FV= FU 

35 G= B*(Y2-V) 
IF (G) 45,55,55 

45 <J = Y2 
FU= FY2 
GO TO 10 

5 5 li= Yl 
FU= FY 1 
GO TO 10 

70 IF ( FY 1) 1,2,1 
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1 Y0= Y2 
RETURN 

2 Y0= Yl 
RETURN 

80 B= Y1-Y2 
IF (ABS(U-Yl) -El) 25,7,7 

7 IF (ABS(V-Yl) -El) 15,8,8 
8 C= -1 ./SQRT(2. ) 

U= Yl 
V= Y2 
FU= FY1 
FV= FY 2 
GO TO 10 
•END 
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