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PROBLEMA DE MILNE EM DOIS SEMIESPAGOS ADJACENTES NA TEORIA
DE TRANSPORTE DE NEUTRONS EM DOIS GRUPOS DE ENERGIA

Yuji Ishiguro’ e José Rubens Maiorino”

RESUMO

O método de Case, combinedo com 0 principio da invarianca, ¢ usado para obter-se a solugdo de problemas de
transporte de néutrons em dois semiespagos adjacentes, considerando-se espalhamenta isotrépico ¢ 0 modeio de dois
grupos de energia.

A condiciio de continuidade e o principio da invarianca s30 usados na obtencio de um conjunto de equagSes
integrais regulares acopladas para 3 distnbuigdo angular na interface. Os coeficientes da expansdo podem entéo ser
obtidos dos resultados dessas equacdes integrais e de propriedades de ortogonalidade das auto-fungdes.

Apresentam-se resultados numéricos para 0s problemas de Miine e fonte constante em meios de dgua pura e
borada. Estes resultados mostram 2 viabilidade do método proposto, em fornecer resultados numéricos exatos os Quais
podem ser usados como pedrao de comparagdo para varios métodos aproximados.

INTRODUCAO

Problemas de transporte envolvendo dois meios tém sido estudado por vérios autores!?.5.8.9)
porém a maioria destes trabalthos s3o limitados ao modelo de um grupo. A equagdo de transporte no
modelo de dois grupos tém sido extensivamente estudada e varios problemas em placas!®) bem como em
um semiespago!?-10.12,74)  foram solucionados. Entretanto, se considerarmos dois meios diferentes, as
condicGes de contorno resuitam em equagdes integrais singuiares para os coeficientes da expansdo, as
quais ndo foram regularizadas.

N6s consideramos, neste trabalho, problemas deste tipo, conhecidos como o problema de Milne
e o problema da fonte constante em semiespacos adjacentes e mostramos que, através da combinagdo da
técnica de expansdo em auto-fungdes singulares e do principio da invarianca, podemos reduzir estes
problemas a solugdo de um conjunto de equactes integrais regulares acopladas. Embora Jauho e
Rajamaki{4) tenham solucionado um problema mais geral, acreditamos ser nosso método,
computacionalmente, mais vantajoso para 0 modelo considerado. Além disso, desde que resuitados
numéricos ndo sdo encontrados na Literatura, para problemas em dois meios no modelo de dois grupos e
usando 0 método de Case, nds publicamos resultados numéricos precisos que podem ser usados como
padrdo na comparagdo com métodos aproximados.

Consideramos os meios sendo homogéneos, espalhadores isotropicos e ndo multiplicativos.
Por+anto a equagdo de transporte pode ser escrita;

0 1 , ,
Ky L) # 20 ou) = Qpf e dp nm

onde o (ndice 1 refere-se a0 meio 1 (x>>0) e o fndice 2 ao meio 2 (x <0).

{*) Centro de Enganharia Nuclear, Area de Fisica de Reatores — Instituto de Energia Atdmica, S30 Psulo, SP.



Cs elementos do vetor i (x, p1) sio os fluxos angulares dos grupos, Q. ¢é uma matriz 2 x 2 com
dunemospositivosqiap,o:
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Q
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com o;; sendo a seccio de choque total do grupo j no meioi. Assumimos, 0y, > 1 e 0, >1, arnatrizgi
ndo diagonal ou trigngulsr @ det Q, # 0.

Se definirmos a matriz 2x 2, !i' com elementos dados por Pap ™ (qi.M / qnz)%ﬂaﬂ.a solugao
da Eq. (1) pode ser dada por:
-1
Liu) =P ¥, xx)
onde ¥, (x, 1 ) & a solugio de
0 1
p— Y ixu)+ ZV¥ (e u)=C [ Vi{xu')ldu’ (2)
ox ~' Sioad ~F 7y~
com C, = P, Q g:' simétrica.

A solucio geral da equacdo (2) é conhecidal?5-16) & portanto podemos escrever a solugio do
problema de Milne, como:

S ten) =P )+ B0y (v x>0,
=Py ¥y lxm), x<0, (3)
onde

k1
Y, u) =2 Al 9, W, ule
¥ k. ®

m {1 1 -
+f1/01 [ A1(” ‘V) 9'1 (V,ﬂ) + A2 (9) 912(",“)]9 x/v dy
[+)

o (2 (2) .
+f , AT WG e xv gy (4)
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k2
\lfz (x,u) = 2 B(-ni) ¢, {-n,u)exp {x/n)
~ i=1

Vo (1 m ) "
S 0By Uy (-mp) + By (-1 §og(-n.1) |expix/n)dn
o

o 2) 2)
+ B (-0 9, (-n.p) expix/n) dn . (5)
1102 -

Aqui, k € 0 nimero de pares dos auto valores discretos para O meio i e v| en $30 0s uto
valores discretos, como v, > v, quando k, =2 (k assume valores iguais a 1 ou 2!151), As auto fungoes
foram obtidas por Siewert ¢ Zweifell16) ¢ s encontum resumidas no trzbalho de Siewert e Ishiguro!14)
(a partir deste ponto referido como S} e desde que nos baseamos neste trabaiho, n3o reescreveremos as
autofuncdes. Entretanto queremos resumir alguns resultados, a fim de tomi-los como base para 3 nossa
discussido. inicialmente, temos que as auto funcdes formam um conjunto completo e ortogonal para um
vetor de Holder!2.18.15) grhitririo, expandido no intervalo total e no semi-intervalo.

Os coeficientes da expansio na Eq. (4) podem ser obtidos, quando ¥, (0, i), ;ie(0,1), é
conhecido, através do uso do teorema da ortogonalidade no semi-intervalo [Aqui omitimos os indices
que se referem aos meios e escrevemos os autovalores por &):

L
J Q@ p) ¢ Eulpdp =0,E£E LE =E ouv e (01)
(]

O tit acima das matrizes é usado para denotar a operacdo de transposicac e o vetor adjunto
pode ser escrito como:

Qe i) = [EKIE ) hIpIHTHEIC + 8 (1) XDV )

onde todas funcdes sdo definidas em SI.

FORMULACAO DA SOLUCAO DO PROBLEMA DE MILNE

E conhecido!14) que as matrizes espalhamento S, (k. u'), wu el0.1), defimdas por.

g Ix,-u) = z}‘ Sy tuu) ¥, x, rhdyp’, x>0, ue (0,1}, (6)
o~

t o
¥, ix, u) M f°§2¢u,u)\l:2 (x, -y du, x<O,ue 0,1}, \7)

onde \!', {x, 11 ) é uma solugdo tipica da Eq. (2) em problemas de semi-espacos, podem ser obtidas de:



S (pmu) =
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5,21 “"‘o_ %22

onde s, af $30 0s elementos da matriz.

2up’
M+ u

Sty = H GO H L)

A matriz H pode ser cakulada da equac3o abaixo, através de esquema iterativo rapidamente
convergente, conforme discutido em SI: )

1 ~
Hiug) =1 + uCH{p) f H{L)ELY)
- s o - 9

~

- , He (0,1) .
W+ ou

A solugio do problema de Milne, dada pela Eq. (3), deve satisfazer, na interface a condigdo de
continuidade, que pode ser escrita em duas equacoes:

Py W, (0,) = P3' W, (0,k) - BV, (-0 i) . kel0,0), (8)
Py Wp (0. k) = Py W, (0. -u) + PIT &y by, ). ke (0.1) ©

Entdo se considerarmos dois semiespacos com fluxos incidentes dadas pelas Eqs (8) e {9), os
fluxos emergentes ~P;' \!1 (0,-u)e g,:,' \!_12 (0, u ) podem ser obtidos, usando-se as Eqs (6) e (7), das
equacdes

1 1
¥, 0,-u) = -;; J’o S, (u.u')[g,f_’;' Wy (0, 1) -0, (-vy, i) Jdu', ue (0,1), (10)

LI
Y, 0,u) = 2 I % (i WV PRPY [, 00, -1 + &y vy, 1) i’ e (0,0). (1)

Estas equacdes constituem-se num conjunto de equagdes integrais acopladas, as quais podem ser
resolvidas por iteracdo numérica, e portanto W, (0,-u) e Y, (0.u) é uma expansdo tipica no
seini-intervalo

k

1 1/0, §]
ZOAB)G k) S
= o

) (1 1) 1)
[Ay W)y, i) +A, )y, v u) [dv



1 (2) (2} -
P A WO B = Py Wy (O] - 0 (v k) e O,
1

com o lado direito constitufdo de funcdes conhecidas. Da mesma forme, a Eq. (9) torna-se, uma
expansdo no semi-intervalo, de uma fungdo conhecida. Portanto os coeficientes podem ser obtidos pelo
uso das relagdes de ortogonalidade. Assim, por exemplo, o coeficiente A(vi) pode ser calculado como:

1 1. -
Aly) =—— [ G W, kIPPY ¥ 0n)kdp
[+

N )
e B G e BT ) G HT ) €Y, ). 12)
N@) p+p, ~1 00 2150 TR S0 TS

Desta forma o vetor fluxo angular, Eq. (3}, pode ser calculado para qualquer valor de x e i, ou
seja, é possivel encontrar-se numericamente a distribuicio de néutrons no sistema, pelo método aqui
proposto. Para o célculo do fiuxo total, temos:

1
oy x) = f_1 Iy ) dp’

e portanto:
a1, -x/v, v 1, “x/v
o) =P [T AW U e U e [ ATEe  dv]ix>0,
= ~ i=1 ~boh ~ o~
.k m. 1 m
=P [ F BnU, e T+ B tme " dn i x<0, (13)
~2 Y= ~ o~
onde _
"
A, 9 2 2
AT = 800 |y [+ N-BWIUT BAT B
Ay )
~ {14}
(1)
By - 2 @
B =8Mm | 4 |*O-0GIU @B ).
B, (-n

Analogamente para o célculo do vetor corrente tém-se:

1
Iy (x) = f_1 Ky, p)du

e portanto



-1 K ~x/v, x/v,
Py 2y~ 26 { 2 AWIy Y e T U e Ty

{x)

1 x/y
+[ vA* e dv x>0, {15)
Q
-1 ka x/n. 1 R x/n
=P, (2C, -~ Z,) {Z Bln)nU,(m)e '+ f nB'-m e dn } x<0.
~ 2 v .21 = o 1%

Notamos também que esta técnica pode ser usada para a solucao de outros problemas em
semi-espacos adjacentes. De fato, nos consideramos um problema no gual existe uma fonte isotrOpica,
constante e uniformemente distribuida no meio 1. Desta forma, a solugdo da equagdo de transporte, para
este tipo de problema, deve possuir uma solucdo particular devido a contribuicdo do termo de fonte
constante, e portanto a solucao geral pode ser escrita como:

I tom) = PY W, ) + P Wi >0,

. (1R)
=P, Y, (xu); x<0,

onde, a solugdo particular é determinada como:

"p

Yo =12,-2C,17'8 =[Z,~2¢, 1" #,'§

e S é o termo de fonte constante, no meio 1.

Notamos que a Onica diferenca significativa entre esse resultado e aquele encontrado no
problema de Milne, é a substituicdo do termo (131 (-v,,y ) exp (x/v1) {que representa no problema de
Milne, o comportamento em pontos bem afastados da interface) pelo termo ¥ o Desta forma as
equagles deste problema sdo andlogas aquelas encontradas no problema de Milne, apenas com a troca
dos termos acima citados.

RESULTADOS NUMERICOS

Com o intuito de ilustrar a viabilidade do método proposto, para a solugdo de problemas de
transporte em meios adjacentes, solucionamos os problemas de Milne e fonte constante em quatro
diferentes meios.

Um deles (aqui denotado como “‘Conjunto |I”’) consiste de 4gua leve ordindria e os outros trés,
Conjuntos I1, 111 e IV, consistem de 4gua borada com concentragdes de 1,025, 2,99 e 6,35 b/H!""),
respectivamente.

O intervaio de energia dos dois grupos considerados, sendo:

Grupo 1: 0 < E <0,0263 eV
Grupo 2: 0,0253 < E<0,532eV

{**) A unidade b/H sigmfica a quanudade de absorgdo, em barns, introdu::ida pelo boro, por 4tomo de hidrogénio.
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As seccGes de choque destes meios e divisio de grupos de energia foram encontradas por
Metcal’ e Zweifell’1! e s§o mostradas na Tabela I.

Tabela |
Seccdes de choque macroscopicas (*)

Conjuiito o, o, % 0,2 02 022
| 4,8822 3,2343 3,8180 0,3524 1,0326 2,8669
" 4,9270 3,1686 3,7953 0,3239 1,0345 2,8005
in 5,0914 3,0707 3,7659 0,2705 1,0454 2,6828
v 5,3220 2,9738 3,6906 0,2164 1,0481 2,5341

(*) As unidades das seccdes de choque s3o expressas em cm™}.

O meio no qual se tem a fonte, meio 1, foi fixado como o conjunto 1 e variou-se a absor¢ao no
meio 2, usando-se os conjuntosil, Il e IV. Além disso, solucionamos os problemas considerando o
meio 2 como viacuo, a fim de incluir o caso de um semiespaco, para referéncia. No total estudamos
quatro casos para cada problema, conforme mostramos na Tabela |1, e além disso, no problema da fonte
constante, admitimos uma fonte, no meio 1, do tipo § = I", |, ou seja, umafonte unitdria { para efeitos
de normalizagdo) no grupo de menor energia.

Tabela Il
Casos Estudados (**)

Caso Meio 2

Conj. Il ~ Agua borada; 1,025 b/H
Conj. 11l — Agua borada; 2,99 b/H
Conj. 1V — Agua borada; 6,35 b/H
Vécuo

HLWN -

{**) Para todos os casos, o meio 1 & dgua leve ordindria (Conij. I}.

Para cada conjunto de dados calculamos os auto valores discretos, que sdo mostrados na
Tabela 11},

Tabela 11

Auto-valores discretos

Conjunto Auto - valor
( 7,190078
H 4,179646
n 2,595585
v 1,938041




Os coeficientes, discretos e continuos, foram calculados para ambos problemas, usando-se
os resultados da iteracio das equaches integrais acopladas pera as distribuicGes angulares na
interface. A Tabela IV apresenta os coeficientes discretos ¢ a distincis extrapolada para o problema
de Milne e a Tabela V, os coeficientes discretos para o problema da fonte constante.

Tabels IV
Coeficientes discretos ¢ distincias extrapolada ()
Probiema de Miine
Caso Av,) B(-n,) z,
] -0,26357 0,71844 4,70442
2 -0,47037 0,47258 271187
3 -0,58252 0,31503 1,94298
4 -0,83095 - 0,66583

t*) A distincia extrapolada (zo) é expressa em unidades de livre
caminho médio do meio 1.

Tabela V

Coeficientes discretos - Problema da fonte constante

Caso A (v,) B(-n)
1 - 726,75 411,93
2 - 846,31 269,25
3 - 911,33 177,78
4 -1054,8 -

Nas figuras 1, 2, 3 e 4 mostramos os coeficientes continuos para © problema de Milne,
expresscs pelas Eqgs. 14. Notamos que a contribuicdo desses coeficientes é significativa para pertencente a
regido (1/0,1). onde exibem um comportamento o tipo ressonante. Desta forma, quand. de sua
integragdo numérica para o céiculo dos fluxos angulares e totais, torna-se necessdrio um grande nimero
de pontos de quadratura, nesta regido.

A distribuicdo angular na interface ¢ mostr2da nas figuras 5 e 6, para os dois grupos de energia
considerados. Notamos a descontinuidade da distribuicdo angular para vaiores nulos do cosseno do
ngulo zenital e 0 aumento desta descontinuidade conforme se aumenta a absorg3o no meio 2.

Nas figuras 7 ¢ 8 mostramos o fluxo total perto da interface, sendo que para o grupo 1
apresentamos também o fluxo assintético. Notamos yue no meio 1, apés 2 a 3 livres caminhos médios o
fluxo assintético praticamente confunde-se com o fluxo total, enquanmto que no meio 2, esta distancia é
da ordem de 3 a 4 livres caminnos médios. Salienta-se que esta divergéncia pode ser interpretade como a
regido em que a correcdo da teosia de traniporte é significante. As correntes para o problema de Milne
sdo mostradas nas figuras® e 10, notamos que na interface o valor absoluto da corrente aumenta,
indicando a anisotrdpica introduzida pela presenca da interface.

Para o probiema da fonte constante, restringimo-nos a apresentar resuitados apenas para a
distribuicdo de fluxo total, figuras 11 e 12,
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Figura 1 ~ Cosficientes Continuos, meio 1, A, (v) — Problema de Miine.
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Figura 2 — Cosficisntes Cont/nuos, meio 1, A, (#) — Problema de Miine.
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Figura5 — Distribuigio Angular na Interface {x =0), Grupo 1 — Problema de Milne (coordenadas polares).
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Figura 6 — Distribuicdo Angular na Interface [x =0), Grupo 2 — Problema de Miine {coordenadas polares).
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Figura8 — Fluxo total, Grupo 2 — Problema de Milne
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Figura 11 — Fluxo total e assintético, Grupo 1 — Problema da Fonte Constante.
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CONCLUSOES

O principio da invarianca tém sido aplicado com sucesso na solugio de problemas em um
semiespaco e na derivagdo de relagGes de ortogonalidade das auto-fungdes singulares. Embora
Chandrasekhar!3) tivesse sugerido 0 uso da fungdo espalhamento para o estudo de problemas em meios
adjacentes, os antigos trabalhos limitaram-se a um meio!8) e somente recentemente, Siewert e
Bukart!13) e Ishiguro!4) mostraram que a idéia de combinar o método de expansio em auto funcdes
singulares com o principio da invarianca pode ser usada com sucesso na solugdo de problemas em meios
adjacentes na teoria de um grupo.

Neste trabalho, mostramos que a mesma técnica & vidvel de ser aplicada considerando-se a
dependéncia energética através do modelo de dois grupos, apesar de ndo se obter resultados tdo
explicitos como em um grupo e nos restringirmos a3 meios infinitos.

APENDICE

Com o intuito de mostrarmos que o método pode ser aplicado no estudo de reatores com
refletor, simulamos esta situacdo considerando uma fonte constante e unitiria no grupo de maior energia
{grupo 2) situada num meio bastante absorvedor {conjunto IV), o qual pode ser encarada como o
“carogo do reator’’, e como meio adjacente, consideramos um meio espalhador (conjunto |}, o qual
assume o papel de "‘refletor”.

Os resultados encontrados s3o mostrados na figura A1, onde apresentamos a distriinicio de
fluxo para a situagdo acima discutida. Observamos o pico caracteristico na distribuicic de fluxo do
grupo de menor energia na regido do refletor. Salientamos que este comportamento ¢ tipico da
distribuicdo de néutrons quando se considera dois grupos de energia, sendo explicado como o acomulo
de néutrons de menor energia, no refletor, devido a maior capacidade de moderacdo do refletor,

relativamente a absor¢do, dos néutrons de maior, energia que escapam do meio no qual a fonte ests
localizada. @)

Grupe 2

20

Grapo |
/
J -6 -% -4 .3 -2 -1 0 )} 2 3 4 6 &8 7

x [ unidoces o iivre con ano médio |

Figura A-1 —~ Distribuicdo de Fluxo total ~ Fonte Constante.
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ABSTRACT

Cases’s method, combined with invariance principle, is used to obtain exact sulutions of neutron transport
problems in two adjacent half-spaces, in the two-group isotropic scattering model.

The continuitv condition and the invariance principle are used to obtain a set of coupled reguiar ntegral
equations for the angular distribution at the ‘interface. The expansion coafficients can be obtained frum the solutions
of these integral equations using the orthogonality properties of the eigen functions.

[#heh ] -

Numerical resuits are presented for the Milne and the Constant Source problems for pure and bersted light
water media. The resuits show the feasibility of the proposed method to provide exact numerical resuits which can be
used as standards of comparison for various approximate methods.

RESUME

La méthode de case, combinée au principe d'invariance, est utilisée afin d’obtenir des solutions exactes des
prollemes de transport de neutrons, dans deux demi-espaces adjacents, pour le modele de collision isotrope, 3 deux
groupes.

La condition de continuité et le principe d'invariance ont été utilisés afin d’obtenir un ensemble d'équations
intégrales réguliéres couplées pour la distribution angulaire @ I'interface. Les coefficients d'expansion peuvent étre
obtenus a partir des solutions de ces équations intégrales en utilisant ies propriétés d'orthogonalité des fonctions
propres.

Des résultats numériques sont forunis pour les problémes de Milne, ainsi que celvi de la source constante das
lieau pure ou contenant du bore.

Les résultats montrent la réalisabilité de la méthode proposée et que celle-ci permet d’obtenir des résuftats
numériques exacts, qui peuvent utilisés comme standards Oe comparaison pour de nombreuses methodes app: ochées.
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