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Um modelo de molas multiplas
para ensaios de tracao
em maquinas eletro-mecanicas

Ney Freitas de Quadros
Francisco Ambrézio Filho

lain Le May

Neste trabalho séo revistos os métodos estético e dindmico para o célculo do mddulo de rigidez (K,,) de uma ma-
quina eletro-mecénica universal de tragcdo. Desenvolve-se um modelo de vérias molas em série (miiltiplas) com a
finalidade de calcular os vdrios mddulos de rigidez que passam a existir quando a amostra apresenta mais de um
médulo de elasticidade, como previsto pela teoria da multielasticidade quantizada de Bell. Mostra-se uma aplica-
¢80 do modelo para um ensaio de tra¢do em aluminio ultra-puro, comparando-0 com 0 modelo das duas molas.

1. INTRODUGAO

Um dos ensaios mais simples da mcanica dos sélicos é
a medi¢do de uma forga axial e da deformagao que ela pro-
duz numa amostra. Mesmo assim, ha praticamente dois sé-
culos séo escritos artigos com a finalidade de descrever a
relagéo funcional entre a tensdo uniaxial e a deformagao lon-
gitudinal em ensaios quase-estaticos de tragdo, demonstran-
do a complexidade de sua natureza. O ensaio, em si, é real-
mente muito simples e, por isto, tem sido bastante usado pa-
ra a obtengdo de informagdes basicas sobre a resisténcia
dos materiais e como um teste para o controle de especifica-
¢oes; além disto, & exatamente Gtil uma vez que pode forne-
cer consideraveis informag¢des sobre o comportamento do
material em servigo, sua resisténcia e sua ductilidade(!?).

Em 1909 Ludwick® realizou ensaios com um protétipo
de méaquina eletromecanica; no emsmo ano, André Le Chate-
lier® descrevia descontinuidades nas curvas da carga em
fungéo da deformag¢ao em outra méaquina do mesmo tipo. S6
em 1912 Rosenhain & Archbutt('® realizaram ensaios defini-
tivos em méaquinas eletro-mecanicas com o barramento acio-
nado por dois parafusos sem-fim. Estas maquinas foram fa-
bricadas comercialmente a partir de 1920.

As caracteristicas das maquinas de ensaios podem ter
grande influéncia tanto na forma das curvas tensao-deforma-
¢80 como no comportamento do material durante a fratu-
ra-1). As maquinas eletro-mecénicas com transmisséo por
parafuso sem-fim sao bastante rigidas (alta constante de
mola) e s&o conhecidas como duras: nelas a deformagao se
da pelo deslocamento a uma velocidade constante do tra-
vessdo mével. Nao ha controle nem da velocidade de defor-

-magao nem da velocidade de aplicagao da carga, que variam
com o tempo, com a geometria do corpo de prova, com a

natureza do material etc. este tipo de maquina reproduz fiel-
mente os limites superior e inferior do escoamento(12-13),

Um dos problemas fundamentais da andlise das curvas
tensdo-deformagao obtidas nesse tipo de maquina esta rela-
cionado com o registro da curva do ensaio, a qual é tragcada
num registrador que aciona o papel gréafico a uma velocidade
constante, tendo por ordenada o0 tempo e por abcissa a car-
ga. Como a velocidade do deslocamento do travessao mével
é constante, pode-se obter medida do alongamento do corpo
de prova de uma maneira indireta, todavia precisa. Por outro
lado, 0 sistema composto pelas garras, acoplamentos, célula
de garra, parte do corpo-de-prova fora do comprimento (il
etc., (que sera chamado doravante de maquina) influi na me-
di¢do do alongamento. Portanto, a curva autogréfica contém
uma interagéo elastica da méquina com a amostra. Existem
modelos que permitem o célculo do efeito da méaquina e a sua
subtragdo em cada ponto da curva registrada. Destes, o
mais usado € o modelo das duas molas, que pode ser calcu-
lado de duas maneiras: uma estética e outra cinética ou di-
namica. Estes modelos exigem o conhecimento prévio do
moédulo de elasticidade longitudinal da amostra (médulo de
Euler){". 7> 11-17) & também que o mbdulo tangente (méduio
aparente) seja linear. -

O gréfico da carga em fungao do alongamento apresenta
duas regides bem distintas: a primeira, linear, & a regido de
deformagéo eléstica; a segunda, com uma forma mais ou
menos parabdlica, & a regido de deformagao plastica. Para
calcular o alongamento na regido de deformagéo plastica é
necessario subtrair-se o alongamento sofrido pela amostra
na regiao de deformagéo elastica, apds descontado o efeito
da maquina (o que pode ser realizado com a ajuda do modelo
das duas molas).

Usando-se uma aplicagdo adequada (1 000 x para o Al,
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756 ensaios de tracdo

400 x para o ago), nota-se facilmente que a regido eléstica
apresenta vérias regides lineares e ndo apenas uma. Este
fendmeno foi observado por J.F. Bell: 3 em maquinas moles
(de peso fixo ou de velocidade de aplicag@o de carga cons-
tante) e Quadros!!+ 18 19 em mé&quinas duras. Bell potulou a
existéncia da multielasticidade quantizada com base em suas
observagdes. Segundo esta teoria, os materiais possuiriam
véarios médulos de elasticidade, 0s quais estariam ordenados
segundo dois nimeros discretos,sep(s =123...ep=0
ou 1), e seriam dados pela equagao:

E=206A. (32)$2+P4 (1 4 \y (1 - T/2TH)

2.06.A (3/2)

constante universal =

2.86 x 10 4 (kg/mm?) = 28.34 x 104 MPa;

= razé&o de Poisson;

= temperatura do ensaio (K);

= temperatura de fusdo em K (ou da linha solidus da liga).
Todos os ensaios realizados pelo autor desde 1976,

apresentaram mais de uma reta na regiao de deformagao

elastica, facimente visiveis sempre que forem usadas am-

pliagdes adequadas. Tornou-se claro, desde entdo, que o

modelo ds duas molas ndo poderia mais ser aplicado.

O objetivo deste trabalho é mostrar o desenvolvimento
de um modelo que permita separar o efeito da maquina na
interagdo maquina + amostra em ensaios de tragdo em ma-
quinas duras. A revisao inclui dois métodos de célculo do
modelo das duas molas.

2, REVISAO

A figura 1 mostra esquematicamente uma maquina de
ensaios de tracéo do tipo dura, (a), e 0 modelo das duas mo-
las (b). A amostra é representada pela mola menor. Esta,

- quando em repouso, possui um comprimento Util igual a L,
igual a0 comprimento padr&o do corpo-de-prova. Sua resis-
téncia a solicitagdo em tragdo é exatamente igual a da amos-
tra. A outra mola, mais acima, em série com a primeira, re-

(b)

Fig. 1 — a) Esquema de uma mdquina universal de ensaios do tipo du-

ra; ]
b) Esquema de modelo das duas molas. A mola maior repre-
senta a mdquina
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presenta a maquina como um todo, incluindo: a parte da
amostra fora do comprimento padrdo; todos os sistemas de
ligagdo da amostra com as garras; deflex2o da célula de car-
ga; deflexdo do pértico de carga e as folgas e deslizamentos
que porventura ocorram.

A figura 2 mostra o gréfico obtido na carta registradora.
Geralmente no inicio da regido elastica, observa-se um des-
vio convexo devido ao efeito da acomodacao das garras. Lo-
go ap6s verifica-se uma regido linear { dependendo da am-
pliagdo usada) formando um &ngulo com o eixo do alonga-
mento (que € proporcional ao tempo).

— Método estatico.

De acordo com a mecéanica newtoniana, deve-se ter na

parte linear da curva:
F=K.L=K,.La=K;.Ly (1),onde:
K = constante de mola da amostra;
L = deslocamento devido ao alongamento sofrido pela
amostra;

Kn = constante de mola da méquina;
= deslocamento da maquina;
K = constante de mola do sistema (maquina + amostra);
= deslocamento do sistema, medido na carta.

O deslocamento do sistema é a soma do deslocamento
da maquina e do deslocamento da amostra.

Ly=L,+L (2)
Portanto,
1K, = 1/K, + 1/K (3)

Supondo que o material segue a lei de Hooke(®9), obtém-
se:

K=E.AL (4)

que & a expressao para a constante de mola da amostra.
Substituindo na equagao (3) e rearrumando, vem:

Km = 1/ (1/Kt - Lo/E~Ao) (5), ou
K = 1
™ T (cot8 —L,/E.A,) (6), onde:
F t
(N)
\
I
L'(mm’

Fig. 2 — Grdfico obtido numa mdquina tipo dura. Note-se o desvio ini-
cial; é a inclinagdo da regido linear
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© = angulo formado entre a carga e o deslocamento total.
A tangente é obtida por regressao linear.

Usando-se as equagdes (1) e (2), vem:
F=Kn(L{-L),ou
L=L{-F/Kn,e

e =(L-F/K,) /L (7), onde:

e, = deformagao total nominal.

Uma vez calculado e, procede-se de modo normal para
obter os outros parametros para a andlise da regido elasto-
plastica.

— Métodos dinamicos

O outro método de céiculo usa um conceito dindmico,
isto &, desenvolve 0 modelo colocando as varidveis em fun-
¢ao do tempof!: 13. 15-17, 21-31) Existem pelo menos trés ma-
neiras de atacar o problema deste ponto de vista dinamico:
dois deles estdao envolvidos com ensaios de relaxagédo de
tensoes; o terceiro, devido a Clough('?}, ser4 resumido a se-
guir,

A equacgdo constitutiva que governa o comportamento
elastico da amostra, supondo vélida a lei de Hooke, pode ser
descrita: ‘

S=E.é (8), onde:
S = Velocidade de aplicagéo da tens&o (ou de carga);
é = Velocidade de deformacao total ou eléstica.

Supondo que apds certo tempo decorrido do inicio do
ensaio a maquina tem suas interfaces devidamente aperta-
das e que seus componentes estejam devidamente alinhados
- de tal maneira que dentro da resolugédo do sistema de me-
didas se tenha a rigidez do sistema aproximadamente cons-
tante — pode-se aceitar a equagao (2) como vélida. Derivan-
do-a em relagéo ao tempo: ‘

dL /dt = dL,,/dt = dL/dt, ou
dL y/dt = dL,/dF . dF/dt = dL/dt, ou ainda

V=(1/K,) . A,.S +L,.é, (9) onde:
V = dLy/dt = velocidade da ponte mével;
Km = dF/dL,, — Rigidez da maquina;
S = dF/dt. 1/A, = velocidade de aplicacao de
tensao (carga);
€; = dL/dt. 1/L, = velocidade de deformagéo elastica
(ou total).
A equacdo (9) é a equagdo bésica da interagao entre a
amostra e a méaquina do ponto de vista dinamico.
Desprezando a diferen¢a entre valores reais e nominais
tanto para a tens&o quanto para a deformagéo, vem:

S =Km.VIAg—Kn.L,.6/A, (10)

A figura 3 mostra esquematicamente: (a) a curva da ten-
sé@o em fungé@o da velocidade de deformagao total e (b) a ve-
locidade de aplicagao de tensao versus a velocidade de de-
formag&o nominal. '

O ponto 1 na figura 3 (b) corresponde ao ponto de infle-
X80 na curva da fig. 3 (a) e seria o limite eldstico ou o limite
proporcional. Combinando-se a equagao (10) com a equagéo
(8), obtém-se o valor de S;, que ser4 o valor maximo da fun-
¢do no seu campo de existéncia:

Kn.V.E

$ _ (11), ou, de (10),
méx = ALE + Lo . Kn
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Observando novamente a figura 3 (b), nota-se que a ex-
trapolagdo da reta que passa pelos pontos be |, parae,; =0, -
fornece:

So.h 1)
Derivando-se S em relado a &, na equagéo (10), vem:

95 _Kn.l (14)
de, A,

Esta equagdo pode ser obtida facimente por meio de
uma regressao linear, a qual explicitara o valor da tangente
(m = —dS/dé; ). Entao:

Ky = "o (15)

que é a equacdo da maquina (elastoplastica).

No ponto b da fig. 3 (b), onde S =0, vem:
\Y
3 = — 16
é » (16)

O método dinamico desenvolvido por Clough permite o
célculo de K., de uma maneira bastante simples. Atuaimente,
com o uso generalizado de computadores, torna-se fécil o
célculo das derivadas e dos parametros pertinentes a este
método.

S .
{MPa)
(a)
S 4
(MPa/s )\
\\ ,
N\ /
) /
‘\ /
\\ II
INCLINAGAO = KmX Lo
AO
EQUACAD DA MAQUINA
{ELASTOPLASTICA)
LEl DE HOOKE
(ELASTICA) (b)
o .
[o] L é s-'
" y (s7)

Fig. 3 — Modelo de Clough(1?): a) Curva geralments obtida; b) Resul-
tado da Aplicagdo das derivagées. In Ref. (17), p. 22



3. MATERIAIS E METODOS

Usaram-se corpos-de-prova de Al ultra puro (99 995 Al),
cuja composigcdo € dada em outro trabalho), assim como a
obtencgao e tratamentos térmicos.

QO material foi recozido 2 horas a 450°C e resfriado no
forno por 24 horas. Os-corpos-de-prova usados foram as
amostras reduzidas segundo as normas ASTM-E-8.

Outros detalhes podem ser obtidos na referéncia (1).

Os ensaios foram realizados & temperatura ambiente,
100, 200 e 300°C, as velocidades de deslocamento da ponte
mével de 0,5, 0,05 e 0,005 mm/min.

Em particular, 0 ensaio apresentado neste trabalho
(PPO5) foi realizado a 200°C e 0,5 mm/min,

4. ANALISE DAS CURVAS VERSUS TEMPO

Como citado na introducgdo, foi usada uma ampliagéo
adequada para o Al (no caso, 1000 x). Os ensaios (todos)
sempre apresentaram mais de uma reta na regidao linear.
Uma das maneiras mais simples de verificar a existéncia
destas retas é fixar o papel sobre um plano e examinar o gréa-
fico com a vista quase paralela a este plano.

Usou-se um método estatistico para o exame da regido
linear (1) baseada na andlise dos residuos. Segundo este
método, se a regressao linear representa realmente uma fun-
¢ao entre a variavel independente e a variavel dependente, o
grafico dos residuos (residuo = valor calculado valor experi-
mental) em fungdo da varidvel independente deve apresentar
valores aleatérios em relagdo a uma reta tragada perpendi-
cularmente & ordenada de residuo nulo. Caso os resfduos
apresentem alguma tendéncia, a equag¢do nédo representa a
realidade. H4 que fazer outra regresséo@2-34),

No caso presente, apds fazer um gréfico ampliado (ter-
minal gréfico), tracavam-se as retas aproximadamente. Eram
feitas regressdes lineares exploratérias num mini-computa-
dor, e assim definiam-se os limites das retas presentes. Por
fim, faziam-se os gréficos dos residuos para todo o trecho
analisado e para cada reta do trecho. Quando os residuos
apareciam de um modo aleatério tinha-se definido uma reta.
Aplicando este método sucessivamente foram obtidas as re-
tas que compunham a regido elasticat"). Estas retas eram

entdo langadas no programa de anélise das curvas tenséo-

deformag¢do. Uma vez rodado o programa, dispunha-se de
um terminal grafico com um programa interativo que permitia
analisar as curvas trecho a trecho.

" |

{N}

L, {mm)

Fig. 4 — Esquema de um ensaio realizado com ampliagdo adequada.
Aparecem em trés segmentos lineares na regido elédstica
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5. O MODELO DAS MOLAS MULTIPLAS

A figura 4 apresenta um gréafico esquematizado de carga
contra o deslocamento com trés retas na regiao elastica. Pa-
ra cada reta existe um K. No modelo presente, a cada mo-
dulo de elasticidade corresponde um K; a reciproca nédo &
verdadeira, pois, em certos casos, poder&o ocorrer mais de
uma reta num trecho onde o médulo dominante & o mesmo.
Isto & facil de verificar pois, geralmente, os médulos elasticos
caminham do maior para o menor, €, no caso do Al, o médulo
de Euler anterior € sempre maior que 0 que lhe segue.

O ideal seria que a cada mola M; correspondesse uma
mola A; da amostra. Todavia, principalmente no inicio do en-
saio, ocorem ajustes e, eventualmente, escorregamento do
sistema corpo-de-prova maquina, especialmente nas garras,
podendo dar origem a duas ou trés molas M, correspondendo
a apenas uma mola A; (cuja constante de mola K; é propor-
cional ao médulo de elasticidade do material).

Operacionalmente, podem-se definir as seguintes equa-
¢oes:
Fi =Ky.Ly = K . L mi =Kj ‘Lj (16),0nde,
i<
(17), e,

j j i
2 Li=> Lm+> L
=1 = =1

finalmente:

mj =

L
Coto,-E, 2
A

0

6. APLICACAO

A figura 5 mostra a aplicagao deste modelo a um ensaio
de tragao realizado a 200°C e 0,5 mm/min. A regido elastica
apresentou trés retas. O gréfico mostra claramente 0s mé-
dulos de elasticidade correspondentes. Na regido elastoplas-
tica, obtém-se uma reta como predito por Clough'?), a nao

é (MPa/s)

S = 1.942 - 5851.18 ét
+.003 14,11

N R? = 0.99978
t.e s

= 41.86 GPa, s=13, K_ =
E, = 62.80 GPa, s=11, K=
76.91 GPa, s=10, Km =

T

Fig. 5 — Aplicagdo do modelo de molas miltiplas a um ensaio realiza-
do a 200° e 0.5 mm/min. O maior médulo (E1) é o que estd
mais perto de eixo das ordenadas. A regressdo foi aplicada
entre os pontos 34 e 78.
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ser por um ou por outro ponto que provavelmente, por causa
das derivagdes numéricas, escapam um pouco & previséo
dele.

A figura 6 mostra o grafico para o caso em que nao fos-
se.levado em conta a presencga das trés retas, isto €, o mo-
delo classico das duas molas.

A curva da carga em fungdo de deslocamento para o
ensaio PPO5 & semelhante & esquematizada na figura 4.

As regressdes das regides elastoplasticas foram reali-
zadas sobre os mesmos pontos nas figuras 5 e 6 (do ponto
34 a0 78). A regido elastica compreende os 33 primeiros
pontos. Note-se que a diferenga entre o K;, do modelo classi-
co e do modelo das molas multiplas &€ de 18%, enquanto en-
tre os modelos que atuam na regi&o plastica é de 34%.

Estas observa¢des conduzem ao critério estatistico que
norteou esta parte do trabalho:

1. Deve-se analisar toda a regido de deformagéao eléstica por
regressoes lineares simples;

2. Devido & precisdo empregada nas medidas, o coeficiente
de correlagéo deve ser bastante proximo de 1 (em geral da
ordem de 0.999);

3. A andlise dos residuos deve confirmar o comportamento
aleatério destes, ou seja, o gréfico dos residuos em fungéo
da variavel independente ndo deve apresentar tendéncia al-
guma;

4. Cada trecho da regido elastica da curva F X t que satisfi-
zer as condigdes 2 e 3 sera considerado como uma reta cuja
tangente & o médulo aparente. Para cada trecho sdo vélidas
as relagdes existentes no modelo das duas molas.

Suponha-se que tanto a maquina quanto a amostra po-
dem ser representadas por vérias molas; chamando de Mi as
molas que representam a maquina e de A as molas que re-
presentam a amostra, podem ser estabelecidas as seguintes
condi¢bes de contorno:

1. Condigbes de contorno para as molas que representam a
maquina (Mi):

— Cada mola possui um intervalo de existéncia bem definido
por uma relagao linear entre a carga e o deslocamento da
maquina;

— O critério para a determinagdo do(s) segmento(s) li-
near(es) deve ser construido em bases puramente estatisti-
cas (como adotado neste trabalho);

— Apés operar no seu intervalo de existéncia (segmento li-
near) a mola passa a funcionar como um corpo idealmente ri-
gido para o sistema.

2. Condigdes de contorno para as molas que representam a
amostra (A);

— Os mobdulos de elasticidade sdo dados pela equagao de
Bell;

— O intervalo de existéncia de cada médulo (ou mola) deve
ser determinado de acordo com o comportamento elastico de
cada material;

S (MPa/s)
5,-1.59 g $ = 1.589 - 4785.53 &
1.5 +.001 + 8.06
: R? = 0.99988
1.0 \‘b\ = A° = 2.26 N.m
e.5 \
-] E = 62.80 GPa, s=11, l(m =2.26 N.m .
1 S ’
1 | \);
0.0 T T T T T T T T T T TRt
. 0.90 9.05 e.1@ 9.15 8.20 9.25 9.30 9.35
x1e73 (s-!) &

Fig. 6 — Aplicagdo do modelo cldssico, mostrando a discrepdncia entre
este e 0 modelo desenvolvido por Clough(17). —
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— Apds operar no seu intervalo de existéncia a mola passa a
funcionar como um corpo idealmente rigido para o sistema.

A aplicagédo do modelo classico (figura 6) apresenta uma
regido com cerca de 20 pontos na continuagdo da reta do
médulo elastico que ndo estd de acordo com o método de
Clough. No seu trabalho (17) Glouch mostra um resultado
experimental que pode estar de acordo com o novo modelo,
uma vez que suas derivadas foram obtidas eletronicamente.

7. CONCLUSOES

1. Desenvolveu-se um modelo de molas mditiplas para o
célculo das constantes de mola da méquina correspondentes
a cada médulo de elasticidade do material.

2. A aplicagdo do modelo mostrou que ele é compativel com
0 método dindmico desenvolvido por Clough7).

3. Demonstrou-se que o modelo das duas molas pode levar
a grandes erros no célculo da constante de mola da maquina.
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