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S O B R E A T E O R I A DO CONTROLE ÓTIMO 
A P L I C A Ç Ã O EM R E A T O R E S N U C L E A R E S 

P. Goldenberg e V. Provenzano 

R E S U M O 

A "teoria do controle ótimo" é uma formulação matemática recente utilizada na resolução de uma 
classe importante de problemas em ciência e tecnologia que não podem ser resolvidos pelo Cálculo das 
Variações Clássico. Tal classe de problemas aparecem também em controle de reatores nucleares. 

No presente trabalho são' apontados certos aspectos da teoria do controle ótimo, salientando a 
contribuição de Pontryagin com a formulação do '"Princfpiú do Máximo". 

Uma aplicação desta teoria, no caso particular do tempo mTnlmo, é apresentada, Tal aplicação refere-se 
a um problema de controle de potência de um reator nuclear (considerando-se um modelo simplificado 
deste), em tempo mínimo. 

I - I n t r o d u ç ã o 

' O s p rocessos f í s i cos q u e apa recem e m ciência e e m tecno log ia são usua lmen te 

con t ro láve is , isto é, eles p o d e m processar-se de d iversas mane i ras d e p e n d e n d o da v o n t a d e d o s 

pesqu isadores , 

Nes te sen t i do , u m p r o b l e m a impor tan te se apresen ta : encon t ra r o me lho r con t ro le 

poss íve l (me lhor e m a l g u m a s p e c t o ) , o u e m ou t ras palavras, obter o " c o n t r o l e ó t i m o " para o s 

p rocessos f í s i cos e m q u e s t ã o , 

P o d e m o s , po r e x e m p l o , desejar o t im i zação n o sen t ido de rap idez de ação , isto é, at ingir o 

ob jet ivo d o p rocesso n o m e n o r t e m p o poss íve l o u , at ingi r o ob je t ivo de u m p rocesso c o m o 

m í n i m o de energia,, A f o r m u l a ç ã o matemát ica desses p r o b l e m a s teve o r i g e m n o cá lcu lo das 

var iações . En t re tan to , a so l ução de u m a g rande quan t i dade de p r o b l e m a s impo r tan tes e m 

tecno log ia m o d e r n a não p o d e ser ob t i da pe lo cá lcu lo das var iações c láss ico . Es te fa to oco r re , 

p o i s as variáveis q u e apa recem nas e q u a ç õ e s que desc revem o s s is temas d e v e m , de a l g u m a 

mane i ra , ser l imitadas,, 

S u r g e a s s i m , a necess idade de u m a f o r m u l a ç ã o matemát i ca , cu jo ob je t ivo central é o de 

so luc iona r tais p r o b l e m a s prá t i cos m u i t o impor tan tes , não reso lv íve is po r m e i o d o s m é t o d o s d o 

cá lcu lo das var iações. 

Es ta f o r m u l a ç ã o matemát ica é usua lmen te conhec ida por " T e o r i a d o C o n t r o l e Ó t i m o " . 

D i v e r s o s pesqu i sado res ded icaram-se a o d e s e n v o l v i m e n t o dessa teor ia. En t r e eles d e v e m o s 

destacar o t raba lho de P o n t r y a g i n ^ . cu jos resu l tados se apresen ta ram c o m o f u n d a m e n t a i s para 

a teor ia . 

R e a l m e n t e , por vo l ta de 1 9 5 6 , P o n t r y a g i n d e m o n s t r o u u m teo rema que c o n d u z à so l ução 

d o p rob lema geral de encont ra r u m con t ro le ó t i m o . 



Este t e o r e m a , c o n h e c i d o por " P r i n c í p i o d o M á x i m o " , fo i in ic ia lmente ver i f icado para 

t i pos especiais de s is temas, e em part icular fo i d e m o n s t r a d o para o caso d o s s is temas l ineares. 

P r e t e n d e m o s , n o desenro lar deste t raba lho , apresentar cer tos aspec tos da Teor ia d o 

C o n t r o l e Ó t i m o ; an tes , ent re tanto , cons ide ra remos a ques tão relativa à classe de con t ro les 

viáveis que se ap resen tam nos p rocessos ót imos, , I sso s igni f ica q u e in ic ia lmente te remos q u e 

exib i r u m a classe de con t ro les admiss íve i s que se apresenta n o s p rocessos de con t ro le reais. 

A segui r , f o r m u l a r e m o s os p rob lemas gerais de con t ro le . Pos te r io rmen te , será anal isada a 

ques tão d o s con t ro les d e s c o n t í n u o s . Jun tamen te c o m esta q u e s t ã o , ver-se-á q u e é prec iso 

encarar as equações que desc revem os s is temas reais, s e g u n d o C a r a t h e o d o r y , e não n o sent ido 

c lássico de C a u c h y - E u l e r - P e a n o . 

O pr íncCpio d o M á x i m o será e n u n c i a d o e c o m e n t a d o . P o r ú l t i m o , i lustrar-se-á po r me io d e 

u m e x e m p l o , u m a apl icação desse p r i n c í p i o . Es te e x e m p l o d iz respei to ao p rob lema de t e m p o 

m m i m o l igado a u m m o d e l o s imp l i f i cado de u m reator nuclear. 

A p r o p ó s i t o , cabe aqu i o seguinte c o m e n t á r i o . Es te t raba lho n ã o se p r o p õ e apresentar 

nada rea lmente or ig ina l . S u a f ina l idade é a de in fo rmar e in t roduz i r o leitor à Teor ia d o 

C o n t r o l e Ó t i m o . Es ta teoria é ma is pode rosa d o q u e será poss íve l notar n o s d e s e n v o l v i m e n t o s 

seguin tes, v i sando à so l ução de u m a larga classe de p rob lemas impor tan tes e m tecno log ia . 

I I • P re l im inares 

C o n s i d e r e m o s u m objeto cujo m o v i m e n t o e m f u n ç ã o d o t e m p o é descr i to pe lo seguinte 

s is tema de equações d i ferencia is o rd inár ias 

^ = f ^ ( x ' . . . . . , . . . . , x " , u " , . . . . , u ^ ) . i = 1 . . . . . , n . C l ) 

Nesse s i s tema , 

x ' ( t ) , . . . . . . . x " (t) são f u n ç õ e s reais incógn i tas da variável t ( t e m p o ) , de f in idas e m 

u m intervalo to < t < t i , e a s s u m i n d o va lores e m u m c o n j u n t o X d o espaço real de 

n d i m e n s õ e s / ? " ; 

u ' ( t ) , . . . . . . . u*̂  (t) são f u n ç õ e s reais de con t ro le , t a m b é m def in idas e m to < t < t , , 

c o m valores n u m c o m p a c t o D de Z?"^; 

f ' , = . . . . . . . , f" são f u n ç õ e s reais de n + r var iáveis, de f in idas n o p r o d u t o car tes iano 

X x O. 

F a r e m o s u s o d o cá lcu lo vetor ia l . U m p o n t o ( x \ , , . , x " ) de X será d e s i g n a d o po r x . 

Pode-se , en tão , dar ao s is tema ( 1 ) , a seguinte f o r m a vetorial 

, , , 
- = f ( x , u ) . 

D a d a s as pos ições inicial e f inal d o ob je to , des ignadas respect ivamente po r X Q e X i , 

d i r e m o s q u e o objeto é contro lável no_ in te rva lo t o < t < t i , se existe a l g u m con t ro le u (t) 

de f in ido nesse intervalo, c o m valores em U , e co r responden te u m a so l ução 



X = X (t,u) 

do sistema ( 1 ) , tal que 

X (to, U) = Xo 

X (ti , U) = X i , 

O problema de controle consiste então no seguinte: 

a) Estabelecer sob quais condições o objeto é controlável; 

b) Determinar os controles admissí'veis, isto á, aqueles compatíveis com o desempenho 

do objeto, 

Em diversas aplicações práticas, o uso de controles descontínuos não pode ser evitado. 

Daí ser conveniente considerar a classe D dos controles admissíveis, descrita pelas seguintes 

condições: 

1) Todos os controles u (t), to < t < t i , que pertencem à classe D, são mensuráveis e 

limitados; 

2) Se u (t), to < t < ti é um controle admissível, v é um ponto arbitrário de U e t', t" 

são números satisfazendo t o < t ' < t " < t i , o controle U j (t) definido em 

to < t < t i pela expressão 

U i ( t ) = 

V se t' < t < t " 

u( t ) s e t o < t < t ' o u t " < t < t i . 

t a m b é m é a d m i s s í v e l ; 

3) S e o intervalo to < t < t i é d i v i d ido e m u m n ú m e r o f in i to de sub in te rva los , o n d e 

e m cada sub in te rva lo o con t ro le u (t) é adm iss í ve l , en tão este con t ro le é t a m b é m 

admiss íve l em t o d o o intervalo to < t < t i , 

A l é m d i s s o , o con t ro le admiss íve l de f i n i do e m to- < t < t i , q u a n d o restr i to a u m 

sub in te rva lo qua lque r , é t a m b é m a d m i s s í v e l , e o con t ro le o b t i d o de u m con t ro le 

admiss íve l u ( t) , to < t < t , , por u m a t rans lação e m t, t a m b é m é adm iss í ve l . 

A s descon t i nu idades na f u n ç ã o de con t ro le u (t), levam a cons iderar o s is tema (1) n o 

sent ido de C a r a t h e o d o r y , ao invés de encará- lo n o sent ido c láss ico de C a u c h y - E u l e r - P e a n o , 

A s s u m i r e m o s en tão , que as f u n ç õ e s 

f' ( x ' , . . . , , x " , u ' , , . . , u ' ' ) , i = 1 , , , . . , n , 

i ndependen tes da variável t, sa t is fazem as c o n d i ç õ e s de C a r a t h e o d o r y e m X x U . C o m isto 

q u e r e m o s af i rmar q u e as referidas f u n ç õ e s são c o n t í n u a s e m relação a t o d a s as var iáveis 

x ' , . . . . , x " , u ' , u'̂  e m X x D , e que são ma joradas por f u n ç õ e s integráveis s e g u n d o 

Lebesgue nas v i z i nhanças de qua lque r p o n t o desse con jun to . 



A s s u m i r e m o s a inda , q u e ex is tem as der ivadas parciais 

9 f ' ( x \ = ., . . . x " , u V , . . „ j u'') 
, i = 1 n , j = 1 n , 

d x ' 

em X X U„ sa t i s fazendo, t a m b é m , as c o n d i ç õ e s de C a r a t h e o d o r y nesse c o n j u n t o . 

A l é m d i sso , s e n d o u (t) u m a f u n ç ã o l imi tada qua lquer , mensuráve l , de f in ida e m 

to < t < t i , c o m valores em U , as funções 

x ' (t) , . . , x " (t) , 

abso lu tamente c o n t í n u a s em qua lquer segmen to c o n t i d o n o intervalo to < t < tj 

= f ' ( x ' (t), x " ( t ) , u ' ( t ) . . , „ . , , u M t ) ) , i = 1 , . . . . . , n , (2) 
dt 

quase sempre nesses s e g m e n t o s , d e n o m i n a m - s e so lução d o s is tema (1 ) , co r responden te à f u n ç ã o 

de con t ro le u (t). 

A o cons iderar -se as s o l u ç õ e s d o s is tema (1) neste sen t ido , g rande parte d o s resu l tados 

bás icos da teoria das equações d i ferencia is o rd inár ias , e em part icular os teoremas de ex is tênc ia 

e un ic idade de s o l u ç ã o , p e r m a n e c e m vá l idos , qua lquer que seja o con t ro le u (t) c o n s i d e r a d o . 

R i g o r o s a m e n t e f a l ando , as so luções d o s is tema (1) não são sempre de f in idas em t o d o o 

intervalo to < t < t i , o n d e u (t) fo i de f i n i do , En t re tan to , q u a n d o o s is tema (1) é l inear nas 

variáveis x ' . , . , , x " , o intervalo de def in ição de suas so luções , co inc ide c o m t o d o o intervalo 

to < t < t, o n d e as f u n ç õ e s u (t) f o r a m def in idas . 

J u l g a m o s o p o r t u n o menc iona r aqui que relat ivamente ao s is tema de C a r a t h e o d o r y são 

vá l idos o s teoremas da dependênc ia c o n t í n u a da s o l u ç ã o c o m relação a parâmet ros . 

A s ques tões de exis tência e un ic idade e t c , relativas às so luções d o s is tema (1) são 

d iscu t idas em p o r m e n o r e s po r d iversos au tores , A p r o p ó s i t o , g o s t a r í a m o s de c o n d u z i r os 

leitores in teressados neste a s s u n t o , a u m es tudo e labo rado sob re o s s is temas de C a r a t h e o d o r y , 

que é o tema de d isser tação de M e s t r a d o de u m d o s autores deste t raba lho , 

I I I - E n u n c i a d o d o P r o b l e m a F u n d a m e n t a l de C o n t r o l e Ó t i m o e o P r i n c í p i o d o M á x i m o 

O p rob lema de cont ro le m e n c i o n a d o na secção anter ior é o que antecede o p r o b l e m a de 

con t ro le ó t i m o . 

A presente secção é p r imord ia lmen te ded icada ao e n u n c i a d o d o p rob lema fundamen ta l 

c o m o P r i n c í p i o d o M á x i m o . 

C o n f o r m e já se referiu na secção anter ior , cons ide ra remos o sistema de e q u a ç õ e s 

d i ferencia is 



~ = f ' ( x ' , . , . „ . , x " , u \ . . . , u ^ ) J = 1 , . . . , n , (3) 
d t 

desc revendo o m o v i m e n t o de u m objeto (o efeito d o con t ro le t a m b é m é levado e m 

cons ide ração ) . 

Observa r que o s is tema (3) é u m s is tema a u t ô n o m o , c ons i de r ado n o sen t ido de 

C a r a t h e o d o r y . 

D a d o u m con t ro le admiss í ve l u = u ( t) , de f i n i do e m to < t < t i , a equação (3) a c i m a , 

escrita s o b a f o r m a vetorial 

^ = f ( x , u ) , 

a s s u m e a seguinte f o r m a 

^ = f ( x , u ( t ) ) , m 

dt 

J u n t a m e n t e c o m a e q u a ç ã o ( 4 ) , t o m e m o s d o i s p o n t o s X o e X i de X , e sejam 

X ( to , u ) = X o 

e 

X ( t i , u) = X , 

respec t i vamente , as c o n d i ç õ e s inicial e f inal d o p r o b l e m a . 

F i n a l m e n t e , u m a f u n ç ã o ad ic iona l f ( x \ . . , . , x " , u ) = f° ( x , u) é d a d a , f u n ç ã o esta 

def in ida e c o n t í n u a e m X x U , p o s s u i n d o der ivadas parcia is 

afo . , 

de f in idas e c o n t í n u a s no m e s m o c o n j u n t o X x U . 

A part ir das cons ide rações feitas ac ima pode-se enunc ia r o p rob lema f u n d a m e n t a l d o 

C o n t r o l e Ó t i m o da manei ra segu in te : 

" N o espaço de fase X , são d a d o s d o i s p o n t o s X o e X j . En t r e t o d o s o s con t ro les 

adm iss í ve i s 

u = u (t) 

que t rans fe rem o p o n t o de fase da pos i ção x ^ para a pos ição X i (supõe-se que tal con t ro le 

existe), encont rar u m tal que o func iona l 

j = / ' fO (X ( t ) , u ( t ) ) d t , (5) 
to 

a s s u m a valor m í n i m o " . 



Note-se que 

x = x (t) 

é a so lução d o s is tema (4 ) , sa t is fazendo a c o n d i ç ã o inicial 

X ( t o ) = X o , 

so lução esta co r responden te ao con t ro le u (t), passando n o instante t i pe lo p o n t o de fase X j , 

O c o n t r o l e u (t), so l ução d o p rob lema ac ima , denomina -se " c o n t r o l e ó t i m o " 

co r responden te à t ransferência d o objeto d o p o n t o X Q para o p o n t o x j , A co r responden te 

trajetória x (t), denomina -se "trajetór ia ó t i m a " . 

S u c i n t a m e n t e , o p r o b l e m a de con t ro le ó t i m o , cons is te em determinar u m con t ro le ó t i m o 

e a trajetória ó t ima co r responden te . 

U m caso par t icu larmente impor tan te d o p rob lema de cont ro le ó t i m o oco r re q u a n d o 

f° (x , u) = 1.Trata-se d o p rob lema des ignado por " p r o b l e m a de t e m p o ó t i m o " , o n d e se deseja 

m in im iza r o func iona l (5) q u e possu i aqui a seguinte f o r m a especí f ica 

J = t i - t o . 

O p rob lema de t e m p o ó t i m o nos casos prát icos visa a m in im iza r o " t e m p o de 

t rans fe rênc ia " d o s p o n t o s de fase da pos ição inicial à pos ição f inal . A p r o p ó s i t o , o e x e m p l o que 

ex ib i remos na secção seguinte será u m p r o b l e m a de t e m p o ó t i m o . 

Passemos, em segu ida ,a examina r a l gumas relações que serão ut i l izadas na f o r m u l a ç ã o d o 

P r i n c í p i o d o M á x i m o . C o n v é m lembrar que tal p r i nc íp i o const i tu i a fer ramenta central para o 

e x e m p l o i lustrat ivo que ex ib i r emos na secção I V . 

A l é m d o sistema fundamen ta l de equações d i ferencia is o rd inár ias 

^ = f ' ( x , u ) , i = 0 , 1 , . . . , , n , . (6) 
dt 

considere-se u m o u t r o s is tema aux i l iar de equações d i ferencia is o rd inár ias nas var iáveis i//', 

. . . . . . \¡j", a saber 

^ = ^ í ^ ^ a i . o , 1 , . . , , n . (7) 
dt a = 0 9 x ' 

D a d o u m cont ro le admiss íve l u ( t) , to < t < t i , e u m a co r responden te trajetória x (t), 

(so lução d o s is tema ( 6 ) , sa t is fazendo a c o n d i ç ã o inicial x ( t o ) = X o ) , o s is tema (7) assume a 

f o r m a 

d ¿ l { t ) _ n 8 f " ( x ( t ) , u ( t ) ) . ^ ^ ^ i = 0 , 1 , . . . , n . (8) 

dt ia.= Q 9 x ' 

O s is tema (8) é linear e h o m o g ê n e o ; d a í , para d a d o s va lores iniciais, existe u m a ún ica 

so lução 



l// = ( ^ ° , ^ ' , . , . . , \ í / " ) 

d o s i s tema, def in ida e m to < t < t j . 

A s s i m c o m o a so lução x (t) d o s is tema (6 ) , a so lução d o s is tema (8) é u m a função 

c o n t í n u a e m to < t < t i e derivável quase sempre neste in tervalo, isto é, derivável exceto e m 

u m con jun to de med ida de Lebesgue nu la . 

O passo seguin te cons is te e m reunir (6) e (7) e m u m a ún ica re lação. Para tan to , 

c o n s i d e r e m o s a f u n ç ã o K nas var iáveis x ^ , , „ , . x " , \p°, i / / ' , . . . . , i//", u ' u ' ^ def in ida 

pela relação segu in te : 

W i / ' , x , u) = ( i / / , f (x .u) ) = S i / / " f " ( x , u ) 

a = o 

Vê-se^ fac i lmente, q u e o s s is temas (6) e (7) p o d e m ser reescr i tos c o m o a u x í l i o da 

f u n ç ã o Jf , nas f o r m a s seguintes 

— = — - . , 1 = 0 , i , . . . , n m 

d t 

, = o , , „ „ , „ . 

D a í , t o m a n d o u m cont ro le admiss íve l arbi t rár io u ( t) , t o < t < t i e a c o n d i ç ã o 

inicial X (to) = X o , p o d e m o s de te rminar a co r responden te trajetória x (t) = ( x " ( t) , x ' ( t ) , 

x " ( t)). Pos te r i o rmen te , e n c o n t r a r e m o s as so luções d o s is tema (10 ) 

V/ (t) = ir ( t ) , <//' ( t ) , . , . . . ( t ) ) 

co r responden tes às f u n ç õ e s u (t) e x (t). 

A f u n ç ã o JC resulta u m a f u n ç ã o de u , se f i x a r m o s o s va lores de i// e de x . Neste c a s o , 

d e s i g n e m o s por M{\p, x ) o ex t r emo super ior de JC, q u a n d o u percorre U , o u seja 

M(i//, x ) = s u p K (i//, X , u ) . 
u e U 

Observe-se que se a função con t ínua K at inge seu ex t r emo e m U , M ( i / / , x ) é u m valor máxinro 

de 3C, para \p ex f i x a d o s . 

O teo rema 1 ( cond ição necessár ia de o t im i zação ) , cujo p o n t o pr inc ipal aparece na 

equação ( 1 1 ) , será c h a m a d o P r i n c í p i o d o M á x i m o . 

T e o r e m a 1 - Seja u (t), to < t < t i , u m con t ro le admiss íve l tal q u e a co r responden te trajetória 

X (t) passa pe lo p o n t o X Q n o instante to e e m a l g u m instante tj passa pe lo p o n t o X j . A 

c o n d i ç ã o necessária para que u (t) e x (t) sejam ó t i m o s é que exista u m vetor c o n t í n u o n ã o n u l o 

\p (t) = (\p° ( t ) , (t), . i//" (t)) co r responden te a u (t) e x (t), tal q u e : 

1) Q u a l q u e r q u e seja t, to < t < t i , a f unção ?C( i / / ( t ) , x ( t ) , u) da variável u pertencente 

a U , at inge seu m á x i m o n o p o n t o u = u ( t ) : 



5 ( : ( i / / ( t ) , x ( t ) , u ( t ) ) = M ( ^ ( t ) , x ( t ) ) ; ( 11 ) 

2 ) N o instante final t j , ver i f icam-se as seguintes relações 

^ ° ( t i ) < 0 , M ( ^ ( t i ) , x ( t i ) ) = 0 . (12 ) 

A l é m d i sso , se ^ (t), x (t) e u (t) sat is fazem os .s i s temas (9 ) , (10 ) e a c o n d i ç ã o 1 f , as f u n ç õ e s 

\¡j°(t)eM{\¡j (t), X (t)) são constantes . D a í , as relações (12) são ver i f icadas qua lquer q u e seja t n o 

intervalo to < t < t j , e não somen te n o instante t j . 

A partir d o T e o r e m a 1 , pode derivar-se u m a c o n d i ç ã o necessária para o t e m p o ó t i m o . Para 

isto, é necessár io somen te subst i tu i r f" (x ,u ) por 1 . E n t ã o , s e g u n d o o T e o r e m a 1 , t e m o s q u e 

I n t r o d u z i n d o o vetor n-d imens iona l \p = {\p^....., \¡/") e a f u n ç ã o 

H( i / / , x , u ) = S i//" f" (x , u) 
1^=1 

p o d e m o s reescrever as equações (6) e (7) ( c o m exceção de e q u a ç ã o (7) para i = 0 , que agora é 

supérf lua) na f o r m a de S is temas H a m i l t o n i a n o s 

dt a ^ i ' 
i = 1,2 n , (13 ) 

M : = _ 9 H , i = 1 n . (14) 

ax' 

F i x a d o s \¡j e x,H é f unção somen te de u. D e s i g n e m o s por M (i//,x) o ex t remo super io r de 

H : 

M ( i / / , x ) = s u p H ( \ | / , x ) . 
ueu 

C o m o H X , u) = JC {\¡j, X , u) - verif ica-se 

M(\jj,x)=U{\l/,x) 

e en tão (11) e ( 12 ) a s s u m e m a f o rma 

H (i// ( t ) , X (t), u (t)) = M (.// ( t ) , X (t)) >0. 

D a í , subsis te o teorema segu in te ; 

T e o r e m a 2 - Seja u ( t ) , t o < t < t i , u m cont ro le admiss íve l q u e t ransfere o s p o n t o s de fase de X Q 

a X i , e seja x( t ) a co r responden te trajetória tal que 

X ( t o ) = X o 

•e' 

X ( t i ) = X i . 



Para que u (t) e x (t) sejam de t e m p o ó t i m o é necessár io q u e exista u m a f u n ç ã o vetorial 

c o n t í n u a não nula 

\¡/ {t) = (r ( t ) , . . . . , \ ¡ / " (t)) 

co r responden te a u (t) e x (t), tal q u e : 

1) Q u a l q u e r q u e seja t, to < t < t i , a f u n ç ã o H {\p ( t) , x (t), u) da variável u , c o m u 

per tencente a U at inge seu m á x i m o n o p o n t o u = u (t); 

H ( ^ ( t ) , x ( t ) , u ( t ) ) = I V I ( V / ( t ) , x ( t ) ) ; (15 ) 

2) N o instante f inal tj a relação 

M ( i / / ( t , ) , x ( t i ) > 0 (16) 

é satisfeita. A l é m d i sso , se \¡/ ( t) , x (t) e u (t) sat is fazem os s is temas ( 1 3 ) , (14) e a c o n d i ç ã o 1 f , 

a f u n ç ã o d o t e m p o M ( ) / ' ( t ) , X (t)) é cons tan te . D a í (16) s u b s i s t e i q u a l q u e r q u e se ja t 

c o m to < t < t i , e não somen te n o p o n t o t i . 

O s t óp i cos ma temát i cos que a c a b a m de ser e x p o s t o s serão ap l i cados n o e x e m p l o segu in te . 

I V - E x e m p l o I lust rat ivo 

C o n f o r m e m e n c i o n o u - s e na i n t rodução , i lus t raremos a teoria vista ac ima por m e i o de u m 

e x e m p l o prá t ico . Es te e x e m p l o é a ut i l ização d o P r i n c i p i o d o M á x i m o a u m p rob lema de t e m p o 

m í n i m o . P o d e m o s , e m p o u c a s palavras, descrever o p rob lema sobre o qua l n o s de te remos , da 

seguinte mane i ra : 

C o n s i d e r e m o s o m o d e l o s imp l i f i cado de u m reator nuclear. S u p o n h a m o s conhec ida sua 

potênc ia inicial Po no instante t=to e q u e dese jamos aumen ta r essa po tênc ia a u m a de te rm inada 

P ^ , n u m t e m p o m í n i m o , por m e i o de u m a m a n i p u l a ç ã o adequada da barra de con t ro le . M a i s 

espec i f icamente, q u e r e m o s determinar o instante exa to e m que d e v e m o s inverter a ve loc idade 

da barra de con t ro le de tal f o r m a q u e a po tênc ia desejada seja at ing ida n u m t e m p o m í n i m o . 

M o t i v o u este es tudo , a l ém de ou t ras razões, o aspec to e c o n ô m i c o , por m e i o da u t i l i zação 

ma is ef ic iente d o s c o m b u s t í v e i s , e de t e m p o m í n i m o ex ig ido para at ingir a po tênc ia desejada. 

F o r m u l a ç ã o d o P r o b l e m a 

O m o d e l o matemát i co gera lmente u t i l i zado para descrever u m reator nuclear p o d e ser 

representado pelas seguin tes equações 
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onde 

i = índice q u e representa o n ú m e r o de g r u p o s de neu t rons 

t = t e m p o 

n = N ú m e r o de neu t rons 

5 K = — = — = reat¡v¡dade 
K K 

K = fator de mul t ip l i cação 

£ * = vida méd ia d o s neu t rons 

|3 = f ração de neu t rons re tardados, a part ir d o n ú m e r o total de neu t rons 

/3¡! = f ração de neu t rons re tardados d o i-ésimo g r u p o 

C¡ = a concent ração de neu t rons re tardados, emi t ida pe lo i -ésimo g r u p o 

\ . = constante de deca imen to para o i -ésimo g r u p o de neu t rons re ta rdados , 

O m o d e l o que a c a b a m o s de apresentar, o n d e são cons ide rados 6 g r u p o s de neu t rons , 

leva-nos ao p rob lema de resolver equações de sét ima o r d e m . To rna -se m u i t o d i f íc i l a ap l icação 

d o p r i n c í p i o d o m á x i m o neste c a s o , d a d o o n ú m e r o excess ivo de cá lcu los . 

N o s s o objet ivo, a q u i , é i lustrar tal p r i n c í p i o , não s e n d o en tão conven ien te n o s deter e m 

cá lcu los c o m p l i c a d o s que n o s afastar iam d o c a m i n h o central . T r a b a l h a r e m o s en tão c o m o caso 

em que i = 1 . 

Nes te caso , s o m o s levados à reso lução de u m p rob lema d e t e m p o ó t i m o de u m s is tema 

linear. 

A este respeito, cabe aqu i observar q u e P o n t r y a g i n ' ^ ' a f i r m o u ser m u i t o impor tan te m a s 

di f íc i l a d e m o n s t r a ç ã o da ex is tênc ia de u m cont ro le para casos gerais. E s s e au tor d e m o n s t r o u a 

existência de con t ro le para o caso part icular de s is temas l ineares, n o p r o b l e m a de t e m p o ó t i m o . 

S e n d o este o n o s s o caso , sen t imo -nos à von tade para a f i rmar a ex is tência de, pe lo m e n o s , 

u m con t ro le . 

V o l t a n d o às equações (1) e (2) vê-se, sem ma io res d i f i cu ldades q u e para i = 1 , este m o d e l o 

resulta e m u m sistema de segunda o r d e m . 

U t i l i zando técnicas hab i tua is de l inear ização, pode-se escrever 

o n d e a e b são cons tan tes de te rm inadas pe los parâmet ros d o reator. 

A equação (3 ) , cons is te em u m m o d e l o in te i ramente aceitável para u m p e q u e n o reator, de 

ba ixa po tênc ia , o n d e a f issão é ob t ida por neu t rons de ba ixa energia. 

E q u a ç ã o de Con t ro l e 

O p r ime i ro passo para o es tudo d o p rob lema de t e m p o m í n i m o será a apresentação da 

equação de cont ro le . 
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I nd i ca remos por 

m (t) = pos ição da barra de con t ro le em f u n ç ã o d o t e m p o , 

rh (t) = ve loc idade da barra de cont ro le , 

y (t) = po tênc ia d o reator em cada instante. 

R e c o r d e m o s que a variável de cont ro le aqui cons iderada será rii em f u n ç ã o d o t e m p o . 

P M Y(^) 

o n d e 

Y (s) = a t r ans fo rmada de Laplace da f u n ç ã o y = y (t) 

M (s) = a t rans fo rmada de Laplace da f u n ç ã o m = m (t). 

R e u n i n d o (3) e ( 4 ) , resu l ta : 

Y ( s ) (s + a) 

ou 

M ( s ) s ( s + b ) 

Y ( s ) = M < f < ^ . ^ m 

s(s + b) 

Obse rve que (5) é a t rans fo rmada de Lap lace da seguinte equação di ferencial 

y + b y = m + am (6) 

o n d e 

d y d 
y = 3 7 ' V = -

2, 

dt ' dt^ 

C o n s i d e r e m o s as var iáveis Z j , e Z3 , que serão as c o o r d e n a d a s de fase d o s is tema de 

equações d i ferencia is o rd inár ias de 1 ? o r d e m que será obt ida a part ir da equação (6 ) . 

L e m b r a m o s , neste m o m e n t o , que n o r m a l m e n t e u m a equação di ferencial de 2 ? o r d e m é 

equiva lente a u m s istema de equações d i ferencia is ord inár ias de 1 ? o r d e m , c o m p o s t o de d u a s 

equações . En t re tan to , s e g u n d o u m desenvo l v imen to e labo rado por C h a n g é conven ien te , 

em n o s s o caso part icular, a i n t r odução de u m a terceira equação di ferencial . Da i ' , o m o t i v o pe lo 

qua l c o n s i d e r a m o s três c o o r d e n a d a s de fase. 

A s s i m s e n d o , sejam 

Z i (t) = y(t) - y ^ , m 
o n d e yjj é a po tênc ia que se deseja at ingir , 

Z2 (t) = y (t) (8 ) 

* No mencionado trabalho, demonstra-se que é possível considerar somente a velocidade da barra de 
controle como variável de controle do sistema, encãrando-se a posição da barra como coordenada de 
fase do sistema. Evidentemente, a coordenada de fase representativa da posição da barra de controle 
é limitada. 
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^ ^ ( t ) = m ( t ) . 

D a s ( 6 ) , (7 ) , (8) e (9) resulta que 

Z i ( t ) = y ( t ) = Z 2 (t) 

Z j (t) = y (t) = - b y (t) + m (t) + a m |t) ^ - b Z j (t) + a Z g (t) + m (t) 

e 

¿ 3 ( t ) = m ( t ) 

E m r e s u m o , pode-se escrever 

¿ 1 ( t ) = Z 2 (t). 

¿ 2 ( t ) = - b Z 2 ( t ) + a Z 3 (t) + m ( t ) 

¿ 3 ( t ) = m ( t ) 

o u na f o r m a matr ic ial 

^ - - n ^ ^ ^ ^ 

C h a m a n d o de Z ; Z , G e K respect ivamente as matr izes de f in idas pelas expressões 

" Z i ( t ) ~ "o 1 0 ~ " Z i l t f ~ o " 

Z2(t) 0 - b a Z2(t) 1 

0 0 0 _ _ Z 3 ( t L 1 _ 

z = 

Z 3 

z = 

Z i 

Z a 

(9) 

(13) 

(14 ) 

G = 

O 1 O 

O - b a 

0 0 0 

K = 

p o d e m o s escrever (14) s o b a f o r m a : 

Z = G Z - F K m . 

A equação (15) é a equação de con t ro le d o s is tema. 

( 15 ) 

(10) 

(11) 

(12) 
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S o l u ç ã o d o S i s t e m a de E q u a ç õ e s D i fe renc ia is (13 ) 

U m a vez conhec ida a equação de con t ro le , p a s s e m o s à de te rm inação de sua s o l u ç ã o . 

F a r e m o s u s o da seguinte n o t a ç ã o : 

Po = valor inicial da po tênc ia (estado de equ i l íb r io ) 

P j = valor da po tênc ia f inal que se deseja at ingir 

C P j = valor da po tênc ia , n o instante e m q u e será inver t ido o sen t ido d a barra de 

con t ro le 

L = valor m á x i m o de m perm i t i do v i sando às l imi tações d o reator. 

K = ve loc idade m á x i m a at ing ida pela barra de con t ro le 

k = ve loc idade m í n i m a at ingida pela barra de con t ro le , 

t i = O = t e m p o inicial 

t2 = instante e m q u e a barra de con t ro le at inge sua pos i ção m á x i m a permiss íve l ( isto 

é, q u a n d o m = L ) 

t 3 = instante em que se inverte o sen t ido da barra de con t ro le . 

t4 = T = instante f ina l , q u a n d o a po tênc ia d o reator é igual a po tênc ia desejada ( isto 

A f igura 1 most ra de c ima para b a i x o u m grá f ico da po tênc ia d o reator, p o s i ç ã o d a barra 

de con t ro le e sua ve loc idade, em f u n ç ã o d o tempo . t , 

y ( t ) 

Fig, 1 
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E s q u e m a t i c a m e n t e , p o d e descrever°se o p rob lema de t e m p o ó t i m o que se apresenta da 

seguinte mane i ra : 

Trata-se de resolver a equação de con t ro le , de m o d o que a inversão da barra de con t ro le se 

processe n o instante t = t 3 . Ta l inversão conven ien te é cons iderada de m o d o que se ob tenha a 

potênc ia y = n u m t e m p o m í n i m o . 

C o n h e c i d o s o s va lores de L e K , au tomat i camen te d e t e r m i n a m o s o va lo r d e t2 

ut i l lzando-se a relação segu in te : 

t2=^' (16) 

P a s s e m o s , en tão , à reso lução d o s is tema ( 1 3 ) , para cond i ções inic iais f i xadas . 

S e g u n d o o T e o r e m a 3 . 2 * , c o n s i d e r e m o s a f unção 

H = ( ^ í / , f ) = . / / ' f W , / / 2 f 2 +^3f3 ( 1 7 , 

o n d e 

.// = (^^^,^//^.A^) 

é u m a f u n ç ã o incógni ta da variável real t, a ser de te rminada por m e i o das re lações ( 3 . 1 4 ) . 

A s f u n ç õ e s 

f = f ( t , Z i , Z 2 , Z 3 , m ) , 1 = 1 , 2 , 3 

são de f in idas nas var iáveis t , Z , . Z j , Z 3 , m , po r m e i o d a s re lações 

Z M t ) = f ' ( t , Z , , Z 2 , Z 3 , m ) , 1 = 1 , 2 , 3 . 

Nessas c o n d i ç õ e s , p o d e m o s escrever 

f ( t , Z i , Z 2 , Z 3 , r n ) = Z 2 (t) 

f M t , Z , , Z j , Z 3 , m)^-bZ2 (t) + aZa (t) + rfi (t) (18 ) 

f^ ( t , Z i , Z 2 , Z 3 , r ñ ) = i i f i ( t) . 

S u b s t i t u i n d o as (18) e m (17 ) resul ta: 

H{^,Z.ih) = ^¡J' (t)Z2 ( t )+hbZ2 ( t ) + a Z 3 ( t ) - H m ( t ) ] . / / 2 (t) + m (t) V/' ( t ) . (19 ) 

Por me io da equação ( 1 9 ) , verif ica-se que H é u m a f u n ç ã o linear na variável m e po r tan to 

é natural a s u p o s i ç ã o de que H at inge u m e x t r e m o q u a n d o m = k ó u q u a n d o m = K . 

* Subseqüentemente, neste trabalho, a referência a teoremas e relações de outras secções será feita como 
scinui, isto é, ao escrevermos Teorema 3.2 estamos nos referindo ao Teorema 2 da secção 3. 
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Z i ( t ) = Z , ( 0 ) + J - Z j ( 0 ) (1 - e ^ ^ V ~ Z 3 (0) ( 1 - e " ' ' * ) + ^ Z 3 ( 0 ) t - ^ ( 1 - e " " ' ) 

K .-bt. . K t . a K , a K 
^ ^ n _ e " ) . ^ . ^ ~ . t - ~ . t (19) 

Z 2 ( t ) = Z 2 ( 0 ) e - ' ' ' + - â - Z 3 ( 0 ) ( 1 - e " ' * ) + - ^ ( b t - 1 ) + ^{1 - e'"') + ^ e'"' ( 20 ) 

Z3(t) = Z3(o) + K t . (21) 

A p o r ç ã o desta trajetória será representada na f igura 2 pe lo s e g m e n t o A B . 

C a s o I I : Obter-se-á a p o r ç ã o seguinte da trajetória de fase q u a n d o m = 0 , o u seja, q u a n d o 

c o n s i d e r a r m o s m = L . Neste c a s o , o instante inicial é t2, e esta p o r ç ã o d e trajetória será 

representada na f igura 2 pelo segmen to B C , A partir da ( 1 3 ) , c o n s i d e r a n d o m = 0 e m = L, 

resul ta : 

Z i ( t ) = Z i ( t 2 ) + | z 3 ( t 2 ) ( 1 - e - ' " ' - * ^ ' ) + ^ ( t - t , ) - ^ ( 1 - e - ' ' ' * - ^ ^ > ) (22) 

Z 2 ( t ) = Z 3 ( t 2 ) e " ' ' < ^ ~ ^ ^ W ^ ( 1 - e - ' " ^ - * ^ ' ) ( 23 ) 

Z3(t) = L . (24) 

C a s o I I I : A po rção f inal da trajetória de fase será ob t ida para valores crescentes da po tênc ia , 

cons ide rando-se que a ve loc idade m a s s u m e valor m í n i m o k, Nes te c a s o , a so lução de ( 1 3 ) , será: 

* As suposições que acabamos de fazer decorreram dos fenômenos físicos e da idéia que H atinge o máxi­
mo nos extremos do intervalo, pelo fato de ser linear, IVIão tivemos a oportunidade neste ponto de basear 
nossas suposições em demonstrações teóricas pormenorizadas. Entretanto, julgamos oportuno fazer 
referência a um trabalho elaborado por Chang (3), onde ficou demonstrado o seguinte fato: em sistemas 
normais, isto é, sistemas da forma Z(t) = AZÍt) -*• Bm(t) completamente controláveis, a condição 
necessária é suficiente para o controle de tempo mfnimo, será obtido se rfi(t) é um valor extremo ou se 
m(t) é um valor extremo. 

F a r e m o s então u m es tudo d o p lano de fase das equações (13) em cada u m d o s casos 

separadamente . A l é m d i s s o , po r m o t i v o s f í s i cos v a m o s cons iderar o caso e m q u e m = L.* 

A f igura 2 q u e será mos t rada logo a p ó s a anál ise d o s 3 casos , representará n o p l ano de fase 

a trajetória ó t ima . Cada curva será u m segmen to de trajetória; cada trajetória será u m e lemento 

de u m a famí l ia de curvas . A variável independente será o t e m p o e as trajetórias serão geradas 

va r iando as cond i ções iniciais. 

C a s o I : Para va lores crescentes da po tênc ia , a trajetória de fase p o d e ser ob t ida reso lvendo a 

equação ( 1 3 ) , q u a n d o a ve loc idade da barra de con t ro le a s s u m e valor m á x i m o rh = K , e as 

c o n d i ç õ e s iniciais são cons ide radas n o instante tj = 0 . 

Nes te caso a so lução d o s is tema (13 ) é d a d o por 
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Z i (t) = Z i (T) + i Z í (T) (1 - e ^ ^ ' * - " ^^ + ^ Z3 (T) (t - T ) + ^ (t^ + ) 

- ; ^ Z 3 ( T ) ( 1 - e - ' " * " - ^ » ) - § . ( t - T ) . + ^ ( 1 - e - ' " ^ - - ^ ' ) + ^ ( t - T ) 

k , , - b ( t - T ) . a k T 
e ) t. 125) 

Z , ( t ) = Z , ( T ) e ~ ' ' < ^ " - - ^ U § Z 3 ( T ) ( 1 - e - ^ ' ' " - ^ ' ) + 0 ( t - T ) - ^ ( 1 - e " ' " ^ ~ " ^ ' ) 

+ k ( i _ e " b ( t - T ) 
(26 ) 

Z3(t) = Z3 (T) + k ( t - T ) . 

A p o r ç ã o da trajetória de fase deste caso será representada na f igura 2 pela cu rva C O . 

(27) 

O b s e r v e m o s , na f igura 2 , q u e q u a n d o o valor m á x i m o de m n ã o é a t ing ido , a trajetória 

ótiríia será dada pela curva D E O : A l é m d i sso , caso não h o u v é s s e m o s i n t roduz ido o caso I I I , o u 

seja, caso não t i véssemos cons ide rado o caso e m que m = L, a trajetória ó t ima seria A B F C O . 

En t re tan to , a pos i ção m á x i m a q u e a barra p o d e at ingir é m = L e c o r r e s p o n d e na trajetória a o 

p o n t o B . 

O s cá lcu los que e fe tuaremos a seguir , cons i s tem na de te rm inação d o p o n t o C , 

co r responden te ao instante t = t3 o n d e haverá inversão n o sen t ido da barra. 

Determinação de u m a equação transcendente, conveniente para a obtenção d o ponto ts 

S e g u i r e m o s o s seguin tes p a s s o s para a ob tenção da equação t ranscendente nas incógn i tas 

t , e T : 
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1 . S u p o n h a m o s Z i ( T ) = Z ^ ( T ) = Z3 ( T ) = O e f a ç a m o s a subs t i tu ição desses valores 

em ( 2 5 ) , (26 ) e ( 2 7 ) . Esta s u p o s i ç ã o força a pos i ção f inal de assumi r valor ze ro . 

2 . S u b t r a í m o s a equação (25) da equação ( 2 2 ) . 

3 . S u b t r a í m o s a equação (26) da e q u a ç ã o ( 2 3 ) . 

Es tes p r o c e d i m e n t o s c o n d u z e m - n o s a 

e ' ' ' * ^ ( A e ' ' * ^ + B e ' ' ^ ) +13 ( C + D T ) + E t ' + F T + G T ' + H = O (28 ) 

o n d e 

e ( le ' ' *^ + J e ' ' ^ ) + M t 3 + N T + P = 0 (29 ) 

A = - - g - Z 2 ( t j ) + ¿ T - ( 30 ) 

B = â | _ i ( 31 ) 

D = ^ (33) 

E (34 ) 

F = - í + i ( 35 ) 

G ( 36 ) 

H =ZAt2) +-F22(t2) - ^ - ^ t , - ^ ^ i (37) 

I =Z2(t2) - ^ (38 ) 

J + (39) 

M (40 ) 

N = ^ ( 41 ) 

Ca l cu lam-se o s va lores de Z i ( t ^ ) e Z j ( t j ) u t i l i zando-se as e q u a ç õ e s (19 ) e ( 2 0 ) . 
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T o d a s as cons tan tes nas equações de (30) a (42 ) são c o n h e c i d a s . T r a t a r e m o s agora de 

e l iminar a cons tan te T , ressal tando q u e 

T - t 3 = , ^ , (43) 

Da i ' , 

T = t 3 . ¿ ( 44 ) 

p o d e ser subs t i t u í do nas equações (28 ) e (29 ) q u e p o d e r ã o ser resolv idas s imu l taneamen te , p o r 

m e i o da seguinte equação t ranscendente , na variável : 

e e " ' ' * ' ^ ~ ^ ^ ' + a t ' 3 + T ? t 3 + T = 0 (45 ) 

o n d e 

_A _ X 
B J 

( 46 ) 

D + E + G 

a = - - ( 4 7 ) 

C + F ^ D L + 2 G L M + N 

" = - r ^ - W \ j -
F L B L ' H N L P 

Pode-se observar q u e todas as cons tan tes m e n c i o n a d a s são c o n h e c i d a s e q u e k é o va lor d a 

ve loc idade m í n i m a at ingida pela barra de con t ro le . 

Por m e i o da equação ( 4 5 ) , é poss íve l de te rminar o va lor de t^, qua i sque r q u e sejam o s 

valores Z i ( 0 ) , K , n e L (ev identemente tais va lores d e v e m ser c o m p a t í v e i s c o m a real idade) . 

A equação (45 ) p o d e ser resolv ida n u m c o m p u t a d o r d ig i ta l . 

A t í tu lo de i lus t ração, tes tamos u m caso a m o s t r a , n o qua l f o r a m u t i l i zados o s segu in tes 

va lores : 

a = 0 , 0 7 8 5 3 (0) = - 0 , 0 1 

b = 2 0 Z^iO) = O 

k = - 0 , 1 Z3(0) = O 

K = 0 ,1 

L = 0 , 0 0 2 8 

Des ignando -sé po r E Q N O N L o p rog rama q u e executa o s c á l c u l o s * , o b t i v e m o s c o m o 
so lução da equação (45) o valor = 0 , 7 1 0 8 E + 0 1 . 

* A listagem desse programa encontra-se no apêndice deste trabalho. Foi escrito em F O R T R A N I V e 
rodado no computador IBM/370, modelo 155 do CPD do I .E .A . ; Na Programoteca d o C P D existe um 
relatório sobre esse p r o g r a m a . 
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Ut i l i zação da c o n d i ç ã o necessária apresentada n o P r i n c í p i o d o M á x i m o a o part icu lar 

e x e m p l o I lust rat ivo. 

U m a vez o b t i d o o valor de tg cabe agora verif icar se o con t ro le 

m<t) = < 

K O < t < t2 

O tj < t < t3 (50.) 

k t 3 < t < t 4 = T 

e a co r responden te trajetória Z = Z (t) s ã o ó t i m o s . 

Para t a n t o , d e v e m o s subst i tu i r 

m = m (t) 

Z = Z ( t ) 

na f u n ç ã o H a m i l t o n i a n a H (i//, Z , rh) de f in ida e m (17 ) e verif icar que ela resulta u m a cons tan te 

posi t iva qua lque r que seja t per tencente ao intervalo O < t < T ( s e g u n d o o T e o r e m a 2 ) . 

U t i l i zando as re lações ( 3 . 1 4 ) e ( 1 7 ) , v a m o s de terminar in ic ia lmente 

D a ( 1 7 ) , t e m o s 

H ( . / / , Z , m ) = = ,/ /»f i + + \ ¡ / 3 f ' 

s e n d o 

f^ = - b Z a + a Z j + m 

f^ = m 

po r tan to 

H ( i / / , Z , m ) = i//'Z2 + i / /^ ( -bZ2 +aZ3 + m ) + i//^m = Z j - bi//^ Z j +a i / /^Z3 + {\p^ +\¡j^)m. 

(51) 

P o r o u t r o lado , das (3 .14 ) tem-se que 

d t 9 Z . ' ' 

E n t ã o : , , j 

^ ' dt a z i ' 

M a s 

I r -



2 0 

«//' (t) = c , (52) 

b) # - ' = - 1 ^ = - [ . / / ' -b .A^] = bV/ 
dt 32^ 

1 _ 

então 

Cj + C î e 
(53) 

onde 02 é uma constante real. 

então 

, dù^ aH , , 2 1 a r b t , 

^ ^ M t ) = - ^ c . t - ^ e ' * S c 3 

o n d e Ca é u m a cons tan te real. 

P a s s e m o s então à de te rm inação d a s cons tan tes C j , C 2 , C j . 

C o n s i d e r a n d o as equações ( 1 5 ) , (17 ) e q u e k < rh < K , p o d e m o s escrever: 

«//Mt) + V/Mt) = + 1 0 < t < t 2 = 0 , 0 2 8 

^ M t ) + \ ¡ ' M t ) = 0 t2 < t < t 3 = 7 , 1 0 8 

{t)+^^ ( t ) = - 1 t 3 < t < T . 

Deco r re d a í o segu in te s is tema linear de 3 equações nas 3 incógn i tas C i , C 2 , C 3 : 

C2 + C3 = 1 

(54 ) 

1 4. 1 a 

b T _b b̂ _ 

J _ _ 0 , 0 2 8 »'a 

b b 

7 , 1 0 8 * a 

c , + 

c , + 

b i 0,028 ,„b*0 ,028 

6 ac 

b »7 ,108 b . 7 , 1 0 8 

02 + C j = O 

C2 + C3 = - 1 . 

( 55 ) 

A reso lução d o s is tema ( 5 5 ) fo rnece o s va lores segu in tes : 

c i = 0 , 9 0 9 . 1 0 ' * 

C2 = 0 , 9 2 1 . 1 0 " ' ® 

C3 = - 0 . 4 5 4 « l O l 

então 

o n d e Cl é u m a cons tan te rea l . 
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E n t ã o , c o n s i d e r a n d o as expressões (19 ) - ( 2 7 ) . reun idas c o m ( 5 0 ) , (56) e ( 5 7 ) , ve r i f i camos 

que 

H = 0 , 1 > 0 

qua lquer que seja t per tencente a o intervalo 0 < t < T , C o m isto ve r i f i camos (med ian te a 

ut i l ização d o P r i n c í p i o d o M á x i m o ) que tan to o con t ro le c o m o a trajetória d e t e r m i n a d o s 

cons t i t uem o c o n t r o l e e a trajetória ó t i m a d o p r o b l e m a ap resen tado . 

V - S u m á r i o e C o n c l u s õ e s 

A presente secção cons is te e m u m s u m á r i o , jun tamente c o m a l g u m a s c o n c l u s õ e s relativas 

ao t raba lho d e s e n v o l v i d o . 

Obse rve -se , in ic ia lmente, que o objet ivo central deste t raba lho fo i o de in t roduz i r o leitor 

na " T e o r i a d o C o n t r o l e Ó t i m o " , Es ta teoria é mu i t o útil na so l ução de u m a a m p l a classe de 

p r o b l e m a s p rá t i cos que não p o d e m ser reso lv idos pelos m é t o d o s d o cá lcu lo d a s var iações 

c láss ico . A l g u n s desses p r o b l e m a s estão re lac ionados c o m o con t ro le de reatores nuc leares . 

Nes te sen t i do , f o r a m t ra tados o s t ó p i c o s segu in tes : 

1. A p r e s e n t o u - s e u m ret rospecto h is tór ico da T e o r i a , ressal tando-se o excelente t r aba lho de 

P o n t r y a g i n ao f o rmu la r o " P r i n c í p i o d o M á x i m o " , p r i n c í p i o que const i tu i o f u n d a m e n t o 

central de toda a teor ia . 

E n t ã o , substituindO'se em ( 5 2 ) , (53) e ( 5 4 ) , o s va lores de C j , C j , e C3, t e m o s : 

i//' (t) = 0 , 9 0 9 * 1 0 * 

(,) = Q , 9 ^ 9 _ . 1 0 l _ t O , 9 _ 2 J _ . 1 0 : J l ^ e _ ^ ! 

b 

(t) = - OáP|_iJP_^ ^ _ 32.^ ^ e ^ a _ ̂  ^ .,^3 
b b 

T e n d o e m m ã o s as expressões de Z , \¡j e m, f a ç a m o s a ver i f icação de que H é u m a 

cons tan te posi t iva em O < t < T , 

F i z e m o s esta ver i f icação para d iversos va lores de t. C o n s i d e r e m o s a exp ressão geral q u e 

def ine H , o u seja 

H = ̂ P' (t) Z2 (t) - bi//^ (t) Z j (t) + a^^ (t) Z3 (t) + iV/' (t) + (t) ] m ( t ) . 

L e m b r a m o s q u e c , , C j , C3, fo i de te rm inado de m o d o que 

1 se m(t ) = K 

i//'(t) + i//^(t) = < O se m( t ) = O (57) 

- 1 se rfi(t) = k . 
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2 . F o r m u l o u - s e o P r i n c í p i o d o M á x i m o , s e n d o d iscut idas ques tões a ele concernen tes . 

E x a m i n o u - s e , e m seus p o r m e n o r e s , u m caso part icular, qual seja, o p r o b l e m a d e t e m p o 

ó t i m o . A p r o p ó s i t o , é o p o r t u n o ressaltar a necess idade de considerar-se as e q u a ç õ e s q u e 

descrevem o s s is temas, s e g u n d o C a r a t h e o d o r y . 

3 . O s desenvo l v imen tos teór icos f o r a m i lus t rados, u t i l izando-se u m e x e m p l o e m con t ro le de 

reatores. 

4 . A p l i c o u - s e o P r i nc íp i o d o M á x i m o no e x e m p l o m e n c i o n a d o anter ior c o m o ob je t ivo de 

veri f icar se u m de te rm inado cont ro le admiss íve l é ó t i m o o u n ã o . Esse e x e m p l o é u m a 

ap l i cação d o P r i nc íp i o d o M á x i m o a u m p r o b l e m a de t e m p o ó t i m o q u e se apresenta e m u m 

reator nuclear. Para t an to , u s a n d o u m m o d e l o s imp l i f i cado de u m reator, d i s c u t i m o s o 

p r o b l e m a de aumenta r o n íve l de potênc ia d o reator, n u m t e m p o m í n i m o , p o r m e i o da 

m a n i p u l a ç ã o da barra de con t ro le . 

5 . E l a b o r o u - s e u m e x e m p l o numér i co o n d e o con t ro le ó t i m o e a trajetória ó t i m a , s o l u ç õ e s d o 

p rob lema a c i m a , f o r a m o b t i d o s . 

A o t é rm ino de nossas c o n c l u s õ e s , rea f i rmamos q u e po r me io d o P r i nc íp i o d o M á x i m o 

p o d e m o s verif icar q u e o con t ro le e a trajetória sugeridos n o e x e m p l o por n ó s i lust rado são 

ó t i m o s . 
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A P Ê N D I C E 

L i s t a g e m d o p r o g r a m a E Q N O N L 

MAl N U 9 / ¿ t 9 / l 5 

0001 

0 0 0 3 

ÚÜOS 
J j ü o 
O J O ? 
ÚOÚB 

.^OlO 
J O l t 

ooiz 

<JUl3 

úOíb 

•JOlI 
OOÍá 
QOZO 
Oiiíl 
00/:¿ 
j a ¿ 3 

oo¿t 
00¿a 
0 0 2 9 
J U J O 
J O J í 
J U J 2 

00 i 4 
O O J S 
O O i b 
0 J i 7 
00:>0 
O J J V 
Ü u 4 0 
00-« 1 
0 0 4 ^ 

O O t ' t 

U Ü M M u í ^ A L I - Á , r k l A . t T A . G A M A . T . b 
JJME iV i lU IM ¿ 1. ( l ü J , ¿2 ( l ü ) , Z j ( L ü ) 
T < R T K N T T I . T ^ C T 

l ' H i i l o n i t MAl.x H r < U Ü K A M 
A = U . J ?ü 3 J 
D = ¿ 0 . 
X K . 1 = - J . 1 
X K 2 = - X M 
X L = 0 . U 0 2 a 
¿ l 1 l i = - J . J l 
¿ 2 1 l l = Ü . 
Z j I l ) = 0 . 
r = X L / X N 2 

Y = i . - t x p I - í > » n 
r i=(A /u ) *¿ j (n 
¿ U 2 i = z i ( i ) * - i 2 2 i i ) / ü ) * y - ( ( y i / D ) » Y i + ( Y i » T ) - i ( A í X K . i i / i j a s a i o i r - i (XK2 /Ó 

C » * 2 ) » r | t { X K 2 * l / b ) + ( ( A * X N 2 » r * » 2 ) / l 2 . * u ) ) - ( A * X K 2 » I / l d » « 2 » í 
2 2 ( 2 i = Z 2 ( l J * t X P ( - Ü » T | i - ( y i # r l + { a » X K 2 / d * » 2 i * ( b » l - i . < + X K 2 * r / c ) * A * X K 2 - c 

i ,XP I - t>*n / o#»2 
X A = ^ ¿ - 2 ( 2 l / b t A » X L / b e * 2 
X ò = Ã « X K l / u » * 3 - X K i / o 
A i , = A * X L i / a t A » X K l / o » * 2 - X K . l / ü 
X Ü = A » / K 1 / u 
X t = - X U 
X r = - A » X K l / d * » 2 t X M / d 
X Ü = X t / 2 . 
Xri = ¿ l ( 21 »-¿21 2 l / u - A » X L / ú » * 2 - A » X L « T / t í - A * X K i / i i * » J * - X i s l / b 
X I = ¿ 2 i 2 ) - A » X L / o 
X J = - A « X K . i / ü * » 2 « - X N l / u 
XM=Xc 
XiV = Xü 
X P = A * X L / O í - A * X K . l / o * í 2 - X M / t í 
l c l A = X A / ' X a - X l / X J 
Á l . t - A = ( XL) + Xt + X Ó J / X d 
e l A = ( ( X c « - x H / X o l + ( ( X L * X D í - 2 . » X ( i * X L ) / l X b * A b i ( Xi<.l) t ) - ( ( xrn-x,-. 1 / x J I 
G « M A = ( ( X f ^ » X L ) / ( X ü * A d S l X M . J I ) + ( ( X b * X L * X L I / ( X t í » X l < . l » X M I » * ( X i l / X i J | - l ( A . 

0̂ -1 * X L ) / ( X J » A b S ( XKi.) ) J - ( X P / X J ) 
X L 1 = 0 . 0 
X K I = 7 . 5 
1címD = 2 U 

L A L L K T M I ( X , t ^ , f C l , X L l , X k l , l i P S , I t N U , I t K ) 
w « i T t ( ó , a ) i b K 

,o L - Ü K M A T l ' O ' , ' 1 É R = ' . L ' . ) 

« K l T t l f c . l J ) X 
l U F J K M A T l « 0 | ' , ' R ü U l üH H x l = 0 l i = ' , t i ¿ . - . l 
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FORTRAN l\é I , L t V E i - ¿ 1 PCX DATE = 0 9 / * 9 / l 5 

0 0 Ü 1 F U N C R I U N F C K r O L I 

i ) 00¿ CUNMUiM A L F A , T E T A , E T A , Ü A M A . T . B 
0003 FCT = r ë T A " ( É X P ( - ( TUL-T 1*B) I < - A L F A » T 0 L * * 2 * E r A » r ü L » G A M A 
aOÜ't RETURN 
0 0 0 5 ENO 
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C 
C 
C 
C 
C 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
t. 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
ç 
c 
e 

ç 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
G 
c 
c 
c 
t 
c 
c 
c 
c 
c 
e 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 
c 

SUBRCiUTINE ftTMI 

PURPOSE 
TO SOLVE GENERAL NONLINEAR EQUATIONS Uf THE FOKH F C T I X ) = 0 
BV MEANS OF MUtLLER-S I T E R A T I O N METHOD. 

USAGE 
GALL RTMl i X , F , F t T , X L J , X R I , E P S , l E N O , I E R ) 
PARAMETER FCT REQUIRES AN EXTERNAL STATEMENT-

DESGRIP I ION OF PARAMETERS 
X 
F 
FCT 
XL I 

XRl 

EPS 

I END 
lER-

R r « i 

mm 
RTS i 
R T S l 
KT-41 

R l ' i l 
« T S I 
R T I t 
RTMi 

X T ' ) ! 
S i l l 

RESOLTANT ROOT OF EQUATION F C I ( X I = 0 . 
RESULTANT FONCTION VALOE AT ROUT X . 
NAMt OF THE EXTERNAL FONCTION SOBPhOGRAH USEO. 
INPUT VALUE WHICH S P E C I F I E S THE I N I T I A L LEFT BOONO RTMi 
OF THE ROOT X. Kl'^l 
INPUT VALUE MHICH S P E C I F I E S THE I N I T I A L RIGHT BOUNORIt l 
OF THE ROOT X. R r « l 

- INPUT VALOE MHICH S P E C I F I E S THE OPPER BOUNU OF THE kl^i 
ERROR OF RESULT X. kT>ll 

- MAXIMUM NUMBER OF I T E R A T I O N STEPS S P E C I F I E D . RTSI 
- RESOLTANT ERROR PARAMETER CODEU AS FOLLOwi K U l 

IER=0 - NO ERROR, R T l l 
IER= l - NO CONVERGENCE AFTER lEND I T E R A l l O N S t E P i K L M I 

FOLLOWED BV TEND SOCCESSIVE S T E P i OF 
B I S E C T I O N , 

IER=2 - BASIC ASSUMP?IQN F C T ( X L 1 I » F C T ( X R l ) LESS 
THAN OR EQUAL TO ZERO IS NOT S A T I i F I E O . 

REMARKS 
THE PROCEDURE ASSUMES THAT FUNCTION VALUES AT I N I T I A L 
BOUNDS XL I AND XKI HAVE NOT THE SAME S I G N . IF T H I S BASIC 
ASSUMPTION lb NOT S A T I S F I E D BV INPUT VALUES X L I ANO X R l , 
PROCEOURE IS ayPASSEO AND GIVES THE ERKOR MESSAGE IfcR=2. 

SOBROOTINES AND FUNCTION SUBPROGRAMS REQUIRED 
THE EXTERNAL FUNCTION SOÜPROGRAM F C K X I H U i l BE FURNISHED 
BY THE USER. 

METHOD 

A T M I 

Rr<4I 
RTMi 
R T m 
R t m 
R T M L 
RT>(i 

TMtÄT'^ i 

i< r i i 

R r t i 

RI>»1 
Rf ' l l SOLUTION OF EQOAI ION F C T I X J = 0 IS DONE BY MtANS OF MUELLER- i RTHi 

I T E R A T I O N METHOD OF SOCCESSIVE B ISECTIONS AND INVERSE RIMl 
PARABOLIC I N T E R P O L A T I O N , WHICH STARTS AT THE I N I T I A L 6OON0S RIMi 
XL I AND X R l . CONVERGENCE IS QUADRATIC IF THE D E R I V A T I V E OF R U l 
F C T ( X ) AT ROOT X I S NOT EQOAL TO ZERO. O N E I T E R A T I O N STEP R I « I 
REQUIRES T B O EVALUATIONS OF F C T I X I . FOR TEST ON i A T 1 SFACTOKlTRTSi 
ACCORACY SEE FORMULAE 1 3 , * ) OF MATHEMATICAL D E S C R I P T I O N . KlAl 
FOR REFERENCE, SEE G . K. K R I S T I A N S E N , ZERO OF ARBIIRARY K T M I 
F U N C T I O N , B I T , VOL. 3 1 1 9 6 3 ) , P P . 2 0 5 - 2 0 6 . RTH1 

Kl-*l 
. . .R I i l l 

Rf ' t l 
SOoROOTINE R T M 1 1 X , F , F C T , X L 1 , X R I , E P S , I E N D . I ER) 

RT1I 

lu 
2J 
30 
40 
50 

•60 
70 
a<j 
90 

too 
1 l u 
12J 
130 
1*0 
150 
L60 
1 70 
idu 
190 
¿00 
210 
2<:o 
¿30 
2*0 
2 S O 

260 
¿70 
ZBx 
AIO 
J O O 

J L O 

12Ü 
330 
3*0 
i S J 
360 
3 70 
j a o 
390 
*0u 
*10 
* 2 J 
*3Ü 
* * 0 
* s o 
*oü 
*70 
<,âO 
*9U 
500 
3 L J 
520 
530 
D * 0 
550 

57a 
>bO 
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C PREPARE I T E R A T I O N 
()002 lERoO 
o u o j 
0004 XR<XftI 
0 0 0 » X-XL 
0006 TOL=»K 
0007 
OOOo I F < P U , i 6 , l 
aok)9 1 FL=F 
0010 X=XR 

701.« X 
0012 F = F C T ( T 0 L » 

l F I F k 2 . l 6 . 2 
2 FR^F 

OOIS 
*-

l F t S l & N « I . , F L 1 » S I G N U . , F R » 12 5 , 3 , 2 5 

£ BASIC ASSOHPTION F l * F R LESS THAN 0 IS S A T I S F I E D . 
t OEiNERAre TOLERANCE FUR FUNCTION VALUES. 

0 0 i 6 3 1=0 
0017 

C 
I O L F = 1 0 0 . * E P S 

C 
c STARr I T E R A T I O N LOOP 

* l = I * L 

c 
c START B I S E C T I O N LOOP 

00 13 K = 1 , I E N 0 
aom X = . S » I X L * A R I 
O02t TOl.f'X 

F = F C I ( T Q L » 
oa/ i i I F t F I S . l A . S 
0024 5 I F I S I G N I L . . F I > S 1 G N I 1 . > F R ) I 7 , 6 , 7 

c 
c INTERCHANGE XL ANO XR IN ORDER TO GET THE SAME SIGN IN F ANO FR 

09215 o ia i .=XL 
0026 XL=XR 
0027 X K ^ T U L 
0026 TQ1.=FL 
0029 FL=FR 
OOsO FR=IOL 
0031 7 R A L = F - F L 
00^2 A = F » T O L 
O O i i A=A*A 
003'« I F I A - F R » « F R - F L J » 8 , 9 , 9 
0033 d I F H - I E N 0 1 1 7 , 1 7 , 9 
0030 9 X»=)t 
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K I M I ÜAIfc = 75317 0 9 / 4 9 / I d 
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A B S T R A C T 

The "theory oi optimal processes" is a recent mathematical formalism that is used to solve an 
important class of problems, in science and in technology, that cannot be solved by classical variational 
techniques. An example of such processes would be the control of a nuclear reactor. 

In the present work certain features of the theory of optimal processes are discussed; emphasizing the 
central contribution of Pontryagin with his formulation of the "maximum principle". An application of the 
theory of optimum control is presented. The example is a time optimum problem applied to a simplified 
model of a nuclear reactor. It deals with the question of changing the equilibrium power level of the reactor 
in an "optimum time". 
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